
ΓΕΝΝΗΤΡΙΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Προαπαιτούμενες γνώσεις

• Δυναμοσειρές (από την Ανάλυση I)

• Στοιχειώδης Συνδυαστική (από τα Μαθηματικά των Υ-

πολογιστών)

• Βασικές ακολουθίες αριθμών (από τα Διακριτά Μαθη-

ματικά)
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1η ΔΙΑΛΕΞΗ

ΓΕΝΝΗΤΡΙΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Συνήθεις γεννήτριες

Εκθετικές γεννήτριες
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Συνήθεις γεννήτριες συναρτήσεις

Για κάθε ακολουθία1 f {N πραγματικών αριθμών, ορίζε-

ται μια συνάρτηση f ˚ με

f ˚pxq “
8

ÿ

n“0

f pnqxn{p´ρ, ρq,

όπου ρ ą 0 είναι η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς, η

οποία ονομάζεται (συνήθης) γεννήτρια συνάρτηση της

f.

Οι γεννήτριες συναρτήσεις μετατρέπουν πολλά προβλή-

ματα που εμφανίζονται στο διακριτό χώρο (όπου ορίζεται

η f ) σε προβλήματα του συνεχούς χώρου (όπου ορίζεται

η f ˚) τα οποία είναι ευκολότερο να λυθούν, αφού γι᾿ αυτό

υπάρχει η δυνατότητα χρήσης των εργαλείων της Μαθη-

ματικής Ανάλυσης (παραγώγιση, ολοκλήρωση κ.λπ.).

Πιο συγκεκριμένα, με τη βοήθεια των γεννητριών συναρ-

τήσεων μπορεί να ευρεθεί ο τύπος ορισμένων ακολουθιών

που δίδονται σε αναδρομική μορφή, να αποδειχθούν με

σύντομο τρόπο πολλοί τύποι της Συνδυαστικής Ανάλυ-

σης, να προσδιορισθούν ορισμένες ασυμπτωτικές σχέσεις

ακολουθιών και να επιλυθούν διάφορα προβλήματα της

Θεωρίας Πιθανοτήτων.

1Στο κεφάλαιο αυτό ϑα χρησιμοποιείται ο συμβολισμός

f pnq για τις ακολουθίες και η μεταβλητή n ϑα παίρνει

τιμές στο N.

3



Βήματα χρήσης των γεννητριών συναρτήσεων

´Εστω ότι ϑέλουμε να βρούμε ένα τύπο για τον αριθμό

f pnq των δυαδικών δένδρων με n κορυφές.

1ο βήμα: Εύρεση αναδρομικής σχέσης

Από την διάσπαση των δυαδικών δένδρων προκύπτει

ο τύπος του Segner

f pnq “
n´1
ÿ

k“0

f pkq f pn ´ 1 ´ kq, f p0q “ 1.

2ο βήμα: Μετασχηματισμός σε γεννήτρια, Επίλυση και

Αντιστροφή

f pnq “
n´1
ř

k“0

f pkq f pn ´ 1 ´ kq
f ˚pxq “ 1 ` xp f ˚pxqq2

f ˚pxq “ 1´
?
1´4x

2x
f pnq “ 1

n`1

`

2n

n

˘

Γεννήτρια

Επίλυση

Αντιστροφή

Διακριτός χώρος Συνεχής χώρος
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Από το Πόρισμα 4.3, σελίδα 11, τρίτη διάλεξη, Κεφα-

λαίο 11, Ανάλυση 2, προκύπτει ότι

αν ρ ą 0, ισχύει ότι

f ˚pxq “ g˚pxq, για κάθε x P p´ρ, ρq
ñ f pnq “ gpnq, για κάθε n P N,

οπότε η απεικόνιση f Ñ f ˚ είναι 1–1, δηλαδή η συνάρ-

τηση f ˚ δεν μπορεί να δημιουργηθεί από δύο διαφο-

ρετικές συναρτήσεις, πράγμα στο οποίο οφείλει και το

όνομά της.

Γενικότερα, οι γεννήτριες συναρτήσεις ορίζονται για μι-

γαδική μεταβλητή z. Τότε η f ˚ ορίζεται στο σύνολο tz P
C : |z| ă ρu το οποίο γεωμετρικά παριστάνει το εσωτερικό

ενός κύκλου κέντρου p0, 0q και ακτίνας ρ. ´Ετσι, πολλές

φορές χρησιμοποιείται η μεταβλητή z αντί της μεταβλητής

x και η f ˚ ονομάζεται μετασχηματισμός z.

Τέλος, πρέπει να τονισθεί ότι σε πολλά βιβλία χρησι-

μοποιείται το κλασικό σύμβολο fn της ακολουθίας (αντί

του f pnq που χρησιμοποιείται εδώ) και το αντίστοιχο κε-

φαλαίο γράμμα για τη γεννήτριά της, δηλαδή

Fpxq “
8

ÿ

n“0

fnxn.
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Βασικές γεννήτριες συναρτήσεις

f ˚pxq “
8

ÿ

n“0

f pnqxn

1. Αν f pnq “ an{N, όπου a P R˚, τότε

f ˚pxq “ 1

1 ´ ax
{

ˆ

´ 1

|a|,
1

|a|

˙

, διότι

8
ÿ

n“0

anxn “
8

ÿ

n“0

paxqn “ 1

1 ´ ax
.

2. Αν f pnq “ an

n!
{N, όπου a P R, τότε

f ˚pxq “ eax{R, διότι
8

ÿ

n“0

an

n!
xn “

8
ÿ

n“0

paxqn

n!
“ eax.

3. Αν f pnq “
ˆ

a

n

˙

{N, όπου a P R, τότε
f ˚pxq “ p1 ` xqa{R, διότι

8
ÿ

n“0

ˆ

a

n

˙

xn “ p1 ` xqa.
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Ιδιότητες γεννητριών συναρτήσεων

1. Αν f pnq “ c1 f1pnq ` c2 f2pnq, όπου c1, c2 P R, τότε
f ˚pxq “ c1 f ˚

1 pxq ` c2 f ˚
2 pxq.

2. Αν f pnq “ anφpnq, όπου a P R, τότε
f ˚pxq “ φ˚paxq.

3. Αν f pnq “ φpn ` kq, όπου k P N˚, τότε

f ˚pxq “ φ˚pxq
xk

´
k´1
ÿ

i“0

φpiq
xk´i

.

Για παράδειγμα

pφpn ` 1qq˚pxq “ φ˚pxq
x

´ φp0q
x

και

pφpn ` 2qq˚pxq “ φ˚pxq
x2

´ φp0q
x2

´ φp1q
x

4. Αν f pnq “ Fkpnqφpnq, όπου k P N˚ τότε

f ˚pxq “ xkpφ˚pxqqpkq.

Υπενθυμίζεται ότι

Fkpxq “ xpx ´ 1q ¨ ¨ ¨ px ´ k ` 1q
είναι το παραγοντικό πολυώνυμο k τάξης.

7



Άσκηση 1. Να αποδειχθεί ότι αν

f pnq “ Fkpnqφpnq, όπου k P N˚,

τότε

f ˚pxq “ xkpφ˚pxqqpkq.

Λύση. Ισχύει ότι

f ˚pxq “
8

ÿ

n“0

f pnqxn

“
8

ÿ

n“0

Fkpnqφpnqxn

“
8

ÿ

n“0

npn ´ 1q ¨ ¨ ¨ pn ´ k ` 1qφpnqxn

“ xk

8
ÿ

n“k

npn ´ 1q ¨ ¨ ¨ pn ´ k ` 1qφpnqxn´k

2

“ xk

˜ 8
ÿ

n“0

φpnqxn

¸pkq

“ xkpφ˚pxqqpkq
�

2Βλέπε Πρόταση 4.2, σελ. 10, τρίτη διάλεξη, Κεφάλαιο

11, Ανάλυση 2.
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Εφαρμογή

pnkφpnqq˚pxq “
k

ř

i“1

S pk, iqxipφ˚pxqqpiq, για κάθε k P N.

Υπενθυμίζεται ότι ο αριθμός Stirling δευτέρου είδους

S pk, iq είναι ο συντελεστής του παραγοντικού πολυωνύ-

μου Fipxq στο ανάπτυγμά του μονωνύμου xk ως γραμμικός

συνδυασμός των παραγοντικών πολυωνύμων, δηλαδή

xk “
k

ÿ

i“0

S pk, iqFipxq

οπότε για x “ n προκύπτει ότι

nk “
k

ÿ

i“0

S pk, iqFipnq

nkφpnq “
k

ÿ

i“0

S pk, iqFipnqφpnq.

Από την πρώτη και τέταρτη ιδιότητα προκύπτει ότι

pnkφpnqq˚pxq “
k

ÿ

i“0

S pk, iqpFipnqφpnqq˚

3

“
k

ÿ

i“1

S pk, iqxipφ˚pxqqpiq.

3Διότι S pk, 0q “ 0, για κάθε k P N˚.
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Παράδειγμα Αν εφαρμοσθεί ο προηγούμενος τύπος για

k “ 1, 2 και φpnq “ an, όπου a P R, προκύπτουν διαδοχικά

οι τύποι:

pnanq˚pxq “ S p1, 1qxppanq˚pxqq1

4

“ 1 ¨ x

ˆ

1

1 ´ ax

˙1

“ ax

p1 ´ axq2
και

pn2anq˚pxq “ S p2, 1qxppanq˚pxqq1 ` S p2, 2qx2ppanq˚pxqq2

5

“ 1 ¨ x

ˆ

1

1 ´ ax

˙1
` 1 ¨ x2

ˆ

1

1 ´ ax

˙2

“ axp1 ` axq
p1 ´ axq3 .

Ειδικά, για a “ 1, έχουμε αντίστοιχα τους τύπους:

pnq˚pxq “ x

p1 ´ xq2

pn2q˚pxq “ xp1 ` xq
p1 ´ xq3

4Διότι S p1, 1q “ 1, αφού x “ F1pxq.
5Διότι S p2, 1q “ S p2, 2q “ 1, αφού x2 “ F1pxq ` F2pxq.
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Συνέλιξη

Αν f , g{N είναι δύο ακολουθίες, τότε το άθροισμα

n
ÿ

k“0

f pkqgpn ´ kq

ορίζει μια ακολουθία που ονομάζεται συνέλιξη αυτών και

σημειώνεται με f f g, δηλαδή

p f f gqpnq “
n

ÿ

k“0

f pkqgpn ´ kq.

Προφανώς, ισχύει ότι f f g “ g f f .

Επιπλέον, ισχύει η παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 1.Η γεννήτρια συνάρτηση της συνέλιξης δύο

ακολουθιών f , g{N ισούται με το γινόμενο των γεννη-

τριών τους, δηλαδή ισχύει ότι

pp f f gqpnqq˚ “ p f pnqq˚pgpnqq˚.
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Άσκηση 2.Να αποδειχθεί ότι για δύο ακολουθίες f , g{N
ισχύει η σχέση

pp f f gqpnqq˚ “ p f pnqq˚pgpnqq˚.

Λύση.

pp f f gqpnqq˚ “
8

ÿ

n“0

p f f gqpnqxn

“
8

ÿ

n“0

n
ÿ

k“0

f pkqgpn ´ kqxn

“
8

ÿ

k“0

8
ÿ

n“k

f pkqgpn ´ kqxkxn´k

“
8

ÿ

k“0

f pkqxk

˜ 8
ÿ

n“k

gpn ´ kqxn´k

¸

λ“n´k“
8

ÿ

k“0

f pkqxk

˜ 8
ÿ

λ“0

gpλqxλ

¸

“ pp f pnqq˚pgpnqq˚
�
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Εφαρμογές

Εφαρμογή 1. Αν

f pnq “ φp0q ` φp1q ` ¨ ¨ ¨ ` φpnq, για κάθε n P N,
τότε είναι

f ˚pxq “ φ˚pxq
1 ´ x

.

Λύση. Πράγματι, εφαρμόζοντας την Πρόταση 1 για την α-

κολουθία φpnq και την σταθερή ακολουθία 1pnq “ 1, προ-

κύπτει ότι

f ˚pxq “
˜

n
ÿ

k“0

φpkq ¨ 1pn ´ kq
¸˚

pxq

“ pφf 1q˚pxq
“ φ˚pxq1˚pxq

“ φ˚pxq
8

ÿ

n“0

1 ¨ xn

“ φ˚pxq
1 ´ x

. �
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Εφαρμογή 2. Να αποδειχθεί ο τύπος του Cauchy
ˆ

r ` s

n

˙

“
n

ÿ

k“0

ˆ

r

k

˙ˆ

s

n ´ k

˙

όπου r, s P R και n P N,
Λύση. Για την απόδειξη του τύπου του Cauchy τίθεται

f pnq “
ˆ

r

n

˙

, gpnq “
ˆ

s

n

˙

και hpnq “
ˆ

r ` s

n

˙

για κάθε n P N, οπότε από την Πρόταση 1 προκύπτει ότι

h˚pxq “ p1`xqr`s “ p1`xqrp1`xqs “ f ˚pxqg˚pxq “ p f fgq˚pxq.
Άρα,

hpnq “ p f f gqpnq “
n

ÿ

k“0

f pkqgpn ´ kq

και επομένως,
ˆ

r ` s

n

˙

“
n

ÿ

k“0

ˆ

r

k

˙ˆ

s

n ´ k

˙

για κάθε n P N. �
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Παρατήρηση: Στα Μαθηματικά των Υπολογιστών είχε

δοθεί ο τύπος του Vandermonde για τα παραγοντικά πο-

λυώνυμα:

Fnpr ` sq “
n

ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

FkprqFn´kpsq

ο οποίος είχε αποδειχθεί με την μέθοδο της μαθηματικής

επαγωγής.

Οι τύποι των Cauchy και Vandermonde είναι όμως ισο-

δύναμοι.

Πράγματι, επειδή ισχύει
`

x

n

˘

“ Fnpxq
n!

προκύπτει ότι
ˆ

r ` s

n

˙

“
n

ÿ

k“0

ˆ

r

k

˙ˆ

s

n ´ k

˙

ô

Fnpr ` sq
n!

“
n

ÿ

k“0

Fkprq
k!

Fn´kpsq
pn ´ kq!

ô

Fnpr ` sq “
n

ÿ

k“0

n!

k!pn ´ kq!
FkprqFn´kpsq ô

Fnpr ` sq “
n

ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

FkprqFn´kpsq
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Συνήθεις γεννήτριες συναρτήσεις

f ˚pxq “ p f pnqq˚pxq “
8

ÿ

n“0

f pnqxn

• panq˚ “ 1

1 ´ ax
, a P R˚. Ειδικά, p1q˚ “ 1

1 ´ x
.

•

ˆ

an

n!

˙˚
“ eax, a P R. Ειδικά,

ˆ

1

n!

˙˚
“ ex.

•
``

a

n

˘˘˚ “ p1 ` xqa, a P R.

1. pc1 f1pnq`c2 f2pnqq˚ “ c1 f ˚
1 pxq`c2 f ˚

2 pxq όπου c1, c2 P R.
2. panφpnqq˚ “ φ˚paxq, όπου a P R.

3. pφpn ` kqq˚ “ φ˚pxq
xk ´

k´1
ř

i“0

φpiq
xk´i όπου k P N˚.

4. pFkpnqφpnqq˚ “ xkpφ˚pxqqpkq, όπου k P N˚.

Συνέλιξη:

p f f gqpnq “
n

ÿ

k“0

f pkqgpn ´ kq.

pp f f gqpnqq˚ “ p f pnqq˚pgpnqq˚.
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Παραδείγματα

Άσκηση 3. Να βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση της ακο-

λουθίας f pnq “ 3npn ` 1q2.

Λύση. Αν φpnq “ n2, τότε είναι

φ˚pxq “
8

ÿ

n“0

n2xn “ x

8
ÿ

n“1

n ¨ nxn´1

“ x

8
ÿ

n“1

pnxnq1 “ x

˜ 8
ÿ

n“1

nxn

¸1

“ x

˜

x

8
ÿ

n“1

nxn´1

¸1

“ x

˜

x

8
ÿ

n“1

pxnq1
¸1

“ x

¨

˝x

˜ 8
ÿ

n“1

xn

¸1
˛

‚

1

“ x

˜

x

ˆ

1

1 ´ x

˙1
¸1

“ x

ˆ

x

p1 ´ xq2
˙1

“ xpx ` 1q
p1 ´ xq3 .

Κατόπιν τούτων, χρησιμοποιώντας διαδοχικά τις ιδιό-

τητες 3 και 2 των γεννητριών συναρτήσεων, προκύπτει

ότι

ppn ` 1q2q˚ “ φ˚pxq
x

´ φp0q “ x ` 1

p1 ´ xq3
και τελικά,

f ˚pxq “ 3x ` 1

p1 ´ 3xq3 . �
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Άσκηση 4. Να βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση της ακο-

λουθίας f pnq “ 12 ` 22 ` ¨ ¨ ¨ n2.

Λύση. Αν εφαρμοσθεί η εφαρμογή 1 της Πρότασης 1 για

την ακολουθία φpnq “ n2, με γεννήτρια συνάρτηση

pn2q˚pxq “ xpx ` 1q
p1 ´ xq3

προκύπτει ότι

f ˚pxq “ φ˚pxq
1 ´ x

“ xpx ` 1q
p1 ´ xq4 . �
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Άσκηση 5. Να βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση της ακο-

λουθίας f pnq “ 3np2 ´ nq
pn ` 1q!

.

Λύση. Αν τεθεί φpnq “ 3n

n!
για κάθε n P N, τότε είναι

φ˚pxq “ e3x.

Επιπλέον, είναι

f pnq “ 3np3 ´ pn ` 1qq
pn ` 1q!

“ 3n`1

pn ` 1q!
´ 3n

n!
“ φpn ` 1q ´ φpnq,

οπότε, σύμφωνα με τις ιδιότητες 1 και 3 των γεννητριών

συναρτήσεων, προκύπτει ότι

f ˚pxq “ pφpn ` 1qq˚pxq ´ φ˚pxq

“ φ˚pxq
x

´ φp0q
x

´ φ˚pxq

“ e3x

x
´ 1

x
´ e3x

“ p1 ´ xqe3x ´ 1

x
. �
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Εκθετικές γεννήτριες συναρτήσεις

Υπάρχουν ορισμένα προβλήματα τα οποία δεν επιλύο-

νται με τις συνήθεις γεννήτριες συναρτήσεις αλλά με μια

παραλλαγή τους, τις εκθετικές γεννήτριες συναρτήσεις.

Η εκθετική γεννήτρια συνάρτηση f ˚˚ μιας ακολουθί-

ας f {N ορίζεται ως εξής:

f ˚˚pxq “
8

ÿ

n“0

f pnq
n!

xn.

Σε ορισμένα βιβλία οι εκθετικές γεννήτριες συναρτήσεις

σημειώνονται με Epxq ή epxq.
Επειδή ισχύει η σχέση

p f pnqq˚˚ “
ˆ

f pnq
n!

˙˚
,

πολλά από τα αποτελέσματα που είδαμε για τις συνήθεις

γεννήτριες συναρτήσεις δίνουν αντίστοιχες ιδιότητες για

τις εκθετικές γεννήτριες συναρτήσεις.

Μερικές από αυτές είναι οι εξής:

i) pn!q˚˚ “ 1

1 ´ x
Πραγματικά,

pn!q˚˚ “
8

ÿ

n“0

n!

n!
xn “

8
ÿ

n“0

xn “ 1

1 ´ x

ii) panq˚˚ “ eax.

Πραγματικά,

panq˚˚ “
8

ÿ

n“0

an

n!
xn “

8
ÿ

n“0

paxqn

n!
“ eax.
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iii) Οι ιδιότητες 1, 2 και 4 των συνήθων γεννητριών συ-

ναρτήσεων ισχύουν και για τις εκθετικές γεννήτριες

συναρτήσεις, δηλαδή

1. pc1 f1pnq ` c2 f2pnqq˚˚pxq “ c1 f ˚˚
1 pxq ` c2 f ˚˚

2 pxq, όπου
c1, c2 P R.

2. panφpnqq˚˚pxq “ φ˚˚paxq, όπου a P R.
4. pFkpnqφpnqq˚˚pxq “ xk pφ˚˚pxqqpkq

, όπου k P N˚.

iv) Αντίθετα, η ιδιότητα 3 των γεννητριών συναρτήσεων

αντικαθίσταται από την ιδιότητα:

3. pφpn ` kqq˚˚pxq “ pφ˚˚pxqqpkq, όπου k P N.
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Άσκηση 6. Αν f pnq “ φpn ` kq, όπου k P N˚, να δειχθεί

ότι

f ˚˚pxq “ pφ˚˚pxqqpkq.

Πράγματι, ισχύει ότι

f ˚˚pxq “
8

ÿ

n“0

φpn ` kqxn

n!

m“n`k“ x´k

8
ÿ

m“k

φpmqxm

pm ´ kq!

“ x´k

8
ÿ

m“k

mpm ´ 1q ¨ ¨ ¨ pm ´ k ` 1qφpmq
m!

xm.

“ x´k

8
ÿ

m“0

mpm ´ 1q ¨ ¨ ¨ pm ´ k ` 1qφpmq
m!

xm.

“ x´k

8
ÿ

m“0

Fkpmqφpmq
m!

xn

“ x´k

ˆ

Fkpmqφpmq
m!

˙˚
pxq

Αν τεθεί ψpmq “ φpmq
m!

τότε σύμφωνα με την ιδιότητα 4

των συνήθων γεννητριών συναρτήσεων έχουμε ότι

f ˚˚pxq “ x´kxkpψ˚pxqqpkq

Άρα,

f ˚˚pxq “ pψ˚pxqqpkq “ pφ˚˚pxqqpkq
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Τέλος, στην επόμενη πρόταση δίδεται αποτέλεσμα α-

νάλογο με αυτό της Πρότασης 1.

Πρόταση 2. Αν f , g, h{N είναι τρεις ακολουθίες με

hpnq “
n

ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pkqgpn ´ kq,

τότε η εκθετική γεννήτρια συνάρτηση της h ισούται με

το γινόμενο των εκθετικών γεννητριών των f , g, δηλαδή

h˚˚pxq “ f ˚˚pxqg˚˚pxq.

Απόδειξη. Αν τεθεί

f1pnq “ f pnq
n!

, g1pnq “ gpnq
n!

και h1pnq “ hpnq
n!

,

τότε είναι

f1 f g1pnq “
n

ÿ

k“0

f1pkqg1pn ´ kq

“
n

ÿ

k“0

f pkq
k!

gpn ´ kq
pn ´ kq!

“ 1

n!

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pkqgpn ´ kq

“ hpnq
n!

“ h1pnq,

οπότε από την Πρόταση 1 προκύπτει ότι

h˚˚pxq “ h˚
1pxq “ p f1 f g1q˚pxq “ f ˚

1 pxqg˚
1pxq “ f ˚˚pxqg˚˚pxq.

�
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Εφαρμογές

Εφαρμογή 3. Να βρεθεί η εκθετική γεννήτρια συνάρ-

τηση της ακολουθίας Bn των αριθμών Bell.

Λύση. Υπενθυμίζεται ότι ο αριθμός των διαμερίσεων ενός

συνόλου E με n στοιχεία ονομάζεται αριθμός Bell n τάξης

και σημειώνεται με Bn.

Επίσης είναι γνωστό ότι

B0 “ 1 και Bn`1 “
n

ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

Bk. (1)

Προκειμένου να ευρεθεί η εκθετική γεννήτρια της α-

κολουθίας pBnq των αριθμών Bell, τίθεται f pnq “ Bn και

gpnq “ 1, για κάθε n P N, οπότε εφαρμόζοντας την Πρό-

ταση 2, και με τη βοήθεια της ιδιότητας 3. της εκθετικής

γεννήτριας, η σχέση (1) δίδει

f pn ` 1q “
n

ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pkqgpn ´ kq

p f pn ` 1qq˚˚ “
˜

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pkqgpn ´ kq
¸˚˚

p f ˚˚pxqq1 “ f ˚˚pxqg˚˚pxq
p f ˚˚pxqq1 “ f ˚˚pxqex

Η τελευταία διαφορική εξίσωση είναι χωριζομένων με-

ταβλητών, και επιλύοντάς την κατά τα γνωστά προκύπτει

ότι

f ˚˚pxq “ ceex

.
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Τέλος, επειδή f ˚˚p0q “ B0 “ 1, προκύπτει ότι c “ e´1,

οπότε η εκθετική γεννήτρια συνάρτηση της ακολουθίας

pBnq των αριθμών Bell είναι

f ˚˚pxq “ eex ´ 1. �
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Εφαρμογή 4.

i) Να δειχθεί ο τύπος

S pn, kq “ 1

k!

k
ÿ

ν“0

p´1qk´ν
ˆ

k

ν

˙

νn

για κάθε k “ 0, 1, . . . , n και n P N.
ii) Να βρεθεί η εκθετική γεννήτρια συνάρτηση της α-

κολουθίας f pnq “ S pn, kq των αριθμών Stirling δευ-

τέρου είδους, όπου k σταθερός αριθμός στο N˚.

Λύση.

i) Από τον ορισμό των αριθμών Stirling δευτέρου είδους

έχουμε ότι

xn “
n

ÿ

k“0

S pn, kqFkpxq.

Από τον τύπο του Gregory

ppxq “
n

ÿ

k“0

p∆k pqp0q
k!

Fkpxq

για ppxq “ xn έχουμε ότι

xn “
n

ÿ

k“0

p∆kxnqp0q
k!

Fkpxq

οπότε

S pn, kq “ p∆kxnqp0q
k!

. (2)
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Χρησιμοποιώντας τον γνωστό τύπο

∆
kypxq “

k
ÿ

ν“0

p´1qν
ˆ

k

ν

˙

ypx ` k ´ νq

για ypxq “ xn έχουμε ότι

p∆kxnqp0q “
k

ÿ

ν“0

p´1qν
ˆ

k

ν

˙

p0 ` k ´ νqn

οπότε από τον τύπο (2) έχουμε ότι

S pn, kq “ 1

k!

k
ÿ

ν“0

p´1qν
ˆ

k

ν

˙

pk ´ νqn

“ 1

k!

k
ÿ

ν“0

p´1qk´v

ˆ

k

k ´ ν

˙

νn

“ 1

k!

k
ÿ

ν“0

p´1qk´ν
ˆ

k

ν

˙

νn
�
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ii) Ισχύει ότι,

f ˚˚pxq “
8

ÿ

n“0

S pn, kqxn

n!

“
8

ÿ

n“0

˜

1

k!

k
ÿ

ν“0

p´1qk´ν
ˆ

k

ν

˙

νn

¸

xn

n!

“ 1

k!

k
ÿ

ν“0

8
ÿ

n“0

p´1qk´ν
ˆ

k

ν

˙pνxqn

n!

“ 1

k!

k
ÿ

ν“0

p´1qk´ν
ˆ

k

ν

˙ 8
ÿ

n“0

pνxqn

n!

6

“ 1

k!

k
ÿ

ν“0

p´1qk´ν
ˆ

k

ν

˙

eνx

“ 1

k!

k
ÿ

ν“0

ˆ

k

ν

˙

pexqνp´1qk´ν.

Τέλος, χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα του διωνύμου

του Νεύτωνα προκύπτει ότι

f ˚˚pxq “ 1

k!
pex ´ 1qk.

6Σύμφωνα με το ανάπτυγμα της εκθετικής σειράς.
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2η ΔΙΑΛΕΞΗ

ΓΕΝΝΗΤΡΙΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Ασκήσεις - Εφαρμογές
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Συνήθεις γεννήτριες συναρτήσεις

f ˚pxq “ p f pnqq˚pxq “
8

ÿ

n“0

f pnqxn

• panq˚ “ 1

1 ´ ax
, a P R˚. Ειδικά, p1q˚ “ 1

1 ´ x
.

•

ˆ

an

n!

˙˚
“ eax, a P R. Ειδικά,

ˆ

1

n!

˙˚
“ ex.

•
``

a

n

˘˘˚ “ p1 ` xqa, a P R.

1. pc1 f1pnq`c2 f2pnqq˚ “ c1 f ˚
1 pxq`c2 f ˚

2 pxq όπου c1, c2 P R.
2. panφpnqq˚ “ φ˚paxq, όπου a P R.

3. pφpn ` kqq˚ “ φ˚pxq
xk ´

k´1
ř

i“0

φpiq
xk´i όπου k P N˚.

4. pFkpnqφpnqq˚ “ xkpφ˚pxqqpkq, όπου k P N˚.

Συνέλιξη:

p f f gqpnq “
n

ÿ

k“0

f pkqgpn ´ kq.

pp f f gqpnqq˚ “ p f pnqq˚pgpnqq˚.
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Εκθετικές γεννήτριες συναρτήσεις

f ˚˚pxq “ p f pnqq˚˚pxq “
ˆ

f pnq
n!

˙˚
“

8
ÿ

n“0

f pnq
n!

xn

• pn!q˚˚ “ 1

1 ´ x

• panq˚˚ “ eax, a P R. Ειδικά, p1q˚˚ “ ex

1. pc1 f1pnq`c2 f2pnqq˚˚ “ c1 f ˚˚
1 pxq`c2 f ˚˚

2 pxq όπου c1, c2 P
R.

2. panφpnqq˚˚ “ φ˚˚paxq, όπου a P R.
3. pφpn ` kqq˚˚ “ pφ˚˚pxqqpkq

όπου k P N.
4. pFkpnqφpnqq˚˚ “ xkpφ˚˚pxqqpkq, όπου k P N˚.

Αν

hpnq “
n

ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pkqgpn ´ kq

τότε

h˚˚pxq “ p f pnqq˚˚pgpnqq˚˚.
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Αναδρομικές σχέσεις και γεννήτριες

Στην ενότητα αυτή ϑα δοθεί ο τρόπος υπολογισμού της

γεννήτριας συνάρτησης f ˚ από μια ακολουθία f η οποία

δίδεται σε αναδρομική μορφή και αντίστροφα.

Άσκηση 7. Να βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση της ακο-

λουθίας f pnq όπου

f pnq “ 7 f pn ´ 1q ´ 12 f pn ´ 2q για κάθε n ě 2.

και f p0q “ ´1, f p1q “ ´2.

Λύση. Ισχύει ότι

f ˚pxq “
8

ÿ

n“0

f pnqxn “ f p0q ` f p1qx `
8

ÿ

n“2

f pnqxn

“ ´1 ´ 2x `
8

ÿ

n“2

p7 f pn ´ 1q ´ 12 f pn ´ 2qq xn

“ ´1 ´ 2x ` 7

8
ÿ

n“2

f pn ´ 1qxn ´ 12

8
ÿ

n“2

f pn ´ 2qxn

“ ´1 ´ 2x ` 7x

8
ÿ

n“2

f pn ´ 1qxn´1 ´ 12x2
8

ÿ

n“2

f pn ´ 2qxn´2

“ ´1 ´ 2x ` 7x

8
ÿ

n“1

f pnqxn ´ 12x2
8

ÿ

n“0

f pnqxn

“ ´1 ´ 2x ` 7xp f ˚pxq ´ f p0qq ´ 12x2 f ˚pxq
“ ´1 ´ 2x ` 7xp f ˚pxq ` 1q ´ 12x2 f ˚pxq.

Επομένως,

f ˚pxq “ 5x ´ 1

1 ´ 7x ` 12x2
. �
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Ο συμβολισμός rxns f ˚pxq
Υπενθυμίζουμε ότι

rxns f ˚pxq “ ο συντελεστής του xn στο ανάπτυγμα της f ˚.

“ f pnq.

Παράδειγμα: rxnse3x “ 3n

n!
, διότι e3x “

8
ř

n“0

p3xqn

n!
“

8
ř

n“0

3n

n!
xn.

Ισχύει ότι

rxnsxm f ˚pxq “
#

rxn´ms f ˚pxq, αν n ě m

0, αν n ă m

διότι

xm f ˚pxq “ xm

8
ÿ

n“0

f pnqxn

“
8

ÿ

n“0

f pnqxn`m

k“m`n“
8

ÿ

k“m

f pk ´ mqxk

“
8

ÿ

n“m

f pn ´ mqxn
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Άσκηση 8. Να βρεθεί μια αναγωγική σχέση για την α-

κολουθία f {N όταν

f ˚pxq “ 1 ´ x

1 ´ 2x ` x5
.

Λύση. Ισχύει ότι

p1 ´ 2x ` x5q f ˚pxq “ 1 ´ x.

Για n ě 5, για τον συντελεστή του xn στο αριστερό

μέλος έχουμε ότι

rxnsp1 ´ 2x ` x5q f ˚pxq
“ rxns f ˚pxq ´ rxns2x f ˚pxq ` rxnsx5 f ˚pxq
“ rxns f ˚pxq ´ 2rxn´1s f ˚pxq ` rxn´5s f ˚pxq
“ f pnq ´ 2 f pn ´ 1q ` f pn ´ 5q

αντίστοιχα για τον συντελεστή του xn στο δεξιό μέλος

έχουμε ότι

rxnsp1 ´ xq “ 0.

Εξισώνοντας τους αντίστοιχους συντελεστές των δύο με-

λών, για n ě 5 ισχύει ότι

f pnq ´ 2 f pn ´ 1q ` f pn ´ 5q “ 0.
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Οι τιμές f p0q, f p1q, f p2q, f p3q και f p4q υπολογίζονται

ως εξής:

rx0sp1 ´ 2x ` x5q f ˚pxq “ rx0sp1 ´ xq ñ
rx0s f ˚pxq ´ 2rx0sx f ˚pxq ` rx0sx5 f ˚pxq “ 1 ñ
f p0q ´ 0 ` 0 “ 1 ñ
f p0q “ 1.

rx1sp1 ´ 2x ` x5q f ˚pxq “ rx1sp1 ´ xq ñ
rx1s f ˚pxq ´ 2rx1sx f ˚pxq ` rx1sx5 f ˚pxq “ ´1 ñ
f p1q ´ 2 f p0q ` 0 “ ´1 ñ
f p1q “ 1.

rx2sp1 ´ 2x ` x5q f ˚pxq “ rx2sp1 ´ xq ñ
rx2s f ˚pxq ´ 2rx2sx f ˚pxq ` rx2sx5 f ˚pxq “ 0 ñ
f p2q ´ 2 f p1q ` 0 “ 0 ñ
f p2q “ 2.

rx3sp1 ´ 2x ` x5q f ˚pxq “ rx3sp1 ´ xq ñ
rx3s f ˚pxq ´ 2rx3sx f ˚pxq ` rx3sx5 f ˚pxq “ 0 ñ
f p3q ´ 2 f p2q ` 0 “ 0 ñ
f p3q “ 4.

rx4sp1 ´ 2x ` x5q f ˚pxq “ rx4sp1 ´ xq ñ
rx4s f ˚pxq ´ 2rx4sx f ˚pxq ` rx4sx5 f ˚pxq “ 0 ñ
f p4q ´ 2 f p3q ` 0 “ 0 ñ
f p4q “ 8.

�
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Άσκηση 9. Να βρεθεί μια αναγωγική σχέση για την α-

κολουθία f {N όταν

f ˚˚pxq “ ex

1 ´ 2x

Λύση. Ισχύει ότι

p1 ´ 2xq f ˚˚pxq “ ex.

Εξισώνοντας τους συντελεστές του xn σε κάθε μέλος

έχουμε ότι

rxnsp1 ´ 2xq f ˚˚pxq “ rxnsex

οπότε

rxns f ˚˚pxq ´ 2rxnsx f ˚˚pxq “ 1

n!
. (1)

Επομένως, για n ě 1 ισχύει ότι

rxns f ˚˚pxq ´ 2rxn´1s f ˚˚pxq “ 1

n!
.

f pnq
n!

´ 2
f pn ´ 1q
pn ´ 1q!

“ 1

n!
,

f pnq ´ 2n f pn ´ 1q “ 1.

Θέτωντας n “ 0 στην σχέση (1) προκύπτει ότι

f p0q
0!

´ 2 ¨ 0 “ 1

0!
.

f p0q “ 1

�
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Υπολογισμός εκθετικής γεννήτριας

Άσκηση 10. ´Εστω ένα σύνολο X με n στοιχεία και hpnq
ο αριθμός των τρόπων που μπορούν να ληφθούν ένα

διατεταγμένο υποσύνολο S του X και ένα (μη διατε-

ταγμένο) υποσύνολο T του X το οποίο να μην περιέχει

κανένα κοινό στοιχείο με το S .

i) Να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης hpnq.
ii) Να υπολογισθεί η εκθετική γεννήτρια της συνάρτη-

σης hpnq.

Λύση.

i) Αν υποτεθεί ότι το διατεταγμένο υποσύνολο S του X

έχει k στοιχεία (όπου 0 ď k ď n), τότε αυτό μπορεί

να ληφθεί κατά n!

pn´kq!
τρόπους (αριθμός των διατάξεων

του n ανά k). Το άλλο υποσύνολο T του X ϑα είναι

υποσύνολο του XzS οπότε μπορεί να ληφθεί κατά

2n´k τρόπους (αφού PpXzS q “ 2|XzS | “ 2n´k).

´Ετσι, σύμφωνα με την πολλαπλασιαστική αρχή και τα

δύο μαζί μπορούν να ληφθούν κατά n!

pn´kq!
2n´k τρόπους.

Αθροίζοντας ως προς k προκύπτει ότι

hpnq “
n

ÿ

k“0

n!

pn ´ kq!
2n´k

“
n

ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

k!2n´k.
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ii) Αν τεθούν

f pnq “ n! και gpnq “ 2n,

τότε

hpnq “
n

ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pkqgpn ´ kq

οπότε από την Πρόταση 2 προκύπτει ότι

h˚˚pxq “ f ˚˚pxqg˚˚pxq
“ pn!q˚˚ p2nq˚˚

“ 1

1 ´ x
e2x

“ e2x

1 ´ x
. �
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Άσκηση 11. ´Εστω f pnq ο συνολικός αριθμός των δια-

τάξεων n στοιχείων.

Να ευρεθεί η εκθετική γεννήτρια της ακολουθίας p f pnqq
και στη συνέχεια να αποδειχθεί ότι

f pnq “ n f pn ´ 1q ` 1, για κάθε n P N˚.

Λύση. Ισχύει ότι

f pnq “
n

ÿ

k“0

Pn,k,

όπου Pn,k “ npn ´ 1q ¨ ¨ ¨ pn ´ k ` 1q για k P rns και Pn,0 “ 1.

Εύκολα προκύπτει ότι

Pn,k

n!
“ 1

pn ´ kq!
για κάθε k “ 0, 1, . . . , n

Πράγματι, για k ě 1 είναι

Pn,k

n!
“ npn ´ 1q ¨ ¨ ¨ pn ´ k ` 1q

npn ´ 1q ¨ ¨ ¨ pn ´ k ` 1qpn ´ kq ¨ ¨ ¨ 2 ¨ 1 “ 1

pn ´ kq!
,

ενώ για k “ 0 είναι προφανές.
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Κατόπιν τούτων,

f ˚˚pxq “
ˆ

f pnq
n!

˙˚
pxq

“
˜

n
ÿ

k“0

1

pn ´ kq!

¸˚

pxq

“
˜

n
ÿ

k“0

1pkq 1

pn ´ kq!

¸˚

pxq, όπου 1pnq “ 1 για κάθε n P N

“
ˆ

1pnq f 1

n!

˙˚
pxq

“ p1pnqq˚
ˆ

1

n!

˙˚
pxq

“ ex

1 ´ x

Από την προηγούμενη σχέση προκύπτει ότι

f ˚˚pxq ´ x f ˚˚pxq “ ex

οπότε για n ě 1 είναι

rxns f ˚˚pxq ´ rxnsx f ˚˚pxq “ rxnsex

rxns f ˚˚pxq ´ rxn´1s f ˚˚pxq “ rxnsex

f pnq
n!

´ f pn ´ 1q
pn ´ 1q!

“ 1

n!

f pnq ´ n f pn ´ 1q “ 1

f pnq “ n f pn ´ 1q ` 1 �
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Ενελίξεις

Μια μετάθεση σ P S n ονομάζεται ενέλιξη (involution)

αν και μόνο αν σ “ σ´1.

Για παράδειγμα, η μετάθεση σ “
ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8

7 5 3 8 2 6 1 4

˙

είναι μια ενέλιξη.

Προφανώς, σ ενέλιξη αν και μόνο αν σ2pkq “ k για κάθε

k P rns.

Άσκηση 12. ´Εστω f pnq ο αριθμός των ενελίξεων του

rns.
i) Να δειχθεί ότι για κάθε n ě 2 ισχύει ότι

f pnq “ f pn ´ 1q ` pn ´ 1q f pn ´ 2q,
όπου f p0q “ 1, f p1q “ 1.

ii) Να δειχθεί ότι η εκθετική γεννήτρια συνάρτηση της

ακολουθίας f pnq δίδεται από τη σχέση

f ˚˚pxq “ ex` 1
2

x2.

Λύση.

i) Οι ενελίξεις του rns, όπου n ě 2, διαμερίζονται σε δύο

κατηγορίες:

• αυτές που σταθεροποιούν το στοιχείο n

και

• αυτές που δεν σταθεροποιούν το στοιχείο n.
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Για παράδειγμα η ενέλιξη σ “
ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8

7 5 3 6 2 4 1 8

˙

ανήκει στην πρώτη κατηγορία, ενώ η ενέλιξη σ “
ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8

7 5 3 8 2 6 1 4

˙

ανήκει στην δεύτερη κατηγορία.

Κάθε ενέλιξη σ του rns που ανήκει στην πρώτη κα-

τηγορίας (δηλαδή ισχύει σpnq “ n) αντιστοιχεί μονο-

σήμαντα σε μια ενέλιξη σ1 του rn ´ 1s η οποία προ-

κύπτει αν διαγράψουμε το στοιχείο n από την σ. Για

παράδειγμα, αν σ “
ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8

7 5 3 6 2 4 1 8

˙

τότε σ1 “
ˆ

1 2 3 4 5 6 7

7 5 3 6 2 4 1

˙

.

Άρα, ο αριθμός των ενελίξεων του rns με σpnq “ n

ισούται με f pn ´ 1q.
Από την άλλη, κάθε ενέλιξη σ του rns που ανήκει στην

δεύτερη κατηγορία (δηλαδή ισχύει σpnq , n) αντιστοι-

χεί μονοσήμαντα σε ένα ζευγάρι pk, σ1q όπου k P rn´1s
και σ1 μια ενέλιξη του rn ´ 2s.
Πράγματι, με δεδομένη την σ ορίζουμε k “ σpnq και η

σ1 προκύπτει αν διαγράψουμε τα k, n από την σ και

μειώσουμε τα στοιχεία της σ που είναι μεγαλύτερα

από το k κατά μια μονάδα.

Αντίστροφα, αν δίδεται το ζευγάρι pk, σ1q τότε αν αυ-

ξήσουμε κάθε στοιχείο της σ1 που είναι μεγαλύτερο

ή ίσο από το k κατά μια μονάδα και τοποθετήσουμε

τα n, k στην k-οστή και τελευταία ϑέση αντίστοιχα

προκύπτει η ενέλιξη σ όπου σpnq “ k , n.
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Για παράδειγμα, αν σ “
ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8

7 5 3 8 2 6 1 4

˙

, τότε

k “ 4 και σ1 “
ˆ

1 2 3 4 5 6

6 4 3 2 5 1

˙

Κατόπιν τούτων επειδή υπάρχουν n ´ 1 επιλογές για

το k και f pn´2q για το σ1 από την πολλαπλασιαστική

αρχή προκύπτει ότι ο αριθμός των ενελίξεων του rns
με σpnq , n είναι ίσος με pn ´ 1q f pn ´ 2q.
Προθέτωντας τους αριθμούς για κάθε περίπτωση προ-

κύπτει ο ζητούμενος αναγωγικός τύπος.

ii) ´Εστω

gpnq “ f pnq
n!

,

τότε

g˚pxq “ f ˚˚pxq.
Από την προηγούμενη σχέση

f pnq “ f pn ´ 1q ` pn ´ 1q f pn ´ 2q,
για n ě 2 ισχύει ότι

gpnq “ f pnq
n!

“ f pn ´ 1q
n!

` pn ´ 1q f pn ´ 2q
n!

“ 1

n

f pn ´ 1q
pn ´ 1q!

` 1

n

f pn ´ 2q
pn ´ 2q!

“ 1

n
gpn ´ 1q ` 1

n
gpn ´ 2q.

Άρα,

ngpnq “ gpn ´ 1q ` gpn ´ 2q για κάθε n ě 2.
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Επομένως, πολλαπλασιάζοντας την παραπάνω σχέση

με xn´1 και αθροίζοντας για κάθε n ě 2, έχουμε ότι

8
ÿ

n“2

ngpnqxn´1 “
8

ÿ

n“2

gpn´1qxn´1 `
8

ÿ

n“2

gpn´2qxn´1 ô
8

ÿ

n“2

gpnqpxnq1 “
8

ÿ

n“2

gpn´1qxn´1 `
8

ÿ

n“2

gpn´2qxn´1 ô
˜ 8

ÿ

n“2

gpnqxn

¸1

“
8

ÿ

n“1

gpnqxn ` x

8
ÿ

n“0

gpnqxn ô

pg˚pxq´ gp0q´ xgp1qq1 “ pg˚pxq ´ gp0qq ` xg˚pxq
pg˚pxqq1 ´ 1 “ g˚pxq ´ 1 ` xg˚pxq ô

pg˚pxqq1

g˚pxq “ 1 ` x ô

pln g˚pxqq1 “ 1 ` x ô

ln g˚pxq “
ż

p1 ` xqdx

ln g˚pxq “ x ` x2

2
` c.

Για x “ 0 γνωρίζουμε ότι g˚p0q “ gp0q “ f p0q
0!

“ 1

επομένως ln 1 “ 0 ` 02 ` c ñ c “ 0.

Άρα

ln g˚pxq “ ln f ˚˚pxq “ x ` x2

2
δηλαδή

f ˚˚pxq “ ex` x2

2 . �
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Μεταθέσεις με σταθερά σημεία

Μια μετάθεση σ P S n έχει το i P rns σταθερό σημείο αν

και μόνο αν σpiq “ i.

Παράδειγμα: Η μετάθεση

σ “
ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 4 6 2 5 1 7 9 8

˙

έχει δύο σταθερά σημεία ενώ η μετάθεση

τ “
ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 3 2 8 7 5 6 9 1

˙

δεν έχει καθόλου σταθερά σημεία.

Άσκηση 13. Να υπολογισθεί ο αριθμός dn,k των μετα-

ϑέσεων μήκους n που έχουν k σταθερά σημεία.

Λύση. Προφανώς ισχύει ότι

n! “
n

ÿ

k“0

dn,k (2)

Αν dn “ dn,0 το πλήθος των μεταθέσεων του rns που

δεν έχουν σταθερά σημεία τότε

dn,k “
ˆ

n

k

˙

dn´k. (3)

Πραγματικά, τα k σταθερά σημεία μιας μετάθεσης μή-

κους n με k σταθερά σημεία μπορούν να επιλεγούν με
`

n

k

˘

τρόπους. Τα υπόλοιπα στοιχεία της μετάθεσης απο-

τελούν μια μετάθεση μήκους n ´ k που δεν έχει σταθερά

σημεία.
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Παράδειγμα: Η μετάθεση

σ “
ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 5 3 9 7 2 4 8 6

˙

έχει 3 σταθερά σημεία: τα 1, 3 και 8.

Τα υπόλοιπα στοιχεία της αποτελούν μια μετάθεση μή-

κους 9 ´ 3 “ 6 χωρίς σταθερά σημεία δηλαδή την

σ1 “
ˆ

2 4 5 6 7 9

5 9 7 2 4 6

˙

Από τις σχέσεις (2) και (3) προκύπτει ότι

n! “
n

ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

dn´k

Αν τεθεί

f pnq “ 1 και gpnq “ dn

τότε ισχύει ότι

n! “
n

ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pkqgpn ´ kq

οπότε

pn!q˚˚ “ f ˚˚pxqg˚˚pxq ô 1

1 ´ x
“ exg˚˚pxq.

Άρα,

g˚˚pxq “ e´x 1

1 ´ x
“ pp´1qnq˚˚pn!q˚˚

“
˜

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

p´1qkpn ´ kq!

¸˚˚

.
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Άρα,

dn “ n!

n
ÿ

k“0

p´1qk

k!

οπότε από τη σχέση (3) προκύπτει ότι

dn,k “
ˆ

n

k

˙

dn´k

“
ˆ

n

k

˙

pn ´ kq!

n´k
ÿ

i“0

p´1qi

i!

“ n!

k!

n´k
ÿ

i“0

p´iqi

i!
. �
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Αντίστροφες σχέσεις

Άσκηση 14. Να δειχθεί ότι αν

f pnq “
n

ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

gpkq

τότε

gpnq “
n

ÿ

k“0

p´1qn´k

ˆ

n

k

˙

f pkq.

για κάθε n P N.

Λύση. Αν τεθεί hpnq “ 1 τότε

f pnq “
n

ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

gpkqhpn ´ kq

οπότε

f ˚˚pxq “ g˚˚pxqh˚˚pxq ô f ˚˚pxq “ g˚˚pxqex.

Επομένως,

g˚˚pxq “ f ˚˚pxqe´x

Επειδή

e´x “
8

ÿ

n“0

p´1qn xn

n!
δηλαδή e´x “ pp´1qnq˚˚

προκύπτει ότι

gpnq “
n

ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pkqp´1qn´k. �
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3η ΔΙΑΛΕΞΗ

ΓΕΝΝΗΤΡΙΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Αντιστροφή
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Αντιστροφή

´Ενας πολύ σημαντικό πρόβλημα που εμφανίζεται στις

εφαρμογές, γνωστό ως πρόβλημα της αντιστροφής, εί-

ναι η εύρεση του τύπου της ακολουθίας όταν δίδεται η

γεννήτριά της (ή η εκθετική γεννήτριά της).

Στην περίπτωση αυτή αναπτύσσεται σε δυναμοσειρά η

γεννήτρια συνάρτηση f ˚, δηλαδή f ˚pxq “
8
ř

n“0

anxn, οπότε

f pnq “ an για κάθε n P N˚.
Η ανάπτυξη της f ˚ σε δυναμοσειρά δεν είναι πάντα

εύκολη και εξαρτάται από την μορφή της f ˚.
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Αντιστροφή ρητών γεννητριών συναρτήσεων

´Οταν η f ˚ είναι ρητή συνάρτηση αναλύεται σε μερικά

κλάσματα, τα οποία στη συνέχεια αναπτύσσονται ευκο-

λότερα σε δυναμοσειρές.

Παράδειγμα 1. Να βρεθεί η ακολουθία f pnq όταν

f ˚pxq “ 1 ´ 2x2 ´ x

p1 ´ xq2p1 ´ 3xq.

Λύση. Αναλύοντας την f ˚ σε μερικά κλάσματα προκύ-

πτει ότι

f ˚pxq “ ´ 1

1 ´ x
` 1

p1 ´ xq2 ` 1

1 ´ 3x
.

Επειδή
1

1 ´ x
“

8
ÿ

n“0

xn

1

p1 ´ xq2 “
8

ÿ

n“1

nxn´1 “
8

ÿ

n“0

pn ` 1qxn

και
1

1 ´ 3x
“

8
ÿ

n“0

p3xqn “
8

ÿ

n“0

3nxn,
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προκύπτει ότι

f ˚pxq “ ´
8

ÿ

n“0

xn `
8

ÿ

n“0

pn ` 1qxn `
8

ÿ

n“0

3nxn

“
8

ÿ

n“0

p´1 ` pn ` 1q ` 3nq xn

“
8

ÿ

n“0

pn ` 3nqxn.

Άρα, f pnq “ n ` 3n. �
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Αντιστροφή μη ρητών γεννητριών συναρτήσεων

Στην περίπτωση όπου η f ˚ δεν είναι ρητή προσπαθού-

με να εκφράσουμε να εκφράσουμε την f ˚ με τη βοήθεια

άλλων γνωστών γεννητριών και αλγεβρικών πράξεων ό-

πως η πρόσθεση, το γινόμενο, η παράγωγος κλπ.

Παράδειγμα 2. Να βρεθεί η ακολουθία f pnq όταν

f ˚pxq “
´

1 ´ x

2

¯´1

p1 ´ xq´1 ´ 1

2

´

1 ´ x

2

¯´2

lnp1 ´ xq.

Λύση. Παρατηρούμε ότι

f ˚pxq “ pg˚pxqh˚pxqq1

όπου

g˚pxq “
´

1 ´ x

2

¯´1

και h˚pxq “ ´ lnp1 ´ xq.

Αναπτύσσοντας τις γεννήτριες συναρτήσεις g˚pxq, h˚pxq
σε δυναμοσειρές:

g˚pxq “ 1

1 ´ x

2

“
8

ÿ

n“0

´

x

2

¯n

“
8

ÿ

n“0

1

2n
xn

και

h˚pxq “ ´ lnp1 ` p´xqq “ ´
8

ÿ

n“1

p´1qn´1p´xqn

n
“

8
ÿ

n“1

xn

n

προκύπτει ότι

gpnq “ 1

2n
και hpnq “

#

1
n

αν n ě 1

0 αν n “ 0
.
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Από το ϑεώρημα της συνέλιξης

f ˚pxq “ pph f gq˚pxqq1

Επιπλέον για n ě 1 είναι

ph f gqpnq “
n

ÿ

k“0

hpkqgpn ´ kq

“
n

ÿ

k“1

1

k

1

2n´k

“
n´1
ÿ

k“0

1

k ` 1

1

2n´pk`1q

“ 1

2n´1

n´1
ÿ

k“0

2k

k ` 1
,

ενώ για n “ 0 έχουμε ότι

ph f gqp0q “ hp0qgpnq “ 0.

Κατόπιν τούτων από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει

ότι

f ˚pxq “
˜ 8

ÿ

n“0

ph f gqpnqxn

¸1

“
8

ÿ

n“0

pph f gqpnqxnq1

“
8

ÿ

n“1

nph f gqpnqxn´1 “
8

ÿ

n“0

pn ` 1qph f gqpn ` 1qxn

“
8

ÿ

n“0

pn ` 1q 1

2n

n
ÿ

k“0

2k

k ` 1
xn.

Άρα

f pnq “ pn ` 1q
2n

n
ÿ

k“0

2k

k ` 1
. �
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Θεώρημα αντιστροφής του Lagrange

Υπάρχουν περιπτώσεις όπου η συνάρτηση f ˚ δίδεται σε
πεπλεγμένη μορφή, δηλαδή δεν δίδεται ο ακριβής τύπος

της αλλά μια συναρτησιακή εξίσωση της οποία η f ˚ είναι

λύση. Για παράδειγμα ζητείται να ευρεθεί ο τύπος της

ακολουθίας p f pnqq όταν ισχύει ότι

xp f ˚pxqq2 ` px ´ 1q f ˚pxq ´ x ` 1 “ 0. (4)

Οι περιπτώσεις αυτές συνήθως αντιμετωπίζονται με τη

βοήθεια ενός πολύ σημαντικού ϑεωρήματος, γνωστού ως

ϑεώρημα αντιστροφής του Lagrange, το οποίο έχει

πολλές ισοδύναμες μορφές.

Μια ειδική μορφή του δίδεται στο επόμενο ϑεώρημα.

Πρόταση 3 (Θεώρημα αντιστροφής του Lagrange).

Αν μια γεννήτρια συνάρτηση f ˚ ικανοποιεί μια συναρ-

τησιακή εξίσωση της μορφής

f ˚pxq “ 1 ` xFp f ˚pxqq
όπου Fpzq είναι μια δυναμοσειρά, τότε ο αριθμός n f pnq
ϑα είναι ίσος με το συντελεστή του zn´1 στη δυναμοσει-

ρά pFpz ` 1qqn, δηλαδή

n f pnq “ rzn´1spFpz ` 1qqn,

όπου n P N˚.

´Ετσι, για παράδειγμα η εξίσωση (4) γράφεται

f ˚pxq “ 1 ` x
`

p f ˚pxqq2 ` f ˚pxq ´ 1
˘

“ 1 ` xFp f ˚pxqq
όπου Fpzq “ z2 ` z ´ 1 και στη συνέχεια εφαρμόζεται το

Θεώρημα αντιστροφής του Lagrange.
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Εφαρμογές

Εφαρμογή 5. Να βρεθεί ο αριθμός f pnq των τριαδικών

δένδρων με n κορυφές, όταν είναι γνωστό ότι η γεννή-

τρια συνάρτηση f ˚pxq ικανοποιεί την εξίσωση

f ˚pxq “ 1 ` xp f ˚pxqq3.

Λύση. Θεωρούμε το πολυώνυμο Fpzq “ z3 για το οποίο

ισχύει ότι

pFpz ` 1qqn “ pz ` 1q3n “
3n
ÿ

i“0

ˆ

3n

i

˙

zi. (1)

Επειδή η γεννήτρια συνάρτηση f ˚ ικανοποιεί τη συναρ-

τησιακή σχέση

f ˚pxq “ 1 ` xFp f ˚pxqq,
εφαρμόζεται το ϑεώρημα αντιστροφής του Lagrange, ο-

πότε, λόγω της σχέσης (1), προκύπτει ότι

n f pnq “ rzn´1spFpz ` 1qqn “
ˆ

3n

n ´ 1

˙

.

Άρα,

f pnq “ 1

n

ˆ

3n

n ´ 1

˙

“ 1

2n ` 1

ˆ

3n

n

˙

. �
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Εφαρμογή 6. Να βρεθεί ο αριθμός f pnq των δένδρων

με ρίζα, που έχουν n κορυφές με επιγραφή, όταν εί-

ναι γνωστό ότι η εκθετική γεννήτρια συνάρτησή τους

ικανοποιεί την εξίσωση

f ˚˚pxq “ xe f ˚˚pxq.

Λύση. Προκειμένου να γράψουμε την εξίσωση της εκφώ-

νησης στη μορφή του ϑεωρήματος αντιστροφής του La

grange ϑέτουμε

gpxq “ 1 ` f ˚˚pxq
οπότε είναι

f ˚˚pxq “ xe f ˚˚pxq ô gpxq ´ 1 “ xegpxq´1

ô gpxq “ 1 ` xegpxq´1

ô gpxq “ 1 ` xFpgpxqq
όπου Fpzq “ ez´1. Επειδή

pFpz ` 1qqn “ enz “
8

ÿ

i“0

pnzqi

i!
“

8
ÿ

i“0

ni

i!
zi,

από το ϑεώρημα αντιστροφής του Lagrange προκύπτει

ότι για n ě 1

nrxnsgpxq “ n
f pnq
n!

“ rzn´1spFpz ` 1qqn “ nn´1

pn ´ 1q!
.

Άρα,

f pnq “ nn´1 για κάθε n P N˚.

Προφανώς, f p0q “ f ˚˚p0q “ 0. �

57



Εφαρμογή 7.Να ευρεθεί ο τύπος της ακολουθίας p f pnqq
όταν

xp f ˚pxqq2 ` px ´ 1q f ˚pxq ´ x ` 1 “ 0.

Λύση. Η δοσμένη συναρτησιακή εξίσωση γράφεται ισοδύ-

ναμα

f ˚pxq “ 1 ` x
`

p f ˚pxqq2 ` f ˚pxq ´ 1
˘

“ 1 ` xFp f ˚pxqq
όπου Fpzq “ z2 ` z ´ 1.

Για n ě 1 είναι

pFpz ` 1qqn “
`

pz ` 1q2 ` pz ` 1q ´ 1
˘n “ pz2 ` 3z ` 1qn

“
n

ÿ

i“0

ˆ

n

i

˙

pz2 ` 3zqi

“
n

ÿ

i“0

ˆ

n

i

˙

zipz ` 3qi

“
n

ÿ

i“0

ˆ

n

i

˙

zi

i
ÿ

j“0

ˆ

i

j

˙

z j3i´ j

“
n

ÿ

i“0

i
ÿ

j“0

ˆ

n

i

˙ˆ

i

j

˙

3i´ jzi` j

k“i` j“
2n
ÿ

k“0

k
ÿ

i“0

ˆ

n

i

˙ˆ

i

k ´ i

˙

32i´kzk
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Οπότε από το ϑεώρημα αντιστροφής του Lagrange για

n ě 1

n f pnq “ rzn´1spFpz ` 1qqn “
n´1
ÿ

i“0

ˆ

n

i

˙ˆ

i

n ´ 1 ´ i

˙

32i´n`1

Άρα,

f pnq “ 1

n

n´1
ÿ

i“0

ˆ

n

i

˙ˆ

i

n ´ 1 ´ i

˙

32i´n`1, για n ě 1,

ενώ f p0q “ f ˚p0q “ 1 �
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Εφαρμογές

Οι γεννήτριες συναρτήσεις χρησιμοποιούνται για την ε-

πίλυση συναρτησιακών εξισώσεων.

Σύμφωνα με τη μέθοδο των γεννητριών συναρτήσεων,

αρχικά βρίσκεται η γεννήτρια συνάρτηση y˚pxq της άγνω-

στης ακολουθίας, και στη συνέχεια με αντιστροφή βρί-

σκεται η ζητούμενη ακολουθία yn.

Γραμμικές αναγωγικές εξισώσεις με σταθερούς

συντελεστές

Γενική μορφή:

aνyn`ν ` aν´1yn`ν´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a0yn “ βn. (1)

Αρχικές συνθήκες:

y0 “ c0, y1 “ c1, . . . , yν´1 “ cν´1. (2)

Για την επίλυση της εξίσωσης (1) με τη βοήθεια των

αρχικών συνθηκών7 (2), σύμφωνα με τη μέθοδο των γεν-

νητριών συναρτήσεων, αρχικά τίθεται

y˚pxq “
8

ÿ

n“0

ynxn.

Στη συνέχεια, πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση (1) επί

xn`ν και αθροίζοντας ως προς n, προκύπτει μια αλγεβρική

εξίσωση με άγνωστο της γεννήτρια συνάρτηση y˚pxq.
Κατόπιν τούτων, επιλύοντας την εξίσωση αυτή, ευρί-

σκεται η y˚pxq και στη συνέχεια, με αντιστροφή, βρίσκεται

και η yn.
7Αν δεν δίδονται αρχικές τιμές τότε η γενική λύση βρί-

σκεται συναρτήσει των παραμέτρων c0, c1, . . . , cν´1.
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Παραδείγματα

Παράδειγμα 3. Να λυθεί η εξίσωση

yn`2 ´ 2yn`1 ` yn “ 0,

όταν y0 “ 1 και y1 “ 2.

Λύση. Από τη δοσμένη εξίσωση και τις αρχικές συνθήκες

προκύπτει ότι

8
ÿ

n“0

yn`2xn`2 ´ 2

8
ÿ

n“0

yn`1x
n`2 `

8
ÿ

n“0

ynxn`2 “ 0

8
ÿ

n“0

yn`2xn`2 ´ 2x

8
ÿ

n“0

yn`1x
n`1 ` x2

8
ÿ

n“0

ynxn “ 0

8
ÿ

n“2

ynxn ´ 2x

8
ÿ

n“1

ynxn ` x2
8

ÿ

n“0

ynxn “ 0

˜ 8
ÿ

n“0

ynxn ´ py0 ` y1xq
¸

´2x

˜ 8
ÿ

n“0

ynxn ´ y0

¸

`x2
8

ÿ

n“0

ynxn “ 0

y˚pxq ´ p1 ` 2xq ´ 2xpy˚pxq ´ 1q ` x2y˚pxq “ 0

px2 ´ 2x ` 1qy˚pxq “ 1.

Άρα,

y˚pxq “ 1

p1 ´ xq2 “
8

ÿ

n“0

pn ` 1qxn,

οπότε yn “ n ` 1. �
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Παράδειγμα 4. Να λυθεί η εξίσωση

yn`2 ´ 4yn`1 ` 4yn “ 2n`2,

όταν y0 “ y1 “ 3.

Λύση. Αν τεθεί y˚pxq “
8
ř

n“0

ynxn, τότε από τη δοσμένη

εξίσωση προκύπτει ότι

8
ÿ

n“0

yn`2xn`2 ´ 4x

8
ÿ

n“0

yn`1x
n`1 ` 4x2

8
ÿ

n“0

ynxn “ 4x2
8

ÿ

n“0

2nxn

8
ÿ

n“2

ynxn ´ 4x

8
ÿ

n“1

ynxn ` 4x2
8

ÿ

n“0

ynxn “ 4x2

1 ´ 2x
˜ 8

ÿ

n“0

ynxn´p3 ` 3xq
¸

4́x

˜ 8
ÿ

n“0

ynxn´3

¸

`4x2
8

ÿ

n“0

ynxn “ 4x2

1´2x

y˚pxq ´ p3 ` 3xq ´ 4xy˚pxq ` 12x ` 4x2y˚pxq “ 4x2

1 ´ 2x

p1 ´ 4x ` 4x2qy˚pxq “ 4x2

1 ´ 2x
` 3 ` 3x ´ 12x

y˚pxq “ 22x2 ´ 15x ` 3

p1 ´ 2xq3 .

Τότε, χρησιμοποιώντας τον τύπο της διωνυμικής σειράς,

προκύπτει ότι

y˚pxq “ p22x2 ´ 15x ` 3q
8

ÿ

n“0

ˆ´3

n

˙

p´2xqn.
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Επειδή
ˆ´3

n

˙

“ p´3qp´4q ¨ ¨ ¨ p´3 ´ n ` 1q
n!

“ p´1qn3 ¨ 4 ¨ ¨ ¨ pn ` 2q
n!

“ p´1qnpn ` 2q!

2 ¨ n!
“ p´1qnpn ` 2qpn ` 1q

2
,

προκύπτει ότι

y˚pxq “ p22x2 ´ 15x ` 3q
8

ÿ

n“0

p´1qnpn ` 2qpn ` 1q
2

p´1qn2nxn

“ p22x2 ´ 15x ` 3q
8

ÿ

n“0

pn ` 2qpn ` 1q2n´1xn

“ 22

8
ÿ

n“0

pn`2qpn`1q2n´1xn`2 ´ 15

8
ÿ

n“0

pn`2qpn`1q2n´1xn`1

` 3

8
ÿ

n“0

pn`2qpn`1q2n´1xn

“ 22

8
ÿ

n“2

npn´1q2n´3xn´15

8
ÿ

n“1

pn`1qn2n´2xn

` 3

8
ÿ

n“0

pn`2qpn`1q2n´1xn

“
8

ÿ

n“0

p11npn ´ 1q ´ 15pn ` 1qn ` 6pn ` 2qpn ` 1qq 2n´2xn

“
8

ÿ

n“0

`

n2 ´ 4n ` 6
˘

2n´1xn.

Άρα, yn “ pn2 ´ 4n ` 6q2n´1. �
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Ανάλογα επιλύονται και συστήματα γραμμικών αναγω-

γικών εξισώσεων με σταθερούς συντελεστές.

Παράδειγμα 5. Να λυθεί το σύστημα

13yn`1 ´ 35yn ´ 6zn “ 0

13zn`1 ´ 6yn ´ 30zn “ 0

όπου y0 “ 1, z0 “ 5.

Λύση. Αν τεθεί y˚pxq “
8
ř

n“0

ynxn και z˚pxq “
8
ř

n“0

znxn από

την πρώτη εξίσωση του συστήματος προκύπτουν διαδο-

χικά οι σχέσεις

13

8
ÿ

n“0

yn`1x
n`1 ´ 35

8
ÿ

n“0

ynxn`1 ´ 6

8
ÿ

n“0

znxn`1 “ 0

13

8
ÿ

n“1

ynxn ´ 35x

8
ÿ

n“0

ynxn ´ 6x

8
ÿ

n“0

znxn “ 0

13py˚pxq ´ y0q ´ 35xy˚pxq ´ 6xz˚pxq “ 0

p13 ´ 3xqy˚pxq ´ 6xz˚pxq “ 13 (3)

Ανάλογα από τη δεύτερη εξίσωση του συστήματος προ-

κύπτουν διαδοχικά οι σχέσεις

13

8
ÿ

n“0

zn`1x
n`1 ´ 6

8
ÿ

n“0

ynxn`1 ´ 30

8
ÿ

n“0

znxn`1 “ 0

13

8
ÿ

n“1

znxn ´ 6x

8
ÿ

n“0

ynxn ´ 30x

8
ÿ

n“0

znxn “ 0

13pz˚pxq ´ z0q ´ 6xy˚pxq ´ 30xz˚pxq “ 0
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´ 6xy˚pxq ` p13 ´ 30xqz˚pxq “ 65 (4)

Οι εξισώσεις (3) και (4) αποτελούν ένα γραμμικό σύστη-

μα με αγνώστους τα y˚pxq και z˚pxq. Δια επιλύσεώς του

προκύπτουν:

y˚pxq “ 1

p1 ´ 3xqp1 ´ 2xq και z˚pxq “ 5 ´ 13x

p1 ´ 3xqp1 ´ 2xq
Αναλύοντας τις παραπάνω ρητές συναρτήσεις σε απλά

κλάσματα προκύπτει ότι

y˚pxq “ 3

1 ´ 3x
´ 2

1 ´ 2x
“ 3

8
ÿ

n“0

p3xqn ´ 2

8
ÿ

n“0

p2xqn

“
8

ÿ

n“0

p3n`1 ´ 2n`1qxn

και

z˚pxq “ 2

1 ´ 3x
` 3

1 ´ 2x

“ 2

8
ÿ

n“0

p3xqn ` 3

8
ÿ

n“0

p2xqn

“
8

ÿ

n“0

p2 ¨ 3n ` 3 ¨ 2nqxn.

Άρα, yn “ 3n`1 ´ 2n`1 και zn “ 2 ¨ 3n ` 3 ¨ 2n. �
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Γραμμικές αναγωγικές εξισώσεις με πολυωνυμικούς

συντελεστές

Ανάλογα επιλύονται και οι γραμμικές αναγωγικές εξι-

σώσεις με πολυωνυμικούς συντελεστές. Η μόνη διαφορά

είναι ότι η εξίσωση από την οποία προκύπτει η γεννήτρια

y˚pxq δεν είναι αλγεβρική, αλλά διαφορική.

Παράδειγμα 6. Να λυθεί η αναγωγική εξίσωση

pn ` 1qyn`1 ´ 2p2n ` 1qyn “ 0,

όταν y0 “ 1.

Λύση. Από τη δοσμένη εξίσωση και την αρχική συνθήκη

προκύπτει ότι
8

ÿ

n“0

pn ` 1qyn`1x
n`1 ´ 2

8
ÿ

n“0

p2n ` 1qynxn`1 “ 0

8
ÿ

n“1

nynxn ´ 4x

8
ÿ

n“1

nynxn ´ 2x

8
ÿ

n“0

ynxn “ 0

p1 ´ 4xq
8

ÿ

n“1

nynxn ´ 2x

8
ÿ

n“0

ynxn “ 0

p1 ´ 4xqx

8
ÿ

n“1

ynpnxn´1q ´ 2x

8
ÿ

n“0

ynxn “ 0

p1 ´ 4xq
8

ÿ

n“1

ynpxnq1 ´ 2

8
ÿ

n“0

ynxn “ 0

p1 ´ 4xqpy˚pxqq1 ´ 2y˚pxq “ 0.

Η τελευταία διαφορική εξίσωση είναι χωριζομένων με-

ταβλητών, και επιλύεται την κατά τα γνωστά.

66



Πράγματι, για y˚pxq , 0 η παραπάνω εξίσωση δίδει

py˚pxqq1

y˚pxq “ 2

1 ´ 4x
ż py˚pxqq1

y˚pxq dx “
ż

2

1 ´ 4x
dx

ln |y˚pxq| “ ´ 1

2
lnp1 ´ 4xq ` ln k, όπου k ą 0

ln |y˚pxq| “ ln

ˆ

k?
1 ´ 4x

˙

y˚pxq “ c?
1 ´ 4x

, όπου c “ ˘k.

Επειδή, c “ y˚p0q “ y0 “ 1, προκύπτει ότι

y˚pxq “ 1?
1 ´ 4x

.

Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας τον τύπο της διωνυμι-

κής σειράς, προκύπτει ότι

y˚pxq “ p1 ´ 4xq´ 1
2 “

8
ÿ

n“0

ˆ´ 1
2

n

˙

p´4xqn. (1)
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Επιπλέον, επειδή
ˆ´ 1

2

n

˙

“
`

´ 1
2

˘ `

´3
2

˘

¨ ¨ ¨
`

´2n´1
2

˘

n!

“ p´1qn1 ¨ 3 ¨ ¨ ¨ p2n ´ 1q
2nn!

“ p´1qn p2nq!

2nn!2 ¨ 4 ¨ ¨ ¨ p2nq

“ p´1qn p2nq!

22nn!n!

“ p´1qn

22n

ˆ

2n

n

˙

,

από τη σχέση (1) προκύπτει ότι

y˚pxq “
8

ÿ

n“0

p´1qn

22n

ˆ

2n

n

˙

p´1qn4nxn “
8

ÿ

n“0

ˆ

2n

n

˙

xn.

Άρα,

yn “
ˆ

2n

n

˙

. �
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4η ΔΙΑΛΕΞΗ

ΓΕΝΝΗΤΡΙΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Γεννήτριες ακολουθιών της Συνδυαστικής
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Γεννήτριες ακολουθιών της Συνδυαστικής

Στην ενότητα αυτή ϑα βρεθούν με τη βοήθεια των γεν-

νητριών συναρτήσεων οι τύποι ορισμένων σημαντικών α-

κολουθιών της Συνδυαστικής Ανάλυσης.

Αριθμοί Fibonacci

Η ακολουθία p fnq των αριθμών Fibonacci ορίζεται ανα-

δρομικά από τη σχέση

fn`1 “ fn ` fn´1 (1)

όπου f0 “ f1 “ 1.

Προκειμένου να βρεθεί ο τύπος της p fnq, αρχικά βρίσκε-

ται η γεννήτριά της f ˚pxq “
8
ř

n“0

fnxn.

Πράγματι, από τη σχέση (1) προκύπτει ότι

8
ÿ

n“1

fn`1x
n`1 “

8
ÿ

n“1

fnxn`1 `
8

ÿ

n“1

fn´1x
n`1

8
ÿ

n“2

fnxn “ x

8
ÿ

n“1

fnxn ` x2
8

ÿ

n“1

fn´1x
n´1

8
ÿ

n“0

fnxn ´ p f0 ` f1xq “ x

˜ 8
ÿ

n“0

fnxn ´ f0

¸

` x2
8

ÿ

n“0

fnxn

f ˚pxq ´ 1 ´ x “ xp f ˚pxq ´ 1q ` x2 f ˚pxq
px2 ` x ´ 1q f ˚pxq “ ´1

f ˚pxq “ ´ 1

x2 ` x ´ 1
.
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Κατόπιν τούτων, βρίσκουμε τις ρίζες της εξίσωσης x2 `
x ´ 1 “ 0,

ρ1 “ ´1 `
?
5

2
και ρ2 “ ´1 ´

?
5

2
,

και αναλύοντας το κλάσμα της f ˚pxq σε μερικά κλάσματα

προκύπτει ότι

f ˚pxq “ 1?
5

ˆ

1

x ´ ρ1
´ 1

x ´ ρ2

˙

8

“ 1?
5

ˆ

ρ2

1 ` ρ2x
´ ρ1

1 ` ρ1x

˙

“ 1?
5

˜

ρ2

8
ÿ

n“0

p´1qnpρ2xqn ´ ρ1

8
ÿ

n“0

p´1qnpρ1xqn

¸

“ 1?
5

8
ÿ

n“0

˜

ˆ

1 `
?
5

2

˙n`1

´
ˆ

1 ´
?
5

2

˙n`1
¸

xn.

Άρα,

fn “ 1?
5

˜

ˆ

1 `
?
5

2

˙n`1

´
ˆ

1 ´
?
5

2

˙n`1
¸

,

για κάθε n P N.

8Αφού ρ1ρ2 “ ´1.
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Αριθμοί Catalan

Οι αριθμοί Catalan ϑεωρούνται από πολλούς ως οι ση-

μαντικότεροι, μετά τους διωνυμικούς, αριθμοί της Συν-

δυαστικής Ανάλυσης.

Εμφανίσθηκαν για πρώτη φορά στο πρόβλημα της τρι-

γωνοποίησης ενός κυρτού πολυγώνου, και από τότε εμ-

φανίζονται σε ποικίλα συνδυαστικά προβλήματα. Υπάρ-

χουν τουλάχιστον 200 συνδυαστικές ερμηνείες των αριθ-

μών Catalan μέχρι σήμερα, οι οποίες αυξάνουν συνεχώς.

Ενδεικτικά αναφέρονται ορισμένα συνδυαστικά αντικεί-

μενα τα οποία απαριθμούνται από τον αριθμό Catalan

τάξης n, ο οποίος συμβολίζεται με Cn :

1) Οι τριγωνοποιήσεις ενός κυρτού πολυγώνου με n ` 2

πλευρές, σε n τρίγωνα, φέροντας n ´ 1 μη τεμνόμενες

διαγωνίους.
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2) Οι τρόποι που μπορούν να τοποθετηθούν παρενθέσεις

σε ένα γινόμενο n ` 1 παραγόντων.

3) Τα δυαδικά δένδρα με n κορυφές.
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4) Τα διατεταγμένα δένδρα με n δεσμούς.

5) Οι τρόποι που μπορούν να ενωθούν 2n σημεία της

περιφέρειας ενός κύκλου ανά δύο, χωρίς να διασταυ-

ρωθούν οι χορδές.
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6) Τα μονοπάτια Dyck μήκους 2n.
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Η ακολουθία pCnq των αριθμών Catalan ικανοποιεί την

αναγωγική εξίσωση του Segner:

Cn “ C0Cn´1 ` C1Cn´2 ` ¨ ¨ ¨ ` Cn´1C0 “
n´1
ÿ

k“0

CkCn´k´1

για κάθε n ě 1, και έχει αρχική τιμή C0 “ 1.

Προκειμένου να βρεθεί ο τύπος της pCnq αρχικά βρίσκε-

ται η γεννήτριά της, C˚pxq “
8
ř

n“0

Cnxn.

Πράγματι, από την αναγωγική εξίσωση του Segner προ-

κύπτει ότι

Cn`1 “
n

ÿ

k“0

CkCn´k “ Cn f Cn,

συνεπώς, από την Πρόταση 1 προκύπτουν οι ισοδύναμες

σχέσεις
8

ÿ

n“0

Cn`1x
n “ pCn f Cnq˚pxq

1

x
pC˚pxq ´ 1q “ pCn f Cnq˚pxq
1

x
pC˚pxq ´ 1q “ pC˚pxqq2,

οπότε ϑα είναι

xpC˚pxqq2 ´ C˚pxq ` 1 “ 0

και για x , 0,

C˚pxq “ 1 ´
?
1 ´ 4x

2x
, ή C˚pxq “ 1 `

?
1 ´ 4x

2x
.
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Η δεύτερη λύση απορρίπτεται διότι η C˚pxq είναι συνεχής

στο 0 με C˚p0q “ C0 “ 1, ενώ lim
xÑ0`

1`
?
1´4x

2x
“ `8.

Άρα,

C˚pxq “ 1 ´
?
1 ´ 4x

2x

“
1 ´

8
ř

n“0

` 1
2
n

˘

p´4xqn

2x

“ 1

2

8
ÿ

n“1

p´1qn`1

ˆ

1
2

n

˙

4nxn´1. (1)

Επειδή
ˆ

1
2

n

˙

“
1
2

`

´ 1
2

˘ `

´3
2

˘

¨ ¨ ¨
`

´2n´3
2

˘

n!
“ p´1qn´11 ¨ 3 ¨ ¨ ¨ p2n ´ 3q

2nn!

“ p´1qn´1 p2n ´ 2q!

2nn! ¨ 2 ¨ 4 ¨ ¨ ¨ p2n ´ 2q “ p´1qn´1 p2n ´ 2q!

22n´1n!pn ´ 1q!
,

η σχέση (1) δίνει

C˚pxq “ 1

2

8
ÿ

n“1

p´1qn`1p´1qn´1 p2n ´ 2q!

22n´1n!pn ´ 1q!
22nxn´1

“
8

ÿ

n“1

1

n

ˆ

2pn ´ 1q
n ´ 1

˙

xn´1 “
8

ÿ

n“0

1

n ` 1

ˆ

2n

n

˙

xn.

Άρα,

Cn “ 1

n ` 1

ˆ

2n

n

˙

,

για κάθε n P N.
Πρέπει να σημειωθεί ότι ο παραπάνω τύπος μπορεί να

προκύψει επίσης ως εφαρμογή του ϑεωρήματος αντιστρο-

φής του Lagrange.
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Πράγματι, από τη σχέση

x pC˚pxqq2 ´ C˚pxq ` 1 “ 0 ô C˚pxq “ 1 ` x pC˚pxqq2

ορίζοντας Fpzq “ z2 προκύπτει ότι

C˚pxq “ 1 ` xFpC˚pxqq
οπότε επειδή

pFpz ` 1qqn “ pz ` 1q2n “
2n
ÿ

i“0

ˆ

2n

i

˙

zi

από το ϑεώρημα αντιστροφής του Lagrange προκύπτει

ότι

nCn “ rzn´1spFpz ` 1qqn “
ˆ

2n

n ´ 1

˙

Άρα,

Cn “ 1

n

ˆ

2n

n ´ 1

˙

“ 1

n

p2nq!

pn ´ 1q!pn ` 1q!

“ 1

n

p2nq!

pn ´ 1q!n!pn ` 1q

“ 1

n ` 1

p2nq!

n!n!

“ 1

n ` 1

ˆ

2n

n

˙

.
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Αριθμοί Motzkin

Οι αριθμοί Motzkin αποτελούν επίσης μια άλλη σημα-

ντική κατηγορία αριθμών με πολλές εφαρμογές στη Συν-

δυαστική Ανάλυση.

Εμφανίστηκαν για πρώτη φορά στο πρόβλημα των τρό-

πων σύνδεσης οποιωνδήποτε σημειών, μεταξύ n δοσμένων

σημείων της περιφέρειας ενός κύκλου, με μη τεμνόμενες

χορδές.

Σήμερα, είναι γνωστά πολλά συνδυαστικά αντικείμενα

τα οποία απαριθμούνται από τον αριθμό Motzkin τάξης

n, ο οποίος συμβολίζεται με Mn. Ενδεικτικά αναφέρονται

ορισμένα από αυτά:

1. Οι τρόποι σχεδίασης οποιουδήποτε αριθμού μη τεμνό-

μενων χορδών ανάμεσα σε n διακεκριμένα σημεία της

περιφέρειας ενός κύκλου.
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2. Τα δυαδικά δένδρα με n ´ 1 δεσμούς, τα οποία δεν

περιέχουν δύο διαδοχικούς δεξιούς δεσμούς.

3. Τα διατεταγμένα δένδρα με n ` 1 δεσμούς, στα οποία

καμιά κορυφή, πλην της ρίζας, δεν μπορεί να έχει μόνο

ένα παιδί.
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4. Τα μονοπάτια Motzkin μήκους n, δηλαδή μονοπάτια

από το σημείο p0, 0q στο σημείο pn, 0q με βήματα p1, 1q,
p1,´1q και p1, 0q, τα οποία δεν πέφτουν κάτω από τον

άξονα των τετμημένων.
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Η ακολουθία pMnq των αριθμών Motzkin ικανοποιεί την

αναγωγική εξίσωση

Mn “ Mn´1 `
n´2
ÿ

k“0

MkMn´k´2,

για κάθε n ě 2 και έχει αρχικές τιμές M0 “ M1 “ 1.

Προκειμένου να βρεθεί ο τύπος της pMnq, αρχικά βρί-

σκεται η γεννήτριά της, M˚pxq “
8
ř

n“0

Mnxn.

Πράγματι, από την αναγωγική εξίσωση των αριθμών

Motzkin προκύπτει ότι

Mn`2 “ Mn`1 `
n

ÿ

k“0

MkMn´k “ Mn`1 ` Mn f Mn,

οπότε, από την Πρόταση 1 προκύπτουν οι ισοδύναμες

σχέσεις
8

ÿ

n“0

Mn`2xn “
8

ÿ

n“0

Mn`1x
n `

8
ÿ

n“0

pMn f Mnqxn

1

x2

8
ÿ

n“2

Mnxn “ 1

x

8
ÿ

n“1

Mnxn ` pMn f Mnq˚pxq

1

x2
pM˚pxq ´ p1 ` xqq “ 1

x
pM˚pxq ´ 1q ` pM˚pxqq2,

οπότε ϑα είναι

x2pM˚pxqq2 ` px ´ 1qM˚pxq ` 1 “ 0,

και για x , 0,

M˚pxq “ 1´x´
a

p1´xq2´4x2

2x2
ή

1´x`
a

p1´xq2´4x2

2x2
.
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Η δεύτερη λύση, όπως και στην περίπτωση της γεννή-

τριας C˚pxq απορρίπτεται, οπότε, τελικά,

M˚pxq “ 1 ´ x ´
a

p1 ´ xq2 ´ 4x2

2x2
. (2)

Με τη βοήθεια της σχέσης αυτής και της αντίστοιχης

σχέσης της γεννήτριας C˚pxq των αριθμών Catalan, απο-

δεικνύονται οι επόμενοι τύποι

M˚pxq “ 1

1 ´ x
C˚

˜

ˆ

x

1 ´ x

˙2
¸

,

και

C˚pxq “ x

1 ´ x
M˚

ˆ

x

1 ´ x

˙

` 1.

Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας τους τύπους αυτούς,

αποδεικνύονται αντίστοιχα οι τύποι

Mn “
rn
2s

ÿ

k“0

ˆ

n

2k

˙

Ck,

και

Cn`1 “
n

ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

Mk,

οι οποίοι δείχνουν τη στενή σχέση που υπάρχει μεταξύ

των αριθμών Motzkin και Catalan.
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Άσκηση 15. Να αποδειχθεί ότι για τις γεννήτριες συ-

ναρτήσεις των αριθμών Motzkin και Catalan ισχύει η

σχέση

M˚pxq “ 1

1 ´ x
C˚

˜

ˆ

x

1 ´ x

˙2
¸

και στη συνέχεια να αποδειχθεί ο τύπος

Mn “
rn
2s

ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

Ck, για κάθε n P N

Λύση. Γνωρίζουμε τους τύπους

C˚pxq “ 1 ´
?
1 ´ 4x

2x
και M˚pxq “ 1 ´ x ´

a

p1 ´ xq2 ´ 4x

2x2

Αν στον πρώτο τύπο αντί για x τεθεί

ˆ

x

1 ´ x

˙2

προκύ-

πτει ότι

1

1 ´ x
C˚

˜

ˆ

x

1 ´ x

˙2
¸

“ 1

1 ´ x

1 ´
d

1 ´ 4

ˆ

x

1 ´ x

˙2

2

ˆ

x

1 ´ x

˙2

“ 1

1 ´ x

1 ´
d

p1 ´ xq2 ´ 4x2

p1 ´ xq2

2
x2

p1 ´ xq2
“

1

1´x
´ 1

p1´xq2
a

p1´xq2´4x2

2x2

p1 ´ xq2

“ 1 ´ x ´
a

p1 ´ xq2 ´ 4x2

2x2
“ M˚pxq
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Κατόπιν τούτων είναι

M˚pxq “ 1

1 ´ x
C˚

˜

ˆ

x

1 ´ x

˙2
¸

“ 1

1 ´ x

8
ÿ

n“0

Cn

ˆ

x

1 ´ x

˙2n

“
8

ÿ

n“0

Cn

1

p1 ´ xq2n`1
x2n “

8
ÿ

n“0

Cnp1 ´ xq´p2n`1qx2n

9

“
8

ÿ

n“0

Cn

˜ 8
ÿ

k“0

p´1qk

ˆ´p2n ` 1q
k

˙

xk

¸

x2n (3)

Γνωρίζουμε ότι
`´n

k

˘

“ p´1qk
`

n`k´1
k

˘

(βλ. Ανάλυση και

Εφαρμογές, τόμος 1, σελ. 36) άρα ϑέτωντας 2n ` 1 αντί n

προκύπτει
ˆ´p2n ` 1q

k

˙

“ p´1qk

ˆ

2n ` k

k

˙

Αντικαθιστώντας στη σχέση (3) προκύπτει ότι

M˚pxq “
8

ÿ

n“0

8
ÿ

k“0

Cn

ˆ

2n ` k

k

˙

x2n`k

m“2n`k“
8

ÿ

n“0

8
ÿ

m“2n

Cn

ˆ

m

m ´ 2n

˙

xm

“
8

ÿ

m“0

rm
2 s

ÿ

n“0

Cn

ˆ

m

2n

˙

xm “
8

ÿ

n“0

¨

˚

˝

rn
2s

ÿ

k“0

Ck

ˆ

n

2k

˙

˛

‹

‚
xn

9Σύμφωνα με τον τύπο της διωνυμικής σειράς
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Άρα,

Mpnq “
rn
2s

ÿ

k“0

Ck

ˆ

n

2k

˙

, για κάθε n P N �
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Αριθμοί Fine

Μια άλλη σημαντική κατηγορία αριθμών είναι οι αριθμοί

Fine οι οποίοι ορίσθηκαν από τον Terrence Fine το 1970

χρησιμοποιώντας τις σχέσεις ομοιότητας. Εδώ ϑα δοθεί

ένας ισοδύναμος ορισμός των αριθμών Fine με τη βοήθεια

των μονοπατιών Dyck.

Μια κορυφής ενός μονοπατιού Dyck σε ύψος 1 ονομά-

ζεται λόφος του μονοπατιού.

Για παράδειγμα, το μονοπάτι α έχει τρεις λόφους, ενω

το μονοπάτι β δεν έχει λόφο.

α “ uudduduududdududuudd β “ uuduudduduuudddududd

Το πλήθος των μονοπατιών Dyck ημιμήκους n χωρίς

λόφους ονομάζεται αριθμός Fine τάξεως n και συμβολί-

ζεται με Fn.

Για παράδειγμα, F0 “ 1, F1 “ 0, F2 “ 1, F3 “ 2, F4 “ 6

Τα μονοπάτια Dyck ημιμήκους 4 που δεν έχουν λόφους
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Άσκηση 16. Να δειχθεί ότι

Fn “
n´1
ÿ

k“1

CkFn´1´k, n ě 2

Λύση. ´Εστω Dn το σύνολο όλων των μονοπατιών Dyck

ημιμήκους n και An το υποσύνολο του Dn που αποτελεί-

ται από τα μονοπάτια που δεν έχουν λόφους.

Κάθε μη κενό μονοπάτι a P An γράφεται μονοσήμαντα

στη μορφή

a “ uβdγ (διάσπαση της πρώτης επιστροφής)

όπου β μη κενό μονοπάτι Dyck και γ μονοπάτι Dyck χωρίς

λόφους.

β
γ

Η διάσπαση της πρώτης επιστροφής

Για παράδειγμα το μονοπάτι

a “ u uduuddud d uududuudduudd

γράφεται στη μορφή a “ uβdγ όπου β “ uduuddud και

γ “ uududuuddduudd.

Τα μονοπάτια a, β, γ

Αν το μονοπάτι β έχει ημιμήκος k, όπου k P rn ´ 1s τότε

το μονοπάτι γ ϑα έχει ημιμήκος n ´ 1 ´ k και το ζεύγος

pβ, γq σύμφωνα με την πολλαπλασιαστική αρχή μπορεί
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να επιλεγεί κατά |Dk||An´1´k| τρόπους. Αθροίζοντας ως

προς k προκύπτει ότι

Fn “ |An| “
n´1
ÿ

k“1

|Dk||An´1´k| “
n´1
ÿ

k“1

CkFn´1´k. �
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Άσκηση 17. Να δειχθεί ότι

Cn “ Fn `
n´1
ÿ

k“0

CkFn´1´k, n ě 1

και στη συνέχεια να δειχθεί ότι

F˚pxq “ C˚pxq
1 ` xC˚pxq

Λύση. ´Εστω Bn το σύνολο όλων των μονοπατιών του Dn

τα οποία έχουν τουλάχιστον ένα λόφο. Κάθε μονοπάτι

a P Bn γράφεται μονοσήμαντα στη μορφή

a “ βudγ (διάσπαση του τελευταίου λόφου)

όπου β P Dk, k P r0, n ´ 1s (μπορεί και κενό) και γ P
An´1´k.

γβ

Η διάσπαση του τελευταίου λόφου

Για παράδειγμα για το μονοπάτι

a “ uuduuddduudduduuududdduduududduudd

γράφεται στη μορφή a “ βudγ όπου

β “ uuduuddduudduduuududdd και γ “ uududduudd.

Τα μονοπάτια a, β, γ
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Κατόπιν τούτων το ζεύγος pβ, γq μπορεί να επιλεγεί κα-

τά |Dk||An´1´k| τρόπους και αθροίζοντας ως προς k όπως

και πριν προκύπτει ότι

|Bn| “
n´1
ÿ

k“0

|Dk||An´1´k|.

οπότε

Cn “ |Dn| “ |An| ` |Bn|

“ |An| `
n´1
ÿ

k“0

|Dk||An´1´k|

“ Fn `
n´1
ÿ

k“0

CkFn´1´k.

Από την προηγούμενη ισότητα προκύπτει ότι

8
ÿ

n“1

Cnxn “
8

ÿ

n“1

Fnxn `
8

ÿ

n“1

n´1
ÿ

k“0

CkFn´1´kxn

C˚pxq ´ C0 “ F˚pxq ´ F0 `
8

ÿ

n“0

n
ÿ

k“0

CkFn´kxn`1

C˚pxq ´ 1 “ F˚pxq ´ 1 ` x

8
ÿ

n“0

pCn f Fnq xn

C˚pxq “ F˚pxq ` x pCn f Fnq˚

C˚pxq “ F˚pxq ` xC˚pxqF˚pxq

F˚pxq “ C˚pxq
1 ` xC˚pxq

�
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Άσκηση 18. Να δειχθεί ότι

1. Cn “ 2Fn ` Fn´1, n ě 1.

2. F˚pxq “ 1 ` C˚pxq
x ` 2

.

3. Fn “ 1

2

n´2
ÿ

k“0

p´1qk

2k
Cn´k, n ě 2.

Λύση. 1. Προφανώς, η ισότητα ισχύει για n “ 1, αφού

C1 “ F0 “ 1 και F1 “ 0.

Για n ě 2 προκύπτει ότι

Cn
17“ Fn `

n´1
ÿ

k“0

CkFn´1´k

“ Fn ` Fn´1 `
n´1
ÿ

k“1

CkFn´1´k

16“ Fn ` Fn´1 ` Fn “ 2Fn ` Fn´1.

2. Από την προηγούμενη ισότητα προκύπτει ότι
8

ÿ

n“1

Cnxn “ 2

8
ÿ

n“1

Fnxn `
8

ÿ

n“1

Fn´1x
n

C˚pxq ´ C0 “ 2pF˚pxq ´ F0q ` x

8
ÿ

n“0

Fnxn

C˚pxq ´ 1 “ 2pF˚pxq ´ 1q ` xF˚pxq
C˚pxq “ ´1 ` px ` 2qF˚pxq

F˚pxq “ 1 ` C˚pxq
x ` 2

.
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3. Αν τεθεί 1 ` C˚pxq “
8
ř

n“0

anxn όπου

an “
#

Cn, n ě 1

2, n “ 0

προκύπτει ότι

F˚pxq “ 1 ` C˚pxq
x ` 2

“ 1

2
¨ 1

1 ` x
2

p1 ` C˚pxqq

“ 1

2

˜ 8
ÿ

n“0

p´1qn

2n
xn

¸ ˜ 8
ÿ

n“0

anxn

¸

“ 1

2

8
ÿ

n“0

ˆp´1qn

2n
f an

˙

xn

οπότε για n ě 2 είναι

Fn “ rxnsF˚pxq “ 1

2
pp´1qn

2n
f anq

1

2

n
ÿ

k“0

p´1qk

2k
an´k

1

2

n´2
ÿ

k“0

p´1qk

2k
Cn´k ` 1

2

ˆp´1qn´1

2n´1
C1 ` p´1qn

2n
2

˙

1

2

n´2
ÿ

k“0

p´1qk

2k
Cn´k �
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5η ΔΙΑΛΕΞΗ

ΓΕΝΝΗΤΡΙΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Γεννήτριες συναρτήσεις συνόλων
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Γεννήτριες συναρτήσεις συνόλων

Σε πολλά προβλήματα των Διακριτών Μαθηματικών α-

ναζητείται ο τύπος μιας ακολουθίας panq η οποία απαριθ-

μεί τα στοιχεία ενός συνόλου A συνδυαστικών αντικειμέ-

νων που ικανοποιούν κάποια ιδιότητα. Συνήθως η ιδιό-

τητα αυτή περιγράφεται από μια απεικόνιση p : A Ñ N
με τη βοήθεια της οποίας ϑα δοθεί ένας ισοδύναμος ο-

ρισμός της γεννήτριας συνάρτησης που απλοποιεί πολύ

την επίλυση του προβλήματος απαρίθμησης αφού για τον

υπολογισμό της δεν απαιτείται πρώτα να ευρεθεί μια α-

ναδρομική σχέση.

Αν A είναι ένα σύνολο συνδυαστικών αντικειμένων, τό-

τε κάθε απεικόνιση p : A Ñ N ονομάζεται παράμε-

τρος (του συνόλου A).

Παραδείγματα

1. Στο σύνολο t0, 1u˚ των δυαδικών λέξεων οι απεικονί-

σεις p, q με

ppaq “ πλήθος γραμμάτων της λέξης a

και

qpaq “ πλήθος μηδενικών της λέξης a

είναι δύο παράμετροι.
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2. Στο σύνολο B των δυαδικών δένδρων οι απεικονίσεις

p, q με

ppT q “ αριθμός κορυφών του δυαδικού δένδρου T

και

qpT q “ αριθμός δεξιών παιδιών του δένδρου T

είναι δύο παράμετροι.

3. Στο σύνολο T των διατεταγμένων δένδρων οι απεικο-

νίσεις p, q, r με

ppT q “ αριθμός δεσμών του διατεταγμένου δένδρου T

qpT q “ αριθμός φύλλων του διατεταγμένου δένδρου T

και

rpT q “ βαθμός ρίζας του διατεταγμένου δένδρου T

είναι τρεις παράμετροι.

4. Στο σύνολο D των μονοπατιών Dyck οι απεικονίσεις

p, q, r με

ppaq “ ημιμήκος του μονοπατιού a

qpaq “ αριθμός κορυφών του μονοπατιού a

και

rpT q “ αριθμός επιστροφών του μονοπατιού a

είναι τρεις παράμετροι.
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Μια παράμετρος p στο A ονομάζεται βασική αν τα

σύνολα ta P A : ppaq “ nu είναι πεπερασμένα, για

κάθε n P N.
Κάθε μη βασική παράμετρος p ονομάζεται δευτερεύ-

ουσα.

Στα προηγούμενα παραδείγματα, μόνο η παράμετρος p

είναι βασική.

Αν p : A Ñ N είναι μια βασική παράμετρος τότε η

δυναμοσειρά

Apxq “
ÿ

aPA
xppaq

ονομάζεται γεννήτρια συνάρτηση του συνόλου A ως

προς την παράμετρο p

Πρόταση 4. Αν A είναι ένα σύνολο συνδυαστικών α-

ντικειμένων, p μια βασική παράμετρος στο A και panq
η ακολουθία με τύπο

an “ |ta P A : ppaq “ nu| ,
τότε η γεννήτρια συνάρτηση a˚pxq της ακολουθίας an

ισούται με την γεννήτρια συνάρτηση Apxq του συνόλου

A ως προς την παράμετρο p.
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Απόδειξη. Επειδή η ακολουθία pAnq με

An “ ta P A : ppaq “ nu
αποτελεί μια διαμέριση του A προκύπτει ότι

Apxq “
ÿ

aPA
xppaq

“
ÿ

aP
8
Ť

n“0

An

xppaq

“
8

ÿ

n“0

ÿ

aPAn

xppaq

“
8

ÿ

n“0

ÿ

aPAn

xn

“
8

ÿ

n“0

xn
ÿ

aPAn

1

“
8

ÿ

n“0

|An| xn

“
8

ÿ

n“0

anxn

“ a˚pxq �

Από την προηγούμενη πρόταση μπορούμε να βρούμε

την γεννήτρια συνάρτηση χωρίς να χρειάζεται να βρεθεί η

αντίστοιχη αναδρομική σχέση της ακολουθίας.
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Παράδειγμα 1. Να ευρεθεί ο αριθμός an των δυαδικών

λέξεων με n γράμματα.

Λύση. Κάθε μη κενή10 δυαδική λέξη a γράφεται μονοσή-

μαντα σε μια από τις παρακάτω δύο μορφές:

a “ b0 ή a “ b1

όπου b “ t0, 1u˚.
Επομένως, η γεννήτρια συνάρτηση A του συνόλου t0, 1u˚

ως προς την παράμετρο ppaq “ αριθμός γραμμάτων της

λέξης a είναι:

Apxq “
ÿ

aPt0,1u˚
xppaq

“ xppǫq `
ÿ

bPt0,1u˚
xppb0q `

ÿ

bPt0,1u˚
xppb1q

“ 1 `
ÿ

bPt0,1u˚
xppbq`1 `

ÿ

bPt0,1u˚
xppbq`1

“ 1 ` 2x
ÿ

bPt0,1u˚
xppbq

“ 1 ` 2xApxq.

Άρα, Apxq “ 1

1 ´ 2x
“

8
ř

n“0

2nxn και

an “ rxnsApxq “ 2n, για κάθε n P N �

10Η κενή δυαδική λέξη συμβολίζεται με ǫ
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Παράδειγμα 2. Να ευρεθεί ο αριθμός an των δυαδικών

δένδρων με n κορυφές.

Λύση. ´Εστω B το σύνολο των δυαδικών δένδρων. Κάθε

μη κενό11 δένδρο T P B γράφεται μονοσήμαντα στη μορφή

T1 T2

όπου T1, T2 P B. (Τα T1, T2 μπορεί να είναι κενά.)

Επομένως, η γεννήτρια συνάρτηση Bpxq του συνόλου B

ως προς την παράμετρο ppT q “ αριθμός κορυφών του T

είναι

Bpxq “
ÿ

TPB
xppTq

“ xpp�q `
ÿ

T1,T2PB
xppT1q`ppT2q`1

“ 1 ` x
ÿ

T1,T2PB
xppT1qxppT2q

“ 1 ` x

¨

˝

ÿ

T1PB
xppT1q

˛

‚

¨

˝

ÿ

T2PB
xppT2q

˛

‚

“ 1 ` xBpxqBpxq
“ 1 ` xB2pxq,

οπότε η γεννήτρια συνάρτηση Bpxq ικανοποιεί την συναρ-

τησιακή εξίσωση

xB2pxq ´ Bpxq ` 1 “ 0

11Το κενό δυαδικό δένδρο συμβολίζεται με �
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που ως γνωστόν είναι η συναρτησιακή εξίσωση των αριθ-

μών Catalan. Άρα,

an “ rxnsBpxq “ Cn, για κάθε n P N. �

Ανάλογα αποτελέσματα έχουμε στα επόμενα δύο πα-

ραδείγματα.

Παράδειγμα 3. Να ευρεθεί ο αριθμός an των διατεταγ-

μένων δένδρων που έχουν n δεσμούς.

Παράδειγμα 4. Να ευρεθεί ο αριθμός bn των μονοπα-

τιών Dyck που έχουν ημιμήκος n.

Λύσεις για τα παραδείγματα 3 και 4. ´Εστω T , D τα σύ-

νολα των διατεταγμένων δένδρων και μονοπατιών Dyck

αντίστοιχα. Θεωρούμε τις παραμέτρους p, q στα σύνολα

T και D αντίστοιχα με

ppT q “ αριθμός δεσμών του T , όπου T P T
και

qpaq “ ημιμήκος του a, όπου a P D
Χρησιμοποιώντας τις παρακάτω διασπάσεις των μη κε-

νών διατεταγμένων δένδρων και μη κενών μονοπατιών

Dyck αντίστοιχα

T “ T2
T1

όπου T1, T2 P T
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και

a “
β

γ όπου β, γ P D

προκύπτουν οι σχέσεις ppT q “ ppT1q`ppT2q`1 και qpaq “
qpbq ` qpcq ` 1 με τη βοήθεια των οποίων όπως και στο

παράδειγμα 2 των δυαδικών δένδρων προκύπτει ότι οι

γεννήτριες συναρτήσεις των συνόλων T και B ως προς

τις παραμέτρους p, q αντίστοιχα ισούται με την γεννήτρια

συνάρτηση των αριθμών Catalan. Άρα an “ bn “ Cn, για

κάθε n P N. �
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Παράδειγμα 5. Να ευρεθεί ο αριθμός των μονοπατιών

Motzkin μήκους n.

Λύση. ´ΕστωM το σύνολο των μονοπατιών Motzkin. Κά-

ϑε μη κενό12 μονοπάτι a P M γράφεται μονοσήμαντα σε

μια από τις παρακάτω μορφές

a “ βh ή a “
β

γ

a “ hβ a “ uβdγ

όπου β, γ PM.

Κατόπιν τούτου η γεννήτρια συνάρτηση Apxq του συνό-

λου M ως προς την παράμετρο

ppaq “ μήκος του μονοπατιού a

είναι

Apxq “
ÿ

aPM
xppaq

“ xppǫq `
ÿ

βPM
xpphβq `

ÿ

β,γPM
xppuβdγq

“ 1 `
ÿ

βPM
xppβq`1 `

ÿ

β,γPM
xppβq`ppγq`2

“ 1 ` x
ÿ

βPM
xppβq ` x2

¨

˝

ÿ

βPM
xppβq

˛

‚

¨

˝

ÿ

γPM
xppγq

˛

‚

“ 1 ` xApxq ` x2A2pxq
12Το κενό μονοπάτι συμβολίζεται με ǫ
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Άρα, η γεννήτρια συνάρτηση Apxq ικανοποιεί την εξίσωση

x2A2pxq ` px ´ 1qApxq ` 1 “ 0

που ως γνωστόν είναι η συναρτησιακή εξίσωση των αριθ-

μών Motzkin. Άρα Apxq “ Mpxq και επομένως an “ Mn

για κάθε n P N. �
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Άσκηση 1. Να ευρεθεί ο αριθμός an των μονοπατιών

μήκους n από το p0, 0q στο pn, 0q που δεν κατεβαίνουν

κάτω από τον άξονα, με βήματα 4 ειδών: ανοδικό u,

καθοδικό d και δύο είδη οριζόντιων βημάτων h1, h2.

Λύση. ´Εστω A το σύνολο αυτών των μονοπατιών και

ppaq “ μήκος του a, για κάθε a P A.

Κάθε μη κενό13 μονοπάτι a P A γράφεται μονοσήμαντα

σε μια από τις παρακάτω μορφές:

a “ βh1 ή a “ βh2

a “ h1β a “ h2β

a “
β

γ

a “ uβdγ

όπου β, γ P A.

Επομένως, για την γεννήτρια συνάρτηση A του A ως

13Το κενό μονοπάτι συμβολίζεται με ǫ
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προς την παράμετρο p ισχύει ότι

Apxq “ xppǫq `
ÿ

βPA
xpph1βq `

ÿ

βPA
xpph2βq `

ÿ

β,γPA
xppuβdγq

“ 1 `
ÿ

βPA
xppβq`1 `

ÿ

βPA
xppβq`1 `

ÿ

β,γPA
xppβq`ppγq`2

“ 1 ` 2x
ÿ

βPA
xppβq ` x2

¨

˝

ÿ

βPA
xppβq

˛

‚

¨

˝

ÿ

γPA
xppγq

˛

‚

“ 1 ` 2xApxq ` x2A2pxq
“ p1 ` xApxqq2

Αν τεθεί Fpxq “ 1 ` xApxq προκύπτει ότι

Fpxq ´ 1

x
“ F2pxq ô xF2pxq ´ Fpxq ` 1 “ 0

Άρα, Fpxq “ C˚pxq (η γεννήτρια των αριθμών Catalan)

και επομένως

Apxq “ Fpxq ´ 1

x
“

8
ř

n“0

Cnxn ´ 1

x
“

8
ÿ

n“1

Cnxn´1

“
8

ÿ

n“0

Cn`1x
n.

Άρα, an “ rxnsApxq “ Cn`1, για κάθε n P N.
�
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Άσκηση 2.Να ευρεθεί ο αριθμός των μονοπατιών Dyck

ημιμήκους n που δεν περιέχουν τρεις διαδοχικές ανό-

δους.

Λύση. ´Εστω A το σύνολο όλων των μονοπατιών Dyck

που δεν περιέχουν τρεις διαδοχικές ανόδους.

Επειδή κάθε μη κενό μονοπάτι a P A δεν μπορεί να

αρχίζει από τρεις ανόδους ϑα γράφεται μονοσήμαντα σε

μια από τις παρακάτω μορφές:

a “ β ή a “
β

γ

a “ udβ a “ uudβdγ

όπου β, γ P A.

Για παράδειγμα το μονοπάτι

a “ ud uududdududuududd

είναι της πρώτης μορφής, ενώ το μονοπάτι

a1 “ uud uuddud d uduududd

είναι της δεύτερης μορφής, όπως φαίνεται στα επόμενα

δύο σχήματα:
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Κατόπιν τούτων η γεννήτρια συνάρτηση Apxq του συ-

νόλου A ως προς την παράμετρο ppaq “ ημιμήκος του a

για κάθε a P A είναι

Apxq “
ÿ

aPA
xppaq

“ xppǫq `
ÿ

βPA
xppudβq `

ÿ

β,γPA
xppuudβdγq

“ 1 `
ÿ

βPA
xppβq`1 `

ÿ

β,γPA
xppβq`ppγq`2

“ 1 ` x
ÿ

βPA
xppβq ` x2

¨

˝

ÿ

βPA
xppβq

˛

‚

¨

˝

ÿ

γPA
xppγq

˛

‚

“ 1 ` xApxq ` x2A2pxq
Άρα, η γεννήτρια συνάρτηση Apxq ικανοποιεί την εξί-

σωση

x2A2pxq ` px ´ 1qApxq ` 1 “ 0

που ως γνωστόν είναι η συναρτησιακή εξίσωση των αριθ-

μών Motzkin.

Άρα, Apxq “ Mpxq και επομένως an “ Mn, για κάθε

n P N. �

Άσκηση 3.Να ευρεθεί ο αριθμός an των διατεταγμένων

δένδρων με n δεσμούς που η ρίζα τους έχει άρτιο βαθμό.

Λύση. ´Εστω T το σύνολο όλων των διατεταγμένων δέν-

δρων και A το υποσύνολο του T που περιέχει όλα τα

δένδρα που έχουν άρτιο βαθμό ρίζας.
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´Εστω p η παράμετρος του T με ppT q “ αριθμός δεσμών

του T και Apxq η γεννήτρια συνάρτηση του συνόλου A

ως προς την παράμετρο p.

Γνωρίζουμε ότι η γεννήτρια συνάρτηση του συνόλου T

ως προς την παράμετρο p είναι η γεννήτρια συνάρτηση

C˚pxq των αριθμών Catalan.

Προφανώς, το μηδενικό διατεταγμένο δένδρο ‚ (δηλαδή

το δένδρο που περιέχει μόνο μια κορυφή) ανήκει στο A

ενώ κάθε μη μηδενικό δένδρο T P A γράφεται μονοσήμα-

ντα στη μορφή:

T “
1T T2

T3

όπου T1, T2 P T και T3 P A.

Κατόπιν τούτων ισχύει ότι

Apxq “ xpp‚q `
ÿ

T1,T2PT ,T3PA
xppT1q`ppT2q`ppT3q`2

“ 1 ` x2
ÿ

T1,T2PT ,T3PA
xppT1qxppT2qxppT3q

“ 1 ` x2

¨

˝

ÿ

T1PT
xppT1q

˛

‚

¨

˝

ÿ

T2PT
xppT2q

˛

‚

¨

˝

ÿ

T3PA
xppT3q

˛

‚

“ 1 ` x2pC˚pxqq2Apxq
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Άρα,

Apxq “ 1

1 ´ x2pC˚pxqq2

“ 1

p1 ´ xC˚pxqqp1 ` xC˚pxqq

“ C˚pxq
1 ` xC˚pxq (διότι C˚pxq “ 1

1 ´ xC˚pxq)

“ Fpxq ( η γεννήτρια συνάρτηση των αριθμών Fineq
οπότε an “ Fn, για κάθε n P N. �
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Ισοδύναμες παράμετροι

Δύο βασικές παράμετροι p{A και q{B ονομάζονται ι-

σοδύναμες αν οι γεννήτριες συναρτήσεις A, B ως προς

τις παραμέτρους p και q αντίστοιχα είναι ίσες.

Παράδειγμα 1. Οι παράμετροι ppaq “ ημιμήκος του a

στο σύνολο D των μονοπατιών Dyck και qpT q “ αριθ-

μός δεσμών του T στο σύνολο T των διατεταγμένων

δένδρων είναι ισοδύναμες αφού οι αντίστοιχες γεννή-

τριες είναι ίσες με τη γεννήτρια των αριθμών Catalan.

Παράδειγμα 2. Οι παράμετροι ppaq “ ημιμήκος του a

στο σύνολο A των μονοπατιών Dyck που δεν έχουν

τρεις διαδοχικές ανόδους και qpaq “ μήκος του a στο

σύνολο M των μονοπατιών Motzkin είναι ισοδύναμες

αφού οι αντίστοιχες γεννήτριες συναρτήσεις είναι ίσες

με τη γεννήτρια των αριθμών Motzkin.
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Πρόταση 5. Δύο βασικές παράμετροι p{A και q{B είναι

ισοδύναμες αν και μόνο αν υπάρχει αμφιμονοσήμαντη

απεικόνιση f : AÑ B με

qp f paqq “ ppaq για κάθε a P A. (4)

Απόδειξη. Υπενθυμίζεται ότι οι ακολουθίες pAnq και pBnq
με An “ ta P A : ppaq “ nu και Bn “ tβ P B : qpβq “ nu
αποτελούν διαμερίσεις των συνόλων A και B αντίστοιχα.

Αρχικά υποθέτουμε ότι οι παράμετροι p, q είναι ισοδύ-

ναμοι. Τότε είναι

Apxq “ Bpxq ô
ÿ

aPA
xppaq “

ÿ

βPB
xppβq

ô
8

ÿ

n“0

ÿ

aPAn

xppaq “
8

ÿ

n“0

ÿ

βPBn

xppβq

ô
8

ÿ

n“0

ÿ

aPAn

xn “
8

ÿ

n“0

ÿ

βPBn

xn

ô
8

ÿ

n“0

|An| xn “
8

ÿ

n“0

|Bn| xn

ô |An| “ |Bn| , για κάθε n P N
Κατόπιν τούτων για κάθε n P N υπάρχει μια αμφιμονοσή-

μαντη απεικόνιση fn : An Ñ Bn.

´Εστω η απεικόνισηη f : A Ñ B με f paq “ fnpaq αν

a P An. Θα αποδειχθεί ότι η f είναι αμφιμονοσήμαντη.

Πράγματι, αν a1, a2 P A με a1 , a2 ϑα υπάρχουν n,m P N
με a1 P An και a2 P Am.

Αν n “ m, δηλαδή a1, a2 P An τότε f pa1q “ fnpa1q ,
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fnpa2q “ f pa2q, αφού η απεικόνιση fn είναι 1 ´ 1.

Αν n , m, τότε f pa1q “ fnpa1q P Bn, f pa2q “ fmpa2q P Bm

και Bn X Bm “ H οπότε f pa1q , f pa2q.
Άρα, f 1 ´ 1.

Αν τώρα β P B τότε ϑα υπάρχει n P N με β P Bn και

επειδή η απεικόνιση fn είναι επί ϑα υπάρχει a P An με

fnpaq “ β. Επιπλέον, επειδή a P An ϑα είναι f paq “ fnpaq
οπότε f paq “ β. Αρα, η απεικόνιση f είναι και επί, οπότε

τελικά η f είναι αμφιμονοσήμαντη.

Τέλος, για την απόδειξη της σχέσης (4):

qp f paqq “ ppaq για κάθε a P A.
ϑεωρούμε a P A. Τότε ϑα υπάρχει n P N με a P An οπότε

ppaq “ n. Επιπλέον f paq “ fnpaq P Bn, οπότε qp f paqq “ n.

Άρα, τελικά qp f paqq “ ppaq.
Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι υπάρχει αμφιμονοσήμαντη

απεικόνιση f : A Ñ B που ικανοποιεί την σχέση (4).

Είναι

Bpxq “
ÿ

βPB
xqpβq 14

“
ÿ

f paqPB
xqp f paqq “

ÿ

aPA
xppaq “ Apxq. �

.

Ενδιαφέρον παρουσιάζει η κατασκευή μιας αμφιμονο-

σήμαντης απεικόνισης f : A Ñ B που ικανοποιεί την

σχέση (4) επιτυγχάνοντας έτσι την κωδικοποίηση μιας

συνδυαστικής δομής15 από μια άλλη.

14Αφού για κάθε β P B υπάρχει μοναδικό a P A με f paq “ β
15Δηλαδή ενός συνόλου εφοδιασμένου με μια παράμετρο.
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Παράδειγμα 1. Να κωδικοποιηθούν τα διατεταγμένα

δένδρα με n δεσμούς από τις λέξεις Dyck ημιμήκους n.

Για το σκοπό αυτό ϑα ορίσουμε μια αμφιμονοσήμαντη

απεικόνιση f : T Ñ D με qpT q “ pp f pT qq για κάθε T P T ,
όπου qpT q είναι το πλήθος των δεσμών του δένδρου T και

ppaq είναι το ημιμήκος της λέξης Dyck a.

Για την κατασκευή της λέξης f pT q διασχίζουμε τους

κόμβους του δένδρου T σε προδιάταξη και όταν συνα-

ντάμε ένα δεσμό πρώτη φορά σημειώνουμε u, ενώ όταν

τον συναντάμε δεύτερη φορά σημειώνουμε d.

Κατόπιν τούτου η λέξη f pT q που προκύπτει είναι λέξη

Dyck και περιέχει n ανόδους και n καθόδους, όπου n είναι

το πλήθος των δεσμών του T .

Για παράδειγμα, για το επόμενο διατεταγμένο δένδρο T

u

u

d

uu

u u u

u u

u

d

d
d d

d

d

d

d

d d

d

u u d d

du

du

u u

u
d

προκύπτει ότι

f pT q “ uuud ud d uud ud d uud d d ud uuud ud ud d uud d d.
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Ασκήσεις

1. Να ευρεθεί η λέξη Dyck που κωδικοποιεί το παράκα-

τω δένδρο

2. Να περιγραφεί η αντίστροφη της συνάρτησης f και

με τη βοήθεια αυτής να βρεθεί το δένδρο f ´1paq όταν

a “ uuuddudduduududduudd.

3. Να περιγραφεί το σύνολο των λέξεων Dyck που κω-

δικοποιούν τα δένδρα με βαθμό ρίζας 1.
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Παράδειγμα 2.Να κωδικοποιηθούν τα μονοπάτιαDyck

ημιμήκους n που δεν έχουν τρεις διαδοχικές ανόδους α-

πό τις λέξεις Motzkin μήκους n.

Για το σκοπό αυτό ϑα ορίσουμε μια αμφιμονοσήμαντη

απεικόνιση f : A Ñ M με ppaq “ qp f paqq, για κάθε

a P A, όπου A είναι το σύνολο των μονοπατιών Dyck

που δεν έχουν τρεις διαδοχικές ανόδους, M το σύνολο

των λέξεων Motzkin, ppaq το ημιμήκος του μονοπατιού

Dyck a και qpβq το μήκος της λέξης Motzkin.

Για την κατασκευή της λέξης f paq όπου a P A χωρίζου-

με τις καθόδους του μονοπατιού a σε τρεις κατηγορίες:

1. Κάθοδοι που έπονται ακριβώς δύο διαδοχικών ανό-

δων.

2. Κάθοδοι που έπονται ακριβώς μιας ανόδου.

3. Κάθοδοι που έπονται καθόδου.

Η λέξη f paq προκύπτει από το a δια αντικαταστά-

σεως κάθε καθόδου της πρώτης κατηγορίας μαζί με τις

δύο ανόδους που προηγούνται από μια άνοδο (δηλαδή

uud ÞÑ u), κάθε καθόδου της δεύτερης κατηγορίας μαζί με

την άνοδο που προηγείται από ένα οριζόντιο βήμα (δη-

λαδη ud ÞÑ h), και διατηρώντας της καθόδους της τρίτης

κατηγορίας όπως είναι.

Προφανώς, το πλήθος των γραμμάτων της f paq (δηλαδή

το μήκος της) ισούται με τον πλήθος των n καθόδων του

μονοπατιού a, δηλαδή με το ημιμήκος του a.

Για παράδειγμα, για το μονοπάτι
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a “ uud uud ud d d ud uud uud ud d d uud uud d d

προκύπτει

f paq “ u u h d d h u u h d d u u d d

Ασκήσεις

1. Να ευρεθεί η λέξη Motzkin που κωδικοποιεί το μονο-

πάτι a “ ududuudduuduududuudddd.

2. Να περιγραφεί η αντίστροφη της συνάρτησης f και με

τη βοήθεια αυτής να βρεθεί το μονοπάτι f ´1pβq όταν

b “ uuuhdhududhdduududhd.
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6η ΔΙΑΛΕΞΗ

ΓΕΝΝΗΤΡΙΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Γεννήτριες συναρτήσεις δύο μεταβλητών
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Γεννήτριες συναρτήσεις δύο μεταβλητών

Η γεννήτρια συνάρτηση μιας διπλής ακολουθίας p f pn, kqq
ορίζεται από τον τύπο

f ˚px, yq “
8

ÿ

n“0

8
ÿ

k“0

f pn, kqykxn.

Άσκηση 1. Να ευρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση της α-

κολουθίας p f pn, kqq με f pn, kq “
`

n

k

˘

Λύση.

f ˚px, yq “
8

ÿ

n“0

8
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

ykxn “
8

ÿ

n“0

˜

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

yk

¸

xn

“
8

ÿ

n“0

p1 ` yqnxn “
8

ÿ

n“0

pxp1 ` yqqn

“ 1

1 ´ xp1 ` yq
�

Άσκηση 2. Να ευρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση της δι-

πλής ακολουθίας p f pn, kqq με

f pn, kq “ mintn, ku, n, k ě 1.
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Λύση.

f ˚px, yq “
8

ÿ

n“1

8
ÿ

k“1

f pn, kqykxn

“
8

ÿ

n“2

n´1
ÿ

k“1

kykxn `
8

ÿ

n“1

8
ÿ

k“n

nykxn

“
8

ÿ

k“1

8
ÿ

n“k`1

kykxn `
8

ÿ

n“1

8
ÿ

k“n

nykxn

“
8

ÿ

k“1

kyk

˜ 8
ÿ

n“k`1

xn

¸

`
8

ÿ

n“1

nxn

˜ 8
ÿ

k“n

yk

¸

“
8

ÿ

k“1

kyk xk`1

1 ´ x
`

8
ÿ

n“1

nxn yn

1 ´ y

“ x

1 ´ x

8
ÿ

n“1

npxyqn ` 1

1 ´ y

8
ÿ

n“1

npxyqn

“
ˆ

x

1 ´ x
` y

1 ´ y

˙ 8
ÿ

n“1

npxyqn

“ 1 ´ xy

p1 ´ xqp1 ´ yq

8
ÿ

n“1

npxyqn

“ p1 ´ xyqxy

p1 ´ xqp1 ´ yq

8
ÿ

n“1

npxyqn´1

16

“ p1 ´ xyqxy

p1 ´ xqp1 ´ yq

8
ÿ

n“1

ppxyqnq1

“ p1 ´ xyqxy

p1 ´ xqp1 ´ yq

ˆ

xy

1 ´ xy

˙1
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οπότε

f px, yq “ p1 ´ xyqxy

p1 ´ xqp1 ´ yq
1

p1 ´ xyq2
“ xy

p1 ´ xqp1 ´ yqp1 ´ xyq �

Άσκηση 3. Δίδεται η διπλή ακολουθία f pn, kq, n, k ě 0

με f pn, 0q “ f p0, kq “ 1 και

f pn, kq “ f pn, k ´ 1q ` f pn ´ 1, k ´ 1q ` f pn ´ 1, kq (5)

Να ευρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση της f και στη συνέ-

χεια ο τύπος της.

Λύση. Χρησιμοποιώντας την αναδρομική σχέση (5) προ-

κύπτει ότι

8
ÿ

n“1

˜ 8
ÿ

k“1

f pn, kqyk

¸

xn “
8

ÿ

n“1

˜ 8
ÿ

k“1

f pn, k ´ 1qyk

¸

xn

`
8

ÿ

n“1

˜ 8
ÿ

k“1

f pn ´ 1, k ´ 1qyk

¸

xn

`
8

ÿ

n“1

˜ 8
ÿ

k“1

f pn ´ 1, kqyk

¸

xn

Στη συνέχεια ϑα εκφράσουμε τα προηγούμενα αθροί-

σματα συναρτήσει της γεννήτριας συνάρτησης f ˚px, yq “
8
ř

n“0

8
ř

k“0

f pn, kqykxn.

16Η παραγώγιση είναι ως προς την μεταβλητή xy.
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8
ÿ

n“1

˜ 8
ÿ

k“1

f pn, kqyk

¸

xn “
8

ÿ

n“1

˜ 8
ÿ

k“0

f pn, kqyk ´ f pn, 0q
¸

xn

“
8

ÿ

n“1

˜ 8
ÿ

k“0

f pn, kqyk

¸

xn ´
8

ÿ

n“1

xn

“
8

ÿ

n“0

8
ÿ

k“0

f pn, kqykxn ´
8

ÿ

k“0

f p0, kqyk ´
8

ÿ

n“1

xn

“ f ˚px, yq ´ 1

1 ´ y
´ x

1 ´ x
.

8
ÿ

n“1

˜ 8
ÿ

k“1

f pn, k´1qyk

¸

xn “ y

8
ÿ

n“1

˜ 8
ÿ

k“1

f pn, k ´ 1qyk´1

¸

xn

“ y

8
ÿ

n“1

˜ 8
ÿ

k“0

f pn, kqyk

¸

xn

“ y

8
ÿ

n“0

˜ 8
ÿ

k“0

f pn,kqyk

¸

xn´y

8
ÿ

k“0

f p0,kqyk

“ y f ˚px, yq ´ y

1 ´ y
.
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8
ÿ

n“1

˜ 8
ÿ

k“1

f pn´1, k´1qyk

¸

xn “ y

8
ÿ

n“1

˜ 8
ÿ

k“1

f pn ´ 1, k ´ 1qyk´1

¸

xn

“ y

8
ÿ

n“1

˜ 8
ÿ

k“0

f pn ´ 1, kqyk

¸

xn

“ xy

8
ÿ

n“1

˜ 8
ÿ

k“0

f pn´1,kqyk

¸

xn´1

“ xy

8
ÿ

n“0

˜ 8
ÿ

k“0

f pn, kqyk

¸

xn

“ xy f ˚px, yq.

8
ÿ

n“1

˜ 8
ÿ

k“1

f pn´1, kqyk

¸

xn “
8

ÿ

n“1

˜ 8
ÿ

k“0

f pn´1, kqyk´ f pn´1,0q
¸

xn

“
8

ÿ

n“1

8
ÿ

k“0

f pn ´ 1, kqykxn ´
8

ÿ

n“1

xn

“ x

8
ÿ

n“1

8
ÿ

k“0

f pn ´ 1, kqykxn´1 ´ x

1 ´ x

“ x

8
ÿ

n“0

8
ÿ

k“0

f pn, kqykxn ´ x

1 ´ x

“ x f ˚px, yq ´ x

1 ´ x
.

Από τις προηγούμενες σχέσεις με αντικατάσταση προ-
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κύπτει ότι

f ˚px, yq ´ 1

1 ´ y
´ x

1 ´ x

“ y f ˚px, yq ´ y

1 ´ y
` xy f ˚px, yq ` x f ˚px, yq ´ x

1 ´ x
ô

f ˚px, yqp1 ´ x ´ y ´ xyq “ 1

Άρα, τελικά

f ˚px, yq “ 1

1 ´ x ´ y ´ xy
.

Προκειμένου να βρούμε τον τύπο της διπλής ακολουθί-

ας f pn, kq αναπτύσουμε την παραπάνω ρητή συνάρτηση

σε δυναμοσειρά.

Πράγματι,

f ˚px, yq “ 1

1 ´ y ´ xp1 ` yq “ 1

1 ´ y
¨ 1

1 ´ xp1 ` yq
1 ´ y

“ 1

1 ´ y

8
ÿ

n“0

ˆ

1 ` y

1 ´ y
x

˙n

“
8

ÿ

n“0

p1 ` yqn

p1 ´ yqn`1
xn.

Επιπλέον,

p1 ` yqn “
n

ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

yk

και

1

p1 ´ yqn`1
“

8
ÿ

k“0

ˆ

n ` k

k

˙

yk
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Εφαρμόζοντας τον τύπο της συνέλιξης προκύπτει ότι

p1 ` yqn

p1 ´ yqn`1
“

8
ÿ

k“0

k
ÿ

i“0

ˆ

n

i

˙ˆ

n ` k ´ i

k ´ i

˙

yk

“
8

ÿ

k“0

k
ÿ

i“0

ˆ

n

i

˙ˆ

n ` k ´ i

n

˙

yk

Επομένως,

f ˚px, yq “
8

ÿ

n“0

8
ÿ

k“0

˜

k
ÿ

i“0

ˆ

n

i

˙ˆ

n ` k ´ i

n

˙

¸

ykxn

οπότε

f pn, kq “ rxnyks f ˚px, yq “
k

ÿ

i“0

ˆ

n

i

˙ˆ

n ` k ´ i

n

˙

.

�
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Για την εύρεση του τύπου μιας διπλής ακολουθίας f pn, kq
πολλές φορές χρησιμοποιείται η συνάρτηση

Fnpyq “
8

ÿ

k“0

f pn, kqyk

Άσκηση 4. ´Εστω f pn, kq, n, k ě 1 ο αριθμός των επανα-

ληπτικών διατάξεων n στοιχείων ανά k στις οποίες δεν

υπάρχουν δύο διαδοχικά όμοια στοιχεία.

i) Να δειχθεί ότι f pn, 1q “ n και

f pn, kq “ pn ´ 1q f pn, k ´ 1q, για k ě 2 και n ě 1.

ii) Να δειχθεί ότι η γεννήτρια συνάρτηση

Fnpyq “
8
ř

k“1

f pn, kqyk δίδεται από τον τύπο

Fnpyq “ ny

1 ´ pn ´ 1qy

και στη συνέχεια να ευρεθεί ο τύπος της διπλής

ακολουθίας f pn, kq.

Λύση. i) Προφανώς οι διατάξεις των n ανά 1 δεν μπο-

ρούν να έχουν δύο διαδοχικά όμοια στοιχεία οπότε

f pn, 1q “ n.

Για k ě 2 αν διαγράψουμε από μια επαναληπτική

διάταξη δn,k των n ανά k χωρίς δύο διαδοχικά όμοια

στοιχεία το τελευταίο της στοιχείο ϑα προκύψει μια

επαναληπτική διάταξη δn,k´1 που δεν έχει επίσης δύο

διαδοχικά όμοια στοιχεία.
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Επιπλέον, επειδή το τελευταίο στοιχείο, έστω i, της

δn,k είναι διαφορετικό από το προτελευταίο οι δυνατές

τιμές που μπορεί να λάβει το i είναι pn ´ 1q. Κατόπιν
τούτων σε κάθε διάταξη δn,k αντιστοιχούμε μονοσήμα-

ντα το ζευγάρι pδn,k´1, iq.
Για παράδειγμα, η επαναληπτική διάταξη

δ6,4 “ 5 1 6 1

αντιστοιχεί στο ζεύγος pδ6,3, 1q “ p5 1 6, 1q.
Πιο γενικά, η επαναληπτική διάταξη 5 1 6 i αντι-

στοιχεί στο ζεύγος p5 1 6, iq όπου i , 6.

Οπότε σύμφωνα με την πολλαπλασιαστική αρχή

f pn, kq “ αριθμός δn,k

“ pn ´ 1q ¨ αριθμός δn,k´1

“ pn ´ 1q f pn, k ´ 1q
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ii) Για τη γεννήτρια συνάρτηση Fnpyq είναι

Fnpyq “
8

ÿ

k“1

f pn, kqyk

“ f pn, 1qy `
8

ÿ

k“2

f pn, kqyk

“ ny `
8

ÿ

k“2

pn ´ 1q f pn, k ´ 1qyk

“ ny ` pn ´ 1qy

8
ÿ

k“2

f pn, k ´ 1qyk´1

“ ny ` pn ´ 1qy

8
ÿ

k“1

f pn, kqyk

“ ny ` pn ´ 1qyFnpyq.
Άρα,

Fnpyq “ ny

1 ´ pn ´ 1qy

Δια αναπτύξεως της παραπάνω ρητής συνάρτησης σε

δυναμοσειρά προκύπτει ότι

Fnpyq “
8

ÿ

k“0

nypn ´ 1qkyk

“
8

ÿ

k“0

npn ´ 1qkyk`1

“
8

ÿ

k“1

npn ´ 1qk´1yk
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Άρα,

8
ÿ

k“1

f pn, kqyk “
8

ÿ

k“1

npn ´ 1qk´1yk ô f pn, kq “ npn ´ 1qk´1.

�
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Άσκηση 5.Να ευρεθεί ο τύπος της διπλής ακολουθίας

pNpn, kqq της οποίας η γεννήτρια συνάρτηση ικανοποιεί

την συναρτησιακή εξίσωση

N˚px, yq “ 1 ` xpN˚px, yqq2 ` xpy ´ 1qN˚px, yq.

Λύση. ´Εστω N˚px, yq “
8
ř

n“0

ˆ 8
ř

k“0

Npn, kqyk

˙

xn

Προφανώς, από την εξίσωση ισχύει ότι Np0, kq “ δ0,k
για κάθε k P N.
Ισχύει ότι

N˚px, yq “ 1 ` x
`

pN˚px, yqq2 ` py ´ 1qN˚px, yq
˘

Θα εφαρμοσθεί το Θεώρημα Αντιστροφής του Lagran

ge όπου το x είναι η μεταβλητή και το y ϑεωρείται ως

παράμετρος.

Αν τεθεί Fpzq “ z2`py´1qz “ zpz`y´1q, τότε για n ě 1

nrxnsN˚px, yq “ rzn´1spFpz ` 1qqn

´Εχουμε

pFpz ` 1qqn “ pz ` 1qnpz ` yqn “
˜

n
ÿ

i“0

ˆ

n

i

˙

zi

¸ ˜

n
ÿ

j“0

ˆ

n

j

˙

yn´ jz j

¸

“
n

ÿ

i“0

n
ÿ

j“0

ˆ

n

i

˙ˆ

n

j

˙

yn´ jzi` j

m“i` j“
2n
ÿ

m“0

m
ÿ

j“0

ˆ

n

m ´ j

˙ˆ

n

j

˙

yn´ jzm.
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Οπότε για n ě 1 ισχύει ότι

nrxnsN˚px, yq “ rzn´1spFpz ` 1qqn

“
n´1
ÿ

j“0

ˆ

n

n ´ 1 ´ j

˙ˆ

n

j

˙

yn´ j

k“n´ j“
n

ÿ

k“1

ˆ

n

k ´ 1

˙ˆ

n

k

˙

yk

Επειδή,

N˚px, yq “
8

ÿ

n“0

˜ 8
ÿ

k“0

Npn, kqyk

¸

xn

προκύπτει ότι για n ě 1

rxnsN˚px, yq “
8

ÿ

k“0

Npn, kqyk

Από τις προηγούμενες σχέσεις προκύπτει ότι για n ě 1

είναι

Npn, kq “ 1

n

ˆ

n

k ´ 1

˙ˆ

n

k

˙

. �

Οι αριθμοί Npn, kq της προηγούμενης άσκησης ονομάζο-

νται αριθμοί Narayana και όπως ϑα δούμε έχουν σημα-

ντικές εφαρμογές.
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Στην επόμενη πρόταση δίδεται μια γενίκευση του τύ-

που αντιστροφής του Lagrange

Πρόταση 6. Αν μια γεννήτρια συνάρτηση f ˚ ικανοποιεί
την συναρτησιακή εξίσωση

f ˚pxq “ 1 ` xFp f ˚pxqq
όπου Fpzq είναι μια δυναμοσειρά του z και G είναι ένα

πολυώνυμο του z τότε

nrxnsGp f ˚pxqq “ rzn´1s pG1p1 ` zqpFpz ` 1qqnq .
Ειδικά, αν Gpzq “ zs, s P N˚, τότε για n ě 1

rxnsp f ˚pxqqs “ s

n
rzn´1s

`

pz ` 1qs´1pFpz ` 1qqn
˘

Παράδειγμα 1.Να ευρεθούν οι συντελεστές των δυνά-

μεων της γεννήτριας των αριθμών Catalan.

Γνωρίζουμε ότι η γεννήτρια C˚pxq των αριθμών Catalan

ικανοποιεί την συναρτησιακή εξίσωση

C˚pxq “ 1 ` xpC˚pxqq2.
Εφαρμόζοντας το γενικευμένο τύπο της αντιστροφής του

Lagrange, ϑέτουμε Fpzq “ z2, οπότε η εξίσωση γίνεται

C˚pxq “ 1 ` xFpC˚pxqq
και για s P N˚ είναι

pz ` 1qs´1pFpz ` 1qqn “ pz ` 1qs´1pz ` 1q2n “ pz ` 1q2n`s´1

“
2n`s´1

ÿ

i“0

ˆ

2n ` s ´ 1

i

˙

zi
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οπότε για n ě 1 έχουμε

rxnspC˚pxqqs “ s

n
rzn´1s

`

pz ` 1qs´1pFpz ` 1qqn
˘

“ s

n

ˆ

2n ` s ´ 1

n ´ 1

˙

“ s

n ` s

ˆ

2n ` s ´ 1

n

˙

.

Άσκηση 6.Να ευρεθεί ο τύπος της διπλής ακολουθίας

pRpn, kqq της οποίας η γεννήτρια

R˚px, yq “ 1

1 ´ xyC˚pxq
Λύση. ´Εστω

R˚px, yq “
8

ÿ

n“0

8
ÿ

k“0

Rpn, kqykxn. (6)

Από το δοσμένο τύπο προκύπτει ότι

R˚px, yq “
8

ÿ

k“0

xkykpC˚px, yqqk

“ 1 `
8

ÿ

k“1

xkyk

˜

1 `
8

ÿ

m“1

k

m ` k

ˆ

2m ` k ´ 1

m

˙

xm

¸

“ 1 `
8

ÿ

k“1

xkyk `
8

ÿ

k“1

8
ÿ

m“1

k

m ` k

ˆ

2m ` k ´ 1

m ` k ´ 1

˙

ykxm`k

n“m`k“
8

ÿ

k“0

xkyk `
8

ÿ

n“2

n´1
ÿ

k“1

k

n

ˆ

2n ´ k ´ 1

n ´ 1

˙

ykxn (7)

Από τις σχέσεις (6) και (7) προκύπτει ότι Rpn, kq “ 0, αν

k ą n, Rpn, nq “ 1 και

Rpn, kq “ k

n

ˆ

2n ´ k ´ 1

n ´ 1

˙

, αν 1 ď k ď n ´ 1
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Οι αριθμοί Rpn, kq ονομάζονται αριθμοί Riordan και εμ-

φανίζονται πολλές φορές στις εφαρμογές. �
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7η ΔΙΑΛΕΞΗ

ΓΕΝΝΗΤΡΙΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Διμεταβλητές γεννήτριες συναρτήσεις συνόλων
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Διμεταβλητές γεννήτριες συναρτήσεις συνόλων

Αν A είναι ένα σύνολο συνδυαστικών αντικειμένων με

μια βασική παράμετρο p και μια δευτερεύουσα παρά-

μετρο q τότε η διμεταβλητή δυναμοσειρά

Apx, yq “
ÿ

aPA
xppaqyqpaq

ονομάζεται (διμεταβλητή) γεννήτρια συνάρτηση του

συνόλου A ως προς τις παραμέτρους p, q.

Πρόταση 7.ΑνA είναι ένα σύνολο συνδυαστικών αντι-

κειμένων, p βασική παράμετρος στοA, q δευτερεύουσα

παράμετρος στοA και pan,kq η διπλή ακολουθία που ο-

ρίζεται από τον τύπο

an,k “ |ta P A : ppaq “ n και qpaq “ ku|
τότε η γεννήτρια συνάρτηση a˚px, yq της ακολουθίας αυ-
τής ισούται με την γεννήτρια συνάρτηση του συνόλου

A ως προς τις παραμέτρους p, q.

Απόδειξη. Επειδή η ακολουθία pAnq, n P N με

An “ ta P A : ppaq “ nu
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αποτελεί μια διαμέριση του σύνολου A προκύπτει ότι

Apx, yq “
ÿ

aPA
xppaqyqpaq

“
8

ÿ

n“0

ÿ

aPAn

xppaqyqpaq

“
8

ÿ

n“0

xn
ÿ

aPAn

yqpaq

Ανάλογα, για κάθε n P N η ακολουθία pAn,kq, k P N απο-

τελεί μια διαμέριση του συνόλου An, οπότε ισχύει ότι

ÿ

aPAn

yqpaq “
8

ÿ

k“0

ÿ

aPAn,k

yqpaq “
8

ÿ

k“0

ÿ

aPAn,k

yk “
8

ÿ

k“0

|An,k| yk “
8

ÿ

k“0

an,ky
k

Από αντικαθιστώντας την τελευταία σχέση στον τύπο της

γεννήτριας προκύπτει ότι

Apx, yq “
8

ÿ

n“0

xn

8
ÿ

k“0

an,ky
k “

8
ÿ

n“0

8
ÿ

k“0

an,ky
kxn “ a˚px, yq. �

Παρατηρήσεις

1. Επειδή το σύνολο An είναι πεπερασμένο έπεται ότι

για κάθε n P N οι όροι της ακολουθίας pan,kq, k P N
εκτός από ένα πεπερασμένο πλήθος είναι ίσοι με 0.

´Ετσι η γεννήτρια συνάρτηση Apyq “
8
ř

k“0

an,ky
k είναι

ουσιαστικά ένα πολυώνυμο.

2. Η γεννήτρια συνάρτηση Apx, 1q είναι ίση με την γεννή-

τρια συνάρτηση του συνόλου A ως προς την παράμε-
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τρο p, αφού

Apx, 1q “
ÿ

aPA
xppaq1qpaq “

ÿ

aPA
xppaq.

Παράδειγμα 1.Να ευρεθεί ο αριθμός an,k των δυαδικών

λέξεων με n γράμματα από τα οποία k είναι ίσα με 1,

όπου k ď n.

Λύση. Κάθε μη κενή δυαδική λέξη a P t0, 1u˚ γράφεται

μονοσήμαντα σε μια από τις παρακάτω μορφές

a “ b0 ή a “ b1

όπου b P t0, 1u˚.
Οπότε η γεννήτρια συνάρτηση Apx, yq του συνόλου t0, 1u˚

ως προς τις παραμέτρους ppaq “ αριθμός γραμμάτων της

a και qpaq “ αριθμός των 1 στη λέξη a είναι

Apx, yq “
ÿ

aPt0,1u˚
xppaqyqpaq

“ xppǫqyqpǫq `
ÿ

bPt0,1u˚
xppb0qyqpb0q `

ÿ

bPt0,1u˚
xppb1qyqpb1q

“ 1 `
ÿ

bPt0,1u˚
xppbq`1yqpbq `

ÿ

bPt0,1u˚
xppbq`1yqpbq`1

“ 1 ` x
ÿ

bPt0,1u˚
xppbqyqpbq ` xy

ÿ

bPt0,1u˚
xppbqyqpbq

“ 1 ` xApx, yq ` xyApx, yq
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Άρα,

Apx, yq “ 1

1 ´ xpy ` 1q “
ÿ

n“0

xnpy ` 1qn

“
8

ÿ

n“0

xn

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

yk

“
8

ÿ

n“0

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

xnyk

Άρα,

an,k “ rxnyksApx, yq “
ˆ

n

k

˙

. �

Στα επόμενα ϑα χρησιμοποιηθεί ο παρακάτω συμβολι-

σμός

Αν P είναι μια λογική πρόταση, τότε ορίζεται η έκφρα-

ση

rPs “
#

1, αν P αληθής

0, αν P ψευδής

η οποία ονομάζεται συμβολισμός Iverson.

Για παράδειγμα, στο σύνολο των δυαδικών λέξεων για

την πρόταση

P: Η δυαδική λέξη περιέχει τρια διαδοχικά 0.

είναι

r10010001 έχει τρία διαδοχικά 0s “ 1

r11010100 έχει τρία διαδοχικά 0s “ 0.
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Παράδειγμα 2. Να ευρεθεί ο αριθμός των διατεταγμέ-

νων δένδρων με n δεσμούς που έχει

i) k φύλλα

ii) βαθμός ρίζας r.

Λύση. Ο αριθμός an,k (αντ. bn,r) των διατεταγμένων δέν-

δρων με n δεσμούς και k φύλλα (αντ. βαθμό ρίζας r) είναι

ο συντελεστής της γεννήτριας

Fpx, yq “
ÿ

TPT
xppTqyqpTq

˜

αντ. Gpx, yq “
ÿ

TPT
xppTqydpTq

¸

όπου ppT q “ αριθμός δεσμών του T και qpT q “ αριθμός

φύλλων του T (αντ. dpT q “ βαθμός ρίζας του T .)

Προκειμένου να υπολογιστούν οι συναρτησιακές εξισώ-

σεις των γεννητριών συναρτήσεων F, G ϑα χρησιμοποι-

ηθεί η γνωστή διάσπαση των μη κενών διατεταγμένων

δένδρων:

T “ T2
T1
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i) Πράγματι,

Fpx, yq “
ÿ

TPT
xppTqyqpTq

“ xpp‚qyqp‚q `
ÿ

T1,T2PT
xppT1q`ppT2q`1yqpT1q`qpT2q`rT1“‚s

“ 1 ` x

¨

˝

ÿ

T1PT
xppT1qyqpT1q`rT1“‚s

˛

‚

¨

˝

ÿ

T2PT
xppT2qyqpT2q

˛

‚

“ 1 ` x

¨

˝xpp‚qyqp‚q`1 `
ÿ

T1PT zt‚u
xppT1qyqpT1q

˛

‚Fpx, yq

“ 1 ` x

¨

˝y `
ÿ

T1PT
xppT1qyqpT1q ´ xpp‚qyqp‚q

˛

‚Fpx, yq

“ 1 ` x py ´ 1 ` Fpx, yqq Fpx, yq.

Άρα,

Fpx, yq “ 1 ` x pFpx, yqq2 ` xpy ´ 1qFpx, yq
δηλαδή η Fpx, yq είναι η γεννήτρια συνάρτηση των α-

ριθμών Narayana οπότε

an,k “ rxnyksFpx, yq “ Npn, kq “ 1

n

ˆ

n

k ´ 1

˙ˆ

n

k

˙

.
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ii)

Gpx, yq “
ÿ

TPT
xppTqydpTq

“ xpp‚qydp‚q `
ÿ

T1,T2PT
xppT1q`ppT2q`1ydpT2q`1

“ 1 ` xy

¨

˝

ÿ

T1PT
xppT1q

˛

‚

¨

˝

ÿ

T2PT
xppT2qydpT2q

˛

‚

“ 1 ` xyC˚pxqGpx, yq
οπότε

Gpx, yq “ 1

1 ´ xyC˚pxq
δηλαδή η Gpx, yq είναι η γεννήτρια συνάρτηση των α-

ριθμών Riordan, οπότε

bn,r “ rxnyksGpx, yq “ Rpn, kq “ r

n

ˆ

2n ´ r ´ 1

n ´ 1

˙

. �

Παράδειγμα 3. Να ευρεθεί ο αριθμός των μονοπατιών

Dyck ημιμήκους n που έχει

i) k κορυφές

ii) r επιστροφές

Λύση. Ο αριθμός an,k (αντ. bn,k) των μονοπατιών Dyck

ημιμήκους n με k κορυφές (αντ. r επιστροφές) είναι ο

συντελεστής της γεννήτριας

Fpx, yq “
ÿ

aPD
xppaqyqpaq

˜

αντ. Gpx, yq “
ÿ

aPD
xppaqyrpaq

¸
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όπου ppaq “ ημιμήκος του a και qpaq “ αριθμός κορυφών

του a (rpaq “ αριθμός επιστροφών του a).

Προκειμένου να υπολογισθούν οι συναρτησιακές εξισώ-

σεις των γεννητριών συναρτήσεων F και G ϑα χρησιμοποι-

ηθεί η διάσπαση της πρώτης επιστροφής των μη κενών

μονοπατιών Dyck.

a “ β
γ

i) Πράγματι

Fpx, yq “
ÿ

aPD
xppaqyqpaq

“ xppǫqyqpǫq `
ÿ

β,γPD
xppβq`ppγq`1yqpβq`qpγq`rβ“ǫs

“ 1 ` x

¨

˝

ÿ

βPD
xppβqyqpβq`rβ“ǫs

˛

‚

¨

˝

ÿ

γPD
xppγqyqpγq

˛

‚

“ 1 ` x

¨

˝xppǫqyqpǫq`1 `
ÿ

βPDztǫu
xppβqyqpβq

˛

‚Fpx, yq

“ 1 ` x

˜

y `
ÿ

bPD
xppβqyqpβq ´ xppǫqyqpǫq

¸

Fpx, yq

“ 1 ` xpy ´ 1 ` Fpx, yqqFpx, yq
Άρα,

Fpx, yq “ 1 ` x pFpx, yqq2 ` xpy ´ 1qFpx, yq,
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δηλαδή η Fpx, yq είναι η γεννήτρια συνάρτηση των α-

ριθμών Narayana οπότε

an,k “ rxnyksFpx, yq “ Npn, kq “ 1

n

ˆ

n

k ´ 1

˙ˆ

n

k

˙

.

ii)

Gpx, yq “
ÿ

aPD
xppaqyrpaq

“ xppǫqyrpǫq `
ÿ

β,γPD
xppβq`ppγq`1yrpγq`1

“ 1 ` xy

¨

˝

ÿ

βPD
xppβq

˛

‚

¨

˝

ÿ

γPD
xppγqyrpγq

˛

‚

“ 1 ` xyC˚pxqGpx, yq,
οπότε

Gpx, yq “ 1

1 ´ xyC˚pxq
δηλαδή η Gpx, yq είναι η γεννήτρια συνάρτηση των α-

ριθμών Riordan οπότε

bn,r “ rxnyrsGpx, yq “ Rpn, rq “ r

n

ˆ

2n ´ r ´ 1

n ´ 1

˙

. �
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