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∆υαδικά ∆ένδρα

Γιάννης Θεοδωρίδης, Νίκος Πελέκης, Άγγελος Πικράκης
Τµήµα Πληροφορικής
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Ορισµοί

(αναδροµικός ορισµός)
Ένα δένδρο t είναι ένα πεπερασµένο µη κενό σύνολο στοιχείων. 
Ένα από τα στοιχεία αυτά ονοµάζεται ρίζα, ενώ τα υπόλοιπα
στοιχεία (αν υπάρχουν) επιµερίζονται σε δένδρα που ονοµάζονται
υποδένδρα του t

Βαθµός ενός στοιχείου είναι ο αριθµός των παιδιών που έχει
Βαθµός του δένδρου είναι ο µέγιστος βαθµός των στοιχείων του
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Ορισµοί (συν.)

(αναδροµικός ορισµός)
Ένα δυαδικό δένδρο t είναι µία πεπερασµένη (πιθανώς κενή) 
συλλογή στοιχείων. Όταν το δυαδικό δένδρο δεν είναι κενό, τότε
έχει µία ρίζα και τα υπόλοιπα στοιχεία (αν υπάρχουν) επιµερίζονται
σε δύο δυαδικά δένδρα που ονοµάζονται το αριστερό και το δεξιό
υποδένδρο του t

Ιδιότητες:
Το σχέδιο ενός δυαδικού δένδρου µε n στοιχεία (n > 0) έχει ακριβώς
n-1 ακµές
Ένα δυαδικό δένδρο ύψους h (h ≥ 0) έχει τουλάχιστον h και το πολύ
2h-1 στοιχεία
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Ορισµοί (συν.)

στοιχείο (κόµβος)
ακµή
υποδένδρο
παιδιά, γονιός, πρόγονος, 
απόγονος
µονοπάτι
ύψος (βάθος)
επίπεδο
φύλλα, εσωτερικοί κόµβοι
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Πλήρες (full) δυαδικό δένδρο ύψους h είναι εκείνο το δυαδικό δένδρο, 
το οποίο περιέχει ακριβώς 2h-1 στοιχεία

Μπορούµε να αριθµήσουµε από 1 έως 2h-1 τα στοιχεία ενός
πλήρους δυαδικού δένδρου ύψους h, ξεκινώντας από το επίπεδο 1 
προς το επίπεδο h και, µέσα σε κάθε επίπεδο, από αριστερά προς τα
δεξιά

Συµπληρωµένο (complete) δυαδικό δένδρο ύψους h είναι εκείνο το
δυαδικό δένδρο, το οποίο προκύπτει από ένα πλήρες δυαδικό δένδρο
ύψους h εάν διαγράψουµε k στοιχεία µε αρίθµηση 2h-i, για 1 ≤ i ≤ k (k 
≥ 0)

Πλήρη και Συµπληρωµένα ∆υαδικά ∆ένδρα
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Ιδιότητες πλήρων / συµπληρωµένων δυαδικών
δένδρων

Το πλήθος των φύλλων σε ένα µη άδειο πλήρες δυαδικό δένδρο
είναι κατά 1 µεγαλύτερο από το πλήθος των εσωτερικών κόµβων
(2h-1 και 2h-1-1, αντίστοιχα)
Έστω i (1 ≤ i ≤ n) ο αριθµός ενός στοιχείου ενός συµπληρωµένου
δυαδικού δένδρου:

Αν i = 1, το στοιχείο είναι η ρίζα, αλλιώς είναι παιδί του κόµβου µε
αριθµό ⎣i/2⎦
Το αριστερό του παιδί έχει αριθµό 2i (αν 2i ≤ n, αλλιώς δεν έχει
αριστερό παιδί)
Το δεξιό του παιδί έχει αριθµό 2i+1 (αν 2i+1 ≤ n, αλλιώς δεν έχει δεξιό
παιδί)

Αποδείξεις µε µαθηµατική επαγωγή
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Στατική αναπαράσταση δυαδικού δένδρου (µε
πίνακα)

Βασίζεται στην προηγούµενη ιδιότητα (των συµπληρωµένων
δυαδικών δένδρων)
Πρόβληµα: σπατάλη χώρου όταν λείπουν πολλά στοιχεία (για να
γίνει το δένδρο πλήρες)

Ένα δένδρο µε n στοιχεία θα µπορούσε
να απαιτήσει πίνακα µεγέθους µέχρι

και 2n-1 (η περίπτωση των δεξιών λοξών
δυαδικών δένδρων)
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Υλοποίηση
δυαδικού
δένδρου µε
πίνακα

--7--5--3--∆εξιός αδελφός

6--4--2----
Αριστερός
αδελφός

--------753∆εξί παιδί

--------642Αριστερό παιδί

332211--Γονιός

7654321Θέση

(οι µαθηµατικοί τύποι
προκύπτουν από την
ιδιότητα των
συµπληρωµένων
δυαδικών δένδρων)
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Συνδεδεµένη αναπαράσταση δυαδικού
δένδρου (µε δείκτες)

Η πιο δηµοφιλής υλοποίηση
Κάθε στοιχείο αντιστοιχεί σε ένα κόµβο µε ένα πεδίο δεδοµένων
(data) και δύο πεδία συνδέσµων (LeftChild, RightChild)
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ΑΤ∆ BinaryTree
AbstractDataType BinaryTree {

instances: collection of elements; if not empty, the collection is partitioned into 
a root, left subtree, and right subtree; each subtree is also a binary tree;

operations
Create (): create an empty binary tree
IsEmpty (): return true if the tree is empty, return false otherwise
Root (x): x is set to root element; return false if the operation fails,

return true otherwise
MakeTree (root, left, right): create a binary tree with root as the root

element, left (right) as the left (right) subtree.
BreakTree (root, left, right): inverse of create
PreOrder: preorder traversal of binary tree
InOrder: inorder traversal of binary tree
PostOrder: postorder traversal of binary tree
LevelOrder: level-order traversal of binary tree

}
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Κλάση BinaryTreeNode

class BinaryTreeNode {
public:

BinaryTreeNode() {LeftChild = RightChild = 0;}
BinaryTreeNode(const T& e)

{data = e; LeftChild = RightChild = 0;}
BinaryTreeNode(const T& e, BinaryTreeNode *l,

BinaryTreeNode *r)
{data = e; LeftChild = l; RightChild = r;}

private:
T data;
BinaryTreeNode<T> *LeftChild,  // left subtree

*RightChild; // right subtree
}
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Κλάση BinaryTree

class BinaryTree {
public:

BinaryTree() { root = 0; };
~BinaryTree() { };
bool IsEmpty () const {

return ((root) ? false : true);
}
bool Root (T& x) const {

// Set x to root data - Return false if no root
if (root) { x = root->data; return true;}
else return false;       // no root

}
...

private:
BinaryTreeNode<T> *root;      // pointer to root
...

};
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Πράξεις πάνω σε δυαδικά δένδρα

Προσδιορισµός ύψους, πλήθους στοιχείων
∆ηµιουργία αντιγράφου
Παρουσίαση δένδρου σε µονάδα εξόδου
∆ιαγραφή δένδρου
Υπολογισµός έκφρασης (αν είναι δένδρο έκφρασης)

Όλα τα παραπάνω εκτελούνται µε συστηµατικό τρόπο µε τη
λειτουργία διάσχισης του δένδρου
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∆ιάσχιση δένδρου

Κάθε διαδικασία επίσκεψης όλων των κόµβων ενός δένδρου, 
ακριβώς µια φορά τον καθένα, ονοµάζεται διάσχιση (traversal).

Προδιατεταγµένη διάσχιση (preorder): Για κάθε κόµβο, 
επισκεπτόµαστε πρώτα τον ίδιο τον κόµβο, έπειτα τους κόµβους
του αριστερού του υποδένδρου και στη συνέχεια τους κόµβους
του δεξιού του υποδένδρου.
Μεταδιατεταγµένη διάσχιση (postorder): Για κάθε κόµβο, 
επισκεπτόµαστε πρώτα τους κόµβους του αριστερού του
υποδένδρου, έπειτα τους κόµβους του δεξιού του υποδένδρου και
στη συνέχεια τον ίδιο τον κόµβο.
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∆ιάσχιση δένδρου (συν.)

...
Ενδοδιατεταγµένη διάσχιση (inorder): Για κάθε κόµβο, 
επισκεπτόµαστε πρώτα τους κόµβους του αριστερού του
υποδένδρου, έπειτα τον ίδιο τον κόµβο και στη συνέχεια τους
κόµβους του δεξιού του υποδένδρου.
Κατά σειρά επιπέδων (level order): Επισκεπτόµαστε τους
κόµβους κατά επίπεδα, από πάνω (τη ρίζα) προς τα κάτω, και
µέσα σε ένα επίπεδο από αριστερά προς τα δεξιά.

Οι 3 πρώτες µέθοδοι είναι αναδροµικές ενώ η 4η είναι επαναληπτική
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∆ιάσχιση δένδρου (συν.)

Προδιατεταγµένη: 
A, B, D, C, E, G, F, H, I
Μεταδιατεταγµένη:
D, B, G, E, H, I, F, C, A
Ενδοδιατεταγµένη:
B, D, A, G, E, C, H, F, I
Κατά σειρά επιπέδων:
A, B, C, D, E, F, G, H, I
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Αναδροµικές µέθοδοι διάσχισης

void PreOrder(BinaryTreeNode<T> *t)
{// Preorder traversal of *t.

if (t) {Visit(t); PreOrder(t->LeftChild);
PreOrder(t->RightChild); }

}

void InOrder(BinaryTreeNode<T> *t)
{// Inorder traversal of *t.

if (t) {InOrder(t->LeftChild);
Visit(t); InOrder(t->RightChild); }

}

void PostOrder(BinaryTreeNode<T> *t)
{// Postorder traversal of *t.

if (t) {PostOrder(t->LeftChild);
PostOrder(t->RightChild); Visit(t); }

}
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∆ιάσχιση κατά σειρά επιπέδων

void LevelOrder(BinaryTreeNode<T> *t)
{// Level-order traversal of *t.

LinkedQueue<BinaryTreeNode<T>*> Q;
while (t) {

Visit(t); // visit t
// put t’s children on queue
if (t->LeftChild) Q.Add(t->LeftChild);
if (t->RightChild) Q.Add(t->RightChild);

// get next node to visit
try {Q.Delete(t);}
catch (OutOfBounds) {return;}

}
}



10

∆οµές ∆εδοµένων 19

Εφαρµογή διάσχισης: υπολογισµός ύψους ∆∆

int Height(BinaryTreeNode<T> *t) const {
// Return height of tree *t - PostOrder traversal!!!
if (!t) return 0; // empty tree
int hl = Height(t->LeftChild); // height of 

left subtree
int hr = Height(t->RightChild); // height of 

right subtree
if (hl > hr) return ++hl;
else return ++hr;
}


