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Προγραµµατισµένα ϕροντιστήρια για τον Οκτώβριο του 2020

Σάββατο 17 Οκτωβρίου 2020,

Ανάλυση Ι (Βασικές γνώσεις και επανάληψη από το Λύκειο)

Σάββατο 24 Οκτωβρίου 2020,

Μαθηµατικά των Υπολογιστών (Σύνολα, Σχέσεις, ∆ιατάξεις, Ισοδύναµα

σύνολα, Αρχή της επαγωγής)

Σάββατο 31 Οκτωβρίου 2020,

Ανάλυση Ι (Ακολουθίες)
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Θεµατολογία σηµερινού ϕροντιστηρίου

1 Βασικοί ορισµοί και ιδιότητες συναρτήσεων

◮ Συναρτήσεις ένα προς ένα, επί, αµφιµονοσήµαντες

◮ Σύνθεση και αντιστροφή συναρτήσεων

◮ Μονοτονία, Περιοδικότητα, Αρτιότητα

2 Βασικές συναρτήσεις που χρησιµοποιούνται στην ανάλυση

◮ Πολυωνυµικές και ϱητές

◮ Εκθετικές και λογαριθµικές

◮ Τριγωνοµετρικές ή κυκλικές

◮ Υπερβολικές

◮ Αντίστροφες κυκλικές

◮ Αντίστροφες υπερβολικές

◮ Ακέραια µέρη

◮ Απόλυτη τιµή

◮ ... συνδυασµοί όλων των παραπάνω µε κάθε δυνατό τρόπο.

3 Τριγωνοµετρικές ταυτότητες και ανισότητες
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Τί είναι συνάρτηση;
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Τί είναι συνάρτηση;

Μια συνάρτηση (ή αλλιώς απεικόνιση) f από το σύνολο A στο σύνολο B

σηµειώνεται µε f : A → B και είναι µια διµελής σχέση µεταξύ των στοιχείων των

A και B σύµφωνα µε την οποία

κάθε στοιχείο x του συνόλου A, το οποίο ονοµάζεται πρότυπο

αντιστοιχίζεται σε

ακριβώς ένα στοιχείο y του συνόλου B, το οποίο ονοµάζεται εικόνα του x

και συµβολίζεται µε f(x).
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Τί είναι και τί δεν είναι συνάρτηση;
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Πεδίο ορισµού και σύνολο τιµών συνάρτησης

΄Εστω µια συνάρτηση f : A → B.

Το σύνολο A ονοµάζεται πεδίο ορισµού της απεικόνισης f και συµβολίζεται µε

Df , ή D(f).
Το υποσύνολο του B που αποτελείται από όλες τις εικόνες των στοιχείων του A

ονοµάζεται σύνολο τιµών της f και συµβολίζεται µε Rf , ή R(f), ή f(A).

Παρατήρηση

΄Οταν δίδεται ο τύπος µιας συνάρτησης f και δεν γνωρίζουµε ή δεν δίδεται το

πεδίο ορισµού της f , τότε συνήθως ϑεωρούµε ως πεδίο ορισµού το ευρύτερο

δυνατό υποσύνολο του R που εφαρµόζεται ο τύπος της.
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Περιορισµός συνάρτησης

Περιορισµός συνάρτησης

Αν f : A → B είναι µια συνάρτηση και E ⊆ A, τότε ορίζεται µια νέα συνάρτηση,

η οποία ονοµάζεται περιορισµός της f στο E, συµβολίζεται µε f/E και

αποτελείται από τα Ϲεύγη (x, f(x)), για τα οποία είναι x ∈ E, δηλαδή

f/E = {(x, f(x)) ∈ f : x ∈ E}.
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Συναρτήσεις ένα προς ένα

Συναρτήσεις ένα προς ένα

Μια συνάρτηση f : A → B ονοµάζεται 1-1 (ένα προς ένα), αν και µόνο αν

διαφορετικά πρότυπα έχουν και διαφορετικές εικόνες, δηλαδή

x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2), για κάθε x1, x2 ∈ A.

Στις αποδείξεις συχνά χρησιµοποιείται η ισοδύναµη συνθήκη:

f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2, για κάθε x1, x2 ∈ A,

η οποία µε απλά λόγια δηλώνει ότι αν δύο εικόνες ταυτίζονται, τότε ταυτίζονται

και τα πρότυπα από τα οποία προέρχονται, δηλαδή κάθε εικόνα προέρχεται από

µοναδικό πρότυπο.
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Συναρτήσεις επί

Συναρτήσεις επί

Μια συνάρτηση f : A → B ονοµάζεται επί (του B), αν και µόνο αν B = f(A),
δηλαδή αν κάθε στοιχείο του B αποτελεί εικόνα κάποιου προτύπου στο A.
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Αµφιµονοσήµαντες συναρτήσεις

Αµφιµονοσήµαντες συναρτήσεις

Μια συνάρτηση f : A → B ονοµάζεται αµφιµονοσήµαντη, αν και µόνο αν είναι

ένα προς ένα και επί.
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Παραδείγµατα
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Πώς κατασκευάζουµε νέες συναρτήσεις από γνωστές ;
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Πώς κατασκευάζουµε νέες συναρτήσεις από γνωστές;

΄Ενας µηχανισµός κατασκευής νέων συναρτήσεων από γνωστές είναι η

σύνθεση.

Σύνθεση συναρτήσεων

Αν για τις συναρτήσεις f : A → B και g : Γ → ∆, ισχύει ότι f(A) ∩ Γ 6= ∅,

δηλαδή υπάρχουν εικόνες της f που είναι πρότυπα της g, τότε ορίζεται η

σύνθεση της g µε την f ως µια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το

E = {x ∈ A : f(x) ∈ Γ}, η οποία συµβολίζεται µε g ◦ f και αποτελείται από τα

Ϲεύγη

g ◦ f = {(x, g(f(x))) : x ∈ E},
δηλαδή

(g ◦ f)(x) = g(f(x)), για κάθε x ∈ E.

Προσοχή!

Στη σύνθεση g ◦ f η σειρά εφαρµογής είναι από τα δεξιά προς τα αριστερά!.
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Πώς κατασκευάζουµε νέες συναρτήσεις από γνωστές;

Σχηµατικά έχουµε

x
b

f(x)
b

g(f(x))
b

g ◦ f

f g

D(f) R(f) D(g) R(g)

Παρατήρηση

Συνήθως ισχύει ότι g ◦ f 6= f ◦ g.
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Πώς κατασκευάζουµε νέες συναρτήσεις από γνωστές;

΄Ενας άλλος µηχανισµός κατασκευής νέων συναρτήσεων από γνωστές είναι η

αντιστροφή.

Αντίστροφη συνάρτηση:

Αν η συνάρτηση f : A → B είναι αµφιµονοσήµαντη, τότε ορίζεται µια (µοναδική)

συνάρτηση g : B → A, τέτοια ώστε

f(x) = y ⇔ g(y) = x, για κάθε x ∈ A,

δηλαδή η g απεικονίζει κάθε εικόνα στο πρότυπό της. Η συνάρτηση αυτή

ονοµάζεται αντίστροφη της f και συµβολίζεται µε f−1.

Παρατήρηση

Κάθε 1-1 σύναρτηση f : A → B είναι αµφιµονοσήµαντη από το A στο f(A),
δηλαδή είναι αµφιµονοσήµαντη από το πεδίο ορισµού της στο πεδίο τιµών της.

΄Αρα, ορίζεται η αντίστροφή της f−1 : f(A) → A.
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Πώς κατασκευάζουµε νέες συναρτήσεις από γνωστές;

Σχηµατικά :

y = x

y = f−1(x)

y = f(x)

0 x

y

Παρατήρηση

Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f , f−1 είναι συµµετρικές ως προς

την ευθεία y = x.
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Βασικές ιδιότητες πραγµατικών συναρτήσεων

΄Εστω συνάρτηση f : A → R, όπου A ένα µη κενό υποσύνολο του R. Η f

ονοµάζεται

Αύξουσα, αν και µόνο αν x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2), για κάθε x1, x2 ∈ A.

Γνησίως αύξουσα, ανν x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2), για κάθε x1, x2 ∈ A.

Φθίνουσα, ανν x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2), για κάθε x1, x2 ∈ A.

Γνησίως φθίνουσα, ανν x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2), για κάθε x1, x2 ∈ A.

Μονότονη, ανν είναι αύξουσα ή ϕθίνουσα.

Γνησίως µονότονη, ανν είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως ϕθίνουσα.

Παρατήρηση

Αν µια συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη, τότε είναι 1-1 άρα είναι και

αντιστρέψιµη.
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Βασικές ιδιότητες πραγµατικών συναρτήσεων

΄Εστω συνάρτηση f : A → R, όπου A ένα µη κενό υποσύνολο του R. Η f

ονοµάζεται

Περιοδική, αν υπάρχει τ ∈ R
∗, τέτοιο ώστε x + τ ∈ A και f(x + τ) = f(x),

για κάθε x ∈ A.

Το τ ονοµάζεται περίοδος της f και δεν εξαρτάται από το x.

Το ελάχιστο ϑετικό τ που ικανοποιεί την προηγούµενη σχέση (αν υπάρχει),

ονοµάζεται πρωτεύουσα ή ϑεµελιώδης περίοδος της f .

Η συνάρτηση f : R → R, µε f(x) = 1 είναι περιοδική, χωρίς όµως πρωτεύουσα

περίοδο.

Η συνάρτηση f(x) = x2 δεν είναι περιοδική.

Πράγµατι, έστω ότι υπάρχει τ ∈ R
∗ ώστε

f(x) = f(x + τ) για κάθε x ∈ R

τότε

x
2 = (x + τ)2 ⇔ x

2 = x
2 + 2xτ + τ 2 ⇔ τ(2x + τ) = 0 ⇔ τ = −2x

΄Αρα, αφού το τ εξαρτάται από το x, η f(x) = x2 δεν είναι περιοδική.
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Βασικές ιδιότητες πραγµατικών συναρτήσεων

΄Εστω συνάρτηση f : A → R, όπου A ένα µη κενό υποσύνολο του R. Η f

ονοµάζεται

΄Αρτια, αν και µόνο αν για κάθε x ∈ A ισχύει ότι −x ∈ A και f(−x) = f(x).

Περιττή, αν και µόνο αν για κάθε x ∈ A ισχύει ότι −x ∈ A και

f(−x) = −f(x).

Η γραφική παράσταση µιας άρτιας συνάρτησης είναι συµµετρική ως προς τον

άξονα y , ενώ µιας περιττής συνάρτησης είναι συµµετρικής ως προς την αρχή

των αξόνων.

Κάθε πραγµατική συνάρτηση f/A µπορεί να γραφτεί ως το άθροισµα µιας

περιττής και µιας άρτιας συνάρτησης, µε την προϋπόθεση ότι x ∈ A ⇒ −x ∈ A,

ως εξής:

f(x) =
f(x) + f(−x)

2
+

f(x)− f(−x)

2
.

Η συνάρτηση A(x) = f(x)+f(−x)
2

είναι άρτια και αποτελεί το άρτιο µέρος της f ,

ενώ η συνάρτηση Π(x) = f(x)−f(−x)
2

είναι περιττή και αποτελεί το περιττό µέρος

της f .
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Βασικές ιδιότητες πραγµατικών συναρτήσεων

΄Εστω f(x) = −x3 + 4x2 + 3x + 1. (µπλε γραµµή)

Το άρτιο µέρος της f είναι η συνάρτηση A(x) = f(x)+f(−x)
2

= 4x2 + 1. (µωβ

γραµµή)

Το περιττό µέρος της f είναι η συνάρτηση Π(x) = f(x)−f(−x)
2

= −x3 + 3x.

(καφέ γραµµή).
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Βασικές ιδιότητες πραγµατικών συναρτήσεων

΄Ανω φραγµένη, αν υπάρχει M ∈ R, τέτοιο ώστε f(x) ≤ M, για κάθε

x ∈ A. Ο αριθµός M ονοµάζεται άνω φράγµα της f .

Κάτω φραγµένη, αν υπάρχει m ∈ R, τέτοιο ώστε m ≤ f(x), για κάθε

x ∈ A. Ο αριθµός m ονοµάζεται κάτω φράγµα της f .

Φραγµένη, αν είναι άνω και κάτω ϕραγµένη.

Απολύτως φραγµένη, αν υπάρχει M ∈ R, τέτοιο ώστε |f(x)| ≤ M, για

κάθε x ∈ A.

Παρατήρηση

΄Αµεσα προκύπτει ότι µια συνάρτηση είναι ϕραγµένη αν και µόνο αν είναι

απολύτως ϕραγµένη.
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Βασικές συναρτήσεις που χρησιµοποιούνται στην ανάλυση.
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Βασικές συναρτήσεις : Πολυωνυµικές και ϱητές συναρτήσεις

Μια συνάρτηση f(x) ονοµάζεται πολυώνυµο του x ή πολωνυµική (ως προς x)

αν και µόνο αν υπάρχει n ∈ N και σταθερές a0,a1, . . . ,an ∈ R τέτοιες ώστε

f(x) = a0 + a1x + · · ·+ anx
n.

Οι συναρτήσεις x3

17
+ x2 και 8 είναι πολυώνυµα του x.

Η συνάρτηση
√

x + x δεν είναι πολυωνυµική.

Μια συνάρτηση f(x) ονοµάζεται ρητή αν και µόνο αν είναι πηλίκο δύο

πολυωνυµικών συναρτήσεων.

Οι συναρτήσεις x2+1

3x
, x + 1

x
και x2 + 1 είναι ϱητές.

Η συνάρτηση
√

x δεν είναι ϱητή.
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Βασικές συναρτήσεις : Πολυωνυµικές και ϱητές συναρτήσεις

Παρατήρηση

Μια συνάρτηση f(x) ονοµάζεται πολυωνυµική ως προς µια άλλη συνάρτηση

g(x) αν και µόνο αν υπάρχει n ∈ N
∗ και σταθερές a0, a1, a2, . . ., an ∈ R

τέτοιες ώστε

f(x) = a0 + a1g(x) + a2g
2(x) + · · ·+ ang

n(x).

Η συνάρτηση f(x) = 4 cos3 x + 2 cos x + 1 είναι πολυωνυµική ως προς cos x.

Η συνάρτηση f(x) = x cos x + 2 δεν είναι πολυωνυµική ως προς cos x.

Η συνάρτηση f(x) = 2(ln x)4 + 1

ln x
δεν είναι πολυωνυµική ως προς ln x.
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Βασικές συναρτήσεις : Πολυωνυµικές και ϱητές συναρτήσεις

Παρατήρηση

Μια συνάρτηση f(x) ονοµάζεται ρητή ως προς µια άλλη συνάρτηση g(x) αν

και µόνο αν είναι πηλίκο συναρτήσεων που είναι πολυωνυµικές ως προς τη

συνάρτηση g(x).

Η συνάρτηση f(x) = cos2 x+1

cos2 x−1
είναι ϱητή ως προς cos x.

Ανάλυση Ι Βασικές συναρτήσεις - Τριγωνοµετρία 17 Οκτωβρίου 2020 26 / 65



Βασικές συναρτήσεις : Συναρτήσεις και απόλυτες τιµές

Απόλυτη τιµή

|x| =
{

x, x ≥ 0,

−x, x < 0
ή ισοδύναµα |x| = max{x,−x}.

Από τον ορισµό, άµεσα προκύπτουν οι ιδιότητες

−|x| ≤ x ≤ |x| και |x| ≤ a ⇔ −a ≤ x ≤ a, x,a ∈ R,

ϐάσει των οποίων αποδεικνύεται η επόµενη πολύ σηµαντική ανισότητα :

Τριγωνική ανισότητα

|x| − |y| ≤ ||x| − |y|| ≤ |x ± y| ≤ |x|+ |y|, για κάθε x, y ∈ R.
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Βασικές συναρτήσεις : Συναρτήσεις και ακέραια µέρη

Ακέραιο µέρος

Για κάθε x ∈ R, υπάρχει µοναδικός ακέραιος, ο οποίος συµβολίζεται µε [x],
τέτοιος ώστε

x − 1 < [x] ≤ x.

Ισοδύναµα, ισχύει ότι [x] ≤ x < [x] + 1.

[2.1] = 2

[2] = 2.

[−2.1] = −3.

[1/2] = 0.

[−1/2] = −1.
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Βασικές συναρτήσεις : Εκθετική και λογαριθµική συνάρτηση

Η εκθετική συνάρτηση f(x) = αx , ορίζεται για κάθε x ∈ R, και για κάθε

πραγµατικό αριθµό α, µε 0 < α 6= 1.

Εύκολα προκύπτει ότι είναι γνησίως αύξουσα όταν α > 1 και γνησίως ϕθίνουσα

όταν 0 < α < 1.

Και στις δύο περιπτώσεις είναι γνησίως µονότονη, πράγµα που σηµαίνει ότι είναι

ένα προς ένα, εποµένως είναι και αντιστρέψιµη, δηλαδή υπάρχει η συνάρτηση

f−1 τέτοια ώστε y = αx ⇔ f−1(y) = x, για κάθε x ∈ R.

Η συνάρτηση αυτή ονοµάζεται λογαριθµική, συµβολίζεται µε logα και

(δεδοµένου ότι αx > 0, για κάθε x ∈ R) ορίζεται στο σύνολο των θετικών

πραγµατικών αριθµών.

΄Ετσι, προκύπτει ο ακόλουθος ορισµός του λογαρίθµου µε ϐάση α ενός ϑετικού

πραγµατικού αριθµού y :

y = αx ⇔ logα y = x (x ∈ R, 0 < α 6= 1). (1)
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Βασικές συναρτήσεις : Εκθετική και λογαριθµική συνάρτηση

y = ax, a > 1

b1

0 x

y

y = ax, 0 < a < 1

b 1

0 x

y

y = log
a
x, a > 1

b

10 x

y

y = log
a
x, 0 < a < 1

b

10 x

y
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Βασικές συναρτήσεις : Εκθετική και λογαριθµική συνάρτηση

Από τον ορισµό αυτό, άµεσα προκύπτουν οι ιδιότητες:

i) logα 1 = 0 ii) logα α = 1

iii) x = αlogα x = logα α
x iv) logα xk = k logα x

v) logα(xy) = logα x + logα y vi) logα(
x

y
) = logα x − logα y

vii) logα x =
logβ x

logβ α
viii) αlogβ c = c

logβ α

Ιδιαίτερα χρήσιµες είναι οι επόµενες ανισότητες:

e
x ≥ x + 1, x ∈ R (2)

ln x ≤ x − 1, x > 0 (3)
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Βασικές συναρτήσεις : Εκθετική και λογαριθµική συνάρτηση

Αποδείξεις ιδιοτήτων.

1 Αρκεί να τεθεί x = 0 στη σχέση (1).

2 Αρκεί να τεθεί x = 1 στη σχέση (1).

3 Αρκεί να τεθεί στη σχέση (1) x = logα y , για την πρώτη ισότητα και y = αx

για τη δεύτερη.

4 logα xk = logα(α
logα x)k = logα(α

k logα x) = k logα x.

5 logα(xy) = logα(α
logα xαlogα y) = logα(α

logα x+logα y) = logα x +logα y .

6 Οµοίως.

7 logα x =
logβ α

logβ α
logα x =

logβ α
logα x

logβ α
=

logβ x

logβ α
.

8 αlogβ c = βlogβ α
logβ c

= βlogβ c logβ α = (βlogβ c)logβ α = c
logβ α.
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Βασικές συναρτήσεις : Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

y = sin x

−
3π

2

−2π
−

π

2

−π π

2

π 3π

2

2π
b b b b b b b b

b

b

b

b

−2

−1

1

2

0 x

y

Η συνάρτηση ηµίτονο f(x) = sin x έχει πεδίο ορισµού το R και σύνολο τιµών το

[−1, 1].
Είναι ϕραγµένη, περιττή και περιοδική, µε πρωτεύουσα περίοδο το 2π.
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Βασικές συναρτήσεις : Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

y = cosx

−
3π

2

−2π
−

π

2

−π π

2

π 3π

2

2π
b b b b b b b b

b

b

b

b

−2

−1

1

2

0 x

y

Η συνάρτηση συνηµίτονο f(x) = cos x έχει πεδίο ορισµού το R και σύνολο

τιµών το [−1, 1].
Είναι ϕραγµένη, άρτια και περιοδική, µε πρωτεύουσα περίοδο το 2π.
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Βασικές συναρτήσεις : Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

π−π π

2
−

π

2

3π

2
−

3π

2

b b b b b b b b

y = tgx

0 x

y

Η συνάρτηση εφαπτοµένη f(x) = tg x ή tan x έχει πεδίο ορισµού το

R \ {kπ + π/2 : k ∈ Z} και σύνολο τιµών το R.

Είναι περιττή και περιοδική, µε πρωτεύουσα περίοδο το π.
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Βασικές συναρτήσεις : Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

π−π π

2
−

π

2

3π

2
−

3π

2

b b b b b b b b

y = ctgx

0 x

y

Η συνάρτηση συνεφαπτοµένη f(x) = ctg x ή cot x έχει πεδίο ορισµού το

R \ {kπ : k ∈ Z} και σύνολο τιµών το R.

Είναι περιττή και περιοδική, µε πρωτεύουσα περίοδο το π.

Ανάλυση Ι Βασικές συναρτήσεις - Τριγωνοµετρία 17 Οκτωβρίου 2020 36 / 65



Βασικές συναρτήσεις : Αντίστροφες κυκλικές συναρτήσεις

π

2

−
π

2
b b

b

bb

b1

−1

y = sin x, x ∈ [−π

2
, π

2
]

x

y

0

π

2

−
π

2

b

b

bb

b

b

y = arcsinx, x ∈ [−1, 1]

1

−1

x

y

0

Ο περιορισµός της συνάρτησης sin x στο διάστηµα [−π/2, π/2] είναι µια

αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση µε σύνολο τιµών το [−1, 1], οπότε ορίζεται η

αντίστροφή της, η οποία ονοµάζεται τόξο ηµιτόνου και συµβολίζεται µε

arcsin : [−1, 1] → [−π/2, π/2].
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Βασικές συναρτήσεις : Αντίστροφες κυκλικές συναρτήσεις

π

2

π

b

b

b b

b

1

−1

y = cosx, x ∈ [0, π]

x

y

0

π

π

2

bb

b

bb

y = arccosx, x ∈ [−1, 1]

−1 1 x

y

0

Ο περιορισµός της συνάρτησης cos x στο διάστηµα [0, π] είναι µια

αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση µε σύνολο τιµών το [−1, 1], οπότε ορίζεται η

αντίστροφή της, η οποία ονοµάζεται τόξο συνηµιτόνου και συµβολίζεται µε

arccos : [−1, 1] → [0, π].
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Βασικές συναρτήσεις : Αντίστροφες κυκλικές συναρτήσεις

−
π

2

π

2

bb

y = tgx, x ∈ (−
π

2
,
π

2
)

x

y

0

b

b

π

2

−
π

2

y = arctgx, x ∈ R

x

y

0

Ο περιορισµός της συνάρτησης tg x στο διάστηµα (−π/2, π/2) είναι µια

αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση µε σύνολο τιµών το R, οπότε ορίζεται η

αντίστροφή της, η οποία ονοµάζεται τόξο εφαπτοµένης και συµβολίζεται µε

arctg : R → (−π/2, π/2).
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Βασικές συναρτήσεις : Αντίστροφες κυκλικές συναρτήσεις

π

2

π
b b

y = ctgx, x ∈ (0, π)

x

y

0

π

π

2

b

b

y = arcctgx, x ∈ R

x

y

0

Ο περιορισµός της συνάρτησης ctg x στο διάστηµα (0, π) είναι µια

αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση µε σύνολο τιµών το R, οπότε ορίζεται η

αντίστροφή της, η οποία ονοµάζεται τόξο συνεφαπτοµένης και συµβολίζεται µε

arcctg : R → (0, π).
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Βασικές συναρτήσεις : Υπερβολικές συναρτήσεις

Οι υπερβολικές συναρτήσεις

υπερβολικό συνηµίτονο cosh : R → [1,+∞),

υπερβολικό ηµίτονο sinh : R → R,

υπερβολική εφαπτοµένη tgh : R → (−1, 1),

υπερβολική συνεφαπτοµένη ctgh : R∗ → (−∞,−1) ∪ (1,+∞),

ορίζονται µε τη ϐοήθεια της εκθετικής συνάρτησης f(x) = ex , ως εξής:

cosh x =
ex + e−x

2
, sinh x =

ex − e−x

2
, tgh x =

sinh x

cosh x
, ctgh x =

cosh x

sinh x
.

Συγκεκριµένα, οι cosh και sinh αποτελούν αντίστοιχα το άρτιο και περιττό µέρος

της ex , αφού η πρώτη είναι άρτια και η δεύτερη περιττή και ισχύει ότι

ex = cosh x + sinh x.
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Βασικές συναρτήσεις : Υπερβολικές συναρτήσεις

y = sinhx, x ∈ R

0 x

y

b
1

y = coshx, x ∈ R

x

y

0
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Βασικές συναρτήσεις : Υπερβολικές συναρτήσεις

1 b

b

−1

y = tghx, x ∈ R

x

y

0

1

−1

b

b

y = ctghx, x ∈ R
∗

x

y

0
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Βασικές συναρτήσεις : Υπερβολικές συναρτήσεις

Οι υπερβολικές συναρτήσεις ικανοποιούν ταυτότητες παρόµοιες µε αυτές των

τριγωνοµετρικών συναρτήσεων.

Ο κανόνας του Osborn.

Σύµφωνα µε τον κανόνα του Osborn, αν σε µια τριγωνοµετρική ταυτότητα

αντικαταστήσουµε κάθε τριγωνοµετρικό αριθµό µε τον αντίστοιχο υπερβολικό και

αλλάξουµε το πρόσηµο κάθε όρου που περιέχει γινόµενο δύο ηµιτόνων, τότε

προκύπτει η αντίστοιχη υπερβολική ταυτότητα.

Ο κανόνας του Osborn χρησιµεύει για τον προσδιορισµό των υπερβολικών

ταυτοτήτων, όχι όµως για την απόδειξή τους. Κάθε υπερβολική ταυτότητα, αφού

προσδιορισθεί από την αντίστοιχη τριγωνοµετρική, πρέπει να αποδειχθεί µε τη

ϐοήθεια του ορισµού των υπερβολικών αριθµών.
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Βασικές συναρτήσεις : Υπερβολικές συναρτήσεις

Παραδείγµατα:

cos2
x + sin2

x = 1 −→ cosh2
x − sinh2

x = 1

cos2
x − sin2

x = cos 2x −→ cosh2
x + sinh2

x = cosh 2x
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Βασικές συναρτήσεις : Αντίστροφες υπερβολικές

συναρτήσεις

Οι συναρτήσεις sinh, tgh, ctgh και ο περιορισµός της cosh στο διάστηµα

[0,+∞) είναι αµφιµονοσήµαντες, εποµένως ορίζονται οι αντίστροφές τους:

arcsinh : R → R, arccosh : [1,+∞) → [0,+∞),

arctgh : (−1, 1) → R, arcctgh : (−∞,−1) ∪ (1,+∞) → R
∗,

µε

arcsinh x = ln
(

x +
√

x2 + 1

)

, arccosh x = ln
(

x +
√

x2 − 1

)

,

arctgh x = ln

√

1 + x

1 − x
, arcctgh x = ln

√

1 − x

1 + x
.
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Βασικές συναρτήσεις : Αντίστροφες υπερβολικές

συναρτήσεις

y = arcsinhx, x ∈ R

x

y

0

y = arccoshx, x ∈ [1, +∞)

x

y

0 1
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Βασικές συναρτήσεις : Αντίστροφες υπερβολικές

συναρτήσεις

bb

y = arctghx, x ∈ (−1, 1)

x

y

0 1−1
b b

0

y = arcctghx, x ∈ (−∞,−1) ∪ (1, +∞)

x

y

1−1
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Βασικές συναρτήσεις

Επανάληψη - Εύρεση τιµών αντίστροφων συναρτήσεων

Για να υπολογίσουµε την τιµή f−1(x) της συνάρτησης f−1, η οποία είναι η

αντίστροφη της f , στη ϑέση x, εφαρµόζουµε απευθείας τον ορισµό της

αντίστροφης συνάρτησης:

f(x) = y ⇔ f
−1(y) = x.
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Βασικές συναρτήσεις

Παραδείγµατα:

Να υπολογιστεί το log2 32.

Είναι 2x = y ⇔ log2 y = x. Επειδή 25 = 32, έπεται ότι log2 32 = 5.

Να υπολογιστεί το arccos 0.

Είναι cos x = y ⇔ arccos y = x, όπου x ∈ [0, π]. Επειδή cos π
2
= 0, έπεται

ότι arccos 0 = π
2

.

Να υπολογιστεί το arctg 1.

Είναι tg x = y ⇔ arctg y = x. Επειδή tg π
4
= 1, έπεται ότι arctg 1 = π

4
.

Να υπολογιστεί το arccosh 1.

Είναι cosh x = y ⇔ arccosh y = x. Επειδή cosh 0 = 1, έπεται ότι

arccosh 1 = 0.

Ανάλυση Ι Βασικές συναρτήσεις - Τριγωνοµετρία 17 Οκτωβρίου 2020 50 / 65



Τριγωνοµετρικοί τύποι

Βασικές ιδιότητες :

cos(−x) = cos x (δηλαδή η συνάρτηση cos x είναι άρτια)

sin(−x) = − sin x (δηλαδή η συνάρτηση sin x είναι περιττή)

cos2 x + sin2
x = 1

Βασικές τιµές :

x 0
π

6

π

4

π

3

π

2

sin x 0
1

2

√
2

2

√
3

2
1

cos x 1

√
3

2

√
2

2

1

2
0

tg x 0

√
3

3
1

√
3 −

ctg x −
√

3 1

√
3

3
0
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Τριγωνοµετρικοί τύποι

Από την επόµενη ταυτότητα προκύπτουν όλες οι υπόλοιπες τριγωνοµετρικές

ταυτότητες:

cos(x − y) = cos x cos y + sin x sin y (4)

1 cos(x − π
2
) = sin x (Θέτοντας στην (4) y = π

2
)

2 cos 2x = cos2 x − sin2 x (Θέτοντας στην (4) y = −x)
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Τριγωνοµετρικοί τύποι

3 cos(x + y) = cos x cos y − sin x sin y (Θέτοντας στην (4) −y αντί για y)

4 2 cos x cos y = cos(x − y) + cos(x + y) (Προσθέτοντας την

προηγούµενη στην (4))

5 2 sin x sin y = cos(x − y)− cos(x + y) (Οµοίως, µε αφαίρεση)
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Τριγωνοµετρικοί τύποι

6 sin(x + y) = sin x cos y +cos x sin y (Θέτοντας στην (4) x − π
2

αντί για x)

7 sin(x − y) = sin x cos y − cos x sin y (Θέτοντας στην προηγούµενη −y

αντί για y)

8 2 sin x cos y = sin(x + y) + sin(x − y) (Προσθέτοντας τις 2

προηγούµενες)

9 2 cos x sin y = sin(x + y)− sin(x − y) (Οµοίως, µε αφαίρεση)

Ανάλυση Ι Βασικές συναρτήσεις - Τριγωνοµετρία 17 Οκτωβρίου 2020 54 / 65



Τριγωνοµετρικοί τύποι

10 sin 2x = 2 cos x sin x (Θέτοντας y = x στην προηγούµενη)

Θέτοντας x = a + b και y = a − b, τότε a = x+y

2
και b = x−y

2
, οπότε

προκύπτουν:

11 sin x + sin y = 2 sin x+y

2
cos x−y

2
(από την 8η),

12 sin x − sin y = 2 cos x+y

2
sin x−y

2
(από την 9η),

13 cos x + cos y = 2 cos x+y

2
cos x−y

2
(από την 4η),

14 cos y − cos x = 2 sin x+y

2
sin x−y

2
(από την 5η).

15 sin2
x =

1 − cos 2x

2
και cos2 x =

1 + cos 2x

2
(από τη 2η), οπότε

tg2 x =
1 − cos 2x

1 + cos 2x
.

16 sin 2x =
2 tg x

1 + tg2 x
και cos 2x =

1 − tg2 x

1 + tg2 x
(από τη 2η και τη 10η), οπότε

tg 2x =
2 tg x

1 − tg2 x
.
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Τριγωνοµετρικοί τύποι

Επίσης, µε τη ϐοήθεια του τριγωνοµετρικού κύκλου (ϐλέπε ϕυλλάδιο),

αποδεικνύεται η ακόλουθη ανισότητα

sin x < x < tg x, x ∈ (0,
π

2
),

από την οποία προκύπτουν οι ανισότητες

| sin x| ≤ |x|, x ∈ R

και

cos x <
sin x

x
< 1, x ∈ (−π

2
,
π

2
) \ {0}.

Η τελευταία χρησιµοποιείται στην απόδειξη του ϐασικού ορίου:

lim
x→0

sin x

x
= 1.
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Ασκήσεις προς επίλυση

΄Ασκηση (Λυµένη άσκηση 47, Κεφάλαιο 1)

∆ίδονται οι συναρτήσεις f , g, µε

f(x) =
√

x2 − 1, g(x) =
√

x + 1
√

x − 1.

Να εξετασθεί αν οι συναρτήσεις αυτές είναι ίσες.

΄Ασκηση (Λυµένη άσκηση 49, Κεφάλαιο 1)

Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

f(x) =
2x

1 + x2
/[−1, 1]

είναι 1-1 και να ϐρεθεί το σύνολο τιµών της.

Ανάλυση Ι Βασικές συναρτήσεις - Τριγωνοµετρία 17 Οκτωβρίου 2020 57 / 65



Ασκήσεις προς επίλυση

΄Ασκηση (Λυµένη άσκηση 52, Κεφάλαιο 1)

Να αποδειχθεί ότι κάθε γνησίως αύξουσα συνάρτηση είναι αντιστρέψιµη και ότι

η αντίστροφή της είναι επίσης γνησίως αύξουσα.

΄Ασκηση (Λυµένη άσκηση 55, Κεφάλαιο 1)

΄Εστω συνάρτηση f : R → R, για την οποία ισχύει η σχέση

|f(x1)− f(x2)| ≤ k|x1 − x2|, για κάθε x1, x2 ∈ R,

όπου k ≥ 0. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση F : R → R, µε F(x) = f(x)− kx

είναι ϕθίνουσα.
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Ασκήσεις προς επίλυση

΄Ασκηση (Λυµένη άσκηση 59, Κεφάλαιο 1)

Αν f/R είναι µια πραγµατική, όχι σταθερή, συνάρτηση που ικανοποιεί τη σχέση

f(x) + f(t) = 2f

(

x + t

2

)

f

(

1 +
x − t

2

)

,

για κάθε x, t ∈ R. Να αποδειχθεί ότι f(1) = 1.

Αν επιπλέον f(0) = 0, να αποδειχθεί ότι

Η f είναι περιττή.

f(x) + f(x + 2) = 0, για κάθε x ∈ R.

Η f είναι περιοδική µε περίοδο 4.
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Ασκήσεις προς επίλυση

΄Ασκηση (Λυµένη άσκηση 60, Κεφάλαιο 1)

Να εξετασθεί ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι άρτιες και ποιες

περιττές.

f(x) = loga

1 − x

1 + x
, g(x) = loga(x +

√

x2 + 1), h(x) = x
1 − ax

1 + ax
,

όπου 0 < a 6= 1.
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Ασκήσεις προς επίλυση

΄Ασκηση (Λυµένη άσκηση 62, Κεφάλαιο 1)

∆ίδονται οι συναρτήσεις f , g/R, µε

f(x) =
1 − 2ex

1 + 3ex
, g(x) = 1 − e

2x .

Να αποδειχθεί ότι η f είναι 1-1 και να ευρεθεί η αντίστροφή της.

Να επιλυθεί η εξίσωση (g ◦ f−1)(x) = 0.
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Ασκήσεις προς επίλυση

΄Ασκηση (Λυµένη άσκηση 65, Κεφάλαιο 1)

∆ίνεται η συνάρτηση f/R, για την οποία ισχύει η σχέση

(cosh x)f(x) − (sinh x)f(−x) =
1

2
x

2 sin x, x ∈ R.

Να ϐρεθεί ο τύπος της f και να αποδειχθεί ότι είναι ϕραγµένη.

΄Ασκηση (Λυµένη άσκηση 66, Κεφάλαιο 1)

Να αποδειχθούν οι ταυτότητες:

cosh2
x − sinh2

x = 1, cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y.
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Ασκήσεις προς επίλυση

΄Ασκηση (΄Αλυτη άσκηση 19, Κεφάλαιο 1)

Να αποδειχθεί ότι η σύνθεση δύο αµφιµονοσήµαντων απεικονίσεων f : A → B

και g : B → Γ είναι αµφιµονοσήµαντη και ότι ισχύει η σχέση

(g ◦ f)−1 = f
−1 ◦ g

−1.

΄Ασκηση (΄Αλυτη άσκηση 20, Κεφάλαιο 1)

Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f , µε τύπο

f(x) =
3
√

x + 1 + 3
√

x − 1

3
√

x + 1 − 3
√

x − 1

είναι 1-1 και να ϐρεθεί η αντίστροφή της.

(Υπόδειξη: Να εκφραστεί η f ως σύνθεση 1-1 απεικονίσεων και στη συνέχεια

να χρησιµοποιηθεί η άλυτη άσκηση 19.)
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Ασκήσεις προς επίλυση

΄Ασκηση (΄Αλυτη άσκηση 23, Κεφάλαιο 1)

Αν µια συνάρτηση f/R ικανοποιεί τις συνθήκες:

f(x) ≤ x και f(x + y) ≤ f(x) + f(y),

για κάθε x, y ∈ R, να αποδειχθεί ότι f(x) = x.

΄Ασκηση (΄Αλυτη άσκηση 74, Κεφάλαιο 1)

Αν για µια συνάρτηση f/R ισχύει η σχέση:

f(x + y) = f(x) + f(y),

για κάθε x, y ∈ R, να αποδειχθεί ότι η f είναι περιττή.
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Ασκήσεις προς επίλυση

΄Ασκηση (΄Αλυτη άσκηση 75, Κεφάλαιο 1)

Αν µια συνάρτηση f/R, διαφορετική από τη µηδενική, ικανοποιεί τη σχέση:

f(x + y) + f(x − y) = 2f(x)f(y),

για κάθε x, y ∈ R, να αποδειχθεί ότι η f είναι άρτια.

Αν επιπλέον, υπάρχει ρ ∈ R
∗, µε f(ρ) = 0, να αποδειχθεί ότι η f είναι

περιοδική, µε περίοδο 4ρ.
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