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Ασκήσεις στις ανισότητες

Άσκηση 1. Να δειχθεί ότι

ˆ

1 ` 1

n

˙

n

ě 2, για n ě 1.

Λύση. Για n ě 1 ισχύει ότι x “ 1

n

ą ´1, άρα από την

ανισότητα Bernoulli έχουμε ότι
ˆ

1 ` 1

n

˙

n

ě 1 ` n ¨ 1
n

“ 2. �

Άσκηση 2. Να δειχθεί ότι

ˆ

n ` 5

n ` 10

˙

n

ě 1 ´ 5n

n ` 10
, για

n ě 1.

Λύση. Ισχύει ότι

n ` 5

n ` 10
“ n ` 10 ´ 5

n ` 10
“ 1 ´ 5

n ` 10

Προκειμένου να εφαρμόσουμε την ανισότητα Bernoulli

πρέπει να ελέγξουμε ότι

´ 5

n ` 10
ą ´1 ô 5 ă n ` 10

το οποίο ισχύει.

Άρα, από την ανισότητα Bernoulli προκύπτει ότι
ˆ

1 ´ 5

n ` 10

˙

n

ě 1 ` np´ 5

n ` 10
q “ 1 ´ 5n

n ` 10
. �
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Άσκηση 3. Να δειχθεί ότι n! ď
ˆ

n ` 1

2

˙

n

, για κάθε n ě
1.

Λύση. Υπενθυμίζεται ότι n! “ 1 ¨ 2 ¨ 3 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ pn ´ 1qn.

n! ď
ˆ

n ` 1

2

˙

n

ô n
?

n! ď n ` 1

2
ô n

?
1 ¨ 2 ¨ 3 ¨ ¨ ¨ n ď n ` 1

2

Από την ανισότητα Cauchy για a1 “ 1, a2 “ 2, a3 “ 3,

. . ., an “ n προκύπτει ότι

n
?
1 ¨ 2 ¨ 3 ¨ ¨ ¨ n ď 1 ` 2 ` 3 ` ¨ ¨ ¨ ` n

n

“
npn ` 1q

2

n

ô

n
?
1 ¨ 2 ¨ 3 ¨ ¨ ¨ n ď n ` 1

2
. �

Άσκηση 4. Να δειχθεί ότι
n

?
1 ` x ě 1

1 ´ x

np1 ` xq
.
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Λύση. ´Εχουμε ότι

n
?
1 ` x “

n

d

1 ¨ 1 ¨ ¨ ¨ 1
looomooon

n ´ 1 όροι

¨p1 ` xq

ě n

1

1
` 1

1
` ¨ ¨ ¨ ` 1

1
` 1

1 ` x

“ n

n ´ 1 ` 1

1 ` x

“ n

n ´ x

1 ` x

“ 1

1 ´ x

np1 ` xq
. �

Άσκηση 5. Να δειχθεί ότι όταν x ą 0 και n ě 1 τότε

p1 ` xqn ě 1 ` nx.

Λύση.

p1 ` xqn ě 1 ` nx ô 1 ` x ě n
?
1 ` nx

´Εχουμε ότι

n
?
1 ` nx “ n

b

1 ¨ 1 ¨ ¨ ¨ 1 ¨ p1 ` nxq

ď 1 ` 1 ` ¨ ¨ ¨ ` 1 ` p1 ` nxq
n

“ n ´ 1 ` p1 ` nxq
n

“ n ` nx

n

“ 1 ` x �


