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Μήτρες

΄Εστω F ένα µη κενό σύνολο. (Υπενθύµιση [n] = {1, 2, . . . , n}).

Μήτρα (ή πίνακας) τύπου m× n, ή m× n µήτρα, µε στοιχεία από το F ,

ονοµάζεται κάθε απεικόνιση

A : [m]× [n] → F .

Η εικόνα του (i, j) ∈ [m]× [n] µέσω της απεικόνισης A συµβολίζεται µε aij αντί

για A(i, j) και ονοµάζεται στοιχείο της µήτρας A.

Παράδειγµα: Η απεικόνιση A : [2]× [3] → R µε

a11 = A(1, 1) = 2

a12 = A(1, 2) = 5

a13 = A(1, 3) = 1

a21 = A(2, 1) = 3

a22 = A(2, 2) = 3

a23 = A(2, 3) = 5

είναι µια 2 × 3 µήτρα µε στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς.
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Μια m × n µήτρα A µε στοιχεία aij ∈ F , (όπου i ∈ [m], j ∈ [n]), παριστάνεται
διατάσσοντας τα στοιχεία aij σε m γραµµές και n στήλες ως εξής:

A =





















a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n

...
...

...
...

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain

...
...

...
...

...
...

am1 am2 · · · amj · · · amn





















.

Παράδειγµα Η µήτρα A : [2]× [3] → R µε

a11 = 2 a12 = 5 a13 = 1

a21 = 3 a22 = 3 a23 = 5

παριστάνεται ως εξής:

A =

[

a11 a12 a13

a21 a22 a23

]

=

[

2 5 1

3 3 5

]

.
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Στα επόµενα θα ταυτίζουµε µια µήτρα µε την αναπαράστασή της.

Το σύνολο όλων των m × n µητρών µε στοιχεία από το F ϑα το συµβολίζεται µε

Mm×n(F). ΄Εστω A ∈ Mm×n(F).

A =





















a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n

...
...

...
...

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain

...
...

...
...

...
...

am1 am2 · · · amj · · · amn





















.

Η διατεταγµένη n-άδα

(ai1,ai2, . . . ,aij , . . . ,ain)

ονοµάζεται i-γραµµή της µήτρας A και συµβολίζεται µε Ri. Το i ϑα λέγεται

δείκτης της γραµµής.

Η διατεταγµένη n-άδα

(a1j ,a2j, . . . ,aij , . . . ,amj)

ονοµάζεται j-στήλη της µήτρας A και συµβολίζεται µε Cj. Το j ϑα λέγεται

δείκτης της στήλης.

Εφαρµοσµένη άλγεβρα Μήτρες 2023 – 2024 4 / 83



A =





















a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n

...
...

...
...

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain

...
...

...
...

...
...

am1 am2 · · · amj · · · amn





















.

Στο στοιχείο aij της µήτρας A, ο πρώτος δείκτης i είναι ο δείκτης της γραµµής Ri

στην οποία ανήκει το στοιχείο, ενώ ο δεύτερος δείκτης j είναι δείκτης της

στήλης Cj στην οποία ανήκει το στοιχείο.

Αν A ∈ Mm×n(F) ϑα λέµε ότι ο τύπος της µήτρας A είναι m × n. Στα επόµενα,

ϑα ϑεωρούµε F = R ή C και ϑα γράφουµε απλά A ∈ Mm×n.

Επίσης, για λόγους συντοµίας ϑα χρησιµοποιούµε και τους συµβολισµούς

A = [aij ]i∈[m],j∈[n], ή A = [aij ] ∈ Mm×n

ή απλά

A = [aij ]

όταν ο τύπος της µήτρας είναι γνωστός.
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Μια γραµµή ή στήλη µιας µήτρας λέγεται µηδενική αν όλα τα στοιχεία της είναι

ίσα µε 0.

Παράδειγµα: Η παρακάτω µήτρα έχει δύο µηδενικές γραµµές (την R2 και την

R5) και µια µηδενική στήλη (την C2).

A =













0 0 −4 −3

0 0 0 0

2 0 0 0

−1 0 2 1

0 0 0 0













.
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Ισότητα µητρών

∆ύο µήτρες A = [aij], B = [bij] είναι ίσες αν

έχουν τον ίδιο τύπο m × n και ισχύει

aij = bij για κάθε i ∈ [m] και j ∈ [n].
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Μορφές µητρών

΄Εστω A ∈ Mm×n.

Η A λέγεται µήτρα γραµµή αν m = 1.

Παράδειγµα:

A =
[

2 5 2
]

.

Η A λέγεται µήτρα στήλη αν n = 1. Παράδειγµα:

A =





−5

5

−2



 .

Η A = [aij] λέγεται µηδενική µήτρα και συµβολίζεται µε Om×n αν aij = 0

για κάθε i ∈ [m] και j ∈ [n].
Παράδειγµα:

A =

[

0 0 0

0 0 0

]

= O2×3.

Αν m = n γράφουµε On.
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Η µήτρα B = [bij] λέγεται ανάστροφη µήτρα της A = [aij ] ∈ Mm×n και

συµβολίζεται µε At ή AT , αν B ∈ Mn×m και

bij = aji

για κάθε i ∈ [n] και j ∈ [m].
Παράδειγµα:

Αν

A =

[

1 2 −1 −1

3 0 −2 5

]

∈ M2×4,

τότε

A
t =









1 3

2 0

−1 −2

−1 5









∈ M4×2.

Παρατήρηση: Ισχύει ότι

(At)t = A,

δηλαδή η ανάστροφη της ανάστροφης µήτρας της A ισούται µε τη µήτρα A.
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Η µήτρα B = [bij] λέγεται αντίθετη µήτρα της A = [aij ] ∈ Mm×n και

συµβολίζεται µε −A, αν B ∈ Mm×n και

bij = −aij

για κάθε i ∈ [m] και j ∈ [n].
Παράδειγµα:

Αν

A =

[

1 2

−3 4

]

,

τότε

−A =

[

−1 −2

3 −4

]

.
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Η µήτρα B = [bij] λέγεται συζυγής µήτρα της A = [aij ] ∈ Mm×n(C) και

συµβολίζεται µε A αν B ∈ Mm×n(C) και

bij = a ij

για κάθε i ∈ [m] και j ∈ [n].
Παράδειγµα:

Αν

A =

[

1 + i 2 − i 3 + 3i

6 −i 5 − 4i

]

τότε

A =

[

1 − i 2 + i 3 − 3i

6 i 5 + 4i

]

.

Σηµείωση: Το σύνολο C των µιγαδικών αριθµών, αποτελείται από τους

αριθµούς της µορφής a + bi, όπου a,b ∈ R και i είναι η ϕανταστική µονάδα,

για την οποία ισχύει ότι i2 = −1.

Συζυγής του µιγαδικού αριθµού z = a + bi ονοµάζεται ο µιγαδικός αριθµός

z = a − bi.
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Τετραγωνικές µήτρες

Η µήτρα A ∈ Mm×n ονοµάζεται τετραγωνική µήτρα αν m = n.

Στην περίπτωση αυτή, αντί για Mn×n γράφουµε Mn.

Για τις τετραγωνικές µήτρες µόνο έχουµε και τους παρακάτω ορισµούς:

Η κύρια διαγώνιος της A αποτελείται από τα στοιχεία aii , i ∈ [n]:










a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann











.

Η δευτερεύουσα διαγώνιος της A αποτελείται από τα στοιχεία ai,n−i+1,

i ∈ [n]:














a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an−1 1 an−1 2 · · · an−1 n

an1 an2 · · · ann















.
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΄Ιχνος της A = [aij ] ονοµάζεται το άθροισµα των στοιχείων της κυρίας

διαγωνίου της και συµβολίζεται µε tr(A), δηλαδή

tr(A) = a11 + a22 + · · ·+ ann =

n
∑

i=1

aii.

Παράδειγµα: Αν




1 3 −1

0 −8 7√
3 2 1





τότε

tr(A) = 1 + (−8) + 1 = −6.
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Η A = [aij] λέγεται διαγώνια µήτρα αν

aij = 0, για κάθε i 6= j.

Παράδειγµα:

A =





−3 0 0

0 4 0

0 0 0



 .

Σε αυτή την περίπτωση γράφουµε και

A = diag(a11,a22, . . . ,ann).

΄Ετσι στο συγκεκριµένο παράδειγµα

A = diag(−3, 4, 0).

΄Οµοια,

diag(1, 2, 0, 3) =









1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 3









.

Παρατήρηση Το σύνολο των διαγώνιων µητρών τύπου n × n συνήθως

συµβολίζεται µε Dn.
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Η A = [aij] λέγεται µοναδιαία (ή ταυτοτική) µήτρα αν είναι διαγώνια µήτρα

µε aii = 1 για κάθε i ∈ [n] και συµβολίζεται µε In.

Παραδείγµατα:

I3 =





1 0 0

0 1 0

0 0 1



 ,

I2 =

[

1 0

0 1

]

.

Εφαρµοσµένη άλγεβρα Μήτρες 2023 – 2024 15 / 83



Η A = [aij] λέγεται τριγωνική κάτω αν

aij = 0 για κάθε i < j.

Παράδειγµα:

A =





1 0 0

0 0 0

3 1 5



 .

Η A = [aij] λέγεται τριγωνική πάνω αν

aij = 0 για κάθε i > j.

Παράδειγµα:

A =





1 −3 1

0 −2 2

0 0 5



 .
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Η A = [aij] λέγεται συµµετρική µήτρα αν

aij = aji για κάθε i, j ∈ [n]

ή, ισοδύναµα, αν

A
t = A.

Παράδειγµα:

A =









1 −1 0 2

−1 3 5 −4

0 5 −1 10

2 −4 10 1









= A
t .

Η A λέγεται στρεβλά συµµετρική αν

aij = −aji για κάθε i, j ∈ [n]

ή, ισοδύναµα, αν

A = −A
t .

Παράδειγµα:

A =





0 2 −5

−2 0 4

5 −4 0



 = −A
t .
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Η A ∈ Mn(C) λέγεται ερµιτιανή αν

aij = aji για κάθε i, j ∈ [n]

ή, ισοδύναµα, αν

A = At .

Παράδειγµα:

A =





1 1 + i 2 + 3i

1 − i 2 −i

2 − 3i i 0



 = At .

Η A ∈ Mn(C) λέγεται στρεβλά ερµιτιανή αν

A = −At .

Παράδειγµα:

A =





7i −1 − i −2 + 3i

1 − i 0 i

2 + 3i i −3i



 = −At .
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Η µήτρα A ∈ Mn λέγεται στοχαστική αν

aij ≥ 0, για κάθε i, j ∈ [n]

και
n

∑

j=1

aij = 1, για κάθε i ∈ [n],

δηλαδή, το άθροισµα των στοιχείων κάθε γραµµής ισούται µε 1.

Παράδειγµα Η µήτρα

A =











1
2

0 1
2

1
3

1
3

1
3

1
7

2
7

4
7











είναι στοχαστική.
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Πράξεις µητρών
Πρόσθεση µητρών

Στο σύνολο Mm×n ορίζουµε την πράξη + ως εξής: Για κάθε A = [aij ], B = [bij]
ορίζουµε

A + B = [aij + bij]

για κάθε i ∈ [m] και j ∈ [n].
Η µήτρα A + B ονοµάζεται άθροισµα των A και B.

Παράδειγµα:

Αν

A =

[

−2 0 3

1 4 7

]

, B =

[

1 4 −5

2 −1 0

]

τότε

A + B =

[

−2 + 1 0 + 4 3 − 5

1 + 2 4 − 1 7 + 0

]

=

[

−1 4 −2

3 3 7

]

.
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Πράξεις µητρών
Πρόσθεση µητρών

Πρόταση 1

Αν A, B,C ∈ Mm,n τότε

1 A + B = B + A.

2 (A + B) + C = A + (B + C).

3 A + C = B + C ⇔ A = B.
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Πράξεις µητρών
Αφαίρεση µητρών

Στο σύνολο Mm×n ορίζουµε την πράξη − ως εξής: Για κάθε A = [aij ], B = [bij]
ορίζουµε

A − B = [aij − bij]

για κάθε i ∈ [m] και j ∈ [n], ή ισοδύναµα

A − B = A + (−B).
Η µήτρα A − B ονοµάζεται διαφορά των A και B.

Παράδειγµα:

Αν

A =

[

−2 0 3

1 4 7

]

, B =

[

1 4 −5

2 −1 0

]

τότε

A − B =

[

−2 − 1 0 − 4 3 + 5

1 − 2 4 + 1 7 − 0

]

=

[

−3 −4 8

−1 5 7

]

.
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Πράξεις µητρών
Πολλαπλασιασµός µήτρας µε πραγµατικό αριθµό

Στο σύνολο Mm×n ορίζουµε την (εξωτερική) πράξη · (µε σύνολο τελεστών το

R) ως εξής: Για κάθε A = [aij] και λ ∈ R ορίζουµε

λ · A = A · λ = [λaij ]

για κάθε i ∈ [m] και j ∈ [n].

Παράδειγµα: Αν

A =

[

1 4 −5

2 −1 0

]

και λ ∈ R, τότε

λ · A = A · λ =

[

λ 4λ −5λ
2λ −λ 0

]

.

΄Ετσι,

3A =

[

3 12 −15

6 −3 0

]

.
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Πράξεις µητρών

Πρόταση 2

Για κάθε A, B ∈ Mm×n και λ, µ ∈ R ισχύει ότι

1 λ(A + B) = λA + λB.

2 (λ+ µ)A = λA + µA.

3 (λµ)A = λ(µA).

4 1A = A.
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Πράξεις µητρών
Γινόµενο µητρών

΄Εστω

A = [aij ] ∈ Mm×n και B = [bij] ∈ Mn×k .

Ονοµάζουµε γινόµενο της A επί B, και γράφουµε AB, τη µήτρα

C = [cij ] ∈ Mm×k , όπου

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n
∑

σ=1

aiσbσj .

Από τον ορισµό του γινοµένου µητρών είναι προφανές ότι το γινόµενο AB

ορίζεται µόνο αν η µήτρα A έχει τόσες στήλες όσες είναι οι γραµµές της

µήτρας B.

Το στοιχείο cij που δίνεται στην προηγούµενη ισότητα είναι το άθροισµα

των n γινοµένων ai1b1j , ai2b2j , . . ., ainbnj των στοιχείων της i γραµµής της A

µε τα αντίστοιχα στοιχεία της j στήλης της B.
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Πράξεις µητρών
Γινόµενο µητρών

Αν A =
[

1 2 3
]

∈ M1×3 και B =





4

−5

6



 ∈ M3×1, τότε ορίζονται τα

γινόµενα AB και BA και ισχύει ότι AB ∈ M1×1 και BA ∈ M3×3 µε

AB =
[

1 2 3
]





4

−5

6



 =
[

1 · 4 + 2 · (−5) + 3 · 6
]

=
[

12
]

και

BA =





4

−5

6





[

1 2 3
]

=





4 · 1 4 · 2 4 · 3

(−5) · 1 (−5) · 2 (−5) · 3

6 · 1 6 · 2 6 · 3



=





4 8 12

−5 −10 −15

6 12 18



 .
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Πράξεις µητρών
Γινόµενο µητρών

Αν A =

[

1 2

3 4

]

∈ M2 και B =

[

−5 6 −7

0 1 2

]

∈ M2×3, τότε ορίζεται το

γινόµενο AB, (αλλά όχι το γινόµενο BA), και ισχύει ότι

AB ∈ M2×3 µε

AB =

[

1 2

3 4

] [

−5 6 −7

0 1 2

]

=

[

1·(−5)+2·0 1·6+2·1 1·(−7)+2·2
3·(−5)+4·0 3·6+4·1 3·(−7)+4·2

]

=

[

−5 8 −3

−15 22 −13

]

.

Εφαρµοσµένη άλγεβρα Μήτρες 2023 – 2024 28 / 83



Πράξεις µητρών
∆υνάµεις µήτρας

Αν A ∈ Mn, ορίζουµε τη δύναµη Am, m ∈ N
∗ ως εξής:

A
0 = In

και

A
m = A

m−1
A = AA

m−1

για κάθε m ≥ 1.
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Πράξεις µητρών

Πρόταση 3

Για κάθε A, B,C ∈ Mn, n,m, k ∈ N
∗, ισχύουν οι εξής ιδιότητες, (εφόσον

ϕυσικά οι τύποι των µητρών είναι τέτοιοι ώστε να ορίζονται οι αντίστοιχες

πράξεις):

1 AIn = A = InA.

2 (AB)C = A(BC).

3 λ(AB) = (λA)B = A(λB).

4 (λA)(µB) = (λµ)(AB).

5 A(B + C) = AB + AC.

6 (A + B)C = AC + BC.

7 AmAk = Am+k .

8 (Am)k = Amk .
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Πράξεις µητρών

Πρόταση 4

Για κάθε A, B ∈ Mn και λ ∈ R ισχύουν οι εξής ιδιότητες:

1 (A + B)t = At + Bt .

2 (λA)t = λAt .

3 (AB)t = BtAt .

Εφαρµοσµένη άλγεβρα Μήτρες 2023 – 2024 31 / 83



Πράξεις µητρών

Προσοχή! Στον πολλαπλασιασµό µητρών παρατηρούµε τα εξής:

∆εν ισχύει πάντα AB = BA.

Παράδειγµα:

Αν A =

[

1 2

3 4

]

και B =

[

1 3

2 0

]

τότε

AB =

[

1 2

3 4

] [

1 3

2 0

]

=

[

5 3

11 9

]

ενώ

BA =

[

1 3

2 0

] [

1 2

3 4

]

=

[

10 14

2 4

]
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Πράξεις µητρών

Προσοχή! Στον πολλαπλασιασµό µητρών παρατηρούµε τα εξής:

Αν η AB είναι µηδενική δεν συνεπάγεται ότι η A ή/και η B είναι µηδενική.

Παράδειγµα: Ενώ A =

[

2 1

6 3

]

6= O2 και B =

[

−1 2

2 −4

]

6= O2 έχουµε

AB =

[

2 1

6 3

] [

−1 2

2 −4

]

=

[

0 0

0 0

]
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Πράξεις µητρών

Προσοχή! Στον πολλαπλασιασµό µητρών παρατηρούµε τα εξής:

Αν Ak = O δεν συνεπάγεται ότι A = On.

Παραδείγµατα:

Ενώ A =

[

0 1

0 0

]

6= O2, ισχύει ότι

A
2 =

[

0 1

0 0

] [

0 1

0 0

]

=

[

0 0

0 0

]

και ενώ A =

[

1 1

−1 −1

]

6= O2 ισχύει ότι

A
2 =

[

1 1

−1 −1

] [

1 1

−1 −1

]

=

[

0 0

0 0

]

.
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Πράξεις µητρών

Προσοχή! Στον πολλαπλασιασµό µητρών παρατηρούµε τα εξής:

Αν AB = AC δεν συνεπάγεται B = C.

Παράδειγµα: Για A =

[

2 1

6 3

]

, B =

[

2 3

1 2

]

, C =

[

1 2

3 4

]

έχουµε ότι

AB =

[

2 1

6 3

] [

2 3

1 2

]

=

[

5 8

15 24

]

και

AC =

[

2 1

6 3

] [

1 2

3 4

]

=

[

5 8

15 24

]

= AB

ενώ B 6= C.
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Αντιστροφή µήτρας

΄Εστω A ∈ Mn. Η µήτρα B ∈ Mn λέγεται αντίστροφη της µήτρας A, ανν

AB = BA = In.

Παράδειγµα Αν

A =

[

1 2

3 4

]

και B =

[

−2 1

3/2 −1/2

]

,

τότε είναι

AB =

[

1 2

3 4

] [

−2 1

3/2 −1/2

]

=

[

1 0

0 1

]

= I2

και

BA =

[

−2 1

3/2 −1/2

] [

1 2

3 4

]

=

[

1 0

0 1

]

= I2.

∆ηλαδή

AB = BA = I2,

και εποµένως, η µήτρα B είναι αντίστροφη της µήτρας A.

Φυσικά, και η µήτρα A είναι αντίστροφη της µήτρας B.
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Αντιστροφή µήτρας

Αν µια µήτρα έχει αντίστροφη µήτρα, τότε λέµε ότι αντιστρέφεται, ή ότι είναι

αντιστρέψιµη, ή οµαλή.

Παράδειγµα:

Να εξετασθεί αν η µήτρα

A =

[

3 4

5 6

]

∈ M2

αντιστρέφεται.

Απάντηση: Αν η µήτρα A αντιστρέφεται, τότε υπάρχει

B =

[

b11 b12

b21 b22

]

∈ M2

τέτοια ώστε

AB = BA = I2.

΄Εχουµε λοιπόν,
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Αντιστροφή µήτρας

AB = I2 ⇔
[

3 4

5 6

] [

b11 b12

b21 b22

]

=

[

1 0

0 1

]

⇔
[

3b11 + 4b21 3b12 + 4b22

5b11 + 6b21 5b12 + 6b22

]

=

[

1 0

0 1

]

⇔























3b11 + 4b21 = 1

3b12 + 4b22 = 0

5b11 + 6b21 = 0

5b12 + 6b22 = 1

⇔























3b11 + 4b21 = 1

b12 = − 4
3
b22

b11 = − 6
5
b21

5b12 + 6b22 = 1

⇔























3(− 6
5
b21) + 4b21 = 1

b12 = − 4

3
b22

b11 = − 6
5
b21

5(− 4

3
b22) + 6b22 = 1

⇔























2
5
b21 = 1

b12 = − 4

3
b22

b11 = − 6
5
b21

− 2

3
b22 = 1

Εφαρµοσµένη άλγεβρα Μήτρες 2023 – 2024 38 / 83



Αντιστροφή µήτρας

⇔























b21 =
5
2

b12 = − 4
3
b22 = (− 4

3
)(− 3

2
) = 2

b11 = − 6
5
b21 = (− 6

5
) 5

2
= −3

b22 = − 3
2

⇔ B =

[

−3 2
5
2

− 3
2

]

.

Πράγµατι, είναι

AB =

[

3 4

5 6

] [

−3 2
5
2

− 3
2

]

=

[

3 · (−3) + 4 · 5
2

3 · 2 + 4 · (− 3
2
)

5 · (−3) + 6 · 5
2

5 · 2 + 6 · (− 3
2
)

]

=

[

1 0

0 1

]

= I2.

Επίσης, ισχύει ότι

BA =

[

−3 2
5
2

− 3
2

] [

3 4

5 6

]

=

[

(−3) · 3 + 2 · 5 (−3) · 4 + 2 · 6
5
2
· 3 + (− 3

2
) · 5 5

2
· 4 + (− 3

2
) · 6

]

=

[

1 0

0 1

]

= I2.

΄Αρα, η B είναι αντίστροφη µήτρα της A και εποµένως, η A αντιστρέφεται.
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Αντιστροφή µήτρας

Παρατήρηση

Υπάρχουν µήτρες που δεν αντιστρέφονται.

Παράδειγµα:

΄Εστω ότι η µήτρα A =

[

1 0

0 0

]

αντιστρέφεται. Τότε, υπάρχει

B =

[

b11 b12

b21 b22

]

∈ M2 ώστε

AB = BA = I2.

Αλλά

AB = I2 ⇔
[

1 0

0 0

] [

b11 b12

b21 b22

]

=

[

1 0

0 1

]

⇔
[

b11 b12

0 0

]

=

[

1 0

0 1

]

το οποίο είναι αδύνατο.
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Αντιστροφή µήτρας

Παράδειγµα: ΄Οµοια, µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι η µήτρα A =

[

2 4

−1 −2

]

δεν αντιστρέφεται. (΄Ασκηση.)
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Αντιστροφή µήτρας

Πρόταση 5

Η αντίστροφη µιας µήτρας, αν υπάρχει, είναι µοναδική.

Απόδειξη.

Πράγµατι, έστω ότι η µήτρα A ∈ Mn έχει δύο αντίστροφες τις B,C ∈ Mn. Τότε,

AB = BA = In

και

AC = CA = In.

΄Αρα

C = InC = (BA)C = B(AC) = BIn = B,

άτοπο, διότι B 6= C.

Η αντίστροφη της µήτρας A, αν υπάρχει, συµβολίζεται µε A−1.
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Αντιστροφή µήτρας

Παρατήρηση:

Προφανώς, I−1
n = In.

Πρόταση 6

΄Εστω A, B ∈ Mn, µε

AB = In.

Τότε και BA = In.

΄Αρα, αν AB = In, τότε B = A−1.

Παρατήρηση:

Για να δειχθεί λοιπόν (για τετραγωνική µήτρα) ότι B = A−1 δεν χρειάζεται να

δειχθεί και AB = In και BA = In. Αρκεί ένα από τα δύο.
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Αντιστροφή µήτρας

Πρόταση 7

Αν η µήτρα A ∈ Mn αντιστρέφεται τότε για κάθε B,C ∈ Mn×k ισχύει ότι

AB = AC ⇒ B = C.

Απόδειξη.

Αφού η A αντιστρέφεται υπάρχει η αντίστροφή της A−1, οπότε

AB = AC ⇒ A
−1(AB) = A

−1(AC)

⇒ (A−1
A)B = (A−1

A)C

⇒ InB = InC

⇒ B = C.

Παρατήρηση:

Αντίστοιχα, για την αντιστρέψιµη µήτρα A ∈ Mk ισχύει και η ιδιότητα

BA = CA ⇒ B = C.
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Αντιστροφή µήτρας

Πρόταση 8

΄Εστω A, B ∈ Mn.

1 Αν οι A, B είναι αντιστρέψιµες, τότε και η µήτρα AB είναι αντιστρέψιµη, και

είναι

(AB)−1 = B
−1

A
−1.

Γενικότερα, αν οι µήτρες A1,A2, . . . ,Ak ∈ Mn είναι αντιστρέψιµες, τότε

και η µήτρα A1A2 · · ·Ak είναι αντιστρέψιµη, και είναι

(A1A2 · · ·Ak)
−1 = A

−1
k · · ·A

−1
2 A

−1
1 .

2 Η A είναι αντιστρέψιµη, αν και µόνο αν η At είναι αντιστρέψιµη, και είναι

(A−1)t = (At)−1.
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Αντιστροφή µήτρας

Πρόταση 8 (συνέχεια)

1 Αν η A είναι αντιστρέψιµη και λ ∈ R
∗ τότε και η λA είναι αντιστρέψιµη, και

είναι

(λA)−1 =
1

λ
A
−1.

2 Αν η A είναι αντιστρέψιµη, τότε και η µήτρα Am, όπου m ∈ N
∗, είναι

αντιστρέψιµη, και είναι

(Am)−1 = (A−1)m.

Παρατήρηση: Αντί για (Am)−1 ή (A−1)m γράφουµε συνήθως A−m.
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Ορθογώνιες µήτρες

Η µήτρα A ∈ Mn λέγεται ορθογώνια, αν και µόνο αν AAt = AtA = In, δηλαδή

αν έχει ως αντίστροφη την ανάστροφή της, (δηλαδή αν A−1 = At ).

Παράδειγµα: Οι µήτρες

A =

[

0 1

−1 0

]

και B =

[

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]

είναι ορθογώνιες.

AA
t =

[

0 1

−1 0

] [

0 −1

1 0

]

=

[

0 · 0 + 1 · 1 0 · (−1) + 1 · 0

(−1) · 0 + 0 · 1 (−1) · (−1) + 0 · 0

]

=

[

1 0

0 1

]

= I2.
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Ορθογώνιες µήτρες

BB
t =

[

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

] [

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]

=

[

cos2 θ+sin2 θ cos θ sin θ−sin θ cos θ
sin θ cos θ−cos θ sin θ sin2 θ+cos2 θ

]

=

[

1 0

0 1

]

= I2.

Παρατήρηση: Το σύνολο των ορθογώνιων µητρών τύπου n × n συµβολίζεται µε

On.
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Αδύναµες µήτρες

Η µήτρα A ∈ Mn λέγεται αδύναµη ή αυτοδύναµη αν A2 = A.

Παράδειγµα Η µήτρα

A =





2 −3 −5

−1 4 5

1 −3 −4





είναι αδύναµη.

Πράγµατι,

A
2 =





2 −3 −5

−1 4 5

1 −3 −4









2 −3 −5

−1 4 5

1 −3 −4





=





2 −3 −5

−1 4 5

1 −3 −4



 = A.

Παρατήρηση: Αν η µήτρα A είναι αδύναµη, τότε ισχύει ότι An = A για κάθε

n ∈ N
∗.
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Αντιστροφή µήτρας

Ερωτήσεις

Πότε µια µήτρα είναι αντιστρέψιµη;

Πως µπορούµε να ϐρούµε την αντίστροφη;
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3η ∆ΙΑΛΕΞΗ

ΜΗΤΡΕΣ

Κλιµακωτές µήτρες

Στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί γραµµών

Ο αλγόριθµος του Gauss

Στοιχειώδεις µήτρες

Αντιστροφή µήτρας

Μέθοδος εύρεσης της αντίστροφης µιας µήτρας
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Κλιµακωτές µήτρες

Το πρώτο µη µηδενικό στοιχείο κάθε γραµµής, αν υπάρχει, ονοµάζεται κύριο

στοιχείο της γραµµής.

Παράδειγµα: Τα κύρια στοιχεία της παρακάτω µήτρας ϕαίνονται µέσα σε

κύκλους.











0 2 1 0 3

0 0 0 1 1

1 0 0 0 3

0 0 0 0 0











.
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Κλιµακωτές µήτρες

΄Εστω A ∈ Mm×n.

Η A λέγεται κλιµακωτή µήτρα αν

1 Ο δείκτης κάθε µη µηδενικής γραµµής είναι µικρότερος από το δείκτη

κάθε µηδενικής γραµµής.

2 Σε κάθε δύο µη µηδενικές γραµµές ο δείκτης στήλης του κύριου στοιχείου

της κατώτερης γραµµής είναι µεγαλύτερος από το δείκτη στήλης του

κύριου στοιχείου της ανώτερης γραµµής, (δηλαδή το κύριο στοιχείο της

κατώτερης γραµµής ϐρίσκεται δεξιότερα από το κύριο στοιχείο της

ανώτερης γραµµής).
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Κλιµακωτές µήτρες

Οι επόµενες µήτρες είναι κλιµακωτές









1 1 3 4 5

0 6 0 8 9

0 0 0 10 0

0 0 0 0 12









,













0 4 −1 0 5

0 0 2 1 0

0 0 0 0 8

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0













,

ενώ οι µήτρες









1 1 3 0 5

0 6 0 0 9

0 0 0 0 11

0 0 0 12 1

















1 1 3 0 5

0 6 0 0 9

0 0 0 11 0

0 0 0 12 1









δεν είναι κλιµακωτές.
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(Υποβαθµισµένες) Κλιµακωτές µήτρες

΄Εστω A ∈ Mm×n.

Η A λέγεται υποβαθµισµένη (ή ανηγµένη) κλιµακωτή µήτρα αν η A είναι

κλιµακωτή και επιπλέον ισχύουν οι ιδιότητες.

1 Αν µια γραµµή έχει τουλάχιστον ένα µη µηδενικό στοιχείο, τότε το κύριο

στοιχείο της γραµµής ισούται µε 1.

2 Κάθε στήλη που περιέχει κύριο στοιχείο µιας γραµµής έχει όλα τα άλλα

στοιχεία µηδενικά.
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(Υποβαθµισµένες) Κλιµακωτές µήτρες

Παραδείγµατα: Οι επόµενες µήτρες είναι υποβαθµισµένες κλιµακωτές









1 0 3 0 3

0 1 6 0 0

0 0 0 1 2

0 0 0 0 0









,









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1









,

ενώ οι µήτρες









1 0 3 0 3

0 1 0 6 0

0 0 0 1 2

0 0 0 0 0









,









1 0 1 1 1

0 1 1 0 0

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0









,

δεν είναι υποβαθµισµένες κλιµακωτές.
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Στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί γραµµών (στηλών)

΄Εστω η απεικόνιση θ : Mm×n → Mm×n. Θα λέµε ότι η θ είναι ένας

στοιχειώδης µετασχηµατισµός γραµµών (στηλών) αν και µόνο αν για κάθε

A ∈ Mm×n η µήτρα θ(A) είναι :

1 Η µήτρα που προκύπτει από την A µε εναλλαγή δύο, οποιωνδήποτε,

γραµµών (στηλών) της A, ή

2 Η µήτρα που προκύπτει από την A µε πολλαπλασιασµό µιας γραµµής

(στήλης) της A επί λ ∈ R
∗, ή

3 Η µήτρα που προκύπτει από την A µε πολλαπλασιασµό µιας γραµµής

(στήλης) της A επί λ ∈ R και πρόσθεση αυτής σε µια άλλη γραµµή (στήλη).

Παρατήρηση Κάθε στοιχειώδης µετασχηµατισµός γραµµών ονοµάζεται και

γραµµοπράξη.
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Στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί γραµµών (στηλών)

΄Εστω R1, R2, . . ., Rm οι γραµµές και C1, C2, . . ., Cn οι στήλες της µήτρας

A ∈ Mm×n. Θα συµβολίζουµε µε

1 Ri ↔ Rj την εναλλαγή των i και j γραµµών της µήτρας A, όπου i, j ∈ [m],
i 6= j .

2 Ri → λRi τον πολλαπλασιασµό της Ri επί λ ∈ R
∗, όπου i ∈ [m].

3 Ri → Ri + λRj την πρόσθεση στην Ri της λRj , όπου λ ∈ R και i, j ∈ [m],
i 6= j .

Αντίστοιχα για τις στήλες (µε Ci,Cj αντί για Ri, Rj).
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Στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί γραµµών (στηλών)

Παράδειγµα: Αν A =





1 3 1

0 2 −1

−1 0 3



, τότε :

Η εφαρµογή της γραµµοπράξης R2 ↔ R3 στην A δηµιουργεί την µήτρα




1 3 1

−1 0 3

0 2 −1



 .

Η εφαρµογή της γραµµοπράξης R2 → 3R2 στην A δηµιουργεί την µήτρα




1 3 1

0 6 −3

−1 0 3



 .

Η εφαρµογή της γραµµοπράξης R2 → R2 + 2R3 στην A δηµιουργεί την

µήτρα




1 3 1

−2 2 5

−1 0 3



 .
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Στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί γραµµών (στηλών)

Παρατηρήσεις

1 Η απεικόνιση θ είναι αµφιµονοσήµαντη. ΄Αρα, ορίζεται και ο αντίστροφος

µετασχηµατισµός θ−1 µε

θ(A) = B ⇔ θ−1(B) = A.

2 ΄Εστω θ ένας στοιχειώδης µετασχηµατισµός γραµµών (στηλών),

A, B ∈ Mm×n και θ−1 ο αντίστροφος στοιχειώδης µετασχηµατισµός του θ.

1 Αν θ(A) = B µε A
Ri↔Rj∼ B, τότε θ−1(B) = A µε B

Ri↔Rj∼ A.

2 Αν θ(A) = B µε A
Ri→λRi∼ B, τότε θ−1(B) = A µε B

Ri→
1

λ
Ri∼ A.

3 Αν θ(A) = B µε A
Ri→Ri+λRj∼ B, τότε θ−1(B) = A µε B

Ri→Ri−λRj∼ A.
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R-ισοδύναµες µήτρες

΄Εστω A, B ∈ Mm×n. Θα λέµε ότι η µήτρα B είναι R-ισοδύναµη (αντ.

C-ισοδύναµη) µε την µήτρα A και ϑα γράφουµε

A
R∼ B (αντ. A

C∼ B)

αν και µόνο αν υπάρχει ακολουθία µητρών A0, A1, . . ., Ak έτσι ώστε A0 = A,

Ak = B και η µήτρα Ai+1 προκύπτει από την Ai από κάποιο στοιχειώδη

µετασχηµατισµό γραµµών (αντ. στηλών), για κάθε i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}.

Παρατήρηση Προφανώς, από τον ορισµό της R- (αντ. C)-ισοδυναµίας

προκύπτει ότι ότι αν A
R∼ B (αντ. A

C∼ B) τότε υπάρχουν στοιχειώδεις

µετασχηµατισµοί γραµµών (αντ. στηλών) θ1, θ2, . . . , θk−1, θk τέτοιοι ώστε

B = (θk ◦ θk−1 ◦ · · · ◦ θ2 ◦ θ1)(A) = θk(θk−1(· · · θ2(θ1(A)) · · · )).

Πρόταση 9

Οι σχέσεις
R∼ και

C∼ είναι σχέσεις ισοδυναµίας στο Mm×n.
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R-ισοδύναµες µήτρες

Πρόταση 10

Κάθε µήτρα A ∈ Mm×n είναι R-ισοδύναµη µε µια κλιµακωτή µήτρα.

Παράδειγµα:

A =









1 3 −2 0

2 6 −5 −2

0 1 5 10

2 6 0 8









R2→R2−2R1∼









1 3 −2 0

0 0 −1 −2

0 1 5 10

2 6 0 8









R4→R4−2R1∼









1 3 −2 0

0 0 −1 −2

0 1 5 10

0 0 4 8









R2↔R3∼









1 3 −2 0

0 1 5 10

0 0 −1 −2

0 0 4 8









R4→R4+4R3∼









1 3 −2 0

0 1 5 10

0 0 −1 −2

0 0 0 0








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R-ισοδύναµες µήτρες

Πρόταση 11

Κάθε µήτρα A ∈ Mm×n είναι R-ισοδύναµη µε µια υποβαθµισµένη κλιµακωτή

µήτρα.

Παράδειγµα:

A =









1 3 −2 0

0 1 5 10

0 0 −1 −2

0 0 0 0









R1→R1−3R2∼









1 0 −17 −30

0 1 5 10

0 0 −1 −2

0 0 0 0









R3→−R3∼









1 0 −17 −30

0 1 5 10

0 0 1 2

0 0 0 0









R1→R1+17R3∼









1 0 0 4

0 1 5 10

0 0 1 2

0 0 0 0









R2→R2−5R3∼









1 0 0 4

0 1 0 0

0 0 1 2

0 0 0 0








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R-ισοδύναµες µήτρες

Πρόταση 12

΄Εστω A ∈ Mn µια υποβαθµισµένη κλιµακωτή µήτρα.

Αν η µήτρα A δεν έχει µηδενική γραµµή, τότε A = In.





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




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Αλγόριθµος του Gauss

Παρακάτω, περιγράφεται αναλυτικά ϐήµα προς ϐήµα η διαδικασία που

ακολουθείται στα προηγούµενα παραδείγµατα, και της οποίας η εφαρµογή µας

οδηγεί στη µετατροπή µιας µήτρας σε υποβαθµισµένη κλιµακωτή µορφή. Η

διαδικασία µετατροπής µιας µήτρας σε υποβαθµισµένη κλιµακωτή είναι γνωστή

ως απαλοιφή των Gauss-Jordan, ενώ η διαδικασία µετατροπής µιας µήτρας

απλά σε κλιµακωτή είναι γνωστή ως απαλοιφή του Gauss.
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Αλγόριθµος του Gauss

΄Εστω n × m µήτρα A = [aij ]. Η απαλοιφή του Gauss για τη µετατροπή της A σε

απλή κλιµακωτή µορφή αποτελείται από τα εξής ϐήµατα:

Βήµα 1 Εντοπίζουµε το αριστερότερο και υψηλότερο µη µηδενικό στοιχείο στην

µήτρα, δηλαδή ένα στοιχείο aij 6= 0, τέτοιο ώστε τα i, j να είναι όσο το

δυνατόν µικρότερα. (Πάντα υπάρχει τέτοιο στοιχείο εκτός αν A = O.)

Εναλλάσσουµε τη γραµµή i µε την πρώτη γραµµή του πίνακα. (R1 ↔ Ri)

Βήµα 2 Αν µετά το ϐήµα 1, το πρώτο στοιχείο της νέας πρώτης γραµµής είναι a,

τότε πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή µε 1/a, δηλαδή δηµιουργούµε

κύριο στοιχείο (pivot) 1. (R1 → 1
a

R1)

Βήµα 3 Προσθέτουµε πολλαπλάσια της πρώτης γραµµής στις άλλες γραµµές έτσι

ώστε να προκύψουν µηδενικά στοιχεία κάτω από το κύριο στοιχείο 1.

(Ri → Ri − ai1R1, για κάθε i µε ai1 6= 0)

Βήµα 4 Αγνοούµε την πρώτη γραµµή και εφαρµόζουµε τα ϐήµατα 1-3 στην

υποµήτρα που προκύπτει, µέχρις ότου εξαντληθούν οι γραµµές.
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Αλγόριθµος του Gauss

Η µήτρα A′ που προκύπτει είναι κλιµακωτή.

Εκτελώντας, την ίδια διαδικασία στην A′ µηδενίζουµε όλα τα στοιχεία πάνω από

κάθε κύριο στοιχείο 1 και έτσι καταλήγουµε σε µια υποβαθµισµένη κλιµακωτή

µήτρα.

Υπολογιστικά είναι αποδοτικότερο να εφαρµόσουµε την δεύτερη διαδικασία µε

αντίστροφη ϕορά, δηλαδή από το τελευταίο στοιχείο της τελευταίας γραµµής

και µε ϕορά προς τα πάνω και αριστερά.

Η διαδικασία που περιλαµβάνει και τις δύο παραπάνω ϕάσεις ονοµάζεται

απαλοιφή των Gauss-Jordan.
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Αλγόριθµος του Gauss

Πρόταση 13 (Μοναδικότητα υποβαθµισµένης κλιµακωτής µορφής.)

Κάθε µήτρα είναι R-ισοδύναµη µε µια µοναδική υποβαθµισµένη κλιµακωτή

µήτρα.

Παρατήρηση: Αυτό δεν συµβαίνει στην κλιµακωτή µορφή, όπου αλλαγή της

ακολουθίας των στοιχειωδών πράξεων µπορεί να οδηγήσει σε διαφορετική

κλιµακωτή µήτρα.
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Αλγόριθµος του Gauss

Παράδειγµα: Χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο του Gauss να ϐρεθεί µια

R-ισοδύναµη κλιµακωτή µήτρα για την µήτρα

A =





2 2 4

3 2 2

1 3 1





Εργαζόµαστε ως εξής:




2 2 4

3 2 2

1 3 1





R1→
1

2
R1∼





1 1 2

3 2 2

1 3 1





R2→R2−3R1
R3→R3−1R1∼





1 1 2

0 −1 −4

0 2 −1





R2→(−1)R2∼





1 1 2

0 1 4

0 2 −1





R3→R3−2R2∼





1 1 2

0 1 4

0 0 −9





R3→−
1

9
R3∼





1 1 2

0 1 4

0 0 1





΄Αρα, A =





2 2 4

3 2 2

1 3 1





R∼





1 1 2

0 1 4

0 0 1



.
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Στοιχειώδεις µήτρες

Κάθε µήτρα που προκύπτει από την µοναδιαία µήτρα In µε εφαρµογή µιας µόνο

στοιχειώδους πράξης γραµµών επί του In λέγεται στοιχειώδης µήτρα.

Για παράδειγµα, από τη µοναδιαία µήτρα I3 =





1 0 0

0 1 0

0 0 1



 προκύπτουν οι

στοιχειώδεις µήτρες

I3
R2→3R2∼





1 0 0

0 3 0

0 0 1



 ,

I3
R2←→R3∼





1 0 0

0 0 1

0 1 0



 ,

I3
R3→R3+3R1∼





1 0 0

0 1 0

3 0 1



 .
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Στοιχειώδεις µήτρες

Πρόταση 14

Αν η στοιχειώδης µήτρα E προκύπτει από την εφαρµογή µιας συγκεκριµένης

στοιχειώδους πράξης θ στην µοναδιαία µήτρα Im, και A είναι µια m × n µήτρα,

τότε το γινόµενο EA είναι η µήτρα που προκύπτει όταν η θ εφαρµοσθεί επί της

A, δηλαδή θ(A) = θ(Im)A = EA.
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Στοιχειώδεις µήτρες

Παράδειγµα: ΄Εστω

A =





1 0 2 3

2 −1 3 6

1 4 4 0





και θ ο µετασχηµατισµός R3 → R3 + 3R1.

Αν

E =





1 0 0

0 1 0

3 0 1



 = θ(I3),

τότε, πράγµατι

EA =





1 0 2 3

2 −1 3 6

4 4 10 9



 ,

που είναι ίδια µε τη µήτρα που προκύπτει αν στην A προστεθεί στην τρίτη

γραµµή το τριπλάσιο της πρώτης.

΄Αρα, θ(A) = θ(I3)A = EA.
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Στοιχειώδεις µήτρες

Παρατήρηση: Με επαγωγή µπορεί να δειχθεί η γενίκευση της προηγούµενης

πρότασης:

Πρόταση 15

Αν θ1, θ2, . . . , θk στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί γραµµών, A ∈ Mn×m και

Ei = θi(In), i ∈ [k], τότε

(θk ◦ θk−1 ◦ · · · ◦ θ2 ◦ θ1)(A) = Ek Ek−1 · · · E2E1A.
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Αντιστροφή µήτρας

Πρόταση 16

΄Εστω A ∈ Mn, A 6= On και A
R∼ B, όπου B ∈ Mn µια κλιµακωτή µήτρα.

Η µήτρα A είναι αντιστρέψιµη αν και µόνο αν καµία γραµµή της B είναι µηδενική.

Παράδειγµα: Η µήτρα








1 3 −2 0

2 6 −5 −2

0 1 5 10

2 6 0 8









είναι µη αντιστρέψιµη αφού (όπως είδαµε νωρίτερα) είναι R-ισοδύναµη µε την

κλιµακωτή µήτρα








1 3 −2 0

0 1 5 10

0 0 −1 −2

0 0 0 0









.
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Αντιστροφή µήτρας

Πρόταση 17

΄Εστω A ∈ Mn. Οι επόµενες προτάσεις είναι ισοδύναµες.

1 Η µήτρα A είναι αντιστρέψιµη.

2 Η µήτρα A είναι R-ισοδύναµη µε την µήτρα In.

3 Η µήτρα A είναι γινόµενο πεπερασµένου πλήθους στοιχειωδών µητρών.
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Αντιστροφή µήτρας

Παράδειγµα 1: Η µήτρα

A =





1 −1 1

1 2 1

0 1 1





είναι αντιστρέψιµη, διότι είναι R-ισοδύναµη µε τη µήτρα In. Πράγµατι,

A
R2→R2−R1∼





1 −1 1

0 3 0

0 1 1





R2→
1

3
R2∼





1 −1 1

0 1 0

0 1 1





R1→R1+R2
R3→R3−R2∼





1 0 1

0 1 0

0 0 1





R1→R1−R3∼





1 0 0

0 1 0

0 0 1



 = I3.

Επίσης, αφού όπως µόλις δείξαµε, η A είναι αντιστρέψιµη, ϑα είναι γινόµενο

πεπερασµένου πλήθους στοιχειωδών µητρών.
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Αντιστροφή µήτρας

Πράγµατι, ισχύει ότι (΄Ασκηση):

A = E1E2E3E4E5

όπου οι µήτρες Ei , i = 1, 2, 3, 4, 5 είναι οι παρακάτω στοιχειώδεις µήτρες:

E1 =





1 0 0

1 1 0

0 1 0



 (I3
R2→R2+R1∼ E1),

E2 =





1 0 0

0 3 0

0 0 1



 (I3
R2→3R2∼ E2), E3 =





1 −1 0

0 1 0

0 0 1



 (I3
R1→R1−R2∼ E3),

E4 =





1 0 0

0 1 0

0 1 1



 (I3
R3→R3+R2∼ E4), E5 =





1 0 1

0 1 0

0 0 1



 (I3
R3→R1+R3∼ E5),
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Αντιστροφή µήτρας

Παράδειγµα 2: ΄Εστω οι στοιχειώδεις µήτρες

E1 =





1 0 0

−1 1 0

0 0 1



 (I3
R2→R2−R1∼ E1),

E2 =





1 0 0

0
1
3

0

0 0 1



 (I3
R2→

1

3
R2∼ E2),

E3 =





1 2 0

0 1 0

0 0 1



 (I3
R1→R1+2R2∼ E3).
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Αντιστροφή µήτρας

Τότε η µήτρα

A = E1 · E2 · E3

=









1 0 0

−1 1 0

0 0 1



 ·





1 0 0

0
1
3

0

0 0 1







 ·





1 2 0

0 1 0

0 0 1





=





1 0 0

−1 1
3

0

0 0 1



 ·





1 2 0

0 1 0

0 0 1





=





1 2 0

−1 − 5
3

0

0 0 1





είναι αντιστρέψιµη.
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Μέθοδος εύρεσης της αντίστροφης µιας µήτρας

΄Εστω A ∈ Mn µια αντιστρέψιµη µήτρα. Τότε A
R∼ In.

΄Αρα υπάρχουν στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί θ1, θ2, . . . , θk µε

(θk ◦ · · · ◦ θ2 ◦ θ1)(A) = In,

ή, ισοδύναµα (λόγω της Πρότασης 15) υπάρχουν στοιχειώδεις µήτρες

E1, E2, . . . , Ek µε

(Ek · · · E2E1)A = In.

∆ηλαδή η µήτρα (Ek · · · E2E1) είναι η αντίστροφη της A.

΄Αρα,

A
−1 = Ek · · · E2E1 = Ek · · · E2E1In.

΄Αρα, εφαρµόζοντας και πάλι την Πρόταση 15 για τη µήτρα In, προκύπτει ότι

A
−1 = (θk ◦ · · · ◦ θ2 ◦ θ1)(In).

∆ηλαδή, οι µετασχηµατισµοί θ1, θ2, . . . , θk που µετασχηµατίζουν την A στην In,

µετασχηµατίζουν και την In στην A−1.
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Μέθοδος εύρεσης της αντίστροφης µιας µήτρας

΄Ετσι,

Για να ϐρούµε την αντίστροφη µιας τετραγωνικής µήτρας A (αν η A είναι

αντιστρέψιµη), ή για να αποδείξουµε ότι η A δεν είναι αντιστρέψιµη, γράφουµε

τις µήτρες A και In, τη µια δίπλα στην άλλη και µε κατάλληλους στοιχειώδεις

µετασχηµατισµούς γραµµών, που εκτελούµε ταυτόχρονα και στις δύο µήτρες

A και In, µετασχηµατίζουµε την A σε µια υποβαθµισµένη κλιµακωτή µήτρα B και

την In σε µια µήτρα C.

Αν B = In, τότε η A είναι αντιστρέψιµη και A−1 = C.

Αν B 6= In, τότε η A δεν είναι αντιστρέψιµη.

Παρατήρηση: Αν στην προσπάθεια µετασχηµατισµού της A σε υποβαθµισµένη

κλιµακωτή ϕτάσουµε σε κλιµακωτή µήτρα µε µηδενική γραµµή, δεν χρειάζεται

να συνεχίσουµε αφού, ϐάσει της Πρότασης 16, γνωρίζουµε ότι η A δεν είναι

αντιστρέψιµη.
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Μέθοδος εύρεσης της αντίστροφης µιας µήτρας

Παράδειγµα: Για να δειχθεί ότι η µήτρα A =





2 0 1

3 1 2

1 0 1



 είναι αντιστρέψιµη, και

να ϐρεθεί η αντίστροφή της εργαζόµαστε ως εξής:





2 0 1

3 1 2

1 0 1









1 0 0

0 1 0

0 0 1





R1↔R3∼





1 0 1

3 1 2

2 0 1









0 0 1

0 1 0

1 0 0





R2→R2−3R1
R3→R3−2R1∼





1 0 1

0 1 −1

0 0 −1









0 0 1

0 1 −3

1 0 −2





R3→(−1)R3∼





1 0 1

0 1 −1

0 0 1









0 0 1

0 1 −3

−1 0 2





R1→R1−R3
R2→R2+R3∼

I3 =





1 0 0

0 1 0

0 0 1









1 0 −1

−1 1 −1

−1 0 2



 = A
−1.
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Μέθοδος εύρεσης της αντίστροφης µιας µήτρας

Παράδειγµα: Για τη µήτρα A =





1 2 3

4 5 6

7 8 9



 έχουµε





1 2 3

4 5 6

7 8 9









1 0 0

0 1 0

0 0 1





R2→R2−4R1
R3→R3−7R1∼





1 2 3

0 −3 −6

0 −6 −12









1 0 0

−4 1 0

−7 0 1





R2→−
1
3

R2

R3→−
1
6

R3∼





1 2 3

0 1 2

0 1 2









1 0 0
4
3

− 1
3

0
7
6

0 − 1
6





R3→R3−R2∼





1 2 3

0 1 2

0 0 0









1 0 0
4
3

− 1
3

0

− 1
6

1
3

− 1
6



 .

Αφού η κλιµακωτή µήτρα, που δηµιουργήθηκε ως R-ισοδύναµη της A, είναι η




1 2 3

0 1 2

0 0 0



, η οποία έχει µηδενική γραµµή, η A δεν είναι αντιστρέψιµη.
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