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Ορίζουσες

΄Εστω

A =





















a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n

...
...

...
...

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain

...
...

...
...

...
...

an1 an2 · · · anj · · · ann





















∈ Mn.

Ορίζουσα της µήτρας A λέγεται το άθροισµα

∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

και συµβολίζεται µε det(A) ή D(A) ή |A|, όπου sgn(σ) είναι το πρόσηµο της

µετάθεσης σ.
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΄Ετσι, η ορίζουσα της µήτρας A =





1 2 1

−1 2 3

0 1 2



 συµβολίζεται µε

det(A), ή D(A), ή

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 1

−1 2 3

0 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Αν A ∈ Mn, η det(A) λέγεται ορίζουσα τάξης n.

Προφανώς, στην περίπτωση όπου n = 1 και A =
[

a
]

ορίζουµε det(A) = a.
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Το άθροισµα
∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

έχει n! προσθετέους, όσες και οι µεταθέσεις του Sn.

Κάθε προσθετέος είναι γινόµενο n στοιχείων της µήτρας, που κάθε ένα είναι

στοιχείο µιας µόνο γραµµής και µιας µόνο στήλης.

Το sgn(σ) (ή εσ) καθορίζει το πρόσηµο κάθε προσθετέου, αφού

sgn(σ) =

{

1, αν η σ είναι άρτια.

−1, αν η σ είναι περιττή.

Υπενθυµίζουµε ότι µια µετάθεση λέγεται άρτια (αντ. περιττή) αν γράφεται ως

γινόµενο άρτιου (αντ. περιττού) πλήθος αντιµεταθέσεων. (Η ταυτοτική µετάθεση

ϑεωρείται άρτια.)

Ισοδύναµα, µια µετάθεση λέγεται άρτια (αντ. περιττή) αν έχει άρτιο (αντ.

περιττό) αριθµό παραβάσεων.
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Παραδείγµατα:

1 ΄Εστω

A =

[

a11 a12

a21 a22

]

.

Τότε

det(A) =
∑

σ∈S2

εσa1σ(1)a2σ(2).

Αλλά, S2 = {σ1, σ2} όπου

σ1 =

(

1 2

1 2

)

, σ2 =

(

1 2

2 1

)

.

Η (ταυτοτική) µετάθεση σ1 είναι άρτια, ενώ η σ2 = (12) είναι περιττή.

Εποµένως, sgn(σ1) = 1 και sgn(σ2) = −1. ΄Αρα,
∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

=
∑

σ∈S2

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2)

= sgn(σ1)a1σ1(1)a2σ1(2) + sgn(σ2)a1σ2(1)a2σ2(2)

= a11a22 − a12a21.

Εφαρµοσµένη άλγεβρα Ορίζουσες 2023 – 2024 5 / 59



΄Αρα,

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

= a11a22 − a12a21.
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1 ΄Εστω

A =





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



 .

Τότε

det(A) =
∑

σ∈S3

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2)a3σ(3).

Αλλά, S3 = {σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6} όπου

σ1 =

(

1 2 3

1 2 3

)

(ταυτοτική) σ2 =

(

1 2 3

1 3 2

)

= (23),

σ3 =

(

1 2 3

2 1 3

)

= (12), σ4 =

(

1 2 3

2 3 1

)

= (13)(12),

σ5 =

(

1 2 3

3 1 2

)

= (12)(13), σ6 =

(

1 2 3

3 2 1

)

= (13),

και

sgn(σ1) = sgn(σ4) = sgn(σ5) = 1,

sgn(σ2) = sgn(σ3) = sgn(σ6) = −1.
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΄Αρα,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31.
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Παρατήρηση:

Σύµφωνα µε τον ορισµό της ορίζουσας, η εύρεση της det(A) απαιτεί τον

προσδιορισµό όλων των µεταθέσεων του συνόλου Sn, την εύρεση του sgn(σ)
για κάθε σ ∈ Sn, την εύρεση των n! γινοµένων a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) και τέλος

την εύρεση του αθροίσµατος αυτών!

Στη συνέχεια ϑα αναπτύξουµε µια επιπλέον µέθοδο εύρεσης της ορίζουσας,

λιγότερο περίπλοκη και λιγότερο χρονοβόρα.

Με τη µέθοδο αυτή, η εύρεση της ορίζουσας n τάξης, ανάγεται στην εύρεση

οριζουσών n − 1 τάξης.
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Υποµήτρα µήτρας

΄Εστω η µήτρα A = [aij] ∈ Mm×n(F), δηλαδή η απεικόνιση A : [m]× [n] → F ,

όπου F = R ή C.

Θα λέµε υποµήτρα της µήτρας A κάθε περιορισµό της απεικόνισης A στο

L × K , όπου ∅ 6= L ⊆ [m] και ∅ 6= K ⊆ [n].
Η παράσταση µιας υποµήτρας της µήτρας A προκύπτει µε την διαγραφή

κάποιων γραµµών ή/και στηλών, από τις γραµµές ή/και τις στήλες της A.

Παράδειγµα: Αν

A =





2 3 4 0 2

1 3 −1 1 −4

2 −1 3 −2 5



 ∈ M3×5

τότε η µήτρα
[

2 4

1 −1

]

που προκύπτει µε διαγραφή της γραµµής R3 και των στηλών C2, C4, C5 είναι

υποµήτρα της A και συµβολίζεται µε A
1,3

1,2. Εδώ L = {1, 2} ⊂ [3] και

K = {1, 3} ⊂ [5].
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Προφανώς, τα L και K δείχνουν τις γραµµές και στήλες της A που δεν

διαγράφονται (αν και τελικά, συνήθως, χάνουν κάποια στοιχεία τους λόγω της

διαγραφής άλλων στηλών και γραµµών).

Ονοµάζουµε υποορίζουσα της det(A) οποιαδήποτε ορίζουσα µιας (προφανώς

τετραγωνικής) υποµήτρας της A.
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Ανάπτυγµα ορίζουσας

΄Εστω A =
[

aij

]

∈ Mn, n ≥ 2.

΄Εστω Mij η (n − 1)× (n − 1) υποµήτρα της A που προκύπτει µε διαγραφή της i

γραµµής και j στήλης.

Η det(Mij) λέγεται ελάσσων ορίζουσα του στοιχείου aij και συµβολίζεται µε Dij .

Αλγεβρικό συµπλήρωµα Aij του στοιχείου aij ονοµάζεται το γινόµενο

Aij = (−1)i+j
Dij.
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Παράδειγµα: ΄Εστω η µήτρα

A =













a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 a33 a34 a35

a41 a42 a43 a44 a45

a51 a52 a53 a54 a55













∈ M5.

Τότε

M13 =









a21 a22 a24 a25

a31 a32 a34 a35

a41 a42 a44 a45

a51 a52 a54 a55









∈ M4,

D13 = det(M13)

και

A13 = (−1)1+3
D13 = D13.
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΄Οµοια

M34 =









a11 a12 a13 a15

a21 a22 a23 a25

a41 a42 a43 a45

a51 a52 a53 a55









∈ M4,

D34 = det(M34)

και

A34 = (−1)3+4
D34 = −D34.
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Πρόταση 1 (Ανάπτυγµα ορίζουσας)

΄Εστω A =
[

aij

]

∈ Mn. Τότε, για κάθε i, j ∈ [n] ισχύει ότι

det(A) =
n

∑

k=1

aikAik = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin

= ai1(−1)i+1
Di1 + ai2(−1)i+2

Di2 + · · · + ain(−1)i+n
Din

καθώς επίσης και

det(A) =

n
∑

k=1

akjAkj = a1jA1j + a2jA2j + · · · + anjAnj

= a1j(−1)1+j
D1j + a2j(−1)2+j

D2j + · · ·+ anj(−1)n+j
Dnj

Η πρώτη ισότητα λέγεται ανάπτυγµα της ορίζουσας κατά τα στοιχεία της i

γραµµής, ενώ η δεύτερη λέγεται ανάπτυγµα της ορίζουσας κατά τα στοιχεία

της j στήλης.
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Παραδείγµατα:

1

∣

∣

∣

∣

−1 2

3 −2

∣

∣

∣

∣

= (−1)(−2)− 2 · 3 = 2 − 6 = −4.

2

∣

∣

∣

∣

1 0

2 1

∣

∣

∣

∣

= 1 · 1 − 0 · 2 = 1.

3

∣

∣

∣

∣

3 4

6 8

∣

∣

∣

∣

= 3 · 8 − 4 · 6 = 0.
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4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 3

4 0 2

−1 2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2 ·

∣

∣

∣

∣

0 2

2 −1

∣

∣

∣

∣

− 1 ·

∣

∣

∣

∣

4 2

−1 −1

∣

∣

∣

∣

+ 3 ·

∣

∣

∣

∣

4 0

−1 2

∣

∣

∣

∣

= 2 · (0 − 4)− 1 · (−4 + 2) + 3 · (8 − 0) = 18.

(Ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία της πρώτης γραµµής.)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 3

4 0 2

−1 2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −4 ·

∣

∣

∣

∣

1 3

2 −1

∣

∣

∣

∣

+ 0 − 2 ·

∣

∣

∣

∣

2 1

−1 2

∣

∣

∣

∣

= −4(−1 − 6)− 2(4 + 1) = 18.

(Ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία της δεύτερης γραµµής.)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 3

4 0 2

−1 2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −1 ·

∣

∣

∣

∣

4 2

−1 −1

∣

∣

∣

∣

+ 0 − 2 ·

∣

∣

∣

∣

2 3

4 2

∣

∣

∣

∣

= −1(−4 + 2)− 2(4 − 12) = 18.

(Ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία της δεύτερης στήλης.)
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5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

4 5 6

7 8 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 ·

∣

∣

∣

∣

5 6

8 9

∣

∣

∣

∣

− 2 ·

∣

∣

∣

∣

4 6

7 9

∣

∣

∣

∣

+ 3 ·

∣

∣

∣

∣

4 5

7 8

∣

∣

∣

∣

= 1 · (45 − 48)− 2 · (36 − 42) + 3 · (32 − 35)

= −3 − 2 · (−6) + 3 · (−3) = −3 + 12 − 9 = 0.

(Ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία της πρώτης γραµµής.)
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6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 3 2

2 0 2 3

0 2 2 3

−2 1 −1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 3 2

2 2 3

1 −1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+0−2·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 2

0 2 3

−2 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+3·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 3

0 2 2

−2 1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2 ·

(

3 ·

∣

∣

∣

∣

2 3

−1 2

∣

∣

∣

∣

− 3 ·

∣

∣

∣

∣

2 3

1 2

∣

∣

∣

∣

+ 2 ·

∣

∣

∣

∣

2 2

1 −1

∣

∣

∣

∣

)

− 2 ·

(

2 ·

∣

∣

∣

∣

2 3

1 2

∣

∣

∣

∣

− 0 + (−2)

∣

∣

∣

∣

3 2

2 3

∣

∣

∣

∣

)

+ 3 ·

(

2 ·

∣

∣

∣

∣

2 2

1 −1

∣

∣

∣

∣

− 0 + (−2) ·

∣

∣

∣

∣

3 3

2 2

∣

∣

∣

∣

)

= (−2) · (3 · 7 − 3 · 1 + 2 · (−4))− 2 · (2 · 1 − 2 · 5)

+ 3 · (2 · (−4)− 2 · 0)

= −2 · 10 − 2(−8) + 3(−8) = −20 + 16 − 24 = −28.

(Ανάπτυγµα της αρχικής 4 × 4 ορίζουσας κατά τα στοιχεία της δεύτερης

γραµµής και µετά, ανάπτυγµα των τριών 3 × 3 οριζουσών κατά τα στοιχεία

της πρώτης γραµµής, της πρώτης στήλης και της πρώτης στήλης αντίστοιχα.)
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Πρόταση 2

΄Εστω A = [aij] ∈ Mn, p,q ∈ [n] και p 6= q. Τότε

ap1Aq1 + ap2Aq2 + · · ·+ apnAqn = 0,

και

a1pA1q + a2pA2q + · · · + anpAnp = 0.

Παρατήρηση: Η ιδιότητα αυτή χρησιµοποιείται σε αποδείξεις άλλων προτάσεων.

Εφαρµοσµένη άλγεβρα Ορίζουσες 2023 – 2024 20 / 59



Κανόνας του Sarrus

Για τον υπολογισµό των 3× 3 οριζουσών, µπορεί να χρησιµοποιηθεί και ο

παρακάτω πρακτικός τρόπος: Αντιγράφουµε τις δύο πρώτες στήλες µετά την

ορίζουσα, και παίρνουµε τα γινόµενα όπως δείχνει το παρακάτω σχήµα:

+ + +

− − −

a1 b1 c1 a1 b1

a2 b2 c2 a2 b2

a3 b3 c3 a3 b3

= a1b2c3 + b1c2a3 + c1a2b3

− a3b2c1 − b3c2a1 − c3a2b1,

το οποίο είναι το ανάπτυγµα της 3 × 3 ορίζουσας.
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Παράδειγµα:

2 3 1

−1 2 4

5 −2 −3

=

+ + +

− − −

2 3 1 2 3

−1 2 4 −1 2

5 −2 −3 5 −2

= 2 · 2 · (−3) + 3 · 4 · 5 + 1 · (−1)(−2)

− 5 · 2 · 1 − (−2) · 4 · 2 − (−3)(−1) · 3

= −12 + 60 + 2 − 10 + 16 − 9 = 47.

Παρατήρηση: Τονίζουµε ότι ο παραπάνω πρακτικός τρόπος, που ονοµάζεται

κανόνας του Sarrus, µπορεί να εφαρµοστεί µόνο για 3× 3 ορίζουσες.
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Ιδιότητες των οριζουσών

΄Εστω A = [aij] ∈ Mn. Ισχύουν οι επόµενες ιδιότητες.

1 det(In) = 1.

Παράδειγµα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1.

2 det(A) = det(At).

Παράδειγµα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

4 2 1

1 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 8 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 4 1

2 2 0

3 1 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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3 Αν A′ είναι η µήτρα που προκύπτει από την A µε εναλλαγή δύο γραµµών,

τότε

det(A′) = − det(A).

Προφανής συνέπεια της ιδιότητας αυτής είναι ότι αν A′ είναι η µήτρα που

προκύπτει από την A µε p διαδοχικές εναλλαγές γραµµών, τότε

det(A′) = (−1)p det(A).

Παραδείγµατα:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

4 2 1

1 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 2 1

1 2 3

1 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −(−8) = 8.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 2 1

1 0 −2

1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

4 2 1

1 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1)2 · 8 = 8.

4 Αν δύο γραµµες µιας µήτρας A είναι ίσες, τότε det(A) = 0.

Παράδειγµα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

4 2 1

1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.
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5 Αν A′ είναι η µήτρα που προκύπτει από την A µε πολλαπλασιασµό µιας

γραµµής της A επί λ ∈ R, τότε

det(A′) = λ det(A).

Παράδειγµα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

12 6 3

1 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

4 2 1

1 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 3 · 8 = 24.

6 Αν η µήτρα A έχει µηδενική γραµµή, τότε det(A) = 0.

Παράδειγµα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

0 0 0

−1 2 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

7 Αν λ ∈ R, τότε

det(λA) = λn det(A).

Παράδειγµα:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 4 6

8 4 2

2 0 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 23 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

4 2 1

1 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 8 · 8 = 64.
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8 ΄Εστω A′ η µήτρα που προκύπτει από την A αν σε µια γραµµή της A

προσθέσουµε µια άλλη γραµµή της A πολλαπλασιασµένη επί λ ∈ R. Τότε

det(A′) = det(A).

Παράδειγµα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

6 6 7

1 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

4 2 1

1 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 8, αφού η R2 της πρώτης

ορίζουσας ισούται µε R2 + 2R1 της δεύτερης.

9 Αν µια γραµµή της µήτρας A είναι γραµµικός συνδυασµός k άλλων

γραµµών, (k < n), τότε det(A) = 0.

Προφανής συνέπεια της ιδιότητας αυτής είναι ότι αν Ri , Rj δύο γραµµές

της µήτρας A και Ri = λRj , όπου λ ∈ R, τότε det(A) = 0.

Παραδείγµατα:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

5 4 0

1 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, αφού R2 = 2R1 + 3R3.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

2 4 6

1 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, αφού R2 = 2R1.
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10 Αν

A =













a11 · · · a1j · · · a1n

· · ·
bi1 + ci1 · · · bij + cij · · · bin + cin

· · ·
an1 · · · anj · · · ann













,

A1 =













a11 · · · a1j · · · a1n

· · ·
bi1 · · · bij · · · bin

· · ·
an1 · · · anj · · · ann













, A2 =













a11 · · · a1j · · · a1n

· · ·
ci1 · · · cij · · · cin

· · ·
an1 · · · anj · · · ann













,

τότε

det(A) = det(A1) + det(A2).

Παράδειγµα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

3 1 −2

1 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

1 1 3

1 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

4 2 1

1 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 8.
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Παρατηρήσεις:

Από τις προηγούµενες ιδιότητες προκύπτουν οι εξής κανόνες:

΄Εστω A ∈ Mn και θ στοιχειώδης µετασχηµατισµός γραµµών µε

θ(A) = A′. Τότε,

1 Αν A
Ri↔Rj

∼ A′, τότε det(A′) = − det(A).

2 Αν A
Ri→kRi∼ A′, τότε det(A′) = k det(A).

3 Αν A
Ri→Ri+kRj

∼ A′, τότε det(A′) = det(A).

Λόγω της ιδιότητας 2, είναι προφανές ότι όλες οι ιδιότητες, που

αναφέρονται σε γραµµές εξακολουθούν να ισχύουν αν αναφερθούν

αντίστοιχα σε στήλες.
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Ορίζουσα τριγωνικής µήτρας

Πρόταση 3 (Τύπος ορίζουσας τριγωνικής µήτρας)

΄Εστω A ∈ Mn µε A = [aij ]. Αν η A είναι άνω ή κάτω τριγωνική τότε

det(A) = a11a22 · · · ann.

Παράδειγµα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 2 3

0 −2 −1

0 0 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2(−2)3 = −12.

Πόρισµα 4

Αν η µήτρα A ∈ Mn είναι διαγώνια τότε det(A) = a11a22 · · · ann.
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Παρατήρηση: Η παραπάνω πρόταση σε συνδυασµό µε τις προηγούµενες

ιδιότητες µας δίνει άλλη µια µέθοδο υπολογισµού της ορίζουσας µιας

τετραγωνικής µήτρας χωρίς την χρήση του ορισµού ή του αναπτύγµατος.

Παραδείγµατα:

1 ΄Εστω A =





1 2 3

3 2 1

1 2 1



.

det(A)

R2→R2−3R1
R3→R3−R1=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

0 −4 −8

0 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1·(−4)·(−2) = 8.
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2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 3 2

1 2 3 2

1 3 3 1

2 2 4 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R1↔R2= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 2

0 1 3 2

1 3 3 1

2 2 4 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R3→R3−R1
R4→R4−2R1= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 2

0 1 3 2

0 1 0 −1

0 −2 −2 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R3→R3−R2
R4→R4+2R2= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 2

0 1 3 2

0 0 −3 −3

0 0 4 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ιδιότ. 5
= −(−3) ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 2

0 1 3 2

0 0 1 1

0 0 4 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R4→R4−4R3= 3 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 2

0 1 3 2

0 0 1 1

0 0 0 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 3 · 1 · 1 · (−3) = −9.
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3 Να λυθεί η εξίσωση

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a x x b

x a b x

x b a x

b x x a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, όπου a,b είναι παράµετροι.

Αν D η ορίζουσα τότε

D
R1→R1+R2+R3+R4=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2x+a+b 2x+a+b 2x+a+b 2x+a+b

x a b x

x b a x

b x x a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ιδιότ. 5
= (2x + a + b)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1

x a b x

x b a x

b x x a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C2→C2−C1
C3→C3−C1
C4→C4−C1=

= (2x + a + b)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0

x a − x b − x 0

x b − x a − x 0

b x − b x − b a − b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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= (2x + a + b)(a − b)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0

x a − x b − x

x b − x a − x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (2x + a + b)(a − b)

∣

∣

∣

∣

a − x b − x

b − x a − x

∣

∣

∣

∣

= (2x + a + b)(a − b)((a − x)2 − (b − x)2)

= (2x + a + b)(a − b)(a− x+ b− x)(a− x− b+ x)

= (2x + a + b)(a − b)(a + b − 2x)(a − b)

= (a − b)2(a + b + 2x)(a + b − 2x).

΄Αρα,

Αν a = b, τότε

D = 0 για κάθε x ∈ R.

Αν a 6= b, τότε

D = 0 ⇔ (a + b + 2x)(a + b − 2x) = 0 ⇔

{

x = a+b

2
, ή

x = −a+b

2
.
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2η ∆ΙΑΛΕΞΗ

ΟΡΙΖΟΥΣΕΣ

Ορίζουσα γινοµένου

Κριτήριο αντιστρεψιµότητας

Συµπληρωµατική µήτρα

Rank µήτρας
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Ορίζουσα γινοµένου

Πρόταση 5

΄Εστω A, B ∈ Mn. Τότε det(AB) = det(A) det(B).
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Κριτήριο αντιστρεψιµότητας

Πρόταση 6 (Κριτήριο αντιστρεψιµότητας)

΄Εστω A ∈ Mn. Η A είναι αντιστρέψιµη αν και µόνο αν det(A) 6= 0.

Παραδείγµατα:

1 Η µήτρα

A =





2 1 3

4 0 2

−1 2 −1





είναι αντιστρέψιµη διότι det(A) = 18 6= 0.

2 Η µήτρα

B =





1 2 3

4 5 6

5 7 9





δεν είναι αντιστρέψιµη διότι det(B) = 0.

Εφαρµοσµένη άλγεβρα Ορίζουσες 2023 – 2024 36 / 59



Συµπληρωµατική µήτρα

΄Εστω A =
[

aij

]

∈ Mn και Aij , 1 ≤ i, j ≤ n το αλγεβρικό συµπλήρωµα του

στοιχείου aij της µήτρας A. Τότε, η µήτρα

[

Aij

]t
=









A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n

· · ·
An1 An2 · · · Ann









t

=









A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

· · ·
A1n A2n · · · Ann









λέγεται συµπληρωµατική της µήτρας A και συµβολίζεται µε adjA.
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Παραδείγµατα:

1 Αν A =

[

3 4

−1 2

]

, τότε

A11 = (−1)1+1 · 2 = 2,

A12 = (−1)1+2(−1) = (−1)(−1) = 1,

A21 = (−1)2+1 · 4 = −4,

A22 = (−1)2+2 · 3 = 3.

΄Αρα,

adjA =

[

A11 A12

A21 A22

]t

=

[

A11 A21

A12 A22

]

=

[

2 −4

1 3

]

.
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2 Αν A =





3 4 1

−1 2 3

2 3 4



, τότε

A11 = (−1)1+1

∣

∣

∣

∣

2 3

3 4

∣

∣

∣

∣

= −1,

A12 = (−1)1+2

∣

∣

∣

∣

−1 3

2 4

∣

∣

∣

∣

= 10, κ.ο.κ.

΄Αρα,

adjA =





A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33





t

=





A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33





=





−1 −13 10

10 10 −10

−7 −1 10



 .

Εφαρµοσµένη άλγεβρα Ορίζουσες 2023 – 2024 39 / 59



Πρόταση 7 (Τύπος αντιστροφής µήτρας)

΄Εστω A ∈ Mn. Τότε,

1 A · adjA = adjA · A = det(A) · In.

2 Αν det(A) 6= 0, τότε A−1 = 1
det(A)adjA.
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Παραδείγµατα:

1 ΄Εστω A =

[

1 3

2 −4

]

. Να ϐρεθεί, (αν υπάρχει), η µήτρα A−1.

Είναι det(A) = −4 − 6 = −10 6= 0.

Εποµένως υπάρχει η A−1 και ισχύει ότι

A
−1 =

1

det(A)
adjA.

Είναι

adjA =

[

−4 −2

−3 1

]t

=

[

−4 −3

−2 1

]

και άρα

A
−1 =

1

−10

[

−4 −3

−2 1

]

=

[

2
5

3
10

1
5

− 1
10

]

.
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Παρατήρηση: Από την Πρόταση 7.(2) προκύπτει ότι µπορούµε να ϐρίσκουµε απ᾿

ευθείας την αντίστροφη µιας 2 × 2 αντιστρέψιµης µήτρας

A =

[

a b

c d

]

(χωρίς να κάνουµε κάθε ϕορά τη διαδικασία του παραπάνω Παραδείγµατος),

αφού

A
−1 =

1

|A|

[

d −b

−c a

]

.
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2 ΄Εστω A =





1 1 1

2 2 1

3 −1 2



.

Να ϐρεθεί, (αν υπάρχει), η µήτρα A−1.

Είναι det(A) = −4 6= 0, εποµένως υπάρχει η A−1 και ισχύει ότι

A
−1 =

1

det(A)
adjA

Είναι

adjA =





5 −1 −8

−3 −1 4

−1 1 0





t

=





5 −3 −1

−1 −1 1

−8 4 0





και άρα

A
−1 = −

1

4





5 −3 −1

−1 −1 1

−8 4 0



 .
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Rank µήτρας

΄Εστω A ∈ Mm×n και B µια κλιµακωτή µήτρα που είναι R-ισοδύναµη µε την A.

Ορίζουµε ως rank(A) τον αριθµό p των µη µηδενικών γραµµών της B.

Παραδείγµατα:

1 Για την µήτρα

A =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1









R4→R3∼









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0









είναι rank(A) = 3, διότι είναι R-ισοδύναµη µε µια κλιµακωτή µήτρα µε 3

µη µηδενικές γραµµές.

Παρατήρηση: Ο αρχικός (ισοδύναµος) ορισµός του rank µιας µήτρας,

χρησιµοποιεί έννοιες από τους διανυσµατικούς χώρους που ϑα δούµε

αργότερα.
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2 ΄Εστω

A =





1 0 2 1

0 3 5 −1

2 0 4 2



 .

Είναι rank(A) = 2. Πράγµατι,

A =





1 0 2 1

0 3 5 −1

2 0 4 2





R3→R3−2R1∼





1 0 2 1

0 3 5 −1

0 0 0 0





οπότε η A είναι R-ισοδύναµη µε µια κλιµακωτή µήτρα µε 2 µη µηδενικές

γραµµές.
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3 ΄Εστω

A =













0 0 5 35 −24 1

0 2 1 −1 1 0

0 3 2 2 −1 1

0 0 0 0 0 0

0 5 3 1 0 1













.

Τότε

A
R2→

1

2
R2

∼













0 0 5 35 −24 1

0 1
1
2

− 1
2

1
2

0

0 3 2 2 −1 1

0 0 0 0 0 0

0 5 3 1 0 1













R1↔R2∼













0 1
1
2

− 1
2

1
2

0

0 0 5 35 −24 1

0 3 2 2 −1 1

0 0 0 0 0 0

0 5 3 1 0 1













R3→R3−3R1
R5→R5−5R1∼













0 1
1
2

− 1
2

1
2

0

0 0 5 35 −24 1

0 0
1
2

7
2

− 5
2

1

0 0 0 0 0 0

0 0
1
2

7
2

− 5
2

1













R4↔R5∼













0 1
1
2

− 1
2

1
2

0

0 0 5 35 −24 1

0 0
1
2

7
2

− 5
2

1

0 0
1
2

7
2

− 5
2

1

0 0 0 0 0 0












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R4→R4−R3∼













0 1
1
2

− 1
2

1
2

0

0 0 5 35 −24 1

0 0
1
2

7
2

− 5
2

1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0













R3→R3−
1

10
R2

∼













0 1
1
2

− 1
2

1
2

0

0 0 5 35 −24 1

0 0 0 0 − 1
10

9
10

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0













.

Εποµένως, η A είναι R-ισοδύναµη µε µια κλιµακωτή µήτρα µε 3 µη µηδενικές

γραµµές, άρα rank(A) = 3.
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4 ΄Εστω

A =









1 2 −1 −2

2 3 0 1

1 2 1 4

1 3 −1 0









.

Τότε

A

R2→R2−2R1
R3→R3−R1
R4→R4−R1∼









1 2 −1 −2

0 −1 2 5

0 0 2 6

0 1 0 2









R4→R4+R2∼









1 2 −1 −2

0 −1 2 5

0 0 2 6

0 0 2 7









R4→R4−R3∼









1 2 −1 −2

0 −1 2 5

0 0 2 6

0 0 0 1









= B.

Εποµένως, η A είναι R-ισοδύναµη µε µια κλιµακωτή µήτρα µε 4 µη

µηδενικές γραµµές, άρα rank(A) = 4.
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Πρόταση 8

Για το rank µιας µήτρας ισχύουν τα εξής:

1 Αν A ∈ Mm×n, τότε

rank(A) ≤ min{m,n}.

2 ΄Εστω A ∈ Mm×n. Τότε rank(A) = 0 ⇔ A = Om×n.

3 Αν A
R
∼ B, ή A

C
∼ B (δηλαδή ο B προκύπτει από τον A µετά από

πεπερασµένο αριθµό στοιχειωδών µετασχηµατισµών γραµµών ή στηλών),

τότε rank(A) = rank(B).

4 rank(A) = p όπου p είναι ο µεγαλύτερος ϕυσικός αριθµός για τον οποίο

υπάρχει κάποια τετραγωνική υποµήτρα B της A µε τάξη p, τέτοια ώστε

det(B) 6= 0.
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Πρόταση 8 (συνέχεια)

5 ΄Εστω A ∈ Mn. Τότε

1 det(A) = 0 ⇔ rank(A) < n.

2 det(A) 6= 0 ⇔ rank(A) = n.

6 ΄Εστω A ∈ Mm×n και B ∈ Mn×p. Τότε

rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}.

7 ΄Εστω A, B ∈ Mm×n. Τότε

rank(A + B) ≤ rank(A) + rank(B).

8 ΄Εστω A ∈ Mm×n και λ ∈ R
∗. Τότε

rank(λA) = rank(A).

9 ΄Εστω A ∈ Mm×n. Τότε

rank(At) = rank(A).
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Παράδειγµα: ΄Εστω A =





1 2 3

4 5 6

7 8 9



 .

Σύµφωνα µε την Πρόταση 8 (5)i), είναι rank(A) < 3, διότι

det(A) = 1 · (−1)1+1

∣

∣

∣

∣

5 6

8 9

∣

∣

∣

∣

+ 2 · (−1)1+2

∣

∣

∣

∣

4 6

7 9

∣

∣

∣

∣

+ 3 · (−1)1+3

∣

∣

∣

∣

4 5

7 8

∣

∣

∣

∣

= −3 + 12 − 9 = 0.
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Πρόταση 9 (Μήτρες µε rank 1)

Μια m × n µήτρα A = [aij] έχει rank 1 αν και µόνο αν aij = xiyj όπου X =











x1

x2

...

xm











και Y =
[

y1 y2 · · · yn

]

, δηλαδή

A = XY =











x1

x2

...

xm











[

y1 y2 · · · yn

]

=











x1y1 x1y2 · · · x1yn

x2y1 x2y2 · · · x2yn

...
...

. . .
...

xmy1 xmy2 · · · xmyn











Παράδειγµα: Η µήτρα A =





3 9 6 3

1 3 2 1

2 6 4 2



 έχει rank 1 αφού

A =





3 · 1 3 · 3 3 · 2 3 · 1

1 · 1 1 · 3 1 · 2 1 · 1

2 · 1 2 · 3 2 · 2 2 · 1



 =





3

1

2





[

1 3 2 1

]
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Παράδειγµα: Η µήτρα A =





2 −1 1 5

0 0 0 0

0 0 0 0



 έχει rank 1 αφού

A =





1

0

0





[

2 −1 1 5

]

.

Παρατήρηση:

΄Αρα, µια m × n µήτρα A έχει rank 1 αν και µόνο αν γράφεται ως γινόµενο µιας

µήτρας στήλης m × 1 επί µιας µήτρας γραµµής 1 × n.

Παρατήρηση:

Μια µήτρα A έχει rank 1 αν και µόνο αν όλες οι γραµµές της (αντ. όλες οι

στήλες της) είναι πολλαπλάσια κάποιας γραµµής της (αντ. στήλης της).
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Πρόταση 10 (Ανάλυση µήτρας σε άθροισµα µητρών µε rank 1)

Το rank µια µήτρας A ισούται µε τον ελάχιστο αριθµό µητρών µε rank 1 που το

άθροισµά τους δίνει την A.

Παράδειγµα:

A =





1 0 2 1

0 3 5 −1

2 0 4 2





R3→R3−2R1∼





1 0 2 1

0 3 5 −1

0 0 0 0





άρα, είναι rank(A) = 2. Εποµένως, η A γράφεται ως άθροισµα δύο µητρών

µε rank 1. Πράγµατι,

A =





1 0 2 1

0 0 0 0

2 0 4 2



+





0 0 0 0

0 3 5 −1

0 0 0 0





=





1

0

2





[

1 0 2 1

]

+





0

1

0





[

0 3 5 −1

]
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Παράδειγµα: Σε προηγούµενο παράδειγµα (διαφάνεια 48) είδαµε ότι η µήτρα

A =









1 2 −1 −2

2 3 0 1

1 2 1 4

1 3 −1 0









έχει rank(A) = 4 οπότε απαιτούνται 4 µήτρες µε rank

1 για να εκφράσουν την A ως άθροισµα:

A =









1 2 −1 −2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0









+









0 0 0 0

2 3 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0









+









0 0 0 0

0 0 0 0

1 2 1 4

0 0 0 0









+









0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 3 −1 0









=









1

0

0

0









[

1 2 −1 −2
]

+









0

1

0

0









[

2 3 0 1
]

+









0

0

1

0









[

1 2 1 4
]

+









0

0

0

1









[

1 3 −1 0
]
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Παρατήρηση:

Η ανάλυση µιας µήτρας µε rank > 1 ως άθροισµα µητρών µε rank 1 δεν είναι

µονοσήµαντη (δηλαδή µπορεί να γίνει µε πολλούς τρόπους).

Παράδειγµα: Για την µήτρα A =

[

1 1 1 1

0 1 1 1

]

µε rank(A) = 2 έχουµε

αφενός

A =

[

1 1 1 1

0 0 0 0

]

+

[

0 0 0 0

0 1 1 1

]

=

[

1

0

]

[

1 1 1 1

]

+

[

0

1

]

[

0 1 1 1

]

και αφετέρου

A =

[

1 0 0 0

0 0 0 0

]

+

[

0 1 1 1

0 1 1 1

]

=

[

1

0

]

[

1 0 0 0

]

+

[

1

1

]

[

0 1 1 1

]
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Πρόταση 11 (Υπολογισµός rank µέσω οριζουσών)

΄Εστω A ∈ Mm×n. Αν υπάρχει υποµήτρα B ∈ Mp της µήτρας A µε det(B) 6= 0,

ενώ για κάθε υποµήτρα C ∈ Mp+1 της A που έχει ως υποµήτρα την B είναι

det(C) = 0, τότε rank(A) = p.

Παρατήρηση: Από την Πρόταση 11 προκύπτει ότι για να ϐρούµε το rank µιας

µήτρας µπορούµε να ακολουθήσουµε την εξής διαδικασία :

Βρίσκουµε µια τετραγωνική υποµήτρα B µικρής τάξης (συνήθως 2) της A µε

det(B) 6= 0.

Αν η µήτρα B είναι τύπου p × p, υπολογίζουµε τις ορίζουσες εκείνων µόνο των

υποµητρών της A τύπου (p + 1)× (p + 1) που έχουν ως υποµήτρα την B. Αν οι

ορίζουσες όλων αυτών των µητρών είναι 0, τότε ϑα είναι rank(A) = p.

Αν ϐρούµε τουλάχιστον µια µήτρα µε ορίζουσα µη µηδενική, αρχίζουµε την ίδια

διαδικασία από την αρχή για τη µήτρα αυτή που ϐρήκαµε.
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Παράδειγµα: ΄Εστω ότι ϑέλουµε να ϐρούµε το rank της µήτρας

A =









2 −4 3 1 0

1 −2 1 −4 2

0 1 −1 3 1

4 −7 4 −4 5









.

Είναι
∣

∣

∣

∣

−4 3

−2 1

∣

∣

∣

∣

= 2 6= 0.

Θεωρούµε τώρα µόνο τις υποµήτρες 3 × 3 της A που περιέχουν την υποµήτρα
[

−4 3

−2 1

]

.

Μεταξύ αυτών, έχουµε
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −4 3

1 −2 1

0 1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 6= 0.
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Επειδή, αυτή η ορίζουσα είναι µη µηδενική, αρχίζουµε ξανά από την αρχή, και

ϑεωρούµε µόνο τις υποµήτρες 4 × 4 της A που περιέχουν την υποµήτρα




2 −4 3

1 −2 1

0 1 −1



.

Υπάρχουν µόνο δύο τέτοιες µήτρες:









2 −4 3 1

1 −2 1 −4

0 1 −1 3

4 −7 4 −4









,









2 −4 3 0

1 −2 1 2

0 1 −1 1

4 −7 4 5









.

Και οι δύο αυτές µήτρες έχουν µηδενικές ορίζουσες. ΄Αρα, rank(A) = 3.

Παρατήρηση: Με τον τρόπο αυτό χρειάστηκε να υπολογίσουµε µόνο δύο

‘‘µεγάλες’’ ορίζουσες της A (τάξης 4) από τις 5 που περιέχει, (και τις οποίες ϑα

έπρεπε να υπολογίσουµε αν χρησιµοποιούσαµε τον ορισµό του rank).
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