
1η ∆ΙΑΛΕΞΗ

ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ

Βασικοί ορισµοί και συµβολισµοί

Μέθοδοι επίλυσης γραµµικών συστηµάτων

◮ Λύση µε αντίστροφη µήτρα
◮ Λύση µε τη µέθοδο οριζουσών (µέθοδος Cramer)
◮ Λύση µε τη µέθοδο Gauss
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Γραµµικά συστήµατα

΄Εστω ένα σύστηµα γραµµικών εξισώσεων µε m εξισώσεις και n αγνώστους:

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

Αν ϑεωρήσουµε τις µήτρες

A =











a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...
...

am1 am2 · · · amn











, X =











x1

x2

...

xn











, B =











b1

b2

...

bm











όπου A είναι τύπου m × n, X είναι τύπου n × 1 και B είναι τύπου m × 1, τότε το

σύστηµα γράφεται

AX = B

όπου A είναι η µήτρα των συντελεστών, B είναι η µήτρα των σταθερών όρων

και X είναι η µήτρα των αγνώστων.
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Παράδειγµα: Το σύστηµα

2x + 3y + z = 1

x + y + z = 0

x + 4y + 2z = 0.

γράφεται




2 3 1

1 1 1

1 4 2









x

y

z



 =





1

0

0





δηλαδή

AX = B

όπου A =





2 3 1

1 1 1

1 4 2



 η µήτρα των συντελεστών, X =





x

y

z



 η µήτρα των

αγνώστων, B =





1

0

0



 η µήτρα των σταθερών όρων.
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Επίσης, χρησιµοποιείται και ο συµβολισµός

E (ή
[

A | B
]

) =











a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2

...
...

...
...

...

am1 am2 · · · amn bm











.

Η µήτρα E (ή
[

A | B
]

) ονοµάζεται επαυξηµένη µήτρα του συστήµατος AX = B.

Παράδειγµα: Η µήτρα

E =





2 3 1 1

1 1 1 0

1 4 2 0





είναι η επαυξηµένη µήτρα του προηγούµενου παραδείγµατος:

2x + 3y + z = 1

x + y + z = 0

x + 4y + 2z = 0.
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Λύση του συστήµατος ονοµάζεται κάθε µήτρα X ∈ Mn×1 η οποία επαληθεύει

την εξίσωση AX = B.

Αποδεικνύεται ότι ένα σύστηµα γραµµικών εξισώσεων,

είτε δεν έχει καµιά λύση (οπότε λέγεται αδύνατο),

είτε έχει ακριβώς µια λύση,

είτε έχει άπειρες λύσεις (οπότε λέγεται αόριστο).

Αν ένα σύστηµα έχει τουλάχιστον µια λύση, (δηλαδή δεν είναι αδύνατο), τότε

λέγεται συµβιβαστό.
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Αν B = Om×1 το σύστηµα λέγεται οµογενές:

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0.
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Μέθοδοι επίλυσης γραµµικών συστηµάτων

Λύση µε αντίστροφη µήτρα

΄Εστω AX = B, όπου A µια αντιστρέψιµη τετραγωνική µήτρα. Τότε

AX = B ⇔ A
−1

AX = A
−1

B ⇔ X = A
−1

B.
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΄Ασκηση

Να λυθεί το σύστηµα

2x + 3y + z = 1

x + y + z = 0

x + 4y + 2z = 0.

Λύση ΄Εστω

A =





2 3 1

1 1 1

1 4 2



 , B =





1

0

0



 , X =





x

y

z



 .

Τότε

AX = B.

Ισχύει ότι

det(A) = −4 6= 0.
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Εποµένως, υπάρχει η αντίστροφη µήτρα A−1 µε

A
−1 = · · · =





1
2

1
2

− 1
2

1
4

− 3
4

1
4

− 3
4

5
4

1
4



 .

΄Αρα

X = A
−1

B =





1
2

1
2

− 1
2

1
4

− 3
4

1
4

− 3
4

5
4

1
4









1

0

0



 =





1
2
1
4

− 3
4





δηλαδή




x

y

z



 =





1
2
1
4

− 3
4





ή,

(x, y, z) =

(

1

2
,

1

4
,−

3

4

)

.
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Μέθοδοι επίλυσης γραµµικών συστηµάτων

Λύση µε τη µέθοδο οριζουσών (µέθοδος Cramer)

΄Εστω το σύστηµα

AX = B, µε A ∈ Mn.

1 Αν D(A) 6= 0, τότε

xi =
Di(A)

D(A)
, i = 1, 2, . . . , n,

όπου Di(A) (ή Dxi
(A)) είναι η ορίζουσα της µήτρας που προκύπτει από την

A, αν αντικαταστήσουµε την i στήλη της µε τη στήλη B.

2 Αν D(A) = 0 και υπάρχει i ∈ {1, 2, . . . , n} µε Di(A) 6= 0, τότε το σύστηµα

είναι αδύνατο.

3 Αν D(A) = 0 και Di(A) = 0 για κάθε i∈{1,2,. . . ,n}, τότε το σύστηµα είναι

αδύνατο ή αόριστο.

Σε αυτή την περίπτωση προχωράµε µε τη µέθοδο Gauss, ή διερευνούµε

µε χρήση rank, (όπως ϑα δούµε στη συνέχεια).
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Παραδείγµατα:

1 Να λυθεί το σύστηµα

2x + 3y − 7w = 6

3x − 2y + 5w = 5

4x + 3y − 9w = 8.

Λύση. Είναι D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 −7

3 −2 5

4 3 −9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 28 6= 0,

Dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 3 −7

5 −2 5

8 3 −9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 56, Dy =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 6 −7

3 5 5

4 8 −9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 84, Dw =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 6

3 −2 5

4 3 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 28.

΄Αρα

x =
Dx

D
=

56

28
= 2, y =

Dy

D
=

84

28
= 3, w =

Dw

D
=

28

28
= 1.
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2 Να λυθεί το σύστηµα

2x + 3y − 7w = 6

3x − 2y + 5w = 5

7x + 4y − 9w = 18.

Είναι

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 −7

3 −2 5

7 4 −9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,

ενώ

Dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 3 −7

5 −2 5

18 4 −9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 785 6= 0.

΄Αρα, το σύστηµα είναι αδύνατο.
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Μέθοδοι επίλυσης γραµµικών συστηµάτων

Λύση µε τη µέθοδο Gauss

΄Εστω AX = B ένα m × n γραµµικό σύστηµα (Σ).

Εφαρµόζουµε τη µέθοδο Gauss στην επαυξηµένη µήτρα E, µέχρι η A να δώσει

µια ισοδύναµη υποβαθµισµένη κλιµακωτή µήτρα

E
′ =

[

A′ | B′
]

.

΄Εστω

B
′ =

[

b′

1 b′

2

... b′

m

]t

.

∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

1 Αν κατά τη διάρκεια της παραπάνω διαδικασίας εµφανισθεί κάποια γραµµή

της µορφής

[

0 0 · · · 0
... K

]

, όπου K 6= 0, τότε το (Σ) είναι αδύνατο,

αφού προφανώς αυτή η γραµµή της επαυξηµένης µήτρας ϑα αντιστοιχεί

σε µια εξίσωση της µορφής:

0x1 + 0x2 + · · ·+ 0xn = K 6= 0,
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Λύση µε τη µέθοδο Gauss (συνέχεια)

2 Αν οι µη µηδενικές γραµµές τις A′ σχηµατίζουν την In, τότε έχουµε τη

(µοναδική) λύση X = B′, δηλαδή xi = b′

i (i = 1, 2, . . . , n).

3 Αν η A′ έχει m′ µη µηδενικές γραµµές (m′ < n), τότε γράφουµε το

σύστηµα εξισώσεων που αντιστοιχεί στην εξίσωση

A
′
X = B

′.

Λύνουµε κάθε εξίσωση ως προς εκείνο το xi (κύριος άγνωστος) που

αντιστοιχεί σε στήλη της A′ που περιέχει κύριο στοιχείο, (οι υπόλοιποι

άγνωστοι είναι οι ελεύθεροι άγνωστοι), παίρνοντας έτσι τις (άπειρες)

λύσεις του αόριστου συστήµατος (Σ).
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Παραδείγµατα:
1 Να λυθεί το σύστηµα

x1 + 3x2 − 2x3 = 5

4x1 − x2 + 3x3 = 7

2x1 − 7x2 + 7x3 = 4.
Εδώ

A =





1 3 −2

4 −1 3

2 −7 7



 , B =





5

7

4



 .

Θεωρούµε την επαυξηµένη µήτρα

E =
[

A | B
]

=





1 3 -2 5

4 -1 3 7

2 -7 7 4



 .

Τότε




1 3 -2 5

4 -1 3 7

2 -7 7 4





R2→R2−4R1

R3→R3−2R1∼





1 3 -2 5

0 -13 11 -13

0 -13 11 -6





R3→R3−R2∼





1 3 -2 5

0 -13 11 -13

0 0 0 7





Επειδή, στην διάρκεια της διαδικασίας εµφανίστηκε η γραµµή 0 0 0 | 7,

προκύπτει ότι το σύστηµα είναι αδύνατο.
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2 Να λυθεί το σύστηµα

2x + 4y − 3w = 1

x + y + 2w = 9

3x + 6y − 5w = 0.

Εδώ

A =





2 4 −3

1 1 2

3 6 −5



 , B =





1

9

0



 .

Θεωρούµε την επαυξηµένη µήτρα

E =
[

A | B
]

=





2 4 -3 1

1 1 2 9

3 6 -5 0



 .

Εφαρµοσµένη άλγεβρα Γραµµικά συστήµατα 2023 – 2024 16 / 48



Τότε

E
R2↔R1∼ · · ·

R2→R2−2R1

R3→R3−3R1∼ · · ·
R2→

1

2
R2

∼ · · ·

R1→R1−R2

R3→R3−3R2∼ · · ·

R3→−2R3∼ · · ·

R1→R1−
11

2
R3

R2→R2+
7

2
R3

∼





1 0 0 1

0 1 0 2

0 0 1 3



 ,

δηλαδή A′ =





1 0 0

0 1 0

0 0 1



 = I3, B′ =





1

2

3



.

΄Αρα, το σύστηµα έχει µοναδική λύση, την x = 1, y = 2, w = 3, δηλαδή

(x, y,w) = (1, 2, 3).
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3 Να λυθεί το σύστηµα

x1 + 2x2 − x3 + 3x4 + x5 = 2

2x1 + 4x2 − 2x3 + 6x4 + 3x5 = 6

−x1 − 2x2 + x3 − x4 + 3x5 = 4.

Εδώ

A =





1 2 −1 3 1

2 4 −2 6 3

−1 −2 1 −1 3



 , B =





2

6

4



 .

Θεωρούµε την επαυξηµένη µήτρα

x1 x2 x3 x4 x5

E =
[

A | B
]

=





1 2 -1 3 1 2

2 4 -2 6 3 6

-1 -2 1 -1 3 4



 .
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Τότε

x1 x2 x3 x4 x5

E∼ (γραµµοπράξεις - άσκηση)∼







1 2 -1 0 0 3

0 0 0 1 0 -1

0 0 0 0 1 2






.

Εποµένως, έχουµε:
◮ Κύριοι άγνωστοι : x1, x4, x5.

◮ Ελεύθεροι άγνωστοι : x2, x3.

Εποµένως, το σύστηµα γράφεται

x1 + 2x2 − x3 = 3

x4 = −1

x5 = 2.

Λύνουµε ως προς τους κύριους άγνωστους x1, x4, x5 και προκύπτει ότι

x1 = 3 − 2x2 + x3

x4 = −1

x5 = 2.
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Εποµένως, οι λύσεις του συστήµατος είναι

(x1, x2, x3, x4, x5) = (3 − 2x2 + x3, x2, x3,−1, 2),

όπου x2, x3 ∈ R,

ή, ισοδύναµα,

(x1, x2, x3, x4, x5) = (3 − 2a + b,a,b,−1, 2),

όπου a,b ∈ R.
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2η ∆ΙΑΛΕΞΗ

ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ

΄Υπαρξη λύσεων (διερεύνηση µε rank)

΄Υπαρξη λύσεων οµογενούς συστήµατος
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΄Υπαρξη λύσεων (διερεύνηση µε rank)

΄Υπαρξη λύσεων (διερεύνηση µε rank)

΄Εστω (Σ) ένα σύστηµα AX = B όπου A ∈ Mm×n και E =
[

A | B
]

η επαυξηµένη

µήτρα του συστήµατος.

1 Αν rank(A) 6= rank(E), τότε το (Σ) είναι αδύνατο.

2 Αν rank(A) = rank(E) = n, τότε το (Σ) έχει µοναδική λύση.

3 Αν rank(A) = rank(E) < n, τότε το (Σ) έχει άπειρες λύσεις (µε

n − rank(A) ελεύθερους άγνωστους).

Παρατηρήσεις:

1 Αν m < n, έχουµε

ή rank(A) 6= rank(E) (περίπτωση 1, άρα αδύνατο),

ή rank(A) = rank(E) ≤ m < n, (περίπτωση 3, άρα αόριστο).

΄Αρα, αν m < n, αποκλείεται η περίπτωση της µοναδικής λύσης.

2 Η διερεύνηση µάς δίνει απλά το πλήθος των λύσεων, αλλά δεν ϐρίσκει τις

λύσεις (αν υπάρχουν).
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Παράδειγµα: Το σύστηµα

x + y − z = 1

x + y − 2z = 2

2x + 2y − 3z = 1

είναι αδύνατο, διότι

A =





1 1 −1

1 1 −2

2 2 −3





και

E =





1 1 −1 1

1 1 −2 2

2 2 −3 1



 ,

µε

rank(A) = 2 6= 3 = rank(E).
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Πράγµατι, rank(A) = 2, αφού D(A) = 0, ενώ η A έχει την 2 × 2 µήτρα

A1 =

[

1 −1

1 −2

]

µε D(A1) = −1 6= 0.

Εξάλλου, rank(E) = 3 αφού η E έχει την 3 × 3 υποµήτρα E1 =





1 −1 1

1 −2 2

2 −3 1





µε D(E1) = 2 6= 0.
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Ειδικά για τα συστήµατα µε n + 1 εξισώσεις και n αγνώστους, ισχύει το

παρακάτω αποτέλεσµα:

Πρόταση 1

΄Εστω το σύστηµα n + 1 γραµµικών εξισώσεων µε n αγνώστους

(Σ)























a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

· · ·

an+1x1 + an+1x2 + · · · + an+1 nxn = bn+1

και A = [aij ], B =









b1

b2

· · ·
bn+1









.

Το σύστηµα (Σ) είναι συµβιβαστό αν και µόνο αν

det(A|B) = 0.
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Παραδείγµατα:

1 Το 4 × 3 σύστηµα

2x1 + x2 − x3 = 2

x1 + 2x2 + x3 = 7

−3x1 + x2 + 2x3 = 1

2x1 + 2x2 + x3 = 9

είναι συµβιβαστό, αφού

D([A|B]) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 −1 2

1 2 1 7

−3 1 2 1

2 2 1 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= · · · = 0.

(Πράγµατι, το παραπάνω σύστηµα έχει τη µοναδική λύση

(x1, x2, x3) = (2, 1, 3) - ΄Ασκηση.)
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2 Το 4 × 3 σύστηµα

2x1 + x2 − x3 = 2

x1 + 2x2 + x3 = 7

−3x1 + x2 + 2x3 = 1

2x1 + 2x2 + x3 = 9

είναι αδύνατο, αφού

D([A|B]) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 −1 2

1 2 1 7

−3 1 2 1

2 2 1 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 6 6= 0.
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΄Υπαρξη λύσεων οµογενούς συστήµατος

΄Εστω ένα οµογενές σύστηµα (Σ)

AX = On×1

µε A ∈ Mn.

Το (Σ) έχει πάντα τουλάχιστον µια λύση:

Τη (µηδενική) λύση X = On×1.

΄Αρα, ποτέ δεν είναι αδύνατο.

Πιο συγκεκριµένα ισχύει ότι :

1 Αν D(A) 6= 0, τότε το (Σ) έχει µοναδική λύση, (τη µηδενική).

2 Αν D(A) = 0, τότε έχει άπειρες λύσεις, (οπότε µπορούµε να

προχωρήσουµε µε Gauss).
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Ανακεφαλαίωση τρόπων επίλυσης γραµµικών συστηµάτων

Μέθοδος αντικατάστασης:

Μόνο για πολύ απλά συστήµατα.

Μέθοδος αντίστροφης µήτρας:

Μόνο για τετραγωνικές µήτρες A. ∆εν απαντά στην περίπτωση όπου η A δεν

είναι αντιστρέψιµη.

Μέθοδος Cramer:

Μόνο για τετραγωνικές µήτρες A. ∆εν απαντά στη περίπτωση όπου

D(A) = Di(A) = 0, για κάθε i ∈ [n].

Μέθοδος Gauss:

΄Οχι µονο για τετραγωνικές µήτρες A. Γενική µέθοδος. ∆ίνει πάντοτε απάντηση.

Εφαρµοσµένη άλγεβρα Γραµµικά συστήµατα 2023 – 2024 29 / 48



Λυµένες ασκήσεις

΄Ασκηση: Να λυθεί το σύστηµα

x + 2y − 3z = 4

x + 3y + z = 11

2x + 5y − 4z = 13.
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Λύση. 1ος τρόπος (µέθοδος αντίστροφης µήτρας).

Αφού D(A) = −2 6= 0, προκύπτει ότι η A είναι αντιστρέψιµη, µε

A−1 = 1

D(A)adjA.

adjA =





A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33



 =





−17 −7 11

6 2 −4

−1 −1 1



 .

΄Αρα

A
−1 =

1

−2





−17 −7 11

6 2 −4

−1 −1 1



 =





17
2

7
2

− 11
2

−3 −1 2

1
2

1
2

− 1
2



 ,

οπότε

X = A
−1

B =





17
2

7
2

− 11
2

−3 −1 2

1
2

1
2

− 1
2









4

11

13



 =





1

3

1



 .

δηλαδή (x, y, z) = (1, 3, 1).
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2ος τρόπος (µέθοδος Cramer).

D = D(A) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 −3

1 3 1

2 5 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2 6= 0.

΄Αρα, µοναδική λύση.

Dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 2 −3

11 3 1

13 5 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2,

Dy =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 4 −3

1 11 1

2 13 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −6,

Dz =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 4

1 3 11

2 5 13

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2,

οπότε

x =
Dx

D
= 1, y =

Dy

D
= 3, z =

Dz

D
= 1,

δηλαδή (x, y, z) = (1, 3, 1).
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3ος τρόπος (µέθοδος Gauss).

[

A | B
]

=





1 2 -3 4

1 3 1 11

2 5 -4 13





R2→R2−R1

R3→R3−2R1∼





1 2 -3 4

0 1 4 7

0 1 2 5





R1→R1−2R2

R3→R3−R2∼





1 0 -11 -10

0 1 4 7

0 0 -2 -2





R3→−
1

2
R3

∼





1 0 -11 -10

0 1 4 7

0 0 1 1





R1→R1+11R3

R2→R2−4R3∼





1 0 0 1

0 1 0 3

0 0 1 1



 .

΄Αρα, το σύστηµα έχει τη (µοναδική) λύση

(x, y, z) = (1, 3, 1).
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΄Ασκηση: Να λυθεί το σύστηµα

x − 2z = −7

2x − 7y + 3z = 7

−y + z = 3.

Λύση. Το σύστηµα έχει

A =





1 0 −2

2 −7 3

0 −1 1





µε

D(A) = 0

και
∣

∣

∣

∣

1 0

2 −7

∣

∣

∣

∣

= −7 6= 0.

΄Αρα,

rank(A) = 2.
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Επίσης, έχουµε

E =
[

A | B
]

=





1 0 -2 -7

2 -7 3 7

0 -1 1 3



 , µε

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 −2

2 −7 3

0 −1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 −7

2 −7 7

0 −1 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −2 −7

2 3 7

0 1 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 −2 −7

−7 3 7

−1 1 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

και
∣

∣

∣

∣

1 0

2 −7

∣

∣

∣

∣

= 7 6= 0.

΄Αρα,

rank(E) = 2.

Εποµένως,

rank(A) = rank(E) = 2 < 3(= n αγνωστοι)

οπότε το σύστηµα (Σ) είναι αόριστο µε

n − rank(A) = 3 − 2 = 1

ελεύθερους άγνωστους.

Εφαρµοσµένη άλγεβρα Γραµµικά συστήµατα 2023 – 2024 35 / 48



Λύνουµε το σύστηµα µε τη µέθοδο Gauss

E =





1 0 -2 -7

2 -7 3 7

0 -1 1 3



 ∼ · · · ∼





1 0 -2 -7

0 1 -1 -3

0 0 0 0





΄Αρα

x − 2z = −7

y − z = −3,

οπότε

x = 2z − 7

y = z − 3.

Εποµένως, οι λύσεις του συστήµατος είναι

(x, y, z) = (2z − 7, z − 3, z)

όπου z ∈ R.
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΄Ασκηση: Να λυθεί το σύστηµα

x + y − w = 1

2x + 3y + 2w = 3

x + 2y + 3w = 2.

Λύση. Ισχύει ότι

rank(A) = rank(
[

A | B
]

) = 2 < 3(= n)

Εποµένως, το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις, µε n − rank(A) = 3 − 2 = 1

ελεύθερους άγνωστους.

Εδώ, ϑα χρησιµοποιήσουµε µια παραλλαγή της µεθόδου Cramer, (ϕυσικά ϑα

µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο Gauss):

Γράφουµε το σύστηµα στη µορφή

x + y = 1 + w

2x + 3y = 3 − 2w

x + 2y + 3w = 2

και επειδή

∣

∣

∣

∣

1 1

2 3

∣

∣

∣

∣

6= 0 χρησιµοποιούµε τη µέθοδο Crammer για το σύστηµα
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x + y = 1 + w

2x + 3y = 3 − 2w.

Είναι

x =
Dx

D
=

∣

∣

∣

∣

1 + w 1

3 − 2w 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1

2 3

∣

∣

∣

∣

=
3 + 3w − 3 + 2w

3 − 2
= 5w,

y =
Dy

D
=

∣

∣

∣

∣

1 1 + w

2 3 − 2w

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1

2 3

∣

∣

∣

∣

=
3 − 2w − 2 − 2w

3 − 2
= 1 − 4w.

Εποµένως, οι λύσεις του συστήµατος είναι

(x, y,w) = (5w, 1 − 4w,w)

όπου w ∈ R.
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΄Ασκηση: Να λυθεί το σύστηµα

x − 2y + z = 3

2x + 3y − 2z = 5

3x + y − z = 6.

Λύση.

1ος τρόπος (µέθοδος αντίστροφης µήτρας).

Η µήτρα A δεν είναι αντιστρέψιµη αφού det(A) = 0. ΄Αρα, η µέθοδος αυτή δεν

µπορεί να εφαρµοσθεί εδώ.

2ος τρόπος (µέθοδος Cramer)

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 -2 1

2 3 -2

3 1 -1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,Dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 -2 1

5 3 -2

6 1 -1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2 6= 0.

΄Αρα, το σύστηµα είναι αδύνατο.
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3ος τρόπος (µέθοδος Gauss)




1 -2 1 3

2 3 -2 5

3 1 -1 6



 ∼ · · · ∼





7 0 -1 19

0 7 -4 -1

0 0 0 -2



 .

΄Αρα, το σύστηµα είναι αδύνατο.

4ος τρόπος (µέθοδος rank)

A =





1 -2 1

2 3 -2

3 1 -1



 , D(A) = 0, ενώ

∣

∣

∣

∣

1 −2

2 3

∣

∣

∣

∣

6= 0,

΄Αρα, rank(A) = 2.

E =





1 -2 1 3

2 3 -2 5

3 1 -1 6





µε
∣

∣

∣

∣

∣

∣

-2 1 3

3 -2 5

1 -1 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2 6= 0.

΄Αρα, rank(E) = 3 6= 2 = rank(A). ΄Αρα, το σύστηµα είναι αδύνατο.
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΄Ασκηση: ∆ίδεται το σύστηµα

λx + y − λz = 0

5λx − 5λy + 2z = 0

x + 8y − 7z = 0

όπου λ: ϑετική παράµετρος.

1 Να ϐρεθεί το λ, ώστε το σύστηµα να έχει άπειρες λύσεις.

2 Αν (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) είναι δύο διαφορετικές λύσεις του συστήµατος

αυτού, να δειχθεί ότι :

(x1 − x2)
2 + (y1 − y2)

2 = (z1 − z2)
2.
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Λύση.

1 Πρέπει

D = 0 ⇔

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ 1 −λ

5λ −5λ 2

1 8 −7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

C1→C1+C3⇐⇒

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 −λ

5λ+ 2 −5λ 2

−6 8 −7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

⇔ −

∣

∣

∣

∣

5λ+ 2 2

−6 −7

∣

∣

∣

∣

− λ

∣

∣

∣

∣

5λ+ 2 −5λ

−6 8

∣

∣

∣

∣

= 0

⇔ · · · ⇔ −10λ2 + 19λ+ 2 = 0

⇔ λ =

{

− 1
10

< 0 (απορρίπτεται)

2.
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2 Για λ = 2, το σύστηµα γίνεται

2x + y − 2z = 0

10x − 10y + 2z = 0

x + 8y − 7z = 0.

Λύνοντας σύµφωνα µε την µέθοδο Gauss έχουµε ότι





2 1 -2 0

10 -10 2 0

1 8 -7 0





R1↔R3

R2→
1

2
R2

∼





1 8 -7 0

5 -5 1 0

2 1 -2 0





R2↔R2−5R1

R3→R3−2R1∼





1 8 -7 0

0 -45 36 0

0 -15 12 0





R2→−
1

45
R2

R3→
1

3
R3

∼





1 8 -7 0

0 1 − 4
5

0

0 -5 4 0





R1→R1−8R2

R3→R3+5R2∼







1 0 − 3
5

0

0 1 − 4
5

0

0 0 0 0






.
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΄Αρα, το σύστηµα ισοδύναµα γράφεται :
{

x − 3
5
z = 0

y − 4
5
z = 0

⇔

{

x = 3
5
z

y = 4
5
z.

΄Αρα (x, y, z) =
(

3
5
z, 4

5
z, z

)

, z ∈ R.

Αν λοιπόν

(x1, y1, z1) =

(

3

5
z1,

4

5
z1, z1

)

και

(x2, y2, z2) =

(

3

5
z2,

4

5
z2, z2

)

,

τότε :

(x1 − x2)
2 + (y1 − y2)

2

=

(

3

5
z1 −

3

5
z2

)2

+

(

4

5
z1 −

4

5
z2

)2

=
9

25
(z1 − z2)

2 +
16

25
(z1 − z2)

2 =
25

25
(z1 − z2)

2

= (z1 − z2)
2.
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΄Ασκηση: Να λυθεί (και να διερευνηθεί) το σύστηµα

kx + y + z = 1

x + ky + z = k

x + y + kz = k
2

όπου k : πραγµατική παράµετρος.

Λύση. Με ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία της 1ης γραµµής προκύπτει ότι

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k 1 1

1 k 1

1 1 k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= k(k2 − 1)− (k − 1) + (1 − k)

= k(k + 1)(k − 1)− 2(k − 1) = (k − 1)(k2 + k − 2)

= (k − 1)(k − 1)(k + 2) = (k − 1)2(k + 2).

΄Αρα:
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Αν k 6= −2, 1 (οπότε D 6= 0) τότε το σύστηµα έχει τη µοναδική λύση

x =
Dx

D
, y =

Dy

D
, z =

Dz

D
.

Dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1

k k 1

k2
1 k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C1→C1−C2=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 1

0 k 1

k2−1 1 k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (k2−1)(1−k) = −(k−1)2(k+1).

Dy =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k 1 1

1 k 1

1 k2 k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= k

∣

∣

∣

∣

k 1

k2 k

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

1 1

1 k

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

1 k

1 k2

∣

∣

∣

∣

= k
(

k
2−k

2
)

−(k−1)+k
2−k = −k+1+k

2−k = k
2−2k+1 = (k−1)2.

Dz =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k 1 1

1 k k

1 1 k2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C3→C3−C2=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k 1 0

1 k 0

1 1 k2 − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (k2−1)(k2−1) = (k−1)2(k+1)2.
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΄Αρα,

x =
Dx

D
=

−(k − 1)2(k + 1)

(k − 1)2(k + 2)
= −

k + 1

k + 2
,

y =
Dy

D
=

(k − 1)2

(k − 1)2(k + 2)
=

1

k + 2
,

z =
Dz

D
=

(k − 1)2(k + 1)2

(k − 1)2(k + 2)
=

(k + 1)2

k + 2
.
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Αν k = 1, τότε το σύστηµα γράφεται :











x + y + z = 1

x + y + z = 1

x + y + z = 1

⇔ x + y + z = 1

⇔ x = 1 − y − z.

΄Ωστε (x, y, z) = (1 − y − z, y, z), y, z ∈ R.

Αν k = −2, τότε

Dx = −(−3)2(−1) = 9 6= 0,

οπότε το σύστηµα είναι αδύνατο.
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