
1η ∆ΙΑΛΕΞΗ

Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

Βασικοί ορισµοί και συµβολισµοί

Ιδιότητες χαρακτηριστικών µεγεθών
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Επανάληψη ϐασικών εννοιών στους διανυσµατικούς χώρους

΄Ενας διανυσµατικός χώρος V = (V ,+, ·) είναι ένα σύνολο V εφοδιασµένο µε

δύο πράξεις + (εσωτερική πράξη) και · (εξωτερική πράξη) που ικανοποιούν

ορισµένες ιδιότητες.

Παραδείγµατα:

1 Ο R
n = (Rn,+, ·) όπου οι πράξεις ορίζονται ως εξής:

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn)

= (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)

και

λ · (x1, x2, . . . , xn) = (λx1, λx2, . . . , λxn)

είναι ένας διανυσµατικός χώρος.

2 Προφανώς, και το σύνολο των πινάκων-γραµµών καθώς και των

πινάκων-στηλών, µε n στοιχεία, µε τις αντίστοιχες πράξεις είναι

διανυσµατικοί χώροι.
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Επανάληψη ϐασικών εννοιών στους διανυσµατικούς χώρους

Τα διανύσµατα v1, v2, . . . , vn λέγονται γραµµικά ανεξάρτητα αν ισχύει η

ισοδυναµία

λ1v1 + λ2v2 + · · · + λnvn = 0 ⇔ λ1 = λ2 = · · · = λn = 0

Βάση ενός διανυσµατικού χώρου V είναι ένα σύνολο από όσο γίνεται λιγότερα

διανύσµατα v1, v2, . . ., vn του V τα οποία είναι γραµµικά ανεξάρτητα και τα

οποία ‘‘παράγουν’’ το διανυσµατικό χώρο V , (δηλαδή κάθε στοιχείο του V

µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λnvn των

v1, v2, . . . , vn, όπου λ1, λ2, . . ., λn ∈ R).

Η διάσταση ενός διανυσµατικού χώρου V (dimV ) ισούται µε το πλήθος των

στοιχείων οποιασδήποτε ϐάσης του (αφού αποδεικνύεται ότι όλες οι ϐάσεις

ενός διανυσµατικού χώρου V έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων).

Παράδειγµα: dimR
n = n (και άρα, όµοια και για τους πίνακες-γραµµές και για

τους πίνακες-στήλες, µε n στοιχεία.)
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Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

΄Εστω A: n × n µήτρα, X : n × 1 µήτρα, λ ∈ R (ή C).

Το σύστηµα

AX = λX

(ισοδύναµα AX − λX = On×1, ή (A − λIn)X = On×1) ονοµάζεται

χαρακτηριστικό σύστηµα της A.

Η µήτρα

A − λIn =











a11 − λ a12 · · · a1n

a21 a22 − λ · · · a2n

...
...

...
...

an1 an2 · · · ann − λ











ονοµάζεται χαρακτηριστική µήτρα της A.

Η ορίζουσα

det(A − λIn) = f(λ) = βnλ
n + βn−1λ

n−1 + · · ·+ β0

είναι πολυώνυµο του λ ϐαθµού n (µε βn = (−1)n) και ονοµάζεται

χαρακτηριστικό πολυώνυµο της A.
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Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

Η εξίσωση

det(A − λIn) = 0

ονοµάζεται χαρακτηριστική εξίσωση της A.

Οι ρίζες λi της χαρακτηριστικής εξίσωσης (λi ∈ R ή λi ∈ C) ονοµάζονται

ιδιοτιµές (ή χαρακτηριστικές τιµές) της A.

Παρατήρηση: Για κάθε ιδιοτιµή λi το οµογενές σύστηµα (A − λi In)X = On×1

έχει και µη µηδενικές λύσεις (αφού det(A − λi I) = 0).

Οι µη µηδενικές λύσεις του συστήµατος

(A − λIn)X = On×1

ονοµάζονται χαρακτηριστικά διανύσµατα ή ιδιοδιανύσµατα της A, που

αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή λi .

Για κάθε ιδιοτιµή λi το σύνολο των ιδιοδιανυσµάτων της A (µαζί µε το µηδενικό

διάνυσµα) παράγουν ένα διανυσµατικό χώρο που ονοµάζεται ιδιόχωρος της A,

που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λi .
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Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

Παράδειγµα 1

΄Εστω

A =





3 0 0

2 −1 −2

3 6 6



 .

Το χαρακτηριστικό σύστηµα της A είναι

AX = λX ⇔




3 0 0

2 −1 −2

3 6 6









x1

x2

x3



 = λ





x1

x2

x3



 ⇔









3 0 0

2 −1 −2

3 6 6



− λI3









x1

x2

x3



 =





0

0

0



 ⇔
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Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα









3 0 0

2 −1 −2

3 6 6



−





λ 0 0

0 λ 0

0 0 λ













x1

x2

x3



 =





0

0

0



 ⇔





3 − λ 0 0

2 −1 − λ −2

3 6 6 − λ









x1

x2

x3



 =





0

0

0



 .

Η παραπάνω 3 × 3 µήτρα είναι η χαρακτηριστική µήτρα της A.

΄Αρα, προκύπτει το σύστηµα











(3 − λ)x1 = 0

2x1 + (−1 − λ)x2 − 2x3 = 0

3x1 + 6x2 + (6 − λ)x3 = 0.
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Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

det(A − λIn) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 − λ 0 0

2 −1 − λ −2

3 6 6 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (3 − λ)

∣

∣

∣

∣

−1 − λ −2

6 6 − λ

∣

∣

∣

∣

= (3 − λ) ((−1 − λ)(6 − λ) + 12)

= (3 − λ)(−6 + λ− 6λ+ λ2 + 12)

= (3 − λ)(λ2 − 5λ+ 6)

= 3λ2 − 15λ+ 18 − λ3 + 5λ2 − 6λ

= −λ3 + 8λ2 − 21λ+ 18.

Το παραπάνω πολυώνυµο είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της A.
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Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

΄Αρα, η χαρακτηριστική εξίσωση της A είναι

det(A − λIn) = 0 ⇔
−λ3 + 8λ2 − 21λ+ 18 = 0 ⇔
(3 − λ)(λ2 − 5λ+ 6) = 0 ⇔
(3 − λ)(λ− 3)(λ− 2) = 0 ⇔

−(λ− 3)2(λ− 2) = 0 ⇔
{

λ1 = λ2 = 3 (διπλή)

λ3 = 2.

΄Αρα οι ιδιοτιµές της A είναι οι

λ1 = λ2 = 3, λ3 = 2.
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Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

Για λ1 = λ2 = 3 ισχύει ότι

(A − 3I3) = O3×1 ⇔











0x1 = 0

2x1 − 4x2 − 2x3 = 0

3x1 + 6x2 + 3x3 = 0

⇔

{

x1 − 2x2 − x3 = 0

x1 + 2x2 + x3 = 0
⇔

{

2x1 = 0

2x2 + x3 = 0
⇔

{

x1 = 0

x3 = −2x2.

΄Αρα, τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή λ1 = λ2 = 3 είναι

X =





0

a

−2a



 = a





0

1

−2



 , a ∈ R
∗.
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Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

Για λ3 = 2 ισχύει ότι

(A − 2I3) = O3×1 ⇔











x1 = 0

2x1 − 3x2 − 2x3 = 0

3x1 + 6x2 + 4x3 = 0

⇔











x1 = 0

3x2 + 2x3 = 0

3x2 + 2x3 = 0

⇔
{

x1 = 0

x3 = − 3
2
x2.

΄Αρα, τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή λ3 = 2 είναι

X =





0

b

− 3

2
b



 = b





0

1

− 3

2



 , b ∈ R
∗.
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Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

Παράδειγµα 2

΄Εστω

A =





1 −2 0

−2 4 0

0 0 3



 .

Χαρακτηριστικό σύστηµα:











(1 − λ)x1 − 2x2 = 0

−2x1 + (4 − λ)x2 = 0

(3 − λ)x3 = 0.

Χαρακτηριστική µήτρα:

A − λI =





1 − λ −2 0

−2 4 − λ 0

0 0 3 − λ



 .
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Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

Χαρακτηριστική πολυώνυµο:

det(A − λI) = −λ3 + 8λ2 − 15λ.

Χαρακτηριστική εξίσωση:

−λ3 + 8λ2 − 15λ = 0.

Ιδιοτιµές:

λ1 = 0, λ2 = 3, λ3 = 5.

Ιδιοδιανύσµατα: (δηλαδή µη µηδενικές λύσεις των αντίστοιχων συστηµάτων):

Για λ1 = 0:











x1 − 2x2 = 0

−2x1 + 4x2 = 0

3x3 = 0

⇒ X =





x1

x2

x3



=





2a

a

0



=a





2

1

0



 ,

a ∈ R
∗.
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Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

Για λ2 = 3:











−2x1 − 2x2 = 0

−2x1 + x2 = 0

0x3 = 0

⇒ X =





x1

x2

x3



=





0

0

b



=b





0

0

1



 ,

b ∈ R
∗.

Για λ3 = 5:











−4x1 − 2x2 = 0

−2x1 − x2 = 0

−2x3 = 0

⇒ X =





x1

x2

x3



=





c

−2c

0



=c





1

−2

0



 ,

c ∈ R
∗.
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Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

Παράδειγµα 3

΄Εστω

A =





1 1 1

1 1 1

1 1 1



 .

Χαρακτηριστική µήτρα:

A − λI =





1 − λ 1 1

1 1 − λ 1

1 1 1 − λ



 .

Χαρακτηριστική εξίσωση: det(A − λI) = 0

⇔ · · · ⇔ −λ3 + 3λ2 = 0 ⇔ λ2(3 − λ) = 0.

Ιδιοτιµές: λ1 = λ2 = 0, λ3 = 3
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Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

Ιδιοδιανύσµατα:

Για λ = 0 το σύστηµα γίνεται











x1 + x2 + x3 = 0

x1 + x2 + x3 = 0

x1 + x2 + x3 = 0

⇔ x1 + x2 + x3 = 0 ⇔ x3 = −x1 − x2.

΄Αρα,

X =





x1

x2

x3



 =





a

b

−a − b



 =





a

0

−a



+





0

b

−b



 = a





1

0

−1



+ b





0

1

−1



 ,

όπου |a|+ |b| 6= 0.

Παρατήρηση: ΄Οταν τα ιδιοδιανύσµατα έχουν πάνω από ένα ελεύθερο

άγνωστο, τα διασπάµε (όπως προηγουµένως) γράφοντάς τα ως γραµµικό

συνδυασµό άλλων (γραµµικά ανεξάρτητων) διανυσµάτων.
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Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

Για λ = 3 το σύστηµα γίνεται










−2x1 + x2 + x3 = 0

x1 − 2x2 + x3 = 0

x1 + x2 − 2x3 = 0.

Το λύνουµε µε τη µέθοδο Gauss





-2 1 1 0

1 -2 1 0

1 1 -2 0





R3→R3+R2+R1∼





-2 1 1 0

1 -2 1 0

0 0 0 0





R1↔R2∼





1 -2 1 0

-2 1 1 0

0 0 0 0





R2→R2+2R1∼





1 -2 1 0

0 -3 3 0

0 0 0 0





R2→− 1

3
R2∼





1 -2 1 0

0 1 -1 0

0 0 0 0





R1→R1+2R2∼





1 0 -1 0

0 1 -1 0

0 0 0 0



 .
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Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

΄Αρα
{

x1 − x3 = 0

x2 − x3 = 0
⇔ x1 = x2 = x3,

οπότε

X =





c

c

c



 = c





1

1

1



 , c 6= 0.
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Βασικές ιδιότητες χαρακτηριστικών µεγεθών

΄Εστω λ1, λ2, . . . , λn ιδιοτιµές της A ∈ Mn. Τότε :

1 trA = λ1 + λ2 + · · · + λn.

2 detA = λ1λ2 · · ·λn.

Εποµένως, η A είναι αντιστρέψιµη αν και µόνο αν το 0 δεν είναι ιδιοτιµή της.

3 Αν η A είναι τριγωνική, οι ιδιοτιµές της συµπίπτουν µε τα στοιχεία της

διαγωνίου της.

4 Αν η A είναι συµµετρική, τότε όλες οι ιδιοτιµές της είναι πραγµατικές,

δηλαδή λi ∈ R, για κάθε i = 1, . . . , n.

Γενικότερα, αν η A είναι ερµιτιανή, τότε όλες οι ιδιοτιµές της είναι

πραγµατικές

5 Η A επαληθεύει την χαρακτηριστική της εξίσωση (Θεώρηµα

Cayley-Hamilton).
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Βασικές ιδιότητες χαρακτηριστικών µεγεθών

6 ΄Εστω ότι η µήτρα A είναι αντιστρέψιµη. Αν τα λ, X είναι χαρακτηριστικά

µεγέθη της αντιστρέψιµης µήτρας, τότε τα λ−1, X είναι αντίστοιχα

χαρακτηριστικά µεγέθη της A−1, δηλαδή

AX = λX ⇔ A
−1

X =
1

λ
X .

7 Αν λ, X είναι χαρακτηριστικά µεγέθη της A, τότε τα λk , X είναι αντίστοιχα

χαρακτηριστικά µεγέθη της Ak , δηλαδή

AX = λX ⇒ A
k
X = λk

X .

Εφαρµοσµένη άλγεβρα Χαρακτηριστικά µεγέθη 2022 – 2023 20 / 63



Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

Παράδειγµα: Είδαµε ότι για την µήτρα

A =





3 0 0

2 −1 −2

3 6 6





του Παραδείγµατος 1 έχουµε λ1 = λ2 = 3 (διπλή), λ3 = 2.

Ισχύει ότι

trA = 3 + (−1) + 6 = 8, αλλά και

λ1 + λ2 + λ3 = 3 + 3 + 2 = 8,

επαληθεύοντας την ιδιότητα 1.

detA = 3(−6 + 12) = 18, αλλά και

λ1 · λ2 · λ3 = 3 · 3 · 2 = 18,

επαληθεύοντας την ιδιότητα 2.

Εφαρµοσµένη άλγεβρα Χαρακτηριστικά µεγέθη 2022 – 2023 21 / 63



Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

Η συµµετρική µήτρα





1 −2 0

−2 4 0

0 0 3



 του παραδείγµατος 2 έχει

πραγµατικές ιδιοτιµές 0, 3, 5,

επαληθεύοντας την ιδιότητα 4.

Η µήτρα A =





3 0 0

2 −1 −2

3 6 6



 του παραδείγµατος 1 έχει χαρακτηριστικό

πολυώνυµο −λ3 + 8λ2 − 12λ+ 18 και ισχύει ότι

−A3 + 8A2 − 21A + 18I3 = O3,

επαληθεύοντας την ιδιότητα 5.
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Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

Οι ιδιοτιµές της µήτρας

A =





3 0 0

2 −1 −2

3 6 6





είναι οι

λ1 = λ2 = 3 6= 0 (διπλή), λ3 = 2 6= 0,

άρα η µήτρα A είναι αντιστρέψιµη.

Επίσης, στο παράδειγµα 3 ϐρήκαµε ότι οι ιδιοτιµές της µήτρας

A =





1 1 1

1 1 1

1 1 1





είναι οι

λ1 = λ2 = 0 (διπλή), λ3 = 3

άρα η µήτρα A δεν είναι αντιστρέψιµη.
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2η ∆ΙΑΛΕΞΗ

Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

∆ιαγωνιοποίηση

Βασική εφαρµογή διαγωνιοποίησης

Φασµατικό θεώρηµα
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∆ιαγωνιοποίηση

΄Εστω A ∈ Mn(R). Λέµε ότι η A διαγωνιοποιείται όταν υπάρχει αντιστρέψιµη

µήτρα P ∈ Mn(R) µε

P
−1

AP = D ⇔ A = PDP
−1

όπου D διαγώνια. (Στην περίπτωση αυτή, οι µήτρες D, A λέγονται όµοιες.)

Πρόταση 1

Αν η A έχει διακεκριµένες ιδιοτιµές, τότε διαγωνιοποιείται.
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∆ιαγωνιοποίηση

∆ιαδικασία ∆ιαγωνιοποίησης

1 Βρίσκουµε τις ιδιοτιµές λ1, λ2, . . . , λn της A (όχι κατ΄ ανάγκη διαφορετικές

µεταξύ τους), λύνοντας τη χαρακτηριστική εξίσωση.

2 Βρίσκουµε τις ϐάσεις των αντίστοιχων ιδιοχώρων:

◮ Βρίσκουµε τα ιδιοδιανύσµατα για κάθε λi .

◮ Κάθε ιδιοδιάνυσµα το εκφράζουµε ως γραµµικό συνδυασµό ενός, ή

περισσότερων, γραµµικά ανεξάρτητων διανυσµάτων που παράγουν το

χώρο. (Το πλήθος των γραµµικά ανεξάρτητων αυτών διανυσµάτων πρέπει να

είναι συνολικά ίσο µε n, αλλιώς η A δεν διαγωνιοποιείται.)

3 Φτιάχνουµε τη µήτρα P ∈ Mn µε στήλες τα παραπάνω n γραµµικά

ανεξάρτητα διανύσµατα, (η οποία είναι πάντοτε αντιστρέψιµη). Τότε,

P
−1

AP = D =











λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · λn











.
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∆ιαγωνιοποίηση

Παράδειγµα: Να διαγωνιοποιηθεί η µήτρα

A =

[

2 −3

0 1

]

.

1ο βήµα: Βρίσκουµε τις ιδιοτιµές:

λ1 = 2, λ2 = 1.

2ο βήµα: Βρίσκουµε τα ιδιοδιανύσµατα:

[

a

0

]

= a

[

1

0

]

, a ∈ R
∗ και

[

3b

b

]

= b

[

3

1

]

, b ∈ R
∗.
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∆ιαγωνιοποίηση

3ο βήµα: Βρίσκουµε τις µήτρες P και D:

Αν διαλέξουµε τα ιδιοδιανύσµατα
[

1

0

]

, (για a = 1) και

[

3

1

]

, (για b = 1), έχουµε

P =

[

1 3

0 1

]

.

Τότε, ϐρίσκουµε την P−1 =

[

1 −3

0 1

]

, και έχουµε

D = P
−1

AP =

[

1 −3

0 1

] [

2 −3

0 1

] [

1 3

0 1

]

=

[

2 −6

0 1

] [

1 3

0 1

]

=

[

2 0

0 1

]

.

Παρατήρηση: Για κάθε διαφορετική επιλογή ιδιοδιανύσµατος, σχηµατίζεται

διαφορετική µήτρα P .
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∆ιαγωνιοποίηση

Παρατήρηση: Η υπόθεση της προηγούµενης πρότασης (να έχει η A

διακεκριµένες ιδιοτιµές) είναι ικανή αλλά όχι αναγκαία, δηλαδή αν η A δεν έχει

διακεκριµένες ιδιοτιµές, δεν γνωρίζουµε αν διαγωνιοποιείται ή όχι.

Παράδειγµα: ΄Ετσι, η µήτρα A =





3 0 0

2 −1 −2

3 6 6



, που έχει λ1 = λ2 = 3 (διπλή)

και λ3 = 2 (δηλ. δεν έχει διακεκριµένες ιδιοτιµές) δεν διαγωνιοποιείται.
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∆ιαγωνιοποίηση

Πράγµατι, για λ1 = λ2 = 3 τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα είναι τα a





0

1

−2



,

a ∈ R
∗, ενώ για λ3 = 2, είναι τα b





0

1

− 3
2



, b ∈ R
∗.

Τα ιδιοδιανύσµατα αυτά δίνουν προφανώς τα γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα




0

1

−2



,





0

1

− 3
2



 που είναι µόνο 2 6= 3 = n.

΄Αρα, µε ϐάση την σχετική παρατήρηση στο ϐήµα 2 της διαδικασίας

διαγωνιοποίησης, ο A δεν διαγωνιοποιείται.

Εφαρµοσµένη άλγεβρα Χαρακτηριστικά µεγέθη 2022 – 2023 30 / 63



∆ιαγωνιοποίηση

Αντίθετα όµως, ας δούµε το παρακάτω παράδειγµα.

Παράδειγµα: Η A =





1 1 1

1 1 1

1 1 1



 που επίσης δεν έχει διακεκριµένες ιδιοτιµές

(λ1 = λ2 = 0, λ3 = 3) διαγωνιοποιείται. Πράγµατι, όπως είδαµε ήδη, τα

ιδιοδιανύσµατα της A είναι τα

a





1

0

−1



 ,b





0

1

−1



 , c





1

1

1



 , όπου a,b, c ∈ R
∗.

Σχηµατίζουµε λοιπόν την

P =





1 0 1

0 1 1

−1 −1 1



 .
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∆ιαγωνιοποίηση

Βρίσκουµε

P
−1 =

1

3





2 −1 −1

−1 2 −1

1 1 1





και παίρνουµε

P
−1

AP =
1

3





2 −1 −1

−1 2 −1

1 1 1









1 1 1

1 1 1

1 1 1









1 0 1

0 1 1

−1 −1 1





= · · · =





0 0 0

0 0 0

0 0 3



 = D.
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∆ιαγωνιοποίηση

Παράδειγµα: Να διαγωνιοποιηθεί η µήτρα

A =





4 6 0

−3 −5 0

−3 −6 −5



 .

1ο βήµα: Βρίσκουµε τις ιδιοτιµές:

det(A − λI) = 0 ⇔

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 − λ 6 0

−3 −5 − λ 0

−3 −6 −5 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

⇔ · · · ⇔ −(λ+ 5)(λ2 + λ− 2) = 0 ⇔
λ1 = −5, λ2 = −2, λ3 = 1.

Οι ιδιοτιµές είναι διαφορετικές ανά δύο, άρα η A είναι διαγωνιοποίησιµη.
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∆ιαγωνιοποίηση

2ο βήµα: Βρίσκουµε τα ιδιοδιανύσµατα και τους ιδιόχωρους: Από το

χαρακτηριστικό σύστηµα προκύπτει





4 − λ 6 0

−3 −5 − λ 0

−3 −6 −5 − λ









x1

x2

x3



 =





0

0

0



 ⇔











(4 − λ)x1 + 6x2 = 0

−3x1 − (5 + λ)x2 = 0

−3x1 − 6x2 − (5 + λ)x3 = 0.
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∆ιαγωνιοποίηση

Για λ = −5 έχουµε ότι











9x1 + 6x2 = 0

−3x1 = 0

−3x1 − 6x2 = 0

⇔
{

x1 = 0

x2 = 0.

΄Αρα

X =





0

0

a



 = a





0

0

1



 , a ∈ R
∗.
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∆ιαγωνιοποίηση

Για λ = −2 έχουµε ότι











6x1 + 6x2 = 0

−3x1 − 3x2 = 0

−3x1 − 6x2 − 3x3 = 0

⇔
{

x1 = −x2

x3 = −x2.

΄Αρα

X =





−b

b

−b



 = b





−1

1

−1



 , b ∈ R
∗.
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∆ιαγωνιοποίηση

Για λ = 1 έχουµε ότι











3x1 + 6x2 = 0

−3x1 − 6x2 = 0

−3x1 − 6x2 − 6x3 = 0

⇔
{

x1 = −2x2

x3 = 0.

΄Αρα

X =





−2c

c

0



 = c





−2

1

0



 , c ∈ R
∗.
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∆ιαγωνιοποίηση

3ο βήµα: Βρίσκουµε τις µήτρες P και D.

Από τα προηγούµενα,

P =





0 −1 −2

0 1 1

1 −1 0



 .

Βρίσκουµε την

P
−1 =





1 2 1

1 2 0

−1 −1 0





και άρα,

D =





−5 0 0

0 −2 0

0 0 1





µε

A = PDP
−1
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Βασική εφαρµογή διαγωνιοποίησης

Θα µας χρειαστούν τα παρακάτω αποτελέσµατα:

1 Για κάθε διαγώνια µήτρα

D =











a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · an











ισχύει ότι

D
k =











ak
1 0 · · · 0

0 ak
2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · ak
n











Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή. (΄Ασκηση.)
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Βασική εφαρµογή διαγωνιοποίησης

2 Αν η P είναι αντιστρέψιµη, τότε

(P−1
AP)k = P

−1
A

k
P.

Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή. (΄Ασκηση.)

΄Εστω τώρα A ∈ Mn(R). Αν η A διαγωνιοποιείται, τότε η Ak µπορεί να

υπολογισθεί ως εξής:

Αν P−1AP = D µια διαγωνιοποίηση της A, τότε

(P−1
AP)k = D

k 2⇒ P
−1

A
k
P = D

k ⇒ A
k = PD

k
P
−1.

∆εδοµένου ότι η Dk υπολογίζεται εύκολα (λόγω της 1), υπολογίζουµε και την Ak .
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Βασική εφαρµογή διαγωνιοποίησης

Παράδειγµα: Αν A =





−4 −4 −4

6 4 6

2 4 2



, ϐρίσκουµε τις ιδιοτιµές

λ1 = 0, λ2 = 4, λ3 = −2,

που δίνουν τα ιδιοδιανύσµατα





−a

0

a



 ,





−b

b

b



 ,





0

−c

c



 , όπου a,b, c ∈ R
∗,

δηλαδή

a





−1

0

1



 ,b





−1

1

1



 , c





0

−1

1



 , όπου a,b, c ∈ R
∗.
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Βασική εφαρµογή διαγωνιοποίησης

Σχηµατίζουµε λοιπόν την

P =





−1 −1 0

0 1 −1

1 1 1





µε στήλες τα ιδιοδιανύσµατα (για a = b = c = 1).

Βρίσκουµε

P
−1 =





−2 −1 −1

1 1 1

1 0 1



 .

Τότε

D = P
−1

AP =





0 0 0

0 4 0

0 0 −2
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Βασική εφαρµογή διαγωνιοποίησης

και άρα,

A
k = PD

k
P
−1

=





−1 −1 0

0 1 −1

1 1 1









0 0 0

0 4
k

0

0 0 (−2)k









−2 −1 −1

1 1 1

1 0 1





=





0 −4
k

0

0 4
k −(−2)k

0 4
k (−2)k









−2 −1 −1

1 1 1

1 0 1





=





−4
k −4

k −4
k

4
k − (−2)k

4
k

4
k − (−2)k

4
k + (−2)k

4
k

4
k + (−2)k



 , n ∈ N
∗.
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Φασµατικό ϑεώρηµα

Το σύνολο όλων των ιδιοτιµών µιας τετραγωνικής µήτρας A ονοµάζεται φάσµα

της µήτρας και συµβολίζεται µε sp(A).

Πρόταση 2 (Φασµατικό ϑεώρηµα)

Για κάθε µήτρα A ∈ Mn και κάθε πολυώνυµο q(x) ισχύει ότι

sp(q(A)) = {q(λ) : λ ∈ sp(A)}.

Θα δειχθεί ότι {q(λ) : λ ∈ sp(A)} ⊆ sp(q(A)).
(Η απόδειξη της σχέσης sp(q(A)) ⊆ {q(λ) : λ ∈ sp(A)} παραλείπεται.)

΄Εστω

q(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ amx

m µε am 6= 0.

και λ µια ιδιοτιµή της µήτρας A, δηλαδή λ ∈ sp(A).
Θα δείξουµε ότι q(λ) ∈ sp(q(A)).
Αρκεί, ισοδύναµα, να δείξουµε ότι η µήτρα q(A)− q(λ)I δεν είναι

αντιστρέψιµη. (Υπενθυµίζουµε ότι αν το λ είναι ιδιοτιµή της µήτρας A, τότε και

µόνο τότε η µήτρα A − λI δεν είναι αντιστρέψιµη.)
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Φασµατικό ϑεώρηµα

Ισχύει ότι

q(A)−q(λ)I=a1(A−λI)+a2(A
2−λ2

I)+· · ·+am(A
m−λm

I)

Από την ταυτότητα

A
k−λk

I=(A−λI)(Ak−1+λA
k−2+· · ·+λk−2

A+λk−1
I)

προκύπτει ότι η µήτρα A − λI είναι παράγοντας κάθε όρου του αθροίσµατος,

οπότε υπάρχει πολυώνυµο r(A) ώστε

q(A)− q(λ)I = (A − λI)r(A).

Αν η µήτρα q(A)− q(λ)I είναι αντιστρέψιµη, τότε

I = (A − λI)r(A)(q(A) − q(λ)I)−1

δηλαδή, η µήτρα A − λI είναι αντιστρέψιµη, άτοπο.

΄Αρα, η µήτρα q(A)− q(λ)I είναι µη αντιστρέψιµη, δηλαδή |q(A)− q(λ)I| = 0,

οπότε το q(λ) είναι ιδιοτιµή της µήτρας q(A), δηλαδή q(λ) ∈ sp(q(A)).
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Φασµατικό ϑεώρηµα

Παράδειγµα: ΄Εστω A µια 3 × 3 µήτρα µε ϕάσµα sp(A) = {0, 1, 2}.

Τότε η µήτρα A2 + 3A − I, η οποία ισούται µε q(A) όπου q(x) = x2 + 3x − 1

έχει ϕάσµα sp(q(A)) = {q(0),q(1),q(2)} = {−1, 3, 9}.

Παρατήρηση: Από τα παραπάνω, προκύπτει επίσης ότι η ορίζουσα της µήτρας

A ισούται µε 0 · 1 · 2 = 0, δηλαδή η µήτρα A είναι µη αντιστρέψιµη, ενώ η

ορίζουσα της µήτρας q(A) ισούται µε (−1) · 3 · 9 = −27, άρα η µήτρα q(A)
είναι αντιστρέψιµη.

Επιπλέον, το ίχνος της µήτρας A ισούται µε 0 + 1 + 2 = 3, ενώ το ίχνος της

µήτρας q(A) ισούται µε −1 + 3 + 9 = 11.
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3η ∆ΙΑΛΕΞΗ

Ιδιοτιµές - Ιδιοδιανύσµατα

Ορθογώνια διαγωνιοποίηση

Φασµατική ανάλυση συµµετρικής µήτρας
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Ορθογώνια διαγωνιοποίηση

Η µήτρα A ∈ Mn λέγεται ορθογωνίως διαγωνιοποίησιµη αν υπάρχει

ορθογώνια µήτρα P τέτοια ώστε

P
−1 · A · P = D ⇔ A = P · D · P

t

όπου D είναι διαγώνια µήτρα. (Επειδή η P είναι ορθογώνια ισχύει ότι P−1 = P t ).

∆εν είναι ορθογωνίως διαγωνιοποίησιµες όλες οι µήτρες. Συγκεκριµένα, ισχύει

ότι

Πρόταση 3

Η µήτρα A είναι ορθογωνίως διαγωνιοποίησιµη αν και µόνο αν είναι συµµετρική.
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Ορθογώνια διαγωνιοποίηση

Παρατήρηση: (Μέθοδος για ορθογώνια διαγωνιοποίηση). Αν η P ∈ Mn

σχηµατίζεται από τις στήλες v1, v2, . . . , vn, οι οποίες αποτελούν µια

ορθοκανονική ϐάση του διανυσµατικού χώρου R
n, τότε η P είναι ορθογώνια.

Πράγµατι, αφού η i-γραµµή της P t ισούται µε την i-στήλη της P (δηλαδή µε vi),

τότε το στοιχείο bii της µήτρας B = P tP ϑα είναι το 〈vi , vi〉 = 1, ενώ το στοιχείο

bij για i 6= j ϑα είναι το 〈vi, vj〉 = 0. ΄Αρα

B = P
t
P = I

δηλαδή η P είναι ορθογώνια.
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Ορθογώνια διαγωνιοποίηση

Για παράδειγµα, είδαµε ότι το σύνολο

{
(

1√
2
, 1√

2
, 0

)

,

(

− 1√
6
, 1√

6
, 2√

6

)

,

(

1√
3
,− 1√

3
, 1√

3

)

}
αποτελεί µια ορθοκανονική ϐάση του R

3.

Τότε η µήτρα

P =







1√
2

− 1√
6

1√
3

1√
2

1√
6

− 1√
3

0
2√
6

1√
3







είναι ορθογώνια.

Πράγµατι,

P
t
P =







1√
2

1√
2

0

− 1√
6

1√
6

2√
6

1√
3

− 1√
3

1√
3













1√
2

− 1√
6

1√
3

1√
2

1√
6

− 1√
3

0
2√
6

1√
3






= I.

Για να διαγωνιοποίησουµε ορθογωνίως λοιπόν µια µήτρα A, αρκεί να ϐρούµε

µια µήτρα P που να την διαγωνιοποιεί και στη συνέχεια να

ορθοκανονικοποίησουµε τις στήλες της µήτρας P .
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Ορθογώνια διαγωνιοποίηση

Παράδειγµα (ορθογώνιας διαγωνιοποίησης):

΄Εστω η µήτρα A =





4 2 2

2 4 2

2 2 4



.

Να ϐρεθούν ορθογώνια P και διαγώνια D ώστε A = PDP−1.

Η A είναι συµµετρική, εποµένως είναι ορθογωνίως διαγωνιοποιήσιµη.

1 Εύρεση των ιδιοτιµών:

|A − λI| = 0 ⇔

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 − λ 2 2

2 4 − λ 2

2 2 4 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

⇔ (2 − λ)2(8 − λ) = 0,

οπότε ϐρίσκουµε τις ιδιοτιµές λ1 = 2 (διπλή) και λ2 = 8 (απλή).
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Ορθογώνια διαγωνιοποίηση

2 Εύρεση ιδιοδιανυσµάτων και ιδιοχώρων:





4 − λ 2 2

2 4 − λ 2

2 2 4 − λ









w1

w2

w3



 =





0

0

0





⇔











(4 − λ)w1 + 2w2 + 2w3 = 0

2w1 + (4 − λ)w2 + 2w3 = 0

2w1 + 2w2 + (4 − λ)w3 = 0
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Ορθογώνια διαγωνιοποίηση

Για λ = 2:










2w1 + 2w2 + 2w3 = 0

2w1 + 2w2 + 2w3 = 0

2w1 + 2w2 + 2w3 = 0

⇔ w1 + w2 + w3 = 0 ⇔ w1 = −w2 − w3.

΄Αρα

X =





−w2 − w3

w2

w3



 =





−w2

w2

0



+





−w3

0

w3





= w2





−1

1

0



+ w3





−1

0

1



 , |w2|+ |w3| 6= 0.

Η αντίστοιχη ϐάση είναι η {x1, x2} = {





−1

1

0



 ,





−1

0

1



}.
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Ορθογώνια διαγωνιοποίηση

Για λ = 8:











−4w1 + 2w2 + 2w3 = 0

2w1 +−4w2 + 2w3 = 0

2w1 + 2w2 +−4w3 = 0

⇔ w1 = w2 = w3.

΄Αρα X =





w1

w1

w1



 = w1





1

1

1



 ,w1 ∈ R
∗.

Η αντίστοιχη ϐάση είναι η

{x3} = {





1

1

1



}.
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Ορθογώνια διαγωνιοποίηση

Παρατήρηση: Αν Ϲητούσαµε να διαγωνιοποιήσουµε απλά (και όχι ορθογωνίως)

την A, ϑα τελειώναµε εδώ, µε

P =





1 −1 −1

1 1 0

1 0 1



 ,

οπότε

P
−1 =

1

3





1 1 1

−1 2 −1

−1 −1 2



 ,

και

D =





8 0 0

0 2 0

0 0 2





µε

A = PDP
−1
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Ορθογώνια διαγωνιοποίηση

Για την ορθογώνια διαγωνιοποίηση, συνεχίζουµε ορθοκανονικοποιώντας το

σύνολο των ιδιοδιανυσµάτων:

x1 =





−1

1

0



 , x2 =





−1

0

1



 , x3 =





1

1

1



 ,

σύµφωνα µε την µέθοδο Gram-Schmidt

΄Εχουµε y1 = x1 και

‖y1‖ = ‖x1‖ =
√

1 + 1 + 0 =
√

2,

οπότε

v1 =
1

‖y1‖
y1 =

1√
2





−1

1

0



 =







− 1√
2

1√
2

0






.
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Ορθογώνια διαγωνιοποίηση

y2 = x2 − 〈x2, v1〉 v1. Αλλά, 〈x2, v1〉 =
〈





−1

0

1



 ,







−1√
2

1√
2

0







〉

= 1√
2
+ 0 + 0 = 1√

2
.

΄Αρα, 〈x2, v1〉 v1 =
1√
2







− 1√
2

1√
2

0






=





− 1
2

1
2

0



 και

y2 = x2 − 〈x2, v1〉 v1 =





−1

0

1



−





− 1
2

1
2

0



 =





− 1
2

− 1
2

1



 ,

µε ‖y2‖ =
√

1
4
+ 1

4
+ 1 =

√
6

2
. ΄Αρα,

v2 =
1

‖y2‖
y2 =

1
√

6

2





− 1
2

− 1
2

1



 =
2√
6





− 1
2

− 1
2

1



 =







− 1√
6

− 1√
6

2√
6






.
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Ορθογώνια διαγωνιοποίηση

y3 = x3 − 〈x3, v2〉 v2 − 〈x3, v1〉 v1. Αλλά,

〈x3, v1〉 =
〈





1

1

1



 ,







− 1√
2

1√
2

0







〉

= 0 και 〈x3, v2〉 =
〈





1

1

1



 ,







− 1√
6

− 1√
6

2√
6







〉

= 0,

οπότε

y3 = x3 − 0 · v2 − 0 · v1 = x3 =





1

1

1



 ,

και συνεπώς ‖y3‖ =
√

1 + 1 + 1 =
√

3, δίνοντας τελικά

v3 =
1

‖y3‖
y3 =

1√
3





1

1

1



 =







1√
3

1√
3

1√
3






.
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Ορθογώνια διαγωνιοποίηση

Τελικά, η Ϲητούµενη ορθογώνια µήτρα P είναι η µήτρα µε στήλες τα διανύσµατα

v1, v2, v3:

P =







− 1√
2

− 1√
6

1√
3

1√
2

− 1√
6

1√
3

0
2√
6

1√
3






.
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Ορθογώνια διαγωνιοποίηση

Ισχύει ότι

A =





4 2 2

2 4 2

2 2 4



 = PDP
t

όπου

D =





2 0 0

0 2 0

0 0 8





.και

P =







− 1√
2

− 1√
6

1√
3

1√
2

− 1√
6

1√
3

0
2√
6

1√
3






.

Παρατήρηση: ΄Οπως στην (απλή) διαγωνιοποίηση, έτσι και στην ορθογώνια

διαγωνιοποίηση, η διαγώνια µήτρα D = P−1AP(= P tAP) έχει ως στοιχεία της

διαγωνίου της τις αντίστοιχες ιδιοτιµές της µήτρας A.
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Ορθογώνια διαγωνιοποίηση

Παρατήρηση: Η διαδικασία ορθογώνιας διαγωνιοποίησης µιας µήτρας A, (η

οποία, όπως ήδη αναφέραµε, είναι αναγκαίο να είναι συµµετρική) µπορεί να

διευκολυνθεί µε την χρήση του παρακάτω αποτελέσµατος.

Πρόταση 4

Αν µια µήτρα είναι συµµετρική, τότε τα ιδιοδιανύσµατά της, που ανήκουν σε

διαφορετικούς ιδιόχωρους είναι ορθογώνια.

΄Ετσι, στο προηγούµενο παράδειγµα, για την εύρεση του v3, γνωρίζουµε εκ των

προτέρων, ϐάσει της τελευταίας πρότασης, ότι 〈x3, x2〉 = 〈x3, x1〉 = 0 (και άρα

〈x3, v2〉 = 〈x3, v1〉 = 0) και άρα γνωρίζουµε εκ των προτέρων ότι ο τύπος

y3 = x3 − 〈x3, v2〉 v2 − 〈x3, v1〉 v1

ϑα έδινε τελικά y3 = x3 (οπότε µπορούσαµε να συνεχίσουµε κατευθείαν από

το y3 = x3 =





1

1

1



).
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Φασµατική ανάλυση συµµετρικής µήτρας

Πρόταση 5 (Φασµατική ανάλυση συµµετρικής µήτρας)

΄Εστω A µια συµµετρική n × n µήτρα µε ορθογώνια διαγωνιοποίηση A = PDP t ,

όπου λ1, λ2, . . ., λn είναι οι ιδιοτιµές της (τα στοιχεία της D) και v1, v2, · · · , vn

είναι τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα (στήλες της µήτρας P). Τότε

A = λ1v1v
t
1 + λ2v2v

t
2 + · · · + λnvnv

t
n (1)

Το άθροισµα (1) ονοµάζεται φασµατική ανάλυση της µήτρας A.

Παρατηρήστε ότι οι µήτρες λiviv
t
i έχουν rank 1, εποµένως η µήτρα A

εκφράζεται ως άθροισµα µητρών που έχουν rank 1 (οι οποίες προκύπτουν από

τις ιδιοτιµές και τα ιδιοανύσµατα της A).
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Φασµατική ανάλυση συµµετρικής µήτρας

Για παράδειγµα, η συµµετρική µήτρα A =





4 2 2

2 4 2

2 2 4



 µε ορθογώνια

διαγωνιοποίηση A =







− 1√
2

− 1√
6

1√
3

1√
2

− 1√
6

1√
3

0
2√
6

1√
3











2 0 0

0 2 0

0 0 8











− 1√
2

1√
2

0

− 1√
6

− 1√
6

2√
6

1√
3

1√
3

1√
3







γράφεται στην µορφή

A = λ1v1v
t
1 + λ2v2v

t
2 + λ3v3v

t
3

= 2







− 1√
2

1√
2

0







[

−1√
2

1√
2

0

]

+ 2







−1√
6

−1√
6

2√
6







[

−1√
6

−1√
6

2√
6

]

+ 8







1√
3

1√
3

1√
3







[

1√
3

1√
3

1√
3

]

=





1 −1 0

−1 1 0

0 0 0



+





1
3

1
3

−2
3

1
3

1
3

−2
3

−2
3

−2
3

4
3



+





8
3

8
3

8
3

8
3

8
3

8
3

8
3

8
3

8
3



 =





4 2 2

2 4 2

2 2 4



 .
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