
ΣΥΝΟΛΑ - ΣΧΕΣΕΙΣ - ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΕΙΣ

Σύνολα

◮ Σχέσεις συνόλων

◮ Πράξεις συνόλων

◮ ∆υναµοσύνολο

◮ Καρτεσιανό γινόµενο

◮ ∆ιαµερίσεις συνόλων

Σχέσεις

◮ Σχέσεις ισοδυναµίας

◮ Σχέσεις διάταξης

◮ Φραγµένα σύνολα

Απεικονίσεις

◮ Βασικές απεικονίσεις

◮ Αµφιµονοσήµαντες απεικονίσεις

◮ Γραφική παράσταση

◮ Σύνθεση απεικονίσεων

◮ Αντίστροφη απεικόνιση

◮ Εικόνες συνόλων
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Σύνολα

Το σύνολο είναι µια συλλογή αντικειµένων σαφώς καθορισµένων τα οποία

ϑεωρούµε ως µια ολότητα. Τα αντικείµενα που απαρτίζουν ένα σύνολο

ονοµάζονται στοιχεία του συνόλου. ΄Οταν ϑέλουµε να δηλώσουµε ότι το

αντικείµενο x ανήκει (αντίστοιχα δεν ανήκει) στο σύνολο A, τότε σηµειώνουµε

x ∈ A (αντίστοιχα x /∈ A). Το κενό σύνολο είναι το σύνολο που δεν περιέχει

κανένα στοιχείο και σηµειώνεται µε ∅ ή ∅.

Τα σύνολα συνήθως συµβολίζονται µε κεφαλαία γράµµατα, ενώ τα στοιχεία

τους µε µικρά. Τα σύνολα παρουσιάζονται δια αναγραφής των στοιχείων τους,

όπου αυτό είναι δυνατό, αλλιώς δια περιγραφής των στοιχείων του.

Παραδείγµατα. Τα σύνολα

A = {1, 1/2,−1/3,a}, B = {−1, 4, {−1, 2}, 6, 1}
δίδονται δια αναγραφής των στοιχείων τους, ενώ τα σύνολα

Γ = {x ∈ R : x
2 > 3} (ή Γ = {x ∈ R|x2 > 3}),

∆ = {x ∈ N∗ : x πολλαπλάσιο του 5}
δια περιγραφής των στοιχείων τους.
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Παρατηρήσεις

1. Σε ένα σύνολο, κάθε στοιχείο µπορεί να εµφανίζεται το πολύ µια ϕορά.

2. Σε ένα σύνολο, δεν παίζει ϱόλο η σειρά που αναγράφονται τα στοιχεία

του. ΄Ετσι, {2,−3, 4, 7} = {−3, 7, 4, 2}.

3. Το σύνολο {∅} δεν είναι κενό, αλλά περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο (είναι

µονοσύνολο), το κενό σύνολο. Γενικά, ισχύει {x} 6= x.
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Μερικά ϐασικά σύνολα είναι τα παρακάτω:

N το σύνολο των φυσικών αριθµών,

Z το σύνολο των ακεραίων αριθµών,

Q το σύνολο των ρητών αριθµών,

R το σύνολο των πραγµατικών αριθµών,

C το σύνολο των µιγαδικών αριθµών.

Αν A είναι ένα από τα παραπάνω σύνολα µε A∗, σηµειώνουµε το σύνολο που

αποτελείται από όλα τα µη µηδενικά στοιχεία του A.

Κάθε σύνολο της µορφής {1, 2, . . . , n}, όπου n ∈ N∗, ονοµάζεται τµήµα

φυσικών αριθµών και σηµειώνεται µε [n]. Για παράδειγµα, [5] = {1, 2, 3, 4, 5}.
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Σχέσεις συνόλων

Εγκλεισµός: ΄Ενα σύνολο A είναι υποσύνολο ενός συνόλου B (συµβολισµός

A ⊆ B) αν και µόνο αν για κάθε x ∈ A συνεπάγεται ότι x ∈ B. Στην περίπτωση

αυτή το B ονοµάζεται υπερσύνολο του A.

΄Οταν A ⊆ B και υπάρχει ένα τουλάχιστο στοιχείο του B που δεν ανήκει στο A

τότε το A ονοµάζεται γνήσιο υποσύνολο του B (συµβολισµός A ⊂ B).

Για παράδειγµα, τα γνήσια υποσύνολα του συνόλου A = {1, 2, 3} είναι τα

σύνολα {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1}, {2}, {3}, ∅.

Το κενό σύνολο ∅ είναι υποσύνολο κάθε συνόλου A. Κάθε σύνολο A είναι

υποσύνολο του εαυτού του.

Ισότητα: ∆ύο σύνολα ονοµάζονται ίσα (συµβολισµός A = B) όταν κάθε στοιχείο

του ενός συνόλου ανήκει στο άλλο και αντιστρόφως. Προφανώς ισχύει

A = B ⇐⇒ (A ⊆ B και B ⊆ A).
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Πράξεις συνόλων

(i) Αν A, B είναι δύο σύνολα τότε η ένωση των A, B (συµβολισµός A ∪ B) είναι το

σύνολο που αποτελείται από τα στοιχεία που ανήκουν στο A ή/και στο B, δηλαδή

A ∪ B = {x : x ∈ A ή/και x ∈ B}.
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A B

A B A ∪ B

1 1 1

1 0 1

0 1 1

0 0 0

(Σηµειώνουµε 1 αν το x ανήκει στο σύνολο και 0 αλλιώς.)
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(ii) Αν A, B είναι δύο σύνολα τότε η τοµή (συµβολισµός A ∩ B) των A, B είναι το

σύνολο που αποτελείται από τα κοινά στοιχεία των A, B, δηλαδή

A ∩ B = {x : x ∈ A και x ∈ B}
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A B

A B A ∩ B

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 0

Αν για τα A, B ισχύει ότι A ∩ B = ∅, τότε τα A, B ονοµάζονται ξένα.
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Η ένωση και η τοµή των συνόλων ορίζεται για περισσότερα από δύο σύνολα,

A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An =

n⋃

i=1

Ai = {x : Υπάρχει i ∈ [n] µε x ∈ Ai},

A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An =

n⋂

i=1

Ai = {x : x ∈ Ai για κάθε i ∈ [n]}

Επίσης σηµειώνουµε

∞⋃

i=1

Ai = {x : Υπάρχει i ∈ N∗ µε x ∈ Ai},

∞⋂

i=1

Ai = {x : x ∈ Ai για κάθε i ∈ N∗}.
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Γενικότερα, αν (Ai)i∈I είναι µια οικογένεια συνόλων ορίζεται η ένωση και η τοµή

τους ως εξής: ⋃

i∈I

Ai = {x : Υπάρχει i ∈ I µε x ∈ Ai},

⋂

i∈I

Ai = {x : x ∈ Ai για κάθε i ∈ I}.

Παραδείγµατα

1. Αν I = {3, 7, 11}, τότε
⋃

i∈I

Ai = A3 ∪ A7 ∪ A11

2. Αν I = N∗, τότε
⋃

i∈I

Ai = A1 ∪ A2 ∪ · · · .

3. Αν I = {2n : n ∈ N∗, τότε
⋃

i∈I

Ai = A2 ∪ A4 ∪ · · · =
∞⋃

i=1

A2i .
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(iii) ΄Εστω ένα σύνολο E (το οποίο πολλές ϕορές ϑα ϑεωρείται ϐασικό σύνολο)

και A ⊆ E. Το συµπλήρωµα του συνόλου A (συµβολισµός A) είναι το σύνολο

όλων των στοιχείων του E που δεν ανήκουν στο A.

A = {x ∈ E : x /∈ A}
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E

A
A A

1 0

0 1

΄Αλλοι συµβολισµοί για το συµπλήρωµα είναι : Ac , A′.
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(iv) Αν A, B είναι δύο σύνολα τότε η διαφορά (συµβολισµός A \ B) είναι το

σύνολο που αποτελείται από τα στοιχεία του A που δεν ανήκουν στο B, δηλαδή

A \ B = {x : x ∈ A και x /∈ B} = A ∩ B.
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A B

A B A \ B

1 1 0

1 0 1

0 1 0

0 0 0
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(v) Αν A, B είναι δύο σύνολα τότε η συµµετρική διαφορά των A και B

(συµβολισµός A△B) είναι το σύνολο όλων των στοιχείων του A που δεν

ανήκουν στο B και όλων των στοιχείων του B που δεν ανήκουν στο A, δηλαδή

A△B = (A \ B) ∪ (B \ A) = (A ∪ B) \ (A ∩ B).
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A B A△B

1 1 0

1 0 1

0 1 1

0 0 0
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Παραδείγµατα. ΄Εστω E = [10] = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},

A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} και B = {2, 3, 5, 7, 9}.

Τότε A, B ⊆ E και

A ∪ B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9},A ∩ B = {2, 3, 5},

A = {7, 8, 9, 10}, B = {1, 4, 6, 8, 10},
A \ B = {1, 4, 6}, B \ A = {7, 9},A△B = {1, 4, 6, 7, 9}.
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Ιδιότητες Πράξεων

1 A ∪ B = B ∪ A, A ∩ B = B ∩ A

2 A ∪ (B ∪ Γ) = (A ∪ B) ∪ Γ, A ∩ (B ∩ Γ) = (A ∩ B) ∩ Γ

3 A ∩ (B ∪ Γ) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ Γ), A ∪ (B ∩ Γ) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ Γ)

4 A ∪ B = A ∩ B, A ∩ B = A ∪ B (De Morgan).

Οι αποδείξεις των ιδιοτήτων να γίνουν ως ασκήσεις. Στις επόµενες ασκήσεις

δίδονται δυο αντιπροσωπευτικές µέθοδοι απόδειξης.
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΄Ασκηση 1

Να αποδειχθεί ότι A ∪ B = A ∩ B.

Λύση.

x ∈ A ∪ B ⇔ x /∈ A ∪ B

⇔ x /∈ A και x /∈ B

⇔ x ∈ A και x ∈ B

⇔ x ∈ A ∩ B

οπότε, επειδή χρησιµοποιήθηκαν παντού ισοδυναµίες,

A ∪ B = A ∩ B.
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΄Ασκηση 2

Να αποδειχθεί ότι A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C).

Λύση. Τα A, B,C είναι υποσύνολα του E.

Πού µπορεί να ανήκει κάποιο στοιχείο x ∈ E;

Σηµειώνουµε 1 αν το x ανήκει στο σύνολο και 0 αλλιώς.

A B C B ∪ C A ∩ (B ∪ C) A ∩ B A ∩ C (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 1 1 1 0 1

1 0 1 1 1 0 1 1

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

Οι στήλες A ∩ (B ∪ C) και (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) είναι ίδιες. ΄Αρα, τα σύνολα αυτά

έχουν τα ίδια στοιχεία του E, δηλαδή είναι ίσα.

Μαθηµατικά των Υπολογιστών Σύνολα - Σχέσεις - Απεικονίσεις 2024 – 2025 16 / 66



Αν σε ένα τύπο εµφανίζονται :

2 διαφορετικά σύνολα, ο πίνακας έχει 22 = 4 γραµµές (περιπτώσεις),

3 διαφορετικά σύνολα, ο πίνακας έχει 23 = 8 γραµµές (περιπτώσεις),

n διαφορετικά σύνολα, ο πίνακας έχει 2n γραµµές (περιπτώσεις).

Η µέθοδος των πινάκων είναι πρακτική όταν σε ένα τύπο εµφανίζονται το πολύ 4

διαφορετικά σύνολα.
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∆υναµοσύνολο

Το σύνολο όλων των υποσυνόλων ενός συνόλου E ονοµάζεται δυναµοσύνολο

του E και συµβολίζεται µε P(E).
Παράδειγµα Αν E = {α, β, γ}, τότε

P(E) = {∅, {α}, {β}, {γ}, {α, β}, {α, γ}, {β, γ}, E}.

Αν F = {α, β, γ, δ}, τότε

P(F) = {∅, {α}, {β}, {γ}, {δ}, {α, β}, {α, γ}, {α, δ}, {β, γ}, {γ, δ},
{α, β, δ}, {α, γ, δ}, {β, γ, δ}, F}

= P(E) ∪ {∅ ∪ {δ}, {α} ∪ {δ}, {β} ∪ {δ}, {γ} ∪ {δ}, {α, β} ∪ {δ},
{α, γ} ∪ {δ}, {β, γ}, E ∪ {δ}}

Παρατηρούµε ότι το E έχει 3 στοιχεία και το P(E) έχει 23 = 8 στοιχεία. Επίσης,

το F έχει 4 στοιχεία και το P(F) έχει 24 = 16 στοιχεία.

Γενικά ισχύει ότι αν το σύνολο E έχει n στοιχεία τότε το P(E) ϑα έχει 2n στοιχεία.
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Καρτεσιανό γινόµενο

΄Εστω A, B δυο µή κενά σύνολα, τότε καρτεσιανό γινόµενο, µε πρώτο

παράγοντα το A και δεύτερο παράγοντα το B, ονοµάζεται το σύνολο όλων των

διατεταγµένων Ϲευγών (α, β) µε α ∈ A, β ∈ B (συµβολισµός A × B), δηλαδή

A × B = {(α, β) : α ∈ A και β ∈ B}.
΄Οταν το ένα (τουλάχιστον) από τα σύνολα A, B είναι το κενό σύνολο τότε ως

καρτεσιανό γινόµενο τους ορίζεται το κενό σύνολο.

Παραδείγµατα

1. Αν A = {α, β, γ, δ} και B = {1, 2} τότε είναι

A × B = {(α, 1), (α, 2), (β, 1), (β, 2), (γ, 1), (γ, 2), (δ, 1), (δ, 2)}
και

B × A = {(1, α), (2, α), (1, β), (2, β), (1, γ), (2, γ), (1, δ), (2, δ)}.
2. Αν A = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, J,Q, K ,A} και B = {♣,♦,♥,♠} τότε το

καρτεσιανό γινόµενο A × B είναι το σύνολο των ενδείξεων των 52 χαρτιών της

τράπουλας.
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Η έννοια του καρτεσιανού γινοµένου γενικεύεται για περισσότερους από δύο

παράγοντες ως εξής:

A1 × A2 × · · · × An =

n∏

i=1

Ai = {(a1,a2, . . . ,an) : ai ∈ Ai για κάθε i ∈ [n]}.

Εξάλλου, αν A1 = A2 = · · · = An = A τότε το καρτεσιανό γινόµενο

A × A × · · · × A
︸ ︷︷ ︸

n ϕορές

σηµειώνεται µε An.

Ο συµβολισµός αυτός χρησιµοποιείται συχνά τόσο στη Μαθηµατική Ανάλυση

όσο και στη Γραµµική ΄Αλγεβρα για τους χώρους R2,R3, . . . ,Rn των δύο, τριών,

. . . , n διαστάσεων.
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∆ιαµερίσεις

Μια οικογένεια (Ai)i∈I , µη κενών υποσυνόλων ενός συνόλου E ονοµάζεται

διαµέριση του E αν ισχύουν οι παρακάτω δύο συνθήκες:

(i) τα σύνολα Ai είναι ανά δύο ξένα,

(ii) η ένωσή τους είναι το E.
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Παραδείγµατα

(i) ΄Εστω E το σύνολο όλων των περιττών ϕυσικών αριθµών και Ai ,

i ∈ I = {1, 3, 5, 7, 9}, είναι το σύνολο όλων των ϕυσικών αριθµών που λήγουν

σε i, τότε η οικογένεια (Ai)i∈I αποτελεί µια διαµέριση του E.

(ii) ΄Εστω E = R και Ai = [i, i + 1), όπου i ∈ Z, τότε η οικογένεια (Ai)i∈Z

αποτελεί µια διαµέριση του R.

(iii) ΄Εστω E το σύνολο των ατόµων που που ϕοιτούν στο Πα.Πει., F το σύνολο των

γυναικών που ϕοιτούν του Πα.Πει και M το σύνολο των ανδρών που ϕοιτούν στο

Πα.Πει. Τα σύνολα F , M αποτελούν µια διαµέριση του E.

Μια άλλη διαµέριση του E ορίζεται από τα σύνολα A (αντ. A) των ατόµων που

ϕοιτούν στο Πα.Πει και γεννήθηκαν (αντ. δεν γεννήθηκαν) στην πόλη της

Αθήνας.
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Σχέσεις

΄Εστω A, B δύο µη κενά σύνολα, τότε κάθε µη κενό υποσύνολο R του A × B

ορίζει µια διµελή σχέση (ή απλά σχέση) µεταξύ των στοιχείων των A και B.

Συγκεκριµένα, αν για τα στοιχεία α ∈ A και β ∈ B ισχύει (α, β) ∈ R τότε τα

στοιχεία α, β σχετίζονται µέσω της σχέσης R και σηµειώνουµε ότι αRβ, δηλαδή

αRβ ⇐⇒ (α, β) ∈ R.
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Παραδείγµατα

(i) Αν A είναι το σύνολο των καταναλωτικών αγαθών και B το σύνολο των

καταστηµάτων, τότε ο προτασιακός τύπος ‘‘το αγαθό α ∈ A πωλείται στο

κατάστηµα β ∈ B’’ ορίζει µια σχέση µεταξύ των στοιχείων των A και B.

(ii) Αν E είναι το σύνολο των σπουδαστών ενός έτους, τότε ο προτασιακός

τύπος ‘‘ο σπουδαστής α έχει την ίδια επίδοση µε το σπουδαστή β’’ ορίζει µια

σχέση των στοιχείων του E.

(iii) Αν E είναι το σύνολο των ευθειών του επιπέδου, τότε η καθετότητα ορίζει µια

σχέση (την οποία συµβολίζουµε µε ⊥) µεταξύ των στοιχείων του E, µε ǫ1 ⊥ ǫ2

όταν η ευθεία ǫ1 είναι κάθετη στην ευθεία ǫ2.

(iv) Αν E είναι το σύνολο όλων των ϕοιτητών του Τµήµατος, τότε ορίζεται µια

σχέση R των στοιχείων του E ως εξής:

aRb ⇔ οι a, b είναι ϕίλοι.

(v) Αν E είναι το σύνολο των ανθρώπων, τότε ορίζεται µια σχέση R των στοιχείων

του E ως εξής: aRb αν οι a, b είναι συγγενείς.
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Μια σχέση R στο σύνολο E (δηλαδή υποσύνολο E × E) ονοµάζεται

ανακλαστική ανν για κάθε a ∈ E ισχύει ότι aRa.

Παραδείγµατα E = Το σύνολο όλων των ανθρώπων, a,b ∈ E.

aRb ⇔ Οι a, b έχουν γεννηθεί την ίδια χρονιά. (Ειναι ανακλαστική.)

aSb ⇔ Ο a είναι πατέρας του b. (∆εν είναι ανακλαστική.)

Μια σχέση R στο σύνολο E ονοµάζεται συµµετρική ανν για κάθε a,b ∈ E ισχύει

ότι aRb ⇔ bRa.

Παραδείγµατα E = Το σύνολο όλων των ανθρώπων, a,b ∈ E.

aRb ⇔ Οι a, b είναι ϕίλοι. (Ειναι συµµετρική.)

aSb ⇔ Ο a είναι πατέρας του b. (∆εν είναι συµµετρική.)

R = {(1, 1), (2, 1), (3, 2), (2, 3), (4, 2), . . .}
Αν η R είναι συµµετρική, τότε ϑα περιέχει σίγουρα και τα Ϲεύγη (1, 2), (2, 4).
(Μπορεί να περιέχει και άλλα Ϲεύγη.)

Μια σχέση R στο σύνολο E ονοµάζεται µεταβατική αν και µονο για κάθε

a,b, c ∈ E µε aRb και bRc έπεται ότι aRc.

Παραδείγµατα E = Το σύνολο όλων των ανθρώπων, a,b, c ∈ E.

aRb ⇔ Οι a, b είναι αδερφια (µε τους ίδιους γονείς). (Ειναι µεταβατική.)

aSb ⇔ Οι a, b είναι γνωστοί/φίλοι. (∆εν είναι µεταβατική.)
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Σχέσεις ισοδυναµίας

Μια σχέση R στο E ονοµάζεται ισοδυναµία όταν ικανοποιεί τις ιδιότητες:

(i) αRα, για κάθε a ∈ E (ανακλαστική)

(ii) αRβ ⇔ βRα, για κάθε α, β ∈ E (συµµετρική)

(ii) αRβ και βRγ =⇒ αRγ, για κάθε α, β, γ ∈ E (µεταβατική).

Συνήθως η σχέση ισοδυναµίας σηµειώνεται µε ∼ αντί R.

Παραδείγµατα

1. Αν E είναι το σύνολο των ϕοιτητών που ϕοιτούν στο Πα.Πει., τότε η σχέση R µε

aRb ⇔ a,b ϕοιτούν στο ίδιο Τµήµα του Πα.Πει.

είναι µια σχέση ισοδυναµίας.

2. Αν E = N∗ τότε το σύνολο R = {(x, y) : |x − y| πολλαπλάσιο του 2} ορίζει

µια σχέση ισοδυναµίας, µε n1 ∼ n2 όταν n1−n2

2
είναι ακέραιος αριθµός.
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Αν ∼ είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο E και α ∈ E τότε το σύνολο

Cα = {β ∈ E : β ∼ α}

ονοµάζεται κλάση ισοδυναµίας του στοιχείου α.

Για παράδειγµα, η κλάση ισοδυναµίας Ca ενός ϕοιτητή a του Πα.Πει. σύµφωνα

µε την σχέση R του 1ου παραδείγµατος, είναι το σύνολο όλων των ϕοιτητών που

ϕοιτούν στο ίδιο Τµήµα µε αυτόν.

Οι κλάσεις ισοδυναµίας µπορεί να συµπίπτουν για ορισµένα α ∈ E.

Συγκεκριµένα ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες:

1. α ∈ Cα, για κάθε α ∈ E.

2. α ∼ β =⇒ Cα = Cβ .

3. α 6∼ β =⇒ Cα ∩ Cβ = ∅.
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Από τις τρεις ιδιότητες αυτές προκύπτει ότι :

Κάθε σχέση ισοδυναµίας στο E ορίζει µια διαµέριση του E.

Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν (Ai) είναι µια διαµέριση του E, τότε

ορίζουµε τη σχέση R στο E ως εξής:

xRy ⇔ Υπάρχει i ∈ I µε x, y ∈ Ai.

Εύκολα προκύπτει ότι η σχέση αυτή ικανοποιεί τις ιδιότητες (i),(ii) και (iii) οπότε

είναι µια σχέση ισοδυναµίας µε κλάσεις ισοδυναµίας τα σύνολα Ai .
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Το σύνολο {Cα : α ∈ E} ονοµάζεται σύνολο πηλίκο του E για τη σχέση ∼ και

συµβολίζεται µε E/ ∼.

Για παράδειγµα, το σύνολο πηλίκο της σχέσης R του πρώτου παραδείγµατος

είναι το σύνολο των 10 Τµηµάτων του Πα.Πει.

Το σύνολο πηλίκο της σχέσης του 2ου παραδείγµατος είναι το σύνολο {A1,A2}
όπου A1,A2 είναι αντίστοιχα τα σύνολα των περιττών και άρτιων αριθµών.
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Μια σχέση R στο σύνολο E ονοµάζεται αντισυµµετρική ανν για κάθε a,b ∈ E το

πολύ ένα από (a,b) και (b,a) ανήκει στην σχέση R.

Παράδειγµα Αν η R είναι αντισυµµετρική τότε

(1, 2) ∈ R ⇒ (2, 1) /∈ R.

Ισοδύναµα µια σχέση R είναι αντισυµµετρική αν έχει την ιδιότητα ότι αν aRb και

bRa τότε a = b.
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Σχέσεις διάταξης

Μια σχέση R στο E ονοµάζεται (µερική) διάταξη όταν ικανοποιεί τις ιδιότητες :

(i) αRα, για κάθε α ∈ E (ανακλαστική)

(ii) αRβ και βRα =⇒ α = β, για κάθε α, β ∈ E (αντισυµµετρική)

(iii) αRβ και βRγ =⇒ αRγ, για κάθε α, β, γ ∈ E (µεταβατική).

Συνήθως η σχέση διάταξης σηµειώνεται µε ≤.

Η διάταξη ονοµάζεται ολική αν ικανοποιεί την ιδιότητα

α ≤ β ή β ≤ α, ∀α, β ∈ E.
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Παραδείγµατα

1. Η σχέση ≤ στο R είναι ολική διάταξη, ενώ η σχέση < στο R δεν είναι διάταξη.

2. Η σχέση διαιρετότητας | στο N∗ είναι µερική διάταξη.

Μαθηµατικά των Υπολογιστών Σύνολα - Σχέσεις - Απεικονίσεις 2024 – 2025 32 / 66



΄Ασκηση 3 (Μερική διάταξη διαιρετότητας)

Στο σύνολο N∗, ορίζουµε την σχέση διαιρετότητας | ως εξής

x | y ⇔ x διαιρεί τον y

⇔ υπάρχει k ∈ N∗
ώστε y = kx.

1 Να δειχθεί ότι η σχέση διαιρετότητας | είναι σχέση µερικής διάταξης στο

N∗.

2 Είναι η σχέση διαιρετότητας | σχέση ολικής διάταξης στο N∗;

Μαθηµατικά των Υπολογιστών Σύνολα - Σχέσεις - Απεικονίσεις 2024 – 2025 33 / 66



Λύση του (1).

(Ανακλαστική ιδιότητα.) Για κάθε x ∈ N∗ ισχύει ότι x = 1 · x, άρα x | x.

(Αντισυµµετρική ιδιότητα.) Θεωρούµε x, y ∈ N∗ µε x | y και y | x. Τότε,

υπάρχουν k1, k2 ∈ N∗ ώστε y = k1x και x = k2y , οπότε y = k1k2y και

y = k1k2y ⇒ k1k2 = 1 ⇒ k1 = k2 = 1 ⇒ x = y.

(Μεταβατική ιδιότητα.) Θεωρούµε x, y, z ∈ N∗ µε x | y και y | z . Τότε, υπάρχουν

k1, k2 ∈ N∗ ώστε y = k1x και z = k2y , οπότε z = k2k1x. Επειδή k2k1 ∈ N∗

έπεται ότι x | z .

Κατόπιν τούτων, η σχέση | είναι σχέση µερικής διάταξης στο N∗.

Λύση του (ii). ∆εν είναι ολική διάταξη στο N∗, διότι υπάρχουν αριθµοί στο N∗

που δεν συγκρίνονται. Για παράδειγµα,

3 ∤ 5 και 5 ∤ 3.
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3. Η σχέση εγκλεισµού ⊆ στο P(E) είναι µερική διάταξη.

Πράγµατι, ισχύουν οι ιδιότητες

(i) A ⊆ A για κάθε A ⊆ E.

(ii) Αν A ⊆ B και B ⊆ A, τότε A = B για κάθε A, B ⊆ E.

(iii) Αν A ⊆ B και B ⊆ C, τότε A ⊆ C για κάθε A, B,C ⊆ E.

Η σχέση αυτή δεν είναι ολική, αφού για παράδειγµα τα σύνολα {x} και {y} δεν

συγκρίνονται όταν x 6= y .

΄Ενα σύνολο E εφοδιασµένο µε µια µερική (αντίστοιχα ολική) διάταξη ονοµάζεται

µερικά (αντίστοιχα ολικά) διατεταγµένο σύνολο και σηµειώνεται µε (E,≤).
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Φραγµένα σύνολα

Αν (E,≤) είναι ένα διατεταγµένο σύνολο και A είναι ένα µη κενό υποσύνολό

του τότε ένα στοιχείο α ∈ E (αντίστοιχα β ∈ E) ονοµάζεται άνω (αντίστοιχα

κάτω) ϕράγµα του A όταν x ≤ α (αντίστοιχα β ≤ x) για κάθε x ∈ A. ΄Οταν

υπάρχει ένα τουλάχιστον άνω (αντίστοιχα κάτω) ϕράγµα ενός συνόλου A, τότε

το σύνολο αυτό ονοµάζεται άνω (αντίστοιχα κάτω) φραγµένο σύνολο.

Αν A είναι ένα άνω (αντίστοιχα κάτω) ϕραγµένο υποσύνολο του (E,≤) τότε ένα

στοιχείο s ∈ E (αντίστοιχα i ∈ E) που ικανοποιεί τις ιδιότητες:

(i) s είναι άνω ϕράγµα (αντίστοιχα i είναι κάτω ϕράγµα).

(ii) s ≤ α (αντίστοιχα β ≤ i) για κάθε άνω ϕράγµα α (αντίστοιχα κάτω ϕράγµα

β) του A ονοµάζεται supremum ή άνω πέρας (αντίστοιχα infimum ή κάτω

πέρας) του A και σηµειώνεται µε supA (αντίστοιχα inf A).

Πρέπει να τονισθεί ότι τα supA και inf A δεν υπάρχουν πάντα για ένα σύνολο.

΄Οταν όµως υπάρχουν είναι µοναδικά. Γενικά το supA (αντίστοιχα inf A) δεν

ανήκει υποχρεωτικά στο σύνολο A. ΄Οµως, στην περίπτωση που ανήκει

ονοµάζεται µέγιστο (αντίστοιχα ελάχιστο) στοιχείο του A και σηµειώνεται µε

maxA (αντίστοιχα minA).
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Παραδείγµατα

1. Για το ολικά διατεταγµένο σύνολο (R,≤) είναι :

α) Αν A = { 1
n
: n ∈ N∗} τότε supA = 1 και inf A = 0.

Το 1 είναι µέγιστο στοιχείο του A, διότι 1 ∈ A, ενώ το A δεν έχει ελάχιστο, αφού

0 /∈ A.

ϐ) Αν A = (α, β) τότε supA = β και inf A = α.

Το A δεν έχει µέγιστο, ούτε ελάχιστο στοιχείο, αφού τα α, β δεν ανήκουν στο A.
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2. Για το µερικά διατεταγµένο σύνολο (N∗, |), όπου | είναι η σχέση

διαιρετότητας και A = {4, 16, 28, 40} ισχύει ότι

n ∈ N∗ είναι άνω ϕράγµα του A

⇔ 4|n και 16|n και 28|n και 40|n
⇔ n κοινό πολλαπλάσιο των στοιχείων του A

Οπότε, το ελάχιστο άνω ϕράγµα του A ϑα είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο

των στοιχείων του A, δηλαδή

supA = ΕΚΠ(4, 16, 28, 40) = 560.

Οµοίως, προκύπτει ότι

inf A = ΜΚ∆(4, 16, 28, 40) = 4.
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3. Για το µερικά διατεταγµένο σύνολο (P(E),⊆) όπου

E = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14} και

A = {{2, 4, 8}, {6, 8}, {2, 8, 10}, {4, 8}}

ισχύουν ότι

B είναι άνω ϕράγµα του A

⇔ {2, 4, 8} ⊆ B, {6, 8} ⊆ B, {2, 8, 10} ⊆ B, {4, 8} ⊆ B

Οπότε, το ελάχιστο άνω ϕράγµα του A ϑα είναι το ‘‘µικρότερο’’ τέτοιο σύνολο

B, δηλαδή η ένωση όλων των στοιχείων του A. Κατόπιν τούτου, είναι

supA = {2, 4, 8} ∪ {6, 8} ∪ {2, 8, 10} ∪ {4, 8} = {2, 4, 6, 8, 10}.

Οµοίως, προκύπτει ότι

inf A = {2, 4, 8} ∩ {6, 8} ∩ {2, 8, 10} ∩ {4, 8} = {8}.
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Ασκήσεις προς επίλυση

1 ΄Εστω E ένα µη κενό σύνολο και A, B,C ⊆ E. Να δειχθεί ότι

A ∩ (B \ C) = (A ∩ B) \ (A ∩ C).

(Επιµεριστική ιδιότητα της τοµής ως προς την διαφορά.)

2 Στο σύνολο N ορίζουµε µια σχέση R ως εξής:

xRy ⇔ Υπάρχει k ∈ Z ώστε y − x = 3k.

Για παράδειγµα,

2R5, διότι 5 − 2 = 3 · 1

2R8, διότι 8 − 2 = 3 · 2

8R2, διότι 2 − 8 = 3 · (−2)

(3, 7) /∈ R διότι δεν υπάρχει k ∈ Z ώστε 7 − 3 = 4 = 3k.

Να δειχθεί ότι η σχέση R είναι σχέση ισοδυναµίας στο N.

3 ΄Εστω R σχέση στο N, µε xRy ⇔ x = yk , για κάποιο k ∈ N∗. Να δειχθεί ότι

η R είναι σχέση µερικής διάταξης. Είναι η R σχέση ολικής διάταξης·
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Ασκήσεις προς επίλυση

4 ΄Εστω το διατεταγµένο σύνολο (N∗, |) και

A1 = {32, 80, 160, 640}

A2 = {n ∈ N∗ : n περιττός , n
2 ≤ 40}

Να ευρεθούν τα supremum και infimum των παραπάνω συνόλων. Ποια

από αυτά έχουν µέγιστο ή ελάχιστο ;

5 ΄Εστω το διατεταγµένο σύνολο (P(E),⊆) όπου

E = {5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40}

A1 = {{10, 15}, {5, 20, 25}, {10, 30}, {20, 35}}

A2 = {{10, 20, 25}, {5, 10, 40}, {5, 10, 35}, {5, 10, 20, 40}}
Να ευρεθούν τα supremum και infimum των παραπάνω συνόλων. Ποια

από αυτά έχουν µέγιστο ή ελάχιστο ;
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Απεικονίσεις

∆ίνονται δύο µη κενά σύνολα A, B και ένας κανόνας (που συνήθως µπορεί να

περιγραφεί από ένα τύπο) µε τον οποίο αντιστοιχίζουµε σε κάθε στοιχείο του A

ένα και µόνο ένα στοιχείο του B. Τότε ορίζεται µια απεικόνιση f του A στο B

(συµβολισµός f : A → B).

A B
f

2
3

4

5

a

b

c

1

d

Το σύνολο A ονοµάζεται πεδίο ορισµού της f και συµβολίζεται µε D(f) ή Df τα

δε στοιχεία του ονοµάζονται πρότυπα. Αν το πρότυπο α αντιστοιχίζεται µέσω της

f στο στοιχείο β τότε σηµειώνουµε f(α) = β. Στην περίπτωση αυτή το β
ονοµάζεται εικόνα του στοιχείου α.
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Το υποσύνολο του B που αποτελείται από όλες τις εικόνες ονοµάζεται σύνολο

τιµών της f και συµβολίζεται µε R(f) ή Rf , δηλαδή

R(f) = {β ∈ B : υπάρχει α ∈ A µε f(α) = β} = {f(x) : x ∈ D(f)}
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Μια απεικόνιση f : A → R µε A ⊆ R ονοµάζεται πραγµατική συνάρτηση µιας

µεταβλητής (ή απλά συνάρτηση). Στην περίπτωση αυτή το τυχαίο στοιχείο του A

συµβολίζεται συνήθως µε x και ονοµάζεται ανεξάρτητη µεταβλητή ενώ η εικόνα

του y = f(x) ονοµάζεται τιµή της ανεξάρτητης µεταβλητής. Το τυχαίο στοιχείο

y ∈ R(f) ονοµάζεται εξαρτηµένη µεταβλητή.

Γενικότερα, αν A ⊆ Rn η απεικόνιση f : A → R ονοµάζεται πραγµατική

συνάρτηση n µεταβλητών. Εδώ έχουµε n το πλήθος ανεξάρτητες µεταβλητές

και µια εξαρτηµένη y = f(x1, x2, . . . , xn).
΄Οταν µια πραγµατική συνάρτηση f , n µεταβλητών, δε συνοδεύεται από το πεδίο

ορισµού της, τότε ως D(f) νοείται το ευρύτερο υποσύνολο του Rn, µε την

ιδιότητα ότι για κάθε x ∈ D(f) µπορεί να ορισθεί ο αριθµός f(x) ∈ R.
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Βασικές απεικονίσεις

Η απεικόνιση f : A → A µε f(x) = x για κάθε x ∈ A ονοµάζεται ταυτοτική

απεικόνιση του A και σηµειώνεται µε 1A.

Μια απεικόνιση f ονοµάζεται σταθερή αν το σύνολο τιµών της είναι

µονοσύνολο, δηλαδή R(f) = {β}.
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Αν A είναι ένα µη κενό υποσύνολο ενός συνόλου E τότε η απεικόνιση

f : E → {0, 1} µε

f(x) =

{

1, αν x ∈ A

0, αν x /∈ A

ονοµάζεται χαρακτηριστική συνάρτηση του A και συµβολίζεται µε µA (ή χA). Η

χαρακτηριστική συνάρτηση χρησιµεύει για τον καθορισµό των σχέσεων και

πράξεων των συνόλων όπως ϕαίνεται και από την επόµενη άσκηση.
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Παράδειγµα

E = [10] , A = {1, 3, 7, 8, 9} , B = {2, 3, 5, 9, 10} , A ∩ B = {3, 9} ,

A ∪ B = {1, 2, 3, 5, 7, 8, 9, 10}.

Στην περίπτωση αυτή, η χαρακτηριστική συνάρτηση οποιουδήποτε υποσυνόλου F

του E µπορεί να αναπαρασταθεί από µια 10-άδα (δυαδική λέξη)

µF = (µF(1), µF (2), . . . , µF(10))

οπότε

µA = (1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0)

µB = (0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1)

µA∩B = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0)

µA∪B = (1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1)

Παρατηρούµε ότι

µA∪B(x) = max{µA(x), µB(x)} = µA(x) + µB(x)− µA∩B(x), ∀x ∈ E.

µA∩B(x) = min{µA(x), µB(x)} = µA(x) · µB(x), ∀x ∈ E.
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Αµφιµονοσήµαντες απεικονίσεις

(i) Μια απεικόνιση f : A → B ονοµάζεται 1 − 1 όταν δύο οποιαδήποτε

διαφορετικά πρότυπα έχουν διαφορετικές εικόνες, δηλαδή

για κάθε x1, x2 ∈ A µε x1 6= x2 =⇒ f(x1) 6= f(x2),

Ισοδύναµα για κάθε x1, x2 ∈ A µε f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2.

(ii) Μια απεικόνιση f : A → B ονοµάζεται επί όταν κάθε στοιχείο του B είναι

εικόνα κάποιου στοιχείου του A, δηλαδή όταν B = R(f).
(iii) Μια απεικόνιση f : A → B ονοµάζεται αµφιµονοσήµαντη όταν είναι 1 − 1 και

επί.
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Παραδείγµατα

α)

α
β
γ
δ

1

2
3

4

5

∆εν είναι ούτε 1-1 ούτε επί.

ϐ)

α
β
γ
δ

1

2
3

4

5

Είναι 1-1 αλλά όχι επί.
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γ)

α
β
γ
δ

1

3

2

Είναι επί αλλά όχι 1-1.

δ)

α
β
γ
δ

1

4

3

2

Είναι αµφιµονοσήµαντη.
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΄Ασκηση 4

Να εξετασθεί αν η συνάρτηση f : [0, 1] → [5, 8] µε f(x) = 3x + 5 είναι

αµφιµονοσήµαντη.

Λύση.

΄Εστω x1, x2 ∈ A = [0, 1] µε f(x1) = f(x2) τότε

3x1 + 5 = 3x2 + 5 ⇔ 3x1 = 3x2 ⇔ x1 = x2

΄Αρα, η f είναι 1 − 1.

΄Εστω y ∈ B = [5, 8] µε f(x) = y τότε

5 ≤ y ≤ 8 ⇔ 5 ≤ 3x + 5 ≤ 8 ⇔ 0 ≤ 3x ≤ 3 ⇔ 0 ≤ x ≤ 1.

Εποµένως, η f είναι επί αφού για κάθε y ∈ [5, 8] υπάρχει x ∈ [0, 1] ώστε

f(x) = y . Πράγµατι, από την εξίσωση y = 3x + 5 προκύπτει ότι x =
y − 5

3
.

΄Αρα, η f είναι αµφιµονοσήµαντη.
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Γραφική παράσταση

΄Εστω η απεικόνιση f : A → B, τότε το σύνολο

{(x, y) ∈ A × B : y = f(x)}

ονοµάζεται γραφική παράσταση ή (διάγραµµα) της απεικόνισης f και

συµβολίζεται µε G(f) (ή Gf ).

Η γραφική παράσταση µιας πραγµατικής συνάρτησης µιας µεταβλητής συνήθως

είναι δυνατό να σχεδιασθεί στο Καρτεσιανό επίπεδο και έχει την ιδιότητα ότι

κάθε παράλληλη ευθεία προς τον άξονα Oy την τέµνει σε ένα το πολύ σηµείο.
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impor t numpy as np

impor t m a t p l o t l i b . pyp lot as p l t

# f unc t ion f ( x ) = 5x^(−2)

f = lambda x : 5∗ (1/ x∗∗2)

# create n p o i n t s ( x , f ( x ) ) , 1 <= x <= 5

n = 30

x = np . l i n space (1 , 5 , n )

y = f ( x )

# p l o t

f i g , ax = p l t . s u b p l o t s ( )

ax . p l o t ( x , y , ’b . ’ , l a b e l = ’ y = 5x^(−2) ’ )

p l t . x l a b e l ( ’ x ’ )

p l t . y labe l ( ’ y ’ )

p l t . g r i d ( T rue )

p l t . t i t l e ( " The graph of f unc t ion f = 5∗ (1/ x ∗∗2) " )

p l t . legend ( )

p l t . show ( )
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Παράδειγµα. Η καµπύλη του επόµενου σχήµατος δεν είναι γραφική παράσταση

κάποιας πραγµατικής συνάρτησης της µεταβλητής x, διότι τέµνεται από την

ευθεία x = 1 σε 2 σηµεία.

x = 1

b

1 x

y

O
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Αν η συνάρτηση είναι 1 − 1, τότε και κάθε παράλληλη ευθεία προς τον άξονα

Ox πρέπει να την τέµνει σε ένα το πολύ σηµείο.

Παράδειγµα

O

y=f(x)

y=a

y

x

Η συνάρτηση y = f(x) δεν είναι 1 − 1 διότι τέµνεται από την ευθεία y = a σε

τρία σηµεία.
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Υπάρχουν συναρτήσεις των οποίων δεν είναι δυνατό να σχεδιασθεί η γραφική

παράσταση. ΄Ενα τέτοιο παράδειγµα είναι η συνάρτηση του Dirichlet που

ορίζεται ως εξής:

f(x) =

{

1 αν x ∈ Q

0 αν x /∈ Q
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Σύνθεση απεικονίσεων

∆ίνονται δύο απεικονίσεις f , g µε R(f) ∩ D(g) 6= ∅.

Τότε ορίζεται µια καινούρια απεικόνιση που ονοµάζεται σύνθεση της g µε την f ,

και συµβολίζεται µε g ◦ f , ως εξής:

D(g ◦ f) = {x ∈ D(f) : f(x) ∈ D(g)},
(g ◦ f)(x) = g(f(x)).

x
f(x) g(f(x))

R(f) D(g)D(f) R(g)

f g

o(g  f)(x)
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Παράδειγµα

∆ίνονται οι συναρτήσεις f , g µε τύπους f(x) = x2 + 2 και g(x) =
√

x − 6. Τότε

D(f) = R, R(f) = [2,+∞), D(g) = [6,+∞) και R(g) = [0,+∞).
Είναι D(g ◦ f) = {x ∈ D(f) : f(x) ∈ D(g)} = {x ∈ R : x2 + 2 ≥ 6} =
(−∞,−2] ∪ [2,+∞)
και (g ◦ f)(x) = g(f(x)) =

√

f(x)− 6 =
√

x2 − 4.

Επιπλέον, D(f ◦ g) = {x ∈ D(g) : g(x) ∈ D(f)} = {x ∈ [6,+∞) :
√

x − 6 ∈
R} = [6,+∞)
και (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = (g(x))2 + 2 = x − 4.

Οπως προκύπτει και από το προηγούµενο παράδειγµα οι συναρτήσεις g ◦ f και

f ◦ g είναι εν γένει διαφορετικές.

΄Ασκηση

∆ίνονται οι συναρτήσεις f : A → B και g : B → Γ. Να δειχθεί ότι αν f , g είναι

1 − 1 (αντίστοιχα επί) τότε και η σύνθεση τους g ◦ f είναι 1 − 1 (αντίστοιχα επί).
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Αντίστροφη απεικόνιση

΄Εστω f : A → B µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση, τότε η αντίστροφη

απεικόνιση της f , που συµβολίζεται µε f−1, είναι η απεικόνιση που σε κάθε

y ∈ B αντιστοιχεί το µοναδικό x ∈ A µε f(x) = y , δηλαδή ισχύει :

f
−1 : B → A µε f

−1(y) = x ⇔ f(x) = y.

Εύκολα προκύπτει ότι f−1 ◦ f = 1A και f ◦ f−1 = 1B.

Προκειµένου να ορίσουµε την αντίστροφη απεικόνιση µιας 1 − 1 αλλά όχι επί

απεικόνισης f : A → B ϑεωρούµε αντί του συνόλου B το σύνολο R(f) και

ορίζουµε την f−1 : R(f) → A.

Παράδειγµα. Στο επόµενο σχήµα ϕαίνεται µια απεικόνιση f : A → B και η

αντίστροφή της, όπου A = {1, 2, 3} και B = {a,b, c,d, e}.

1

2

3

a

b
c

d

e

A B
f

1

2

3

a

b

d

f−1
R(f) A
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Η γραφική παράσταση της αντίστροφης µια αµφιµονοσήµαντης συνάρτησης

µιας µεταβλητής f στο Καρτεσιανό επίπεδο είναι συµµετρική της γραφικής

παράστασης της f ως προς την ευθεία y = x.

O

y

x

y=f(x)

y=x
−1y=f   (x)

΄Ασκηση Αν f : A → B και g : B → Γ είναι δυο αµφιµονοσήµαντες απεικονίσεις

τότε (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.
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Εικόνες συνόλων

Αν f : A → B είναι µια απεικόνιση και Γ ⊆ A, ∆ ⊆ B τότε τα σύνολα

f(Γ) = {y ∈ B : υπάρχει x ∈ Γ µε y = f(x)} = {f(x) : x ∈ Γ}

και

f
−1(∆) = {x ∈ A : f(x) ∈ ∆}

ονοµάζονται αντίστοιχα εικόνα του Γ και αντίστροφη εικόνα του ∆.
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Παράδειγµα

1

2

3
4

5

6
a

b
c

d

e

A B
f

f({2, 3}) = f({2, 3, 4}) = {c,d}
f−1({a, c}) = f−1({a, c, e}) = {1, 6, 3, 4}
f(f−1({a, c, e})) = f({1, 6, 3, 4}) = {a, c} ⊂ {a, c, e}
f−1(f({2, 3})) = f−1({c,d}) = {2, 3, 4} ⊃ {2, 3}.
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Εύκολα αποδεικνύονται οι παρακάτω ιδιότητες

1 f(∅) = ∅, f−1(∅) = ∅.

2 f(f−1(∆)) ⊆ ∆ και f−1(f(Γ)) ⊇ Γ.

3 1 f(Γ1) ⊆ f(Γ2), όταν Γ1 ⊆ Γ2 ⊆ A.

2 f−1(∆1) ⊆ f−1(∆2), όταν ∆1 ⊆ ∆2 ⊆ B.

4 1 f(Γ1 ∪ Γ2) = f(Γ1) ∪ f(Γ2), όταν Γ1, Γ2 ⊆ A.

2 f−1(∆1 ∪∆2) = f−1(∆1) ∪ f−1(∆2), όταν ∆1,∆2 ⊆ B.

5 1 f(Γ1 ∩ Γ2) ⊆ f(Γ1) ∩ f(Γ2), όταν Γ1, Γ2 ⊆ A.

2 f−1(∆1 ∩∆2) = f−1(∆1) ∩ f−1(∆2), όταν ∆1,∆2 ⊆ B.
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Πρόταση. Για µια απεικόνιση f : A → B ισχύουν

(ι) f 1 − 1 αν και µόνον αν f−1(f(Γ)) = Γ, ∀Γ ⊆ A.

(ιι) f επί αν και µόνον αν f(f−1(∆)) = ∆, ∀∆ ⊆ B.

(ιιι) f 1 − 1 αν και µόνον αν f(Γ1 ∩ Γ2) = f(Γ1) ∩ f(Γ2) για κάθε Γ1, Γ2 ⊆ A.

Απόδειξη της (i)

΄Εστω ότι η απεικόνιση f είναι 1 − 1· ϑα δειχθεί ότι f−1(f(Γ)) = Γ. Σύµφωνα µε

την ιδιότητα 2, αρκεί να δειχθεί ότι f−1(f(Γ)) ⊆ Γ. Πραγµατικά, αν x ∈ f−1(f(Γ))
τότε f(x) ∈ f(Γ) οπότε ϑα υπάρχει ξ ∈ Γ µε f(x) = f(ξ). Επειδή η συνάρτηση f

είναι 1 − 1 έπεται ότι x = ξ οπότε x ∈ Γ. Αντίστροφα αν f−1(f(Γ)) = Γ ∀Γ ⊆ A,

ϑα δειχθεί ότι η f είναι 1 − 1. Πραγµατικά, αν x1, x2 ∈ A µε f(x1) = f(x2)
εφαρµόζουµε τη δοσµένη ισότητα για Γ = {x1}, οπότε προκύπτει ότι

x2 ∈ f−1(f({x1})) = {x1} και εποµένως x1 = x2.
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Ασκήσεις προς επίλυση

1 Να αποδειχθούν τα παρακάτω

(i) A = B αν και µόνο αν µA(x) = µB(x), ∀x ∈ E.

(ii) A ⊆ B αν και µόνο αν µA(x) ≤ µB(x), ∀x ∈ E.

(iii) µA(x) + µA(x) = 1 για κάθε x ∈ E.

(iv) µA∪B(x) = max{µA(x), µB(x)} = µA(x) + µB(x) − µA∩B(x), ∀x ∈ E.

(v) µA∩B(x) = min{µA(x), µB(x)} = µA(x) · µB(x), ∀x ∈ E.

(Υπόδειξη: ∆ιακρίνετε περιπτώσεις για το x ∈ E)

2 Σε ποιές από τις παρακάτω περιπτώσεις η συνάρτηση f : A → B είναι

1 − 1, επί, ή αµφιµονοσήµαντη;

(i) A = [0, 1], B = [5, 9] και f(x) = 3x + 5.

(ii) A = [−2, 2], B = [0, 4] και f(x) = x2.

(iii) A = [0, 2], B = [ 1
3
, 1] και f(x) = 1

x+1
.

3 ∆ίνονται τα σύνολα A = {23, 24, 25, . . .} και B = {46, 48, 410, . . .}. Να

δοθεί µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση f : A → B.

4 ΄Εστω A = {1, 2, 4, 3, 5, 6, 7}, B = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12} και

f : A → B µε f(x) = (x − 5)(x − 4). Να ϐρεθούν τα σύνολα f(A),
f({3, 4}), f(∅), f({1, 2, 6}), f−1(B), f−1({2}), f−1({0}), f−1({0, 2}),
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