
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΑΡΙΘΜΩΝ

1η ∆ΙΑΛΕΞΗ

∆ιαιρετότητα

◮ Αλγόριθµος διαίρεσης
◮ Ιδιότητες διαιρετότητας

Μέγιστος κοινός διαιρέτης

◮ Αλγόριθµος του Ευκλείδη
◮ Επεκτεταµένος αλγόριθµος του Ευκλείδη
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∆ιαιρετότητα

΄Εστω a,b ∈ Z. Λέµε ότι ο b διαιρεί τον a αν υπάρχει ακέραιος αριθµός π ∈ Z
τέτοιος a = πb. Στην περίπτωση αυτή γράφουµε b | a και λέµε ότι ο b είναι

διαιρέτης του a, ενώ ο a είναι πολλαπλάσιο του b:

b | a ⇔ Υπάρχει ακέραιος π ∈ Z ώστε a = πb

(Ο συµβολισµός a | b δεν πρέπει να συγχέεται µε τον συµβολισµό a/b

που εκφράζει το κλάσµα µε αριθµητή τον a και παρονοµαστή τον b.)

Στη περίπτωση όπου b 6= a, ο b ονοµάζεται γνήσιος διαιρέτης του a.

Στην περίπτωση που δεν υπάρχει ακέραιος αριθµός π που επαληθεύει την

εξίσωση a = πb λέµε ότι ο b δεν διαιρεί τον a και γράφουµε b ∤ a.

Για παράδειγµα,

13 | 26 διότι 26 = 2 · 13

και

13 ∤ 17 διότι δεν υπάρχει ακέραιος π ώστε 17 = π · 13.
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Γενικότερα ισχύει η επόµενη πρόταση.

Πρόταση 1 (Αλγόριθµος της διαίρεσης)

Αν a είναι ακέραιος και b είναι µη µηδενικός ακέραιος, τότε υπάρχουν

µοναδικοί ακέραιοι π και υ ώστε

a = πb + υ, όπου 0 ≤ υ < |b|.

Απόδειξη. ΄Εστω S το σύνολο των µη αρνητικών αριθµών της µορφής

r = a − k · b όπου k ∈ Z .

Το S είναι µη κενό σύνολο ϕυσικών αριθµών, αφού

αν a, b ϑετικοί, τότε περιέχει τον αριθµό a − (−1) · b = a + b ≥ 0.

αν a, b αρνητικοί, τότε περιέχει τον αριθµό a − (−a) · b = a(1 + b) ≥ 0.

αν a ϑετικός, b αρνητικός, τότε περιέχει τον αριθµό a − 1 · b = a − b ≥ 0.

αν a αρνητικός, b ϑετικός, τότε περιέχει τον αριθµό

a − a · b = a(1 − b) ≥ 0.

Από την αρχή της καλής διάταξης, κάθε µη κενό σύνολο ϕυσικών έχει ελάχιστο

στοιχείο.
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΄Εστω υ το ελάχιστο στοιχείο του S και π η τιµή του k ώστε

υ = a − πb

Προφανώς υ ≥ 0. Επειδή το υ είναι το ελάχιστο στοιχείο του S

Αν b > 0 τότε r = a − (π + 1)b = a − πb − b = υ− b < υ οπότε r /∈ S,

δηλαδή υ − b < 0, άρα υ < b = |b|.
Αν b < 0, τότε r = a − (π− 1)b = a − πb + b = υ+ b < υ οπότε r /∈ S,

δηλαδή υ + b < 0, άρα υ < −b = |b|.
Εποµένως, υπάρχουν ακέραιοι π, υ ώστε a = πb + υ και 0 ≤ υ < |b|.
Στην συνέχεια ϑα δείξουµε ότι οι αριθµοί π, υ είναι µοναδικοί. ΄Εστω ότι για τους

ϕυσικούς αριθµούς π′ και υ′ ισχύει ότι

a = π′
b + υ′ όπου 0 ≤ υ′ < |b|.

Τότε πb + υ = π′b + υ′ οπότε (π − π′)b = υ′ − υ.

Αν π − π′ 6= 0 τότε υ′ − υ είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του |b|, άρα

είτε υ′ − υ ≥ |b| ⇔ υ′ = |b|+ υ ≥ |b|,
είτε υ′ − υ ≤ −|b| ⇔ υ ≥ υ′ + |b| ≥ |b|,

άτοπο. Εποµένως, οι αριθµοί π, υ είναι µοναδικοί. .
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Παραδείγµατα. ΄Εστω b = 13.

Αν a = 26, έχουµε

26 = 2 · 13 + 0,

οπότε π = 2 και υ = 0. Επίσης, 13 | 26.

Αν a = 17, έχουµε

17 = 1 · 13 + 4,

οπότε π = 1 και υ = 4. Επίσης, 13 ∤ 17.

Αν a = 8, έχουµε

8 = 0 · 13 + 8,

οπότε π = 0 και υ = 8. Επίσης, 13 ∤ 8.

Αν a = −39, έχουµε

−39 = (−3) · 13 + 0,

οπότε π = −3 και υ = 0. Επίσης, 13 | (−39).
Τέλος, αν a = −20, έχουµε

−20 = (−2) · 13 + 6,

οπότε π = −2 και υ = 6. Επίσης, 13 ∤ −20.
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Παρατηρήσεις

1 Η πρόταση αυτή αντιστοιχεί στην γνωστή διαίρεση του αριθµού a από τον

αριθµό b. Ο αριθµός π ονοµάζεται πηλίκο και ο αριθµός υ ονοµάζεται

υπόλοιπο της διαίρεσης του a από τον b. Στην περίπτωση που υ = 0 η

διαίρεση ονοµάζεται τέλεια, ενώ αν υ 6= 0 τότε η διαίρεση ονοµάζεται

ατελής.

2 Προσοχή! Το υπόλοιπο της διαίρεσης υ είναι πάντα µη αρνητικός αριθµός

ϕραγµένος από το 0 και το |b| − 1.

3 Αν µας δοθούν δύο ακέραιοι αριθµοί a, b είναι υπολογιστικά αποδοτικό να

ϐρεθούν οι αριθµοί π, υ ώστε a = πb + υ, όπου 0 ≤ υ < |b|.
Αντίθετα, αν δοθεί ένας ακέραιος αριθµός m ϑεωρείται υπολογιστικά

ανέφικτο να ϐρεθούν οι διαιρέτες του m αν έχει για παράδειγµα 300 ή

περισσότερο ψηφία.
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Οι αριθµοί π και υ της διαίρεσης του a µε τον b µπορούν να εκφραστούν µε

την ϐοήθεια του συµβολισµού του ακέραιου µέρους:

Λήµµα 1

΄Εστω a,b ∈ N∗ µε a = πb + υ, όπου 0 ≤ υ < b.

Τότε

π = ⌊a

b
⌋ και υ = a − ⌊a

b
⌋b.

Απόδειξη. Πράγµατι a = πb + υ ⇔ a

b
= π + υ

b
.

Εποµένως, ⌊a

b
⌋ = ⌊π + υ

b
⌋ = π + ⌊υ

b
⌋ = π + 0 = π.

Επιπλέον, ισχύει ότι υ = a − πb = a − ⌊a

b
⌋b. �
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Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 1, εύκολα αποδεικνύονται οι επόµενες ιδιότητες,

όπου a,b, c ακέραιοι, και a 6= 0.

1 a | 0 και a | a (δηλαδή, οι µη µηδενικοί ακέραιοι αριθµοί διαιρούν το 0

και τον εαυτό τους).

2 1 | b για κάθε b, (δηλαδή, το 1 διαιρεί κάθε ακέραιο αριθµό).

3 Αν a | b και a | c, τότε a | (b + c).

4 Αν a | b και a | c, τότε a | (xb + yc) για οποιουσδήποτε ακέραιους x, y .

5 Αν a | b και a ∤ c, τότε a ∤ (b + c).

6 Αν a | b, τότε a | bc.

7 Αν a | b και b | c, τότε a | c, (για b 6= 0).

8 Αν b > 0 και a | b, τότε a ≤ b.

9 Αν a | b, τότε |a| ≤ |b|.
10 Αν a | b και b | a, τότε |a| = |b|, (για b 6= 0).

11 Αν a | b τότε −a | b, a | −b και a | |b|.
12 Ο µέγιστος διαιρέτης του a είναι ο |a|.
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Παρατηρήσεις

1 ∆εν ισχύει το αντίστροφο της ιδιότητας 3, δηλαδή αν a | (x + y) τότε δεν

ισχύει παντα ότι a | x και a | y . Για παράδειγµα 3 | (7 + 2) αλλά 3 ∤ 7 και

3 ∤ 2.

2 ∆εν ισχύει το αντίστροφο της ιδιότητας 6, δηλαδή αν a | bc τότε δεν ισχύει

πάντα ότι a | b και a | c. Για παράδειγµα 6 | 36 = 4 · 9 αλλά 6 ∤ 4 και 6 ∤ 9.

Επιπλέον, αν ab ∤ x, τότε δεν ισχύει πάντα ότι a ∤ x και b ∤ x. Για

παράδειγµα: 3 · 3 = 9 ∤ 21 αλλά 3 | 21.
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Μέγιστος κοινός διαιρέτης

΄Εστω a, b ϕυσικοί αριθµοί. Ο µέγιστος κοινός διαιρέτης (ΜΚ∆) των a και b

είναι ο µεγαλύτερος ϕυσικός αριθµός ο οποίος διαιρεί και τους δύο αριθµούς

και συµβολίζεται µε ΜΚ∆(a,b), ή µκδ(a,b), ή gcd(a,b).
Για παράδειγµα, ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των 12, 18 είναι το 6, διότι

οι διαιρέτες του 12 είναι οι 1, 2, 3, 4, 6, 12,

οι διαιρέτες του 18 είναι οι 1, 2, 3, 6, 9, 18,

οι κοινοί διαιρέτες τους είναι το 1, 2, 3, 6, και ο µέγιστος από αυτούς είναι το 6,

συµβολικά gcd(12, 18) = 6.

Επίσης, ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των 12, 7 είναι το 1, συµβολικά

gcd(12, 7) = 1.

Τέλος, ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των 12, 4 είναι το 4, συµβολικά

gcd(12, 4) = 4.
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Παρατήρηση. Ο απλοϊκός τρόπος υπολογισµού του ΜΚ∆ δύο αριθµών a και b

απαιτεί την εύρεση όλων των διαιρετών των a και b και στη συνέχεια την

επιλογή του µεγαλύτερου από αυτούς.

Η διαδικασία αυτή είναι ανέφικτη για αριθµούς µε πολλά ψηφία.

Μια αποτελεσµατικότερη µέθοδος είναι ο αλγόριθµος του Ευκλείδη ο οποίος

παρουσιάζεται στις προτάσεις 1 και 2 του 7ου ϐιβλίου των Στοιχείων (περίπου 300

π.Χ).
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Αλγόριθµος του Ευκλείδη

Πρόταση 2 (Αλγόριθµος του Ευκλείδη)

΄Εστω a,b ∈ N∗ µε a = πb + υ, όπου 0 ≤ υ < b και π, υ ∈ N.

Αν υ = 0 τότε gcd(a,b) = b.

Ισχύει ότι gcd(a,b) = gcd(b, υ).

Απόδειξη.

Αν υ = 0, τότε b|a οπότε gcd(a,b) = b.

΄Εστω d = gcd(a,b) και d ′ = gcd(b, υ).
− Επειδή d|a και d|b έπεται ότι d|υ = a − πb, άρα ο d είναι κοινός

διαιρέτης των b, υ οπότε d ≤ d ′.

− Επειδή d ′|b και d ′|υ έπεται ότι d ′|a = πb + υ, άρα ο d ′ είναι κοινός

διαιρέτης των a,b, οπότε d ′ ≤ d .

Εποµένως, d = d ′. �
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Για παράδειγµα, ο υπολογισµός του ΜΚ∆ των 168 και 25 προκύπτει µε τη

ϐοήθεια των παρακάτω ισοτήτων που περιγράφουν τις διαιρέσεις κάθε ϐήµατος:

168 = 6 · 25 + 18,

25 = 1 · 18 + 7,

18 = 2 · 7 + 4,

7 = 1 · 4 + 3,

4 = 1 · 3 + 1,

3 = 3 · 1 + 0.

΄Αρα, ΜΚ∆(168, 25) = 1.

Ο υπολογισµός του ΜΚ∆ των 2520 και 154 προκύπτει ως εξής:

2520 = 16 · 154 + 56,

154 = 2 · 56 + 42,

56 = 1 · 42 + 14,

42 = 3 · 14 + 0.

΄Αρα, ΜΚ∆(2520, 154) = 14.
Μαθηµατικά των Υπολογιστών Στοιχεία ϑεωρίας αριθµών 2024 – 2025θ 13 / 110



Παρατηρήσεις

Σηµαντική συνέπεια του αλγορίθµου του Ευκλείδη είναι ότι ο ΜΚ∆ των a,b

προσδιορίζεται χωρίς την εύρεση των διαιρετών τους αλλά µε

επαναλαµβανόµενη εφαρµογή του αλγορίθµου της διαίρεσης µέχρις ότου

το υπόλοιπο γίνει µηδέν. (Μια απόδειξη ότι οι διαιρέσεις που απαιτούνται

είναι πεπερασµένες σε δίδεται στην Πρόταση 3)

Ο υπολογισµός του gcd(a,b) για τους ϕυσικούς αριθµούς a,b, µε τον

αλγόριθµο του Ευκλείδη µπορεί να γίνει χρησιµοποιώντας τις αναδροµικές

σχέσεις

gcd(a, 0) = a,

gcd(a,b) = gcd(b, υ),

όπου υ το υπόλοιπο της διαίρεσης του a µε το b.

Προφανώς αν b > a, δηλαδή αν το πρώτο όρισµα είναι µικρότερο από το

δεύτερο, τότε a = 0 · b + a, οπότε gcd(a,b) = gcd(b,a), δηλαδή ο

αλγόριθµος εκτελείται σωστά για το Ϲεύγος b,a µε κόστος µια επιπλέον

αναδροµική κλήση.
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impor t numpy as np

n = 149542414260407424856255000916438388455776096094812050

m = 3617187677689234345681013979394971007632343409676343009750

#numpy v e r s i o n

p r i n t ( " gcd ( " , n , " , " ,m, " ) = " ,np . gcd ( n ,m) )

# r e c u r s i v e v e r s i o n

def gcd2 (a , b ) :

upolo ipo = a % b

i f ( upolo ipo ==0) : t u r n b

e l s e : r e t u r n gcd2 (b , upolo ipo )

p r i n t ( " gcd ( " , n , " , " ,m, " ) = " , gcd2 ( n ,m) )

# i t e r a t i v e v e r s i o n

def gcd3 (a , b ) :

upolo ipo = a % b

wh i l e ( upolo ipo != 0) :

a = b

b = upolo ipo

upolo ipo = a % b

r e t u r n b

p r i n t ( " gcd ( " , n , " , " ,m, " ) = " , gcd3 ( n ,m) )
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Παρατηρήσεις

1 Ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των a και b είναι ο µέγιστος ϑετικός ακέραιος

d που ικανοποιεί τις παρακάτω δύο ιδιότητες:

1 d | a και d | b, και

2 Αν c | a και c | b, τότε c | d.

2 Αν d | a, τότε gcd(a,d) = d .

3 ΄Οταν gcd(a,b) = 1, λέµε ότι οι a και b είναι πρώτοι προς αλλήλους ή

(σχετικά) πρώτοι µεταξύ τους.

4 Αν gcd(a,b) = d τότε gcd(a

d
, b

d
) = 1, δηλαδή αν διαιρέσουµε δύο

αριθµούς µε τον µέγιστο κοινό διαιρέτη τους οι αριθµοί που προκύπτουν

είναι πρώτοι µεταξύ τους.

5 Για τον µκδ δύο ή περισσοτέρων ακέραιων αριθµών a1, . . . ,an−1,an

ισχύει ότι

gcd(a1, . . . ,an−1,an) = gcd(gcd(a1, . . . ,an−1),an).
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Παρατήρηση. Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 1:

΄Εστω a,b ∈ N∗ µε a = πb + υ, όπου 0 ≤ υ < b.

Τότε

π = ⌊a

b
⌋ και υ = a − ⌊a

b
⌋b.

µπορούµε να αποδείξουµε ότι ο αλγόριθµος του Ευκλείδη τερµατίζει µετά από

πεπερασµένο αριθµό ϐηµάτων.

Πρόταση 3

Για κάθε a,b ∈ N∗ µε a > b η ακολουθία (υi) µε υ−1 = a, υ0 = b και

υi = υi−2 − ⌊υi−2

υi−1

⌋ · υi−1, όπου υi−1 6= 0 και i ≥ 1,

είναι πεπερασµένη µε ελάχιστη τιµή το 0. Επιπλέον, αν υk = 0 τότε

gcd(a,b) = υk−1.
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Απόδειξη. Η ακολουθία (υi ) είναι γνησίως ϕθίνουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών.

Πράγµατι, επειδή υ
−1 = a και υ0 = b, από το Λήµµα 1 προκύπτει ότι το υi είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του υi−2 µε το υi−1 , οπότε

υi ∈ N και υi < υi−1 . Εποµένως, από την αρχή της καλής διάταξης, η (υi ) λαµβάνει πεπερασµένες τιµές. ΄Εστω m η ελάχιστη τιµή της και

υk = m. Αν m > 0 έπεται ότι ορίζεται ο υk+1 και ισχύει ότι υk+1 < υk = m, άτοπο. ΄Αρα, m = 0.

΄Εστω uk = 0. Για κάθε i ∈ [k] ισχύει ότι υi = υi−2 − ⌊
υi−2
υi−1

⌋ · υi−1 , ή ισοδύναµα υi−2 = ⌊
υi−2
υi−1

⌋ · υi−1 + υi , οπότε από την

Πρόταση 2 προκύπτει ότι

gcd(υi−2, υi−1) = gcd(υi−1, υi ) για κάθε i ∈ [k].

Εποµένως, λόγω µεταβατικότητας, προκύπτει ότι gcd(a, b) = gcd(υi−1, υi ) για κάθε i ∈ [k]. Με i = k έχουµε ότι

gcd(a, b) = gcd(υk−1, υk ) = gcd(υk−1, 0) = υk−1 . �
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Για παράδειγµα, ο υπολογισµός του µκδ των 168 και 25 προκύπτει ως εξής:

Αρχικά, ϑέτουµε υ
−1 = 168 και υ0 = 25. Στην συνέχεια, για κάθε i ≥ 1 και όσο υi−1 6= 0, υπολογίζουµε τον όρο υi χρησιµοποιώντας τη

σχέση

υi = υi−2 − ⌊
υi−2

υi−1

⌋υi−1,

οπότε έχουµε ότι

υ1 = υ
−1 − ⌊

υ
−1

υ0

⌋υ0 = 168 − ⌊
168

25
⌋25 = 168 − 6 · 25 = 18

υ2 = υ0 − ⌊
υ0

υ1

⌋υ1 = 25 − ⌊
25

18
⌋18 = 25 − 1 · 18 = 7

υ3 = υ1 − ⌊
υ1

υ2

⌋υ2 = 18 − ⌊
18

7
⌋7 = 18 − 2 · 7 = 4

υ4 = υ2 − ⌊
υ2

υ3

⌋υ3 = 7 − ⌊
7

4
⌋4 = 7 − 1 · 4 = 3

υ5 = υ3 − ⌊
υ3

υ4

⌋υ4 = 4 − ⌊
4

3
⌋3 = 4 − 1 · 3 = 1

υ6 = υ4 − ⌊
υ4

υ5

⌋υ5 = 3 − ⌊
3

1
⌋1 = 3 − 3 · 1 = 0.

΄Αρα, gcd(168, 25) = υ5 = 1.
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Πολυπλοκότητα του αλγορίθµου του Ευκλείδη

Το κόστος εκτέλεσης του αλγορίθµου του Ευκλείδη είναι ανάλογο του αριθµού

των διαιρέσεων που απαιτούνται για την εύρεση των υπολοίπων κάθε

ενδιαµέσου Ϲεύγους.

΄Ενα ϕράγµα για το κόστος του αλγορίθµου του Ευκλείδη δίδεται στην Πρόταση

4. Για την απόδειξή της, ϑα χρειαστούµε το επόµενο λήµµα.

Λήµµα 2

΄Εστω a,b ∈ N∗ µε a > b και a = πb + υ, όπου 0 ≤ υ < b. Τότε υ < a/2.

Απόδειξη. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :

Αν b ≤ a/2, τότε υ < b ≤ a/2.

Αν a > b > a/2, τότε a = 1 · b + (a − b), οπότε

υ = a − b < a − a/2 = a/2. �

Παρατήρηση. Από το προηγούµενο λήµµα προκύπτει ότι σε κάθε επανάληψη

του αλγορίθµου του Ευκλείδη ένας από τους δυο αριθµούς υποδιπλασιάζεται.

Μαθηµατικά των Υπολογιστών Στοιχεία ϑεωρίας αριθµών 2024 – 2025θ 20 / 110



Πρόταση 4 (Πολυπλοκότητα του αλγορίθµου του Ευκλείδη)

΄Εστω a,b ∈ N∗ µε a > b. Ο αριθµός των διαιρέσεων c(a,b) που απαιτούνται

για τον υπολογισµό του µέγιστου κοινού διαιρέτη των a,b είναι µικρότερος από

2 log2 a.

Απόδειξη. Επειδή a > b, έπεται ότι a ≥ 2. Θα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή ως

προς a.

Για a = 2 έπεται ότι b = 1. Στην περίπτωση αυτή έχουµε ότι 2 = 2 · 1 + 0 άρα

c(2, 1) = 1 και 2 log2 2 = 2, οπότε ο ισχυρισµός ισχύει.

΄Εστω ότι ο ισχυρισµός ισχύει για κάθε a < n, δηλαδή αν b < a < n τότε

c(a,b) < 2 log2 a.

Θα αποδειχθεί ότι ο ισχυρισµός ισχύει και για a = n.
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Πράγµατι, στην περίπτωση όπου b | a έχουµε c(a,b) = 1, οπότε ο ισχυρισµός

ισχύει.

Αν b ∤ a, τότε µετά τα δύο πρώτα ϐήµατα του αλγορίθµου του Ευκλείδη

a = π1b + υ1, όπου 0 ≤ υ1 < b,

b = π2υ1 + υ2, όπου 0 ≤ υ2 < υ1,

(που απαιτούν δύο διαιρέσεις), το πρόβληµα υπολογισµού του gcd(a,b)
ανάγεται στο πρόβληµα υπολογισµού του gcd(υ1, υ2).
΄Αρα,

c(a,b) = c(υ1, υ2) + 2.

Από το προηγούµενο λήµµα προκύπτει ότι υ2 < υ1 < a/2 < a = n, και

εποµένως από την υπόθεση της επαγωγής ισχύει ότι

c(υ1, υ2) < 2 log2 υ1 < 2 log2 a/2.

΄Αρα,

c(a,b) < 2 log2 a/2 + 2 = 2 log2 a − 2 log2 2 + 2 = log2 a.

∆ηλαδή, ο ισχυρισµός ισχύει. �
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Παρατήρηση. Η προηγούµενη Πρόταση 4 αποδείχθηκε από το Γάλλο

µαθηµατικό Gabriel Lamé το 1844.

Μάλιστα, ο Lamé ϐρήκε ένα καλύτερο ϕράγµα για τον αριθµό των διαιρέσεων,

συγκεκριµένα απέδειξε ότι c(a,b) < 5 log10 a ≃ 1.50515 log2 a.

Η πρόταση αυτή θεωρείται το πρώτο αποτέλεσµα σχετικά µε τον υπολογισµό

της πολυπλοκότητας ενός αλγορίθµου.
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Ο επεκτεταµένος αλγόριθµος του Ευκλείδη

Μια σηµαντική εφαρµογή του αλγόριθµου του Ευκλείδη, εκτός της εύρεσης

του µκδ των αριθµών a,b, είναι ότι µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για την

εύρεση δύο ακεραίων s και t για τους οποίους

gcd(a,b) = as + bt .

Για παράδειγµα, από τις σχέσεις

2520 = 16 · 154 + 56,

154 = 2 · 56 + 42,

56 = 1 · 42 + 14,

προκύπτει ότι gcd(2520, 154) = 14 και επιπλέον

14 = 1 · 56 + (−1) · 42

= 1 · 56 + (−1) · (1 · 154 + (−2) · 56) = (−1) · 154 + 3 · 56

= (−1) · 154 + 3 · (1 · 2520 + (−16) · 154)

= 3 · 2520 + (−49) · 154,

δηλαδή gcd(2520, 154) = 3 · 2520 + (−49) · 154.
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Αντίστοιχα, από τις σχέσεις

168 = 6 · 25 + 18,

25 = 1 · 18 + 7,

18 = 2 · 7 + 4,

7 = 1 · 4 + 3,

4 = 1 · 3 + 1,

3 = 3 · 1 + 0,

προκύπτει ότι gcd(168, 25) = 1 και επιπλέον

1 = 1 · 4 + (−1) · 3

= 1 · 4 + (−1) · (1 · 7 + (−1) · 4) = (−1) · 7 + 2 · 4

= (−1) · 7 + 2 · (1 · 18 + (−2) · 7) = 2 · 18 + (−5) · 7

= 2 · 18 + (−5)(1 · 25 + (−1) · 18) = (−5) · 25 + 7 · 18

= (−5) · 25 + 7 · (1 · 168 + (−6) · 25)

= 7 · 168 + (−47) · 25,

δηλαδή gcd(168, 25) = 7 · 168 + (−47) · 25.
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Παρατήρηση. Από τα προηγούµενα παραδείγµατα είναι ϕανερό ότι

χρησιµοποιώντας τις παραπάνω ισότητες εκφράζουµε τον µκδ των a, b ως

γραµµικό συνδυασµό όχι µόνο των a και b αλλά και όλων των πηλίκων και

υπολοίπων που εµφανίζονται στα ϐήµατα εκτέλεσης του αλγορίθµου του

Ευκλείδη.

΄Ετσι, στο προηγούµενο παράδειγµα υπολογίσαµε ότι 1 = 1 · 4 + (−1) · 3 =
(−1) · 7 + 2 · 4 = 2 · 18 + (−5) · 7 = (−5) · 25 + 7 · 18 = 7 · 168 + (−47) · 25,
δηλαδή ϐρήκαµε αριθµούς s, t ώστε sx + sy = gcd(a,b) για κάθε

(x, y) ∈ {(4, 3), (7, 4), (18, 7), (25, 18), (168, 25)}

΄Ασκηση 1

Να υπολογισθεί ο µκδ των 12075 και 4655 και στη συνέχεια να εκφραστεί ως

γραµµικός συνδυασµός αυτών.
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Λύση ΄Εχουµε ότι

12075 = 2 · 4655 + 2765

4655 = 1 · 2765 + 1890

2765 = 1 · 1890 + 875

1890 = 2 · 875 + 140

875 = 6 · 140 + 35

140 = 4 · 35 + 0.

΄Αρα, gcd(12075, 4655) = 35.

Από τις προηγούµενες ισότητες προκύπτει ότι

35 = 875 + (−6) · 140

= 875 + (−6) · (1890 + (−2) · 875) = (−6) · 1890 + 13 · 875

= (−6) · 1890 + 13 · (2765 + (−1) · 1890) = 13 · 2765 + (−19) · 1890

= 13 · 2765 + (−19) · (4655 + (−1) · 2765) = (−19) · 4655 + 32 · 2765

= (−19) · 4655 + 32 · (12075 + (−2) · 4655) = 32 · 12075 + (−83) · 4655.

΄Αρα, gcd(12075, 4655) = 32 · 12075 + (−83) · 4655.
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Παρατηρήσεις

΄Εστω a,b ακέραιοι αριθµοί, όχι και οι δύο µηδέν. Οι αριθµοί s, t για τους

οποίους gcd(a,b) = as + bt δεν είναι µοναδικοί.

Πράγµατι, για κάθε k ∈ Z ισχύει ότι gcd(a,b) = as′ + bt ′ όπου

s′ = s + kb και t ′ = t − ka.

Πράγµατι

as′ + bt ′ = a(s + kb) + b(t − ka) = a + bt + kab − kab = gcd(a,b).

Ο αριθµός gcd(a,b) είναι ο ελάχιστος ϑετικός αριθµός που εκφράζεται

ως γραµµικός συνδυασµός των a,b µε ακέραιους συντελεστές.

Πράγµατι, αν d = gcd(a,b) τότε κάθε ϑετικός x = as + bt διαιρείται από

το d άρα d ≤ x.
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ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΑΡΙΘΜΩΝ

2η ∆ΙΑΛΕΞΗ

Γραµµικές διοφαντικές εξισώσεις

Πρώτοι αριθµοί
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Γραµµικές διοφαντικές εξισώσεις

Οι εξισώσεις στις οποίες αναζητούµε λύσεις ακέραιους αριθµούς (ή, και

σε ορισµένες περιπτώσεις ϱητούς) ονοµάζονται διοφαντικές εξισώσεις.

Παραδείγµατα

5x + 17y + 32z = 20, x2 + y2 = 100, xyz = 500, xn + yn = zn, n ≥ 3,

50x + 20y = 170, x − y + 90z = 5, 2x + 4y = 9, 69x + 39y = 15, κ.ο.κ.

Οι διοφαντικές εξισώσεις της µορφής

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = c

όπου a1, a2, . . ., an είναι ακέραιοι ονοµάζονται γραµµικές διοφαντικές

εξισώσεις.

Οι ακέραιοι που επαληθεύουν µια διοφαντική εξίσωση ονοµάζονται λύσεις

της εξίσωσης.

Παραδείγµατα

Οι λύσεις της διοφαντικής εξίσωσης 69x + 39y = 15 είναι τα Ϲεύγη της

µορφής (x, y) = (20 + 13λ,−35 − 23λ), όπου λ ∈ Z.
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Παρατήρηση. ΄Εστω a,b, c τρεις ακέραιοι αριθµοί µε a 6= 0 6= b. Η γραµµική

εξίσωση

ax + by = c

περιγράφει τα σηµεία µιας ευθείας L του επιπέδου µε συντεταγµένες (x, y).
Η διοφαντική εξίσωση έχει λύση όταν η ευθεία L διέρχεται από σηµεία µε

ακέραιες συντεταγµένες (x, y).
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Τρεις ιδέες για την επίλυση της διοφαντικής εξίσωσης ax + by = c.

Γνωρίζουµε ότι αν a,b είναι δύο ϕυσικοί αριθµοί, τότε µπορούµε να

χρησιµοποιήσουµε τον επεκτεταµένο αλγόριθµο του Ευκλείδη

προκειµένου να προσδιορίσουµε ακέραιους αριθµούς x0, y0 έτσι ώστε

ax0 + by0 = gcd(a,b)

δηλαδή το Ϲεύγος (x0, y0) είναι λύση της διοφαντικής εξίσωσης

ax + by = gcd(a,b).

Επιπλέον, για κάθε ακέραιο k ισχύει ότι

akx0 + bky0 = k gcd(a,b)

δηλαδή το Ϲεύγος (kx0, ky0) είναι λύση της διοφαντικής εξίσωσης

ax + by = k gcd(a,b).

Τέλος, για κάθε ακέραιο λ ισχύει ότι τα Ϲεύγη (x0 + λb, y0 − λa) είναι

επίσης λύσεις της εξίσωσης ax + by = gcd(a,b), αφού

a(x0 + λb) + b(y0 − λa) = ax0 + by0 = gcd(a,b).
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Παράδειγµα

Για την γραµµική διοφαντική εξίσωση

527x + 341y = 93

έχουµε a = 527, b = 341, c = 93.

Από τον αλγόριθµο του Ευκλείδη υπολογίζουµε ότι gcd(341, 527) = 31 και

2 · 527 − 3 · 341 = 31

δηλαδή το Ϲεύγος (x0, y0) = (2,−3) είναι λύση της εξίσωσης

527x + 341y = 31.

Οπότε

6 · 527 − 9 · 341 = 3 · 31 = 93

δηλαδή το Ϲεύγος (x0, y0) = (6,−9) είναι λύση της εξίσωσης

527x + 341y = 93.

Συνεπώς, και τα Ϲεύγη (x, y) = (6 + 341λ,−9 − 527λ), λ ∈ Z, είναι

επίσης λύσεις της εξίσωσης 527x + 341y = 93. (Προσοχή! Υπάρχουν και

άλλες λύσεις στο παράδειγµα αυτό)
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Αυτές οι τρεις ιδέες συστηµατοποιούνται στην επόµενη πρόταση.

Πρόταση 5 (Λύσεις γραµµικής διοφαντικής εξίσωσης)

Η γραµµική διοφαντική εξίσωση

ax + by = c

έχει λύση, αν και µόνο αν gcd(a,b) | c.

Επιπλέον, αν (x0, y0) είναι µια λύση της, τότε κάθε λύση της είναι της µορφής

(x, y) = (x0 + λ
b

gcd(a,b)
, y0 − λ

a

gcd(a,b)
), όπου λ ∈ Z.

Επιπρόσθετα, η (απλούστερη) εξίσωση

a

gcd(a,b)
x +

b

gcd(a,b)
y =

c

gcd(a,b)

έχει τις ίδιες ακέραιες λύσεις.
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Απόδειξη.

(1ο µέρος: ΄Υπαρξη λύσης). Αν η εξίσωση έχει λύση, δηλαδή αν υπάρχουν

x, y ∈ Z µε

ax + by = c,

τότε gcd(a,b) | (ax + by), οπότε gcd(a,b) | c.

Αντίστροφα, έστω gcd(a,b) | c µε c = k gcd(a,b), όπου k ∈ Z.

Με τη ϐοήθεια του αλγορίθµου του Ευκλείδη µπορούν να ϐρεθούν ακέραιοι s, t

ώστε

as + bt = gcd(a,b).

Πολλαπλασιάζοντας µε k προκύπτει ότι

aks + bkt = k gcd(a,b) = c.

Εποµένως, οι ακέραιοι (ks, kt) αποτελούν λύση της εξίσωσης ax + by = c.

΄Αρα, η εξίσωση ax + by = c έχει λύση αν και µόνο αν gcd(a,b) | c.
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(2ο µέρος: Μορφή λύσεων). ΄Εστω (x0, y0) µια λύση της εξίσωσης

ax + by = c.

Τότε η (x0, y0) είναι επίσης λύση της εξίσωσης

a

gcd(a,b)
x +

b

gcd(a,b)
y =

c

gcd(a,b)

και αντιστρόφως.

Πράγµατι, έστω ax0 + by0 = c. ∆ιαιρώντας κατά µέλη µε gcd(a,b), έπεται ότι
a

gcd(a,b)x0 +
b

gcd(a,b)y0 =
c

gcd(a,b) .

Αντίστροφα, έστω a

gcd(a,b)x0 +
b

gcd(a,b)y0 =
c

gcd(a,b) . Πολλαπλασιάζοντας µε

gcd(a,b), έπεται ότι ax0 + by0 = c.

΄Αρα, οι λύσεις της εξίσωσης ax + by = c ταυτίζονται µε τις λύσεις της

εξίσωσης
a

gcd(a,b)
x +

b

gcd(a,b)
y =

c

gcd(a,b)
.
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Αν (x0, y0), (x1, y1) είναι δύο λύσεις αυτής της εξίσωσης, τότε έπεται ότι

a

gcd(a,b)
(x0 − x1) +

b

gcd(a,b)
(y0 − y1) = c − c = 0.

Ισοδύναµα,
a

gcd(a,b)
(x1 − x0) =

b

gcd(a,b)
(y0 − y1).

΄Αρα,

a

gcd(a,b)
| b

gcd(a,b)
(y0 − y1) και

b

gcd(a,b)
| b

gcd(a,b)
(x1 − x0).

Επειδή gcd( a

gcd(a,b) ,
b

gcd(a,b)) = 1, έπεται ότι

a

gcd(a,b)
| (y0 − y1) και

b

gcd(a,b)
| (x1 − x0).

Εποµένως,

y0 − y1 = k
a

gcd(a,b)
και x1 − x0 = λ

b

gcd a,b
, όπου k, λ ∈ Z
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Τέλος, επειδή ισχύει ότι

a

gcd(a,b)
(x1 − x0) =

b

gcd a,b
(y0 − y1),

έπεται ότι
a

gcd(a,b)
λ

b

gcd a,b
=

b

gcd a,b
k

a

gcd(a,b)
.

Εποµένως,

k = λ.

΄Αρα,

x1 = x0 + λ
b

gcd(a,b)
και y1 = y0 − λ

a

gcd(a,b)
, όπου λ ∈ Z.

∆ηλαδή, όλες οι λύσεις εκφράζονται συναρτήσει µιας λύσης (x0, y0)
χρησιµοποιώντας τις προηγούµενες δύο σχέσεις. �
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Παρατήρηση. Από την προηγούµενη πρόταση προκύπτει ότι αν gcd(a,b) ∤ c,

τότε η διοφαντική εξίσωση

ax + by = c

δεν έχει ακέραιες λύσεις.
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΄Ασκηση 2

Η διοφαντική εξίσωση

12x + 27y = 2

δεν έχει λύση, διότι gcd(12, 27) = 3 και 3 ∤ 2.
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΄Ασκηση 3

Να ϐρεθούν όλες οι ακέραιες λύσεις της εξίσωσης 133x + 49y = 35.

Λύση. Ακολουθώντας τον αλγόριθµο του Ευκλείδη έχουµε ότι

133 = 2 · 49 + 35

49 = 1 · 35 + 14

35 = 2 · 14 + 7

14 = 2 · 7 + 0,

οπότε gcd(133, 49) = 7. Επειδή 7 | 35, έπεται ότι η εξίσωση έχει λύση.

Από τον επεκτεταµένο αλγόριθµο του Ευκλείδη έχουµε ότι

7 = 1 · 35 + (−2) · 14 = 1 · 35 + (−2) · (1 · 49 + (−1) · 35)

= (−2) · 49 + 3 · 35 = (−2) · 49 + 3 · (1 · 133 + (−2) · 49)

= 3 · 133 + (−8) · 49.

΄Αρα, το Ϲεύγος (x, y) = (3,−8) είναι λύση της εξίσωσης 133x + 49y = 7.

Πολλαπλασιάζοντας µε 5 προκύπτει ότι το Ϲεύγος (x, y) = (15,−40) είναι λύση

της εξίσωσης 133x + 49y = 35.
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Τέλος, οι λύσεις της εξίσωσης 133x + 49y = 35 είναι όλα τα Ϲεύγη (x, y) της

µορφής

(x, y) = (15 +
49

7
λ,−40 − 133

7
λ) = (15 + 7λ,−40 − 19λ), όπου λ ∈ Z.
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΄Ασκηση 4

Η διοφαντική εξίσωση

69x + 39y = 15

έχει λύση, διότι gcd(69, 39) = 3.

Λύση. Αρκεί να ϐρούµε τις λύσεις της απλούστερης εξίσωσης

23x + 13y = 5

όπου gcd(23, 13) = 1. Από τον αλγόριθµο του Ευκλείδη προκύπτει ότι

23 = 1 · 13 + 10

13 = 1 · 10 + 3

10 = 3 · 3 + 1.

Εποµένως

1 = 1 · 10 + (−3) · 3 = 1 · 10 + (−3) · (1 · 13 + (−1) · 10)

= (−3) · 13 + 4 · 10 = (−3) · 13 + 4 · (1 · 23 + (−1) · 13)

= 4 · 23 + (−7) · 13,
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δηλαδή

23 · 4 + 13 · (−7) = 1

οπότε

23 · (4 · 5) + 13((−7) · 5) = 1 · 5

ή ισοδύναµα

23 · 20 + 13 · (−35) = 5.

΄Αρα, το Ϲεύγος (x, y) = (20,−35) είναι µια λύση της εξίσωσης 23x + 13y = 5,

και εποµένως είναι λύση και της εξίσωσης 69x + 39y = 15. ΄Αρα, τελικά, οι

Ϲητούµενες λύσεις είναι τα Ϲεύγη της µορφής

(x, y) = (20 + 13λ,−35 − 23λ), όπου λ ∈ Z.
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΄Ασκηση 5

Να δειχθεί ότι η εξίσωση 84x − 44y = 6 δεν έχει ακέραιες λύσεις.

Λύση. Παρατηρούµε ότι

κάθε λύση (x, y) της εξίσωσης 84x + 44y = 6

αντιστοιχεί

στη λύση (x,−y) της εξίσωσης 84x − 44y = 6 και αντιστρόφως.

Θα δείξουµε ότι gcd(84, 44) ∤ 6.

Σύµφωνα µε τον αλγόριθµο του Ευκλείδη έχουµε ότι

84 = 1 · 44 + 40

44 = 1 · 40 + 4

40 = 10 · 4 + 0,

οπότε προκύπτει ότι gcd(84, 44) = 4. Επειδή 4 ∤ 6, έπεται ότι η εξίσωση είναι

αδύνατη.
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΄Ασκηση 6

Να ϐρεθεί το πλησιέστερο στην αρχή των αξόνων σηµείο µε ακέραιες

συντεταγµένες, από το οποίο διέρχεται η ευθεία 133x + 49y = 35.

Λύση. Από την προηγούµενη άσκηση έχουµε ότι κάθε σηµείο (x, y) µε

ακέραιες συντεταγµένες το οποίο ανήκει στην ευθεία 133x + 49y = 35 έχει

συντεταγµένες της µορφής

(x, y) = (15 + 7λ,−40 − 19λ), όπου λ ∈ Z.

Η απόσταση των σηµείων αυτών από την αρχή των αξόνων ισούται µε

√

(15 + 7λ)2 + (−40 − 19λ)2 =
√

410λ2 + 1730λ+ 1825.

Η απόσταση γίνεται ελάχιστη όταν η υπόρριζη ποσότητα γίνεται ελάχιστη.

Θεωρούµε το πολυώνυµο f(x) = 410x2 + 1730x + 1825. (Η διακρίνουσα του

είναι αρνητική άρα f(x) > 0 για κάθε x ∈ R.)

Επίσης, f ′(x) = 820x + 1730. Η εξίσωση f ′(x) = 0 έχει λύση

x = − 1730
820

≃ −2.1.
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Οι πλησιέστεροι ακέραιοι είναι τα −1, −2 και −3.

Για λ = −1 το σηµείο (8, 21) ικανοποιεί την εξίσωση της ευθείας και απέχει

απόσταση
√

505 από την αρχή των αξόνων,

για λ = −2 το σηµείο (1,−2) ανήκει στην ευθεία και απέχει απόσταση
√

5 και

για λ = −3 το σηµείο (−6, 17) ανήκει στην ευθεία και απέχει απόσταση
√

325.

΄Αρα, το σηµείο (x, y) = (1,−2) είναι το πλησιέστερο σηµείο στην αρχή των

αξόνων που ανήκει στην ευθεία 133x + 49y = 35 και έχει ακέραιες

συντεταγµένες.
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Στην επόµενη άσκηση δίδεται ένα παράδειγµα για το πως µπορούµε να

χρησιµοποιήσουµε τις παραπάνω ιδέες για να λύσουµε γραµµικές διοφαντικές

εξισώσεις µε 3 ή περισσότερους αγνώστους.

΄Ασκηση 7

Να ϐρεθούν όλες οι ακέραιες λύσεις της διοφαντικής εξίσωσης

500x + 68y + 30z = 18.

Λύση. Παρατηρούµε ότι για κάθε x, y ∈ Z ισχύει ότι

500x + 68y = gcd(500, 68) · r1 για κάποιο ακέραιο r1.

Εποµένως, η εξίσωση 500x + 68y + 30z = 18 είναι ισοδύναµη µε το σύστηµα

εξισώσεων
{

500x + 68y = gcd(500, 68) · r1

gcd(500, 68) · r1 + 30z = 18
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Με τον αλγόριθµο του Ευκλείδη υπολογίζουµε τον µκδ των 500 και 68:

500 = 7 · 68 + 24

68 = 2 · 24 + 20

24 = 1 · 20 + 4

20 = 5 · 4 + 0

΄Αρα, gcd(500, 68) = 4.

΄Αρα, η εξίσωση 500x + 68y + 30z = 18 είναι ισοδύναµη µε το σύστηµα

εξισώσεων
{

500x + 68y = 4r1

4r1 + 30z = 18

Χρησιµοποιώντας τον επεκτεταµένο αλγόριθµο του Ευκλείδη ϐρίσκουµε τις

λύσεις της πρώτης εξίσωσης του συστήµατος:

4 = 1 · 24 + (−1)20 = 1 · 24 + (−1)(1 · 68 + (−2) · 24)

= (−1) · 68 + 3 · 24 = (−1) · 68 + 3 · (1 · 500 + (−7) · 68)

= 3 · 500 + (−22) · 68.

΄Αρα, το Ϲεύγος (x, y) = (3,−22) είναι λύση της εξίσωσης 500x + 68y = 4.
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Πολλαπλασιάζοντας µε r1 προκύπτει ότι το Ϲεύγος (x, y) = (3r1,−22r1) είναι

λύση της εξίσωσης 500x + 68y = 4r1. Εποµένως, οι λύσεις της εξίσωσης

500x + 68y = 4r1 είναι όλα τα Ϲεύγη (x, y) της µορφής

(x, y) = (3r1−
68

4
λ1,−22r1+

500

4
λ1) = (3r1−17λ1,−22r1+125λ1), όπου λ1 ∈ Z.

Πάλι χρησιµοποιώντας τον επεκτεταµένο αλγόριθµο του Ευκλείδη ϐρίσκουµε τις

λύσεις της δεύτερης εξίσωσης του συστήµατος:

30 = 7 · 4 + 2

4 = 2 · 2 + 2.

΄Αρα, gcd(30, 4) = 2 και 2 | 18. Επίσης, άµεσα έχουµε ότι

2 = 1 · 30 + (−7) · 4.

΄Αρα, το Ϲεύγος (r1, z) = (−7, 1) είναι λύση της εξίσωσης 4r1 + 30z = 2.

Πολλαπλασιάζοντας µε 9 προκύπτει ότι το Ϲεύγος (r1, z) = (−63, 9) είναι λύση

της εξίσωσης 4r1 + 30z = 18. Εποµένως, οι λύσεις της εξίσωσης

4r1 + 30z = 18 είναι όλα τα Ϲεύγη (r1, z) της µορφής

(r1, z) = (−63 +
30

2
λ2, 9 − 4

2
λ2) = (−63 + 15λ2, 9 − 2λ2), όπου λ2 ∈ Z.
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Για να ϐρούµε τις λύσεις της αρχικής εξίσωσης 500x + 68y + 30z = 18 αρκεί να

απαλείψουµε την ϐοηθητική µεταβλητή r1:

x = 3r1 − 17λ1 = 3(−63 + 15λ2)− 17λ1 = −189 + 45λ2 − 17λ1

y = −22r1 + 125λ1 = −22(−63 + 15λ2) + 125λ1 = 1386 − 330λ2 + 125λ1

z = 9 − 2λ2

Τελικά, οι λύσεις τις εξίσωσης 500x + 68y + 30z = 18 είναι οι τριάδες της

µορφής

(x, y, z) = (−189+45λ2−17λ1, 1386−330λ2+125λ1, 9−2λ2) όπου λ1, λ2 ∈ Z.
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Ιστορικό σηµείωµα. Η ονοµασία ‘‘διοφαντικές εξισώσεις’’ δόθηκε προς τιµή

του ∆ιόφαντου του Αλεξανδρινού, ο οποίος στο έργο του Αριθµητικά µελέτησε

προβλήµατα εξισώσεων µε ακέραιες ή ϱητές λύσεις.

Τα Αριθµητικά του ∆ιόφαντου, γράφτηκαν τον 3ο µ.Χ. αιώνα, και ϑεωρούνταν

χαµένο έργο αφού είχε εξαφανισθεί για περισσότερα από 1000 χρόνια.

Το 1464, ο γερµανός µαθηµατικός Regiomontanus (Johannes Möller von

Königsberg1) (1436–1476) ανακάλυψε 6 από τα 13 ϐιβλία των Αριθµητικών. Η

πρώτη µετάφραση των ϐιβλίων στα λατινικά έγινε από τον Rafael Bombelli το

1570.

Το 1621 εκδόθηκαν εκ νέου από τον γάλλο Claude-Gaspar Bachet de Miziriac,

και αποτέλεσαν έργο αναφοράς για πολλούς µαθηµατικούς, όπως ο Pierre de

Fermat (1601–1665) και ο Rene Descartes (1596–1650).

1
Πρόκειται για το Königsberg της Βαυαρίας και όχι για το πιο γνωστό Königsberg της Ανατολικής

Πρωσίας.
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Το έργο Αριθµητικά παρά τα χίλια χρόνια λήθης ξεπερνούσε κατά πολύ τα

καλύτερα έργα ΄Αλγεβρας του 16ου αιώνα. Ο ∆ιόφαντος, σε αντίθεση µε τους

ευρωπαίους αλγεβριστές της εποχής, εκτελούσε πράξεις µε αρνητικούς και

ϱητούς αριθµούς, χρησιµοποιούσε συµβολισµό µε γράµµατα στις εξισώσεις,

ήταν σε ϑέση να ϐρίσκει ακέραιες και ϱητές λύσεις γραµµικών,

δευτεροβάθµιων εξισώσεων και συστηµάτων εξισώσεων µε ακέραιους

συντελεστές δύο ή περισσότερων µεταβλητών.

Τα Αριθµητικά του ∆ιόφαντου άσκησαν µεγάλη επίδραση στους µαθηµατικούς

του 16ου αιώνα και έπειτα. Χαρακτηριστική είναι η περίπτωση του Fermat, ο

οποίος ασκούσε το επάγγελµα του νοµικού αλλά µετά την ανάγνωση των

Αριθµητικών εντυπωσιάστηκε τόσο πολύ, ώστε αποφάσισε να ασχοληθεί µε τα

µαθηµατικά.

Μάλιστα, ο Fermat έγραψε το διάσηµο ‘‘τελευταίο Θεωρηµα του Fermat’’, στα

περιθώρια του ϐιβλίου Αριθµητικά του ∆ιόφαντου.

Το 1974 ο Αιγύπτιος µαθηµατικός Roshdi Rashed ανακάλυψε στο Ιράν, σε

Αραβική µετάφραση, 4 επιπλέον από τα 13 ϐιβλία των Αριθµητικών. ΄Ετσι,

σήµερα, έχει σωθεί το περιεχόµενο των 10 από τα 13 ϐιβλία των Αριθµητικών.
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Πρώτοι αριθµοί

΄Ενας ϕυσικός αριθµός p ονοµάζεται πρώτος αριθµός αν ο p διαιρείται µόνο

από το 1 και τον p. Στην περίπτωση που υπάρχουν και άλλοι διαιρέτες ο αριθµός

p ονοµάζεται σύνθετος. Για λόγους που ϑα εξηγήσουµε παρακάτω, ο αριθµός

1 δεν ϑεωρείται ούτε πρώτος ούτε σύνθετος.

Στον επόµενο πίνακα σηµειώνονται µε έντονα στοιχεία οι πρώτοι αριθµοί από το

1 έως το 100, (συνολικά υπάρχουν 25 πρώτοι αριθµοί στο διάστηµα 1 έως 100).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
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Οι πρώτοι αριθµοί ϐρίσκονται στην καρδιά της έρευνας στην Θεωρία Αριθµών.

Θα δούµε ορισµένα προκαταρκτικά αποτελέσµατα σχετικά µε τους πρώτους

αριθµούς.

Πρόταση 6

Κάθε ϕυσικός αριθµός n ≥ 2 είναι πρώτος, ή γινόµενο πρώτων αριθµών.

΄Αραγε υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί; Η απάντηση είναι καταφατική. Ο

Ευκλείδης στο ϐιβλίο του Στοιχεία δίνει την επόµενη πρόταση.

Πρόταση 7

Υπάρχουν άπειροι το πλήθος πρώτοι αριθµοί.

Μαθηµατικά των Υπολογιστών Στοιχεία ϑεωρίας αριθµών 2024 – 2025θ 56 / 110



Πρόταση 8 (Λήµµα του Ευκλείδη)

΄Εστω p πρώτος αριθµός και a,b ∈ Z. Τότε

1 p|a ή gcd(a,p) = 1,

2 Αν p|ab, τότε p|a ή/και p|b.

Απόδειξη:

1 Οι µόνοι διαιρέτες του p είναι το 1 και το p. ΄Αρα, gcd(a,p) = 1 ή

gcd(a,p) = p.

Ισχύει ότι gcd(a,p) | a, εποµένως, p | a ή gcd(a,p) = 1.

2 ΄Εστω ότι p|ab και p ∤ a. Τότε gcd(a,p) = 1. ΄Αρα υπάρχουν κέραιοι

s, t ∈ Z τέτοιοι ώστε

1 = sa + tp.

Εποµένως ϑα ισχύει ότι

b = bsa + btp.

Από την υπόθεση ισχύει ότι p | ab, εποµένως p | bsa. Επίσης p | btp,

εποµένως p | (bsa + btp), δηλαδή p | b. Με τον ίδιο τρόπο, αν p ∤ b

αποδεικνύεται ότι p | a.

Μαθηµατικά των Υπολογιστών Στοιχεία ϑεωρίας αριθµών 2024 – 2025θ 57 / 110



Παρατήρηση. Αν ο p δεν είναι πρώτος αριθµός τότε τα προηγούµενα

αποτελέσµατα ενδέχεται να µην ισχύουν. Πράγµατι, αν p = 4, a = 6 και

b = 10 έχουµε ότι αφενός p ∤ a αλλά gcd(a,p) = 2 6= 1 και αφετέρου p | ab

δηλαδή 4 | 60, αλλά 4 ∤ 6 και 4 ∤ 10.

Η προηγούµενη πρόταση είναι πολύ χρήσιµη σε συνδυασµό µε την επόµενη.

Πρόταση 9

΄Εστω ακέραιοι a,b, c µε gcd(a, c) = 1.

Αν c|ab, τότε c|b.

Πόρισµα 1

΄Εστω ακέραιοι a,b και p πρώτος αριθµός µε p ∤ a.

Αν p|ab, τότε p|b.
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Εφαρµογή 1

΄Εστω p πρώτος αριθµός. Να δειχθεί ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό k µε 1 < k < p

ισχύει ότι p |
(

p

k

)

.

Λύση: Επειδή ο αριθµός
(

p

k

)

=
p(p − 1) · · · (p − k + 1)

k!
είναι ακέραιος,

έπεται ότι k! | p(p − 1) · · · (p − k + 1).
΄Οµως, επειδή k < p, έπεται ότι gcd(k!,p) = 1.

΄Αρα, k! | (p − 1) · · · (p − k + 1), δηλαδή
(p − 1) · · · (p − k + 1)

k!
∈ N∗.

Εποµένως,
(

p

k

)

= p · (p − 1) · · · (p − k + 1)

k!
.
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΄Οπως ϕαίνεται στην επόµενη πρόταση οι πρώτοι αριθµοί µπορούν να

ϑεωρηθούν ως οι ‘‘δοµικοί λίθοι’’ των ϕυσικών αριθµών.

Πρόταση 10 (Θεµελιώδες Θεώρηµα της Αριθµητικής)

Κάθε ϕυσικός αριθµός n ≥ 2 εκφράζεται κατά µοναδικό τρόπο ως γινόµενο

πρώτων (χωρίς να µας ενδιαφέρει η σειρά µε την οποία εµφανίζονται στο

γινόµενο οι παράγοντες).

Παρατήρηση. Από την προηγούµενη πρόταση προκύπτει ότι κάθε ϕυσικός

αριθµός n ≥ 2 παριστάνεται µονοσήµαντα ως

n = p
a1

1 p
a2

2 · · · p
ak

k ,

όπου p1, p2, . . ., pk είναι πρώτοι αριθµοί (διαφορετικοί ανά δύο) και a1, a2, . . .,
ak είναι ϕυσικοί αριθµοί. Αυτή η ανάλυση ονοµάζεται κανονική

παραγοντοποίηση του αριθµού n.
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Για παράδειγµα, ο αριθµός 84 αναλύεται ως γινόµενο

84 = 2 · 2 · 3 · 7 = 22 · 3 · 7.

Ο αριθµός 2 εισέρχεται στην παραγοντοποίηση του 84 υψωµένος στο

τετράγωνο, ενώ το 3 και το 7 στην πρώτη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι και το

5 εισέρχεται στην παραγοντοποίηση του 84 αλλά υψωµένο στην µηδενική

δύναµη και γενικά ότι όλοι οι πρώτοι αριθµοί εισέρχονται σε µια

παραγοντοποίηση αλλά µερικοί υψωµένοι στην µηδενική δύναµη.

Καταλαβαίνουµε τώρα γιατί δεν είναι ϐολικό να ϑεωρούµε το 1 πρώτο αριθµό.

Αυτός ο αριθµός µπορεί να περιληφθεί σε κάθε παραγοντοποίηση υψωµένος

σε οποιαδήποτε δύναµη. Για παράδειγµα,

84 = 12 · 22 · 3 · 7 = 1200 · 22 · 3 · 7,

γεγονός που αναιρεί το µονοσήµαντο.
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ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΑΡΙΘΜΩΝ

3η ∆ΙΑΛΕΞΗ

Ισοτιµίες

Συνάρτηση φ του Euler

Θεώρηµα Euler - Fermat
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Ισοτιµίες

΄Εστω n ένας σταθερός ϕυσικός αριθµός. Οι ακέραιοι a,b καλούνται ισότιµοι

(modulo n), ή ισότιµοι κατά µέτρο n, ή ισοϋπόλοιποι modulo n και γράφουµε

a ≡ b (mod n) αν και µόνο αν η διαφορά a − b διαιρείται από τον n, δηλαδή

a ≡ b (mod n) ⇔ n | (a − b).

Αν n ∤ (a − b), γράφουµε a 6≡ b (mod n) και λέµε ότι ο a είναι ανισότιµος

προς τον b (modulo n). Για παράδειγµα, έχουµε

15 ≡ 10 (mod 5) αφού ισχύει ότι 5 | (15 − 10),

27 ≡ 7 (mod 4) αφού ισχύει ότι 4 | (27 − 7),

7 ≡ 27 (mod 4) αφού ισχύει ότι 4 | (7 − 27),

27 ≡ 3 (mod 3) αφού ισχύει ότι 3 | (27 − 3),

7 ≡ 3 (mod 4) αφού ισχύει ότι 4 | (7 − 3),

27 ≡ −1 (mod 4) αφού ισχύει ότι 4 | (27 − (−1)),

21 ≡ 0 (mod 3) αφού ισχύει ότι 3 | (21 − 0),

25 6≡ 12 (mod 7) αφού ισχύει ότι 7 ∤ (25 − 12).
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Παρατήρηση. Είναι πολύ συνηθισµένο το σύµβολο a mod n να χρησιµοποιείται

όχι µόνο ως σύµβολο της ισοτιµίας αλλά να συµβολίζει και το υπόλοιπο της

διαίρεσης του a από το n. Στην περίπτωση αυτή χρησιµοποιείται συνήθως η

γραφή a mod n = b ή b = a mod n αντί του συµβόλου ≡. ΄Οπως ϑα δούµε

στην συνέχεια, αυτή η διπλή χρήση είναι δικαιολογηµένη.

Πρόταση 11

∆ύο ακέραιοι a,b είναι ισότιµοι modulo n, δηλαδή ισχύει a ≡ b (mod n) αν και

µόνο αν διαιρούµενοι µε τον n έχουν το ίδιο υπόλοιπο.

Απόδειξη. ΄Εστω δύο ακέραιοι a,b οι οποίοι διαιρούµενοι µε το n έχουν

υπόλοιπο υ, δηλαδή ισχύει ότι

a = π1n + υ και b = π2n + υ όπου 0 ≤ υ < n.

Τότε

a − b = (π1 − π2)n,

δηλαδή n|(a − b), εποµένως a ≡ b (mod n).
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Αντίστροφα, έστω ότι a ≡ b mod n τότε n|(a − b) δηλαδή ότι a − b = πn όπου

π ∈ Z. ΄Αρα

a = b + πn.

Αν διαιρέσουµε τον b µε τον n προκύπτει ότι

b = π′
n + υ όπου 0 ≤ υ < n

οπότε

a = πn + π′
n + υ = (π + π′)n + υ όπου 0 ≤ υ ≤ n.

Εποµένως, οι ακέραιοι a,b διαιρουµένοι δια του n αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο. �
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Παρατήρηση. Οι ακέραιοι a οι οποίοι είναι ισότιµοι µε b modulo n, δίνονται από

τον τύπο

a = b + kn

όπου k = 0,±1,±2, . . ..
Για παράδειγµα, οι ακέραιοι x οι οποίοι είναι ισότιµοι µε 1 modulo 10, δηλαδή

είναι λύσεις της εξίσωσης

x ≡ 1 (mod 10)

είναι της µορφής

x = 10 · k + 1, όπου k = 0,±1,±2, . . ..

Για k = 0, 1, 2, 3, . . . προκύπτει ότι

x = 1, 11, 21, 31, . . .

και για k = −1,−2,−3, . . . προκύπτει ότι

x = −9,−19,−29, . . .

Εποµένως, οι ακέραιοι που είναι ισότιµοι µε 1 modulo 10 είναι οι εξής:

x = . . . ,−29,−19,−9, 1, 11, 21, 31, . . . .
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Πρόταση 12

Η σχέση ισοτιµίας modn είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο Z.

Απόδειξη. Αρκεί να αποδειχθεί ότι ισχύει η ανακλαστική, η συµµετρική και η

µεταβατική ιδιότητα.

Πράγµατι, για κάθε a ∈ Z ισχύει ότι n | (a − a) εποµένως a ≡ a (mod n),
δηλαδή ισχύει η ανακλαστική ιδιότητα.

Αν a ≡ b (mod n) τότε n | (a − b), εποµένως ισχύει ότι n | −(a − b) δηλαδή

n | (b − a), οπότε b ≡ a (mod n), δηλαδή ισχύει η συµµετρική ιδιότητα.

Αν a ≡ b (mod n) και b ≡ c (mod n), τότε n | (a − b) και n | b − c οπότε

n | (a − b) + (b − c) = a − c. Εποµένως a ≡ c (mod n), δηλαδή ισχύει η

µεταβατική ιδιότητα. �
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Παρατηρήσεις

Με τη ϐοήθεια της σχέσης ισοτιµίας modulo n, όλοι οι ακέραιοι αριθµοί

µπορούν να διαµεριστούν σε κλάσεις οι οποίες ονοµάζονται κλάσεις

υπολοίπων modn. Οι κλάσεις αυτές έχουν την ιδιότητα ότι όλα τα στοιχεία

που είναι στην ίδια κλάση είναι ανά δύο ισότιµα modulo n. Για κάθε a ∈ Z
ορίζουµε την κλάση

{x ∈ Z : x ≡ a (mod n)},

και την συµβολίζουµε µε a ή µε [a]n.
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Κάθε ακέραιος αριθµός είναι ισοϋπόλοιπος modn µε έναν ακριβώς από

τους αριθµούς: 0, 1, 2, . . ., n − 1. Εποµένως το σύνολο των ακεραίων

χωρίζεται σε n κλάσεις modn τέτοιες ώστε:

0 = {. . . ,−2 · n,−n, 0, n, 2 · n, . . .},
1 = {. . . ,−2 · n + 1,−n + 1, 1, n + 1, 2 · n + 1, . . .},
2 = {. . . ,−2 · n + 2,−n + 2, 2, n + 2, 2 · n + 2, . . .},
...

n − 1 = {. . . ,−n − 1, −1, n − 1, 2 · n − 1, 3 · n − 1, . . .}.

΄Αρα

a = {b ∈ Z : a ≡ b (mod n)}
= {. . . ,a − 2n,a − n,a,a + n,a + 2n, . . .}.

Με Zn συµβολίζουµε το σύνολο κλάσεων modulo n

Zn = {0̄, 1̄, 2̄, . . . , n − 1}.
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Οι ϐασικές ιδιότητες της ισοτιµίας modulo n δίνονται στην επόµενη πρόταση.

Πρόταση 13

Αν n είναι ένας σταθερός ϕυσικός αριθµός και a,b, c,d ακέραιοι, τότε :

1 Αν a ≡ b (mod n) και c ≡ d (mod n), τότε

a + c ≡ b + d (mod n) και a · c ≡ b · d (mod n).

2 Αν a ≡ b (mod n), τότε

a + c ≡ b + c (mod n) και a · c ≡ b · c (mod n).

3 Αν a ≡ b (mod n), τότε

a
k ≡ b

k (mod n) για κάθε k ∈ N.

4 Αν p(x) = c0 + c1x + ...+ ckxk είναι ένα πολυωνύµο µε ακέραιους

συντελεστές και a ≡ b (mod n), τότε

p(a) ≡ p(b) (mod n).
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Εφαρµογές ιδιοτήτων των ισοτιµιών

Με τη ϐοήθεια των προηγούµενων ιδιοτήτων των ισοτιµιών µπορούµε να

µειώσουµε σηµαντικά το κόστος υπολογισµού που απαιτείται κατά τις πράξεις

αριθµών modulo n. Στη συνέχεια δίδονται ορισµένα χαρακτηριστικά

παραδείγµατα εφαρµογής των ιδιοτήτων των ισοτιµιών, κυρίως για τον

υπολογισµό δυνάµεων ακεραίων modulo n.

Εφαρµογή 2

Να ευρεθεί ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός που ικανοποιεί την εξίσωση

2100 ≡ x (mod 7).

Λύση. Παρατηρούµε ότι 23 ≡ 8 ≡ 1 (mod 7) εποµένως

2100 ≡ 23·33+1 ≡ (23)33 · 2 ≡ 133 · 2 ≡ 2 (mod 7).

΄Αρα, x = 2. ∆ηλαδή, το υπόλοιπο της διαίρεσης του 2100 µε το 7 ισούται µε 2.
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Εφαρµογή 3

Να ευρεθεί ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός που ικανοποιεί την εξίσωση

2100 ≡ x (mod 9).

Λύση. Παρατηρούµε ότι 23 ≡ 8 ≡ −1 (mod 9) εποµένως

2100 ≡ 23·33+1 ≡ (23)33 · 2 ≡ (−1)33 · 2 ≡ −2 ≡ 7 (mod 9).

΄Αρα, x = 7. ∆ηλαδή, το υπόλοιπο της διαίρεσης του 2100 µε το 9 ισούται µε 7.
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Εφαρµογή 4

Να ευρεθεί ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός που ικανοποιεί την εξίσωση

3100 ≡ x (mod 11).

Λύση. Ισχύει ότι

3100 ≡ (32)50 ≡ 950 ≡ (92)25 ≡ 8125 (mod 11).

Επειδή 81 ≡ 4 (mod 11), προκύπτει ότι

3100 ≡ 425 ≡ (42)12 · 4 ≡ 1612 · 4 (mod 11).

Επειδή 16 ≡ 5 (mod 11), προκύπτει ότι

3100 ≡ 512 · 4 ≡ (52)6 · 4 ≡ 256 · 4.

Επειδή 25 ≡ 3 (mod 11), προκύπτει ότι

3100 ≡ 36 · 4 ≡ (32)3 · 4 ≡ 93 · 4 (mod 11) ≡ 92 · 9 · 4 ≡ 81 · 36 (mod 11).

Επειδή 81 ≡ 4 (mod 11) και 36 ≡ 3 (mod 11), προκύπτει ότι

3100 ≡ 4 · 3 ≡ 12 ≡ 1 (mod 11).

΄Αρα, x = 1. ∆ηλαδή, το υπόλοιπο της διαίρεσης του 3100 µε το 11 ισούται µε 1.
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Εφαρµογή 5

Να ευρεθεί ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός που ικανοποιεί την εξίσωση

71000 ≡ x (mod 13).

Λύση. Ισχύει ότι

71000 ≡ (72)500 ≡ 49500 (mod 13).

Επειδή 49 ≡ 10 (mod 13), προκύπτει ότι

71000 ≡ 10500 ≡ (102)250 ≡ 100250 (mod 13).

Επειδή 100 ≡ 9 (mod 13), προκύπτει ότι

71000 ≡ 9250 ≡ (92)125 ≡ 81125 (mod 13).

Επειδή 81 ≡ 3 (mod 13), προκύπτει ότι

71000 ≡ 3125 (mod 13).

Παρατηρούµε ότι 33 ≡ 27 ≡ 1 (mod 13) και εποµένως

71000 ≡ 3125 ≡ 33·41+2 ≡ (33)41 · 9 ≡ 141 · 9 ≡ 9 (mod 13).

΄Αρα, x = 9. ∆ηλαδή, το υπόλοιπο της διαίρεσης του 71000 µε το 13 ισούται µε 9.
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Η συνάρτηση φ του Euler

Ερώτηµα: Πόσοι είναι οι αριθµοί που είναι µικρότεροι από κάποιο αριθµό και

είναι σχετικά πρώτοι µε αυτόν;

΄Εστω φ(n) το πλήθος των αριθµών m που είναι µικρότεροι ή ίσοι από το n

και ισχύει ότι ΜΚ∆(n,m) = 1, δηλαδή τα n και m είναι σχετικά πρώτοι µεταξύ

τους.

Για παράδειγµα, φ(12) = 4, διότι από τους αριθµούς

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12

το 12 είναι σχετικά πρώτο µε τους αριθµούς 1, 5, 7, 11 (δεν είναι µε το 8 διότι αν

και το 8 δεν διαιρεί το 12 εν τούτοις ισχύει ότι ΜΚ∆(12, 8) = 4).
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Οι τιµές της φ(n) για κάθε n µικρότερο ή ίσο του 20 δίνονται στον επόµενο πίνακα.
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

φ(n) 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4 10 4 12 6 8 8 16 6 18 8

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b

φ(n)

b b

b b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b b

b

b

b

b
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Ερώτηµα: Υπάρχει τύπος για την συνάρτηση φ(n);
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Η απάντηση είναι καταφατική.

Πρόταση 14

Αν p είναι πρώτος αριθµός και k ∈ N∗. Τότε φ(pk) = pk − pk−1.

Αν m, n ϕυσικοί αριθµοί µε ΜΚ∆(m, n) = 1. Τότε φ(mn) = φ(m)φ(n).

Από την προηγούµενη πρόταση άµεσα προκύπτει µια έκφραση για τον

υπολογισµό της τιµής φ(n) όταν γνωρίζουµε την κανονική παραγοντοποίηση του

n.

Πρόταση 15

΄Εστω n ένας ϕυσικός αριθµός µε κανονική παραγοντοποίηση

n = p
a1

1 p
a2

2 · · · p
ak

k

όπου p1,p2, . . . ,pk είναι πρώτοι αριθµοί και a1,a2, . . . ,ak είναι ϕυσικοί

αριθµοί. Τότε

φ(n) = φ(pa1

1 )φ(pa2

2 ) · · · φ(pak

k ) = (pa1

1 −p
a1−1
1 )(pa2

2 −p
a2−1
2 ) · · · (pak

k −p
ak−1
k ).
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Να ϐρεθούν οι παρακάτω τιµές του φ(n).

Για n = 120 είναι 120 = 23 · 3 · 5, οπότε

φ(120) = φ(23)φ(3)φ(5) = (23 − 22)(3 − 1)(5 − 1) = 4 · 2 · 4 = 32.

Εποµένως, υπάρχουν 32 αριθµοί µικρότεροι από το 120 που είναι σχετικά

πρώτοι µε αυτό.

Για n = 6! είναι 6! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 = 2 · 3 · 22 · 5 · 2 · 3 = 24 · 32 · 5, οπότε

φ(6!) = φ(24)φ(32)φ(5) = (24 − 23)(32 − 31)(5 − 1) = 8 · 6 · 4 = 192.

Εποµένως, υπάρχουν 192 αριθµοί µικρότεροι από το 6! = 720 που είναι

σχετικά πρώτοι µε αυτό.
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Να ϐρεθούν οι παρακάτω τιµές του φ(n).

φ(31) = 311 − 300 = 30. (Ο 31 είναι πρώτος αριθµός)

φ(125) = φ(53) = 53 − 52 = 100.

φ(55) = φ(5 · 11) = (51 − 50)(111 − 110) = 40.

φ(7!) = φ(1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7) = φ(2 · 3 · 22 · 5 · 2 · 3 · 7) = φ(24 · 32 · 5 · 7) =
(24 − 23) · (32 − 31) · (51 − 50) · (71 − 70) = 8 · 6 · 4 · 6 = 192.

φ(30m) = φ((2 · 3 · 5)m) = φ(2m · 3m · 5m) =
(2m − 2m−1)(3m − 3m−1)(5m − 5m−1).

φ(10m · 20n) = φ(2m · 5m · (22)n · 5n) = φ(2m+2n5m+n) =
(2m+2n − 2m+2n−1)(5m+n − 5m+n−1).
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Θεώρηµα Euler-Fermat

Πρόταση 16 (Θεώρηµα του Euler)

Αν a,m είναι ϕυσικοί αριθµοί και ΜΚ∆(a,m) = 1, τότε ισχύει ότι

a
φ(m) ≡ 1 (mod m).

Με τη ϐοήθεια του ϑεωρήµατος του Euler προκύπτει η επόµενη πρόταση.

Πρόταση 17 (Μικρό θεώρηµα του Fermat)

Αν p είναι πρώτος αριθµός και n ϕυσικός αριθµός, τότε

n
p ≡ n (mod p).

Μαθηµατικά των Υπολογιστών Στοιχεία ϑεωρίας αριθµών 2024 – 2025θ 80 / 110



Εφαρµογές του Θεωρήµατος Euler - Fermat

Εφαρµογή 6

Να ευρεθεί ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός που ικανοποιεί την εξίσωση

31000 ≡ x (mod 41).

Λύση. Επειδή ΜΚ∆(41, 3) = 1, έπεται ότι

3φ(41) = 1 (mod 41).

Ο 41 είναι πρώτος, οπότε φ(41) = 41 − 1 = 40.

Εποµένως, 340 ≡ 1 (mod 41), οπότε

31000 ≡ (340)25 ≡ 125 ≡ 1 (mod 41).
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Εφαρµογή 7

Να ευρεθεί ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός που ικανοποιεί την εξίσωση

x ≡ 1851 (mod 30)

Λύση. Επειδή ΜΚ∆(18, 30) = 6 6= 1. ∆εν µπορεί να εφαρµοσθεί το ϑεώρηµα

του Euler. Πρέπει να χρησιµοποιήσουµε τις γενικές ιδιότητες των ισοτιµιών.

x ≡ 1851 ≡ (18)2·25+1 ≡ 32425 · 18 (mod 30).

΄Οµως 324 = 10 · 30 + 24, οπότε 324 ≡ 24 (mod 30). ΄Αρα,

x ≡ 1851 ≡ 2425 · 18 ≡ 242·12+1 · 18 ≡ 57612 · 24 · 18 (mod 30)

΄Οµως 576 = 19 · 30 + 6 οπότε 576 ≡ 6 (mod 30). ΄Αρα,

x ≡ 57612 · 24 · 18 ≡ 612 · 24 · 18 ≡ (62)6 · 432 ≡ 366 · 432 (mod 30).

΄Οµως, 432 = 14 · 30 + 12 και 36 = 1 · 30 + 6 οπότε 432 ≡ 12 (mod 30) και

36 ≡ 6 (mod 30). ΄Αρα,

x ≡ 366 · 432 ≡ 66 · 12 ≡ 36 · 36 · 36 · 12 ≡ 6 · 6 · 6 · 2 · 6 ≡ 36 · 36 · 2

≡ 6 · 6 · 2 ≡ 36 · 2 ≡ 6 · 2 ≡ 12 (mod 30).

΄Αρα, x = 12.
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Εφαρµογή 8

Να ευρεθεί ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός που ικανοποιεί την εξίσωση

x ≡ 3130 (mod 100)

Λύση. Επειδή ΜΚ∆(100, 31) = 1 και φ(100) = 40 έπεται ότι 3140 ≡ 1

(mod 100). Στην περίπτωση µας ο εκθέτης του 31 είναι 30 που είναι µικρότερος

του 40 οπότε δεν µπορούµε να αξιοποιήσουµε το ϑεώρηµα του Euler. Πρέπει

να αρκεστούµε στις γενικές ιδιότητες των ισοτιµιών.

x ≡ 3130 ≡ (312)15 ≡ 96115 (mod 100).

΄Οµως, 961 ≡ 61 (mod 100) οπότε

x ≡ 96115 ≡ 6115 ≡ 61 · (612)7 ≡ 61 · (3721)7 (mod 100)

΄Οµως, 3721 ≡ 21 (mod 100) οπότε

x ≡ 61 · (3721)7 ≡ 61 · 217 ≡ 61 · 21 · (212)3 ≡ 1281 · 4413 (mod 100)

΄Οµως, 1281 ≡ 81 (mod 100) και 441 ≡ 41 (mod 100) οπότε

x ≡ 81 · 413 ≡ 81 · 41 · 412 ≡ 3321 · 1681 ≡ 21 · 81 ≡ 1701 ≡ 1 (mod 100).

΄Αρα x = 1.
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Εφαρµογή 9

Να δειχθεί ότι ο 13 διαιρεί τον 270 + 370.

Λύση. Αρκεί να δειχθεί ότι 270 + 330 ≡ 0 (mod 13). Επειδή

ΜΚ∆(13, 2) = ΜΚ∆(13, 3) = 1 και φ(13) = 12 έπεται ότι 212 ≡ 1 (mod 13) και

312 ≡ 1 (mod 13). Εποµένως,

270 + 370 ≡ 25·12·10 + 35·12+10 ≡ (212)5 · 210 + (312)5 · 310 ≡ 210 + 310

≡ 45 + 95 (mod 13)

΄Οµως 45 = 4 · 44 = 4 · 162 και 95 = 9 · 94 = 9 · 812. Επιπλέον, 16 ≡ 3

(mod 13) και 81 ≡ 3 (mod 13). Εποµένως,

45 + 95 ≡ 4 · 162 + 9 · 812 ≡ 4 · 32 + 9 · 32 ≡ 13 · 9 ≡ 0 (mod 13)
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Εφαρµογή 10

Να αποδειχθεί ότι 7 | a55 − a, για κάθε ακέραιο a.

Λύση. Αρκεί να αποδειχθεί ότι

a
55 ≡ a (mod 7).

Πράγµατι

7 | a
55 − a ανν a

55 − a ≡ 0 (mod 7).

Επειδή το 7 είναι πρώτος αριθµός, από το µικρό ϑεώρηµα του Fermat, προκύπτει

ότι

a
7 ≡ a (mod 7).

Εποµένως

a
55 ≡ (a7)7 · a

6 ≡ a
7 · a

6 ≡ a · a
6 ≡ a

7 ≡ a (mod 7).

Για παράδειγµα, ισχύει ότι 7 | 255 − 2.
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Εφαρµογή 11

Να αποδειχθεί ότι 30 | a25 − a, για κάθε ακέραιο a.

Λύση. Παρατηρούµε ότι 30 = 2 · 3 · 5, οπότε αρκεί να αποδειχθεί ότι

2 | a
25 − a, 3 | a

25 − a, 5 | a
25 − a

ή ισοδύναµα ότι

a
25 ≡ a (mod 2),

a
25 ≡ a (mod 3),

a
25 ≡ a (mod 5).

Πράγµατι, επειδή 2, 3, 5 είναι πρώτοι, από το µικρό ϑεώρηµα του Fermat,

προκύπτει ότι

a
2 ≡ a (mod 2),

a
3 ≡ a (mod 3),

a
5 ≡ a (mod 5),

Μαθηµατικά των Υπολογιστών Στοιχεία ϑεωρίας αριθµών 2024 – 2025θ 86 / 110



οπότε

a
25 ≡ (a2)12 · a ≡ a

12 · a ≡ (a2)6 · a ≡ a
6 · a ≡ (a2)3 · a ≡ a

3 · a ≡ a
4

≡ (a2)2 ≡ a
2 ≡ a (mod 2)

a
25 ≡ (a3)8 · a ≡ a

8 · a ≡ a
9 ≡ (a3)3 ≡ a

3 ≡ a (mod 3)

a
25 ≡ (a5)5 ≡ a

5 ≡ a (mod 5).

Εποµένως, 30 | a25 − a για κάθε ακέραιο a.
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ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ ΑΡΙΘΜΩΝ

4η ∆ΙΑΛΕΞΗ

Αντιστροφή modulo n

Κινέζικο θεώρηµα υπολοίπων
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Αντιστροφή modulo n

΄Εστω n σταθερός ϕυσικός αριθµός µε n ≥ 2. Οι ακέραιοι αριθµοί a,b

ονοµάζονται αντίστροφοι modulo n αν και µόνο αν ab ≡ 1 (mod n).
Για παράδειγµα, οι αριθµοί 5, 3 είναι αντίστροφοι modulo 7 διότι

5 · 3 ≡ 15 ≡ 1 (mod 7).

Αν για τον ακέραιο a υπάρχει ακέραιος b ώστε οι a,b να είναι

αντίστροφοι modulo n, τότε λέµε ότι ο a αντιστρέφεται modulo n και ο b

είναι ένας αντίστροφος του a. (Προφανώς και ο b αντιστρέφεται modulo

n και ο a είναι ένας αντίστροφος του b.)

∆εν έχουν όλοι οι αριθµοί αντίστροφο modulo n, για όλα τα n. Πράγµατι,

αν n = 10, τότε 4k 6≡ 1 (mod 10) για κάθε k ∈ Z.

Επίσης, αν οι αριθµοί a, b είναι αντίστροφοι modulo n τότε υπάρχουν

άπειροι αριθµοί c που είναι αντίστροφοι του a. Πράγµατι, για κάθε k ∈ Z
έστω c = b + kn. Τότε

ac ≡ a(b + kn) ≡ ab + akn ≡ ab + 0 ≡ ab ≡ 1 (mod n).
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Μπορούµε να ϑέσουµε επιπλέον περιορισµούς για τον αντίστροφο ενός

αριθµού, όταν υπάρχει, έτσι ώστε να είναι µοναδικός.

Στην επόµενη πρόταση δίδεται µια αναγκαία και ικανή συνθήκη για την

αντιστροφή modulo n.

Πρόταση 18 (Αντιστροφή modulo n)

΄Εστω a, n δύο ακέραιοι αριθµοί µε n ≥ 2.

Ο a έχει αντίστροφο modulo n αν και µόνο αν gcd(a, n) = 1.

Επιπλέον, αν s, t είναι ακέραιοι ώστε as + tn = 1 τότε ο s είναι ένας

αντίστροφος του a modulo n.

Επιπρόσθετα, s = πn + υ, όπου 0 < υ < n τότε ο υ είναι ο µοναδικός

αντίστροφος του a modulo n στο διάστηµα [n − 1].
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Απόδειξη.

(1ο µέρος: ΄Υπαρξη αντίστροφου). ΄Εστω ότι gcd(a, n) = 1. Με ϐάση τον

επεκταταµένο αλγόριθµο του Ευκλείδη υπάρχουν ακέραιοι s, t τέτοιοι ώστε

sa + tn = 1.

∆ιαιρώντας το s µε το n έχουµε ότι υπάρχουν π, υ ∈ Z µε

s = πn + υ, όπου 0 < υ < n − 1.

(Ισχύει ότι υ 6= 0 διότι η εξίσωση n(pa + t) = πna + tn = 1 δεν έχει ακέραιες

λύσεις (π, t).) Εποµένως, ισχύει ότι

(πn + υ)a + tn = 1, όπου υ ∈ [n − 1]

δηλαδή,

υa − 1 = −(t + πa)n.

΄Αρα, n | υa − 1, οπότε

aυ ≡ 1 (mod n),

δηλαδή ο υ ∈ [n − 1] είναι αντίστροφος του a modulo n.

Σηµειώστε ότι ο υ είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του s µε το n, δηλαδή

υ = s mod n.
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Αντίστροφα, έστω ότι υπάρχει υ ∈ [n − 1] τέτοιο ώστε

aυ ≡ 1 (mod n),

οπότε υπάρχει ακέραιος αριθµός k ώστε

aυ = 1 + kn

ή, ισοδύναµα

aυ + (−k)n = 1,

δηλαδή, ο 1 εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός των a, n µε ακέραιους

συντελεστές. Επειδή, ο µκδ των a, n είναι ο ελάχιστος ϑετικός αριθµός µε αυτή

την ιδιότητα έπεται ότι gcd(a, n) = 1, δηλαδή οι a, n είναι πρώτοι προς

αλλήλους.
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(2ο µέρος: Μοναδικότητα αντίστροφου). Ο αριθµός υ είναι µοναδικός στο

διάστηµα [n − 1]. Πράγµατι, έστω ότι υπάρχει c ∈ [n − 1] µε c 6= υ τέτοιο ώστε

a · c ≡ 1 (mod n).

Τότε,

υ · a · c ≡ υ (mod n)

c ≡ υ (mod n).

Εποµένως,

n|(c − υ).

Αλλά 0 < υ, c < n και εποµένως 0 ≤ |c − υ| < n. Ο µοναδικός αριθµός που

διαιρεί ο n σ᾿ αυτό το διάστηµα είναι το 0, εποµένως |c − υ| = 0, δηλαδή

c = υ. �

Ο αριθµός υ ∈ [n − 1] συµβολίζεται µε a−1 και ονοµάζεται ο αντίστροφος του

a modulo n.

Μαθηµατικά των Υπολογιστών Στοιχεία ϑεωρίας αριθµών 2024 – 2025θ 93 / 110



Μέθοδος εύρεσης του αντίστροφου modulo n

Από την προηγούµενη απόδειξη προκύπτει ότι στην περίπτωση όπου

gcd(a, n) = 1, ο αντίστροφος του a είναι µοναδικός στο διάστηµα [n − 1] και

αν s, t είναι ακέραιοι µε

as + nt = 1

τότε a−1 = s mod n.

Εποµένως, η εύρεση του αντίστροφου ανάγεται στην εύρεση των s, t .

Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιούµε την διαδικασία του αλγόριθµου του Ευκλείδη.
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Παράδειγµα 1

Να ϐρεθεί, αν υπάρχει, ο αντίστροφος του 7 modulo 18.

Λύση. Επειδή gcd(7, 18) = 1, ο αντίστροφος του 7 modulo 18 υπάρχει και είναι

µοναδικός.

Για να τον υπολογίσουµε, αρχικά εκτελούµε τις διαιρέσεις των ϐηµάτων του

αλγορίθµου του Ευκλείδη.

18 = 2 · 7 + 4

7 = 1 · 4 + 3

4 = 1 · 3 + 1,

έπειτα λύνουµε τις ισότητες ως προς τα υπόλοιπα κάθε διαίρεσης

1 = 1 · 4 + (−1) · 3

3 = 1 · 7 + (−1) · 4

4 = 1 · 18 + (−2) · 7,
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και στη συνέχεια κάνουµε διαδοχικές αντικαταστάσεις των πηλίκων και

υπολοίπων, όπως παρακάτω:

1 = 4 − 1 · 3

= 4 − 1 · (7 − 1 · 4) = −1 · 7 + 2 · 4

= −1 · 7 + 2 · (18 − 2 · 7)

= −5 · 7 + 2 · 18

Επειδή −5 = (−1) · 18 + 13 όπου 0 < 13 < 18 έπεται ότι ο αντίστροφος του 7

modulo 18 είναι το 13.

Πράγµατι, 7 · 13 = 91 και 91 ≡ 1 mod 18, αφού 91 − 1 = 5 · 18.
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Παρατήρηση. Αν έχουµε υπολογίσει και γνωρίζουµε τον αντίστροφο του a

modulo n τότε µπορούµε να λύσουµε άµεσα κάθε εξίσωση της µορφής

ax ≡ b (mod n). Πράγµατι, πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη µε a−1 έχουµε ότι

x ≡ a−1b (mod n), δηλαδή οι λύσεις της είναι οι αριθµοί x = a−1b + kn,

k ∈ Z.

Παράδειγµα 2

Να λυθεί η εξίσωση 7x ≡ 5 mod 18.

Λύση. Στο προηγούµενο παράδειγµα, υπολογίσαµε ότι ο αντίστροφος του 7

modulo 18 είναι το 13, δηλαδή 7 · 13 ≡ 1 mod 18.

Πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση κατά µέλη µε το 13 έχουµε ισοδύναµα2 ότι

x ≡ 5 · 13 ≡ 65 ≡ 11 mod 18.

΄Αρα, οι λύσεις της εξίσωσης είναι όλα τα x = 11 + 18k , k ∈ Z.

2
Αν gcd(c, n) = 1 τότε a ≡ b (mod n) ⇔ ac ≡ bc (mod n)
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Παρατήρηση. Το ϑεώρηµα Euler-Fermat είναι χρήσιµο για την µείωση του

εκθέτη σε παραστάσεις της µορφής ak mod n, όταν gcd(a, n) = 1 και

k ≥ φ(n). Στην περίπτωση όπου k < φ(n) µπορούµε (αν µας συµφέρει

υπολογιστικά) και πάλι να αξιοποιήσουµε το ϑεώρηµα Euler-Fermat

χρησιµοποιώντας την τεχνική που παρουσιάζεται στο επόµενο παράδειγµα.

Παράδειγµα 3

Να ϐρεθεί ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός που ικανοποιεί την εξίσωση

x ≡ 738 mod 100.

Λύση. Επειδή gcd(7, 100) = 1 και φ(100) = φ(22 · 52) = 40 από το ϑεώρηµα

Euler-Fermat έπεται ότι

740 ≡ 1 mod 100

Επειδή, ο εκθέτης του 7 είναι µικρότερος από 40 δεν µπορούµε να

χρησιµοποιήσουµε άµεσα το ϑεώρηµα Euler-Fermat. Θα υπολογίσουµε τον

αντίστροφο του 7 modulo 100 και µε τη ϐοήθεια αυτού εύκολα ϑα υπολογίσουµε

το x.
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Από τον αλγόριθµο του Ευκλείδη έχουµε ότι

100 = 14 · 7 + 2

7 = 3 · 2 + 1

οπότε

1 = 1 · 7 + (−3) · 2 = 1 · 7 + (−3)(1 · 100 + (−14) · 7) = (−3) · 100 + 43 · 7.

΄Αρα, ο αντίστροφος του 7 modulo 100 είναι το 43. Ισχύει ότι

x ≡ 738 ≡ 738 · 12 ≡ 738 · (7 · 43)2 ≡ 740 · 432 ≡ 140 · 1849 ≡ 49 mod 100.

Εναλλακτικά, αντί του αντιστρόφου µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το γνωστό

τέχνασµα του υποδιπλασιασµού των δυνάµεων:

x ≡ 738 ≡ (72)19 ≡ 4919 ≡ 49 · 4918 ≡ 49 · (492)9 ≡ 49 · (2401)9

≡ 49 · 19 ≡ 49 mod 100.
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Το σύστηµα κρυπτογράφησης RSA

Το σύστηµα κρυπτογράφησης RSA επινοήθηκε το 1976 από τους Ronald Rivest,

Adi Shamir και Leonard Adleman και ϐασίζεται στην εξής ιδέα:

΄Εστω p,q δύο πρώτοι αριθµοί και n = pq.

Επίσης, έστω e ένας αριθµός έτσι ώστε gcd((p − 1)(q − 1), e) = 1. Τότε

υπάρχει αριθµός d έτσι ώστε ed ≡ 1 (mod (p − 1)(q − 1)).

Για παράδειγµα, αν p = 43 και q = 47, τότε n = 2021.

Επίσης, για e = 13 ισχύει ότι gcd((43 − 1)(47 − 1), 13) = 1. Τότε, ο

αντίστροφος του e = 13 modulo (43-1)(47-1) = 1932 είναι το d = 1189.

Από το ϑεώρηµα του Euler, για κάθε ϕυσικό αριθµό M µε gcd(M, n) = 1

ισχύει η ιδιότητα
M

φ(n) ≡ 1 (mod n).

΄Οµως
φ(n) = φ(pq) = φ(p)φ(q) = (p − 1)(q − 1),

και εποµένως
M

(p−1)(q−1) ≡ 1 (mod n).

Η παραπάνω ισοτιµία είναι η κεντρική ιδέα του αλγορίθµου RSA.
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΄Ενα άτοµο A επιλέγει µυστικά τους αριθµούς p,q και δηµοσιεύει τους

αριθµούς n και e.

Ο B για να στείλει µε ασφάλεια το µήνυµα M στην A αρκεί να στείλει το

αποτέλεσµα

C = M
e (mod n).

Ο A για να διαβάσει το µήνυµα M αρκεί να υπολογίσει το αποτέλεσµα

C
d (mod n).

Πράγµατι,

C
d ≡ (Me)d ≡ M

ed (mod n).

Επειδή ed ≡ 1 (mod (p − 1)(q − 1)), εξ ορισµού προκύπτει ότι

ed = k(p − 1)(q − 1) + 1, για κάποιο k ∈ N,

οπότε

M
ed ≡ M

k(p−1)(q−1)+1 (mod n) ≡ (M(p−1)(q−1))k ·M (mod n) ≡ M mod n,

δηλαδή, προκύπτει το αρχικό µήνυµα M.
Μαθηµατικά των Υπολογιστών Στοιχεία ϑεωρίας αριθµών 2024 – 2025θ 101 / 110



Για το προηγούµενο παράδειγµα, για να στείλει µε ασφάλεια ο B το µήνυµα

M = 501 στον A αρκεί να στείλει το αποτέλεσµα

C = 50113 (mod 2021) = 77.

Ο A για να διαβάσει το µήνυµα M αρκεί να υπολογίσει το αποτέλεσµα

771189 (mod 2021) = 501.

Η ασφάλεια του συστήµατος RSA ϐασίζεται στην δυσκολία παραγοντοποίησης

ενός αριθµού n της µορφής n = pq, όταν οι p, q έχουν εκατοντάδες ψηφία.

Ακόµη και αν κάποιος υποκλέψει το κρυπτογραφηµένο µήνυµα C είναι επίσης

δύσκολο να λυθεί το πρόβληµα υπολογισµού κάποιου X έτσι ώστε Xe = C

(mod n). Μία µικρή λεπτοµέρεια στον αλγόριθµο RSA είναι ότι πρέπει

gcd(M, n) = 1, το οποίο στην πράξη συµβαίνει πάντα.
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Το κινέζικο ϑεώρηµα υπολοίπων

Πρόταση 19 (Κινέζικο θεώρηµα υπολοίπων)

΄Εστω n1, n2, . . . , nk ϑετικοί ακέραιοι ανά δύο σχετικά πρώτοι µεταξύ τους, και

a1,a2, . . . ,an ακέραιοι. Το σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών

x ≡ a1 mod n1

x ≡ a2 mod n2

...

x ≡ ak mod nk

έχει µοναδική λύση mod n1n2 · · · nk . Η λύση δίνεται από τον τύπο

x =
n

n1

b1a1 +
n

n2

b2a2 + · · ·+ n

nk

bkak (mod n1 · n2 · · · nk)

όπου bi είναι ο αντίστροφος του
n

ni

modulo ni .
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Απόδειξη. ΄Εστω n = n1n2 · · · nk . Για κάθε i = 1, 2, . . . , k ισχύει ότι

gcd

(

n

ni

, ni

)

= 1

και εποµένως υπάρχει bi ώστε

n

ni

bi ≡ 1 mod ni .

Επίσης, ισχύει ότι
n

ni

bi ≡ 0 mod nj , για κάθε i 6= j.

Ο αριθµός

x =
n

n1

b1a1 +
n

n2

b2a2 + · · ·+ n

nk

bkak

είναι λύση του δοθέντος συστήµατος ισοτιµιών, αφού για κάθε i = 1, 2, . . . , k

έχουµε ότι

x ≡ n

n1

b1a1 +
n

n2

b2a2 + · · ·+ n

nk

bkak mod ni

≡ n

ni

biai mod ni

≡ ai mod ni .
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Αν τώρα x, x ′ είναι δύο λύσεις του συστήµατος, τότε x ≡ x ′ mod ni οπότε

ni | (x − x ′) για κάθε i = 1, 2, . . . , k . Αφού οι n1, n2, . . . , nk είναι σχετικά

πρώτοι ανά δύο, προκύπτει ότι n | (x − x ′), δηλαδή x ′ ≡ x mod n. Συνεπώς, η

λύση είναι µοναδική ως προς mod n. �
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Παρατήρηση. Η απόδειξη του Κινέζικου ϑεωρήµατος υπολοίπων µας δίνει και

µια µέθοδο για την εύρεση της λύσης του συστήµατος

x ≡ a1 mod n1

x ≡ a2 mod n2

...

x ≡ ak mod nk .

Για κάθε ni , όπου i ∈ [k], ϐρίσκουµε τον αντίστροφο bi του n

ni
modulo ni .

Η λύση του συστήµατος είναι το άθροισµα

x =
n

n1

b1a1 +
n

n2

b2a2 + · · · + n

nk

bkak (mod n1 · n2 · · · nk).
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Εφαρµογή 12

Σε ένα καλάθι ϐρίσκονται µήλα. Αν τα χωρίσουµε σε τριάδες περισσεύουν δύο,

αν τα χωρίσουµε σε πεντάδες περισσεύουν τρία και αν τα χωρίσουµε σε

επτάδες περισσεύουν τέσσερα. Πόσα µήλα ϐρίσκονται στο καλάθι ;

Το πρόβληµα ανάγεται στην εύρεση της λύσης του συστήµατος ισοτιµιών

x ≡ 2 mod 3

x ≡ 3 mod 5

x ≡ 4 mod 7.

Επειδή οι αριθµοί 3, 5, 7 είναι σχετικά πρώτοι ανά δύο, από το Κινέζικο ϑεώρηµα

υπολοίπων το σύστηµα έχει µοναδική λύση αν x ≤ 3 · 5 · 7 = 105. Αρκεί να

ϐρεθούν ακέραιοι b1,b2,b3 µε

5 · 7 · b1 ≡ 1 mod 3

3 · 7 · b2 ≡ 1 mod 5

3 · 5 · b3 ≡ 1 mod 7,
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ή ισοδύναµα

35 · b1 ≡ 1 mod 3

21 · b2 ≡ 1 mod 5

15 · b3 ≡ 1 mod 7.

Επειδή 35 ≡ 2 (mod 3), 21 ≡ 1 (mod 5) και 15 ≡ 1 (mod 7), προκύπτουν οι

ισοδύναµες εξισώσεις

2 · b1 ≡ 1 mod 3

1 · b2 ≡ 1 mod 5

1 · b3 ≡ 1 mod 7.

Εύκολα προκύπτει ότι b1 = 2, b2 = b3 = 1.

Εποµένως, η Ϲητούµενη λύση είναι

x =
n

n1

b1a1 +
n

n2

b2a2 +
n

n3

b3a3 mod 105

= 35 · 2 · 2 + 21 · 1 · 3 + 15 · 1 · 4 = 140 + 63 + 60 mod 105

= 263 mod 105

= 53.

∆ηλαδή, στο καλάθι ϐρίσκονται 53 µήλα.
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Παρατήρηση. Στην περίπτωση όπου τα n1, n2, . . ., nk δεν είναι ανά δύο σχετικά

πρώτοι µεταξύ τους, το σύστηµα δεν έχει πάντα λύση. Στην περίπτωση που έχει

λύση, η εύρεση της λύσης γίνεται όπως στο επόµενο παράδειγµα:

Παράδειγµα

Να λυθεί το σύστηµα:

x ≡ a1 mod n1

x ≡ a2 mod n2

Ισοδύναµα έχουµε ότι υπάρχουν ακέραιοι k1, k2 ώστε

x = a1 + k1n1

x = a2 + k2n2

οπότε πρέπει

a1 − a2 = k1n1 − k2n2 (1)

Η εξίσωση (1) έχει λύση ανν ο gcd(n1, n2) διαιρεί το a1 − a2.
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Στην περίπτωση αυτή ϐρίσκουµε κατά τα γνωστά τα k1, k2 της εξίσωσης (1) οπότε

x = a1 + k1n1.

΄Εστω s η (µοναδική) λύση modulo
n1n2

gcd(n1, n2)
τότε οι δύο εξισώσεις γίνονται

µια εξίσωση

x ≡ s (mod
n1n2

gcd(n1, n2)
)

Με τον τρόπο αυτό αν το σύστηµα έχει πάνω από 2 εξισώσεις συγχωνεύουµε

ανά δύο τις εξισώσεις µε την παραπάνω µέθοδο, µέχρις ότου να καταλήξουµε

σε µια εξίσωση που αποτελεί την λύση του συστήµατος των ισοτιµιών.
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