
Οι διαφάνειες βασίζονται σε αυτές  του 
ακόλουθου μαθήματος: 
 
Introduction to Algorithms (6-046J), MIT 
 
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-
engineering-and-computer-science/6-046j-
introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/ 
 
Οι διαφάνειες του ανωτέρω μαθήματος 
δίνονται υπό την άδεια «Creative Commons 
Attribution-NonCommercial-ShareAlike 3.0» 

https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/


Συντομότερα μονοπάτια 

Συντομότερα μονοπάτια κοινής 

αφετηρίας 
• Μη αρνητικά βάρη ακμών 

• Αλγόριθμος Dijkstra: O(E + V lg V) 

• Γενικός 
• Bellman-Ford algorithm: O(VE) 

• DAG 
• Ένα πέρασμα του Bellman-Ford: 

O(V + E) 



Shortest paths 
Συντομότερα μονοπάτια κοινής αφετηρίας 

• Μη αρνητικά βάρη ακμών 

• Αλγόριθμος Dijkstra: O(E + V lg V) 

• Γενικά βάρη 

• Bellman-Ford algorithm: O(VE) 

• DAG 

• Ένα πέρασμα του Bellman-Ford: O(V + E) 

Συντομότερα Μονοπάτια μεταξύ όλων των ζευγών 

κορυφών 

• Μη αρνητικά βάρη 

• Ο αλγόριθμος Dijkstra |V| φορές: O(VE + V 2 lg V) 

• Γενικά βάρη 

• Θα παρουσιαστούν τρεις αλγόριθμοι. 



Συντομότερα μονοπάτια όλων των ζευγών 

κορυφών 

Είσοδος: Διγράφημα G = (V, E), όπου V= {1, 
2,…, n}, με συνάρτηση βάρους w : E  R. 

Έξοδος: n  n πίνακας μηκών συντομότερων 
μονοπατιών (i, j) για όλα τα i, j  V. 

ΙΔΕΑ: 
• Τρέξε τον Bellman-Ford μία φορά από κάθε 

κορυφή. 
• Χρόνος = O(V 2E). 

• Πυκνό γράφημα (n2 ακμές)  (n 4) χρόνος 
στη χειρότερη περίπτωση. 



Δυναμικός Προγραμματισμός 

Έστω ένας πίνακας  γειτνίασης n  n  A = (aij)  
ενός διγραφήματος. Ορίζουμε 

ij d (m) = το βάρος του συντομότερου 

μονοπατιού από το i στο j το οποίο 

χρησιμοποιεί το πολύ m ακμές. 

Ισχυρισμός: 

Έχουμε ij 
d (0) = 

0 if i = j, 

 if i  j; 

και για m = 1, 2, …, n – 1, 



Απόδειξη του ισχυρισμού 

i 
j 

M 

k 

 m – 1 edges 



Απόδειξη ισχυρισμού 

j i 
M 

k 

 m – 1 edges 

Χαλάρωση! 
for k  1 to n 

do if dij > dik + akj 

then dij  dik + akj 

Σημείωση: Η μη ύπαρξη αρνητικού βάρους κύκλων 

συνεπάγεται ότι: (i, j) = dij 
(n–1) = dij 

(n) = dij 
(n+1) =… 



Πολλαπλασιασμός Πινάκων 

Υπολογίστε C = A ·  B, όπου C, A, και B είναι n  n 
πίνακες: n 

cij   aikbkj . 
k 1 

Χρόνος = (n3) χρησιμοποιώντας τον 

γνωστό αλγόριθμο. 



Αν απεικονίσουμε “+”  “min” και “·”  

“+” 

cij = mink {aik + bkj}. 

Έτσι, D(m) = D(m–1) “” A. 

Μοναδιαίος πίνακας = I = 

Πολλαπλασιασμός Πινάκων 

Υπολογίστε C = A ·  B, όπου C, A, και B είναι n  n 
πίνακες: n 

cij   aikbkj . 
k 1 

Χρόνος = (n3) χρησιμοποιώντας τον 

γνωστό αλγόριθμο. 



D(0) · A = A1  

D(1) · A = A2 

Πολλαπλασιασμός 
Πινάκων (συν.) 

Επομένως, μπορούμε να υπολογίσουμε 

D(1) = 
D(2) = 

(n–1) (n–2) n–1 D = D · A = A , 

δίνοντας D(n–1) = ((i, j)). 

Χρόνος = (n·n3) = (n4). Όχι καλύτερα από n 

 B-F. 

….. 



Βελτιωμένος αλγόριθμος 
Πολλαπλασιασμού πινάκων 

Επανειλημμένος τετραγωνισμός:  

A2k = Ak × Ak.   

Υπολόγισε   A2, A4, …, A. 

O(lgn) τετραγωνισμοί  

Σημείωση: An–1 = An = An+1 =…   

Χρόνος = (n3 lg n). 

Για την ανίχνευση κύκλων αρνητικού βάρους, 
έλεγχος της διαγωνίου για αρνητικές τιμές σε O(n) 
επιπλέον χρόνο. 





Αλγόριθμος Floyd-Warshall 
Επίσης Δυναμικός Προγραμματισμός, 

αλλά ταχύτερος! 

 c(k) = το βάρος του συντομότερου 

μονοπατιού από το  i στο j με ενδιάμεσες 

κορυφές από το σύνολο {1, 2, …, k}. 

  

i  k  k  k  k j 

(n)   (0) 
Έτσι, (i, j) =   cij . Επίσης, cij = aij . 

ij 



Αναδρομή του Floyd-Warshall 

(k) = min {c (k–1), c (k–1) + c (k–1)} cij k ij ik kj 

k 

i 
c (k–1) 

cik
(k–1) (k–1) 

ckj 

j 

ij 

Ενδιάμεσες κορυφές στο {1, 2, …, k} 



Ψευδοκώδικας για  Floyd-  
Warshall 

for k  1 to n 
do for i  1 to n 

do for j  1 to n 

do if cij > cik + ckj 

then cij  cik + ckj 
χαλάρωση 

Σημειώσεις: 
• Τρέχει σε (n3) χρόνο. 
• Μπορεί να προγραμματιστεί εύκολα. 
• Αποδοτικός στην πράξη. 





Μεταβατική κλειστότητα ενός 
κατευθυντού γραφήματος 

Υπολόγισε tij = 
1 Αν υπάρχει ένα μονοπάτι από το i στο j, 

0 αλλιώς. 

Ιδέα: Χρησιμοποίησε  Floyd-Warshall, αλλά με 
(, ) αντί (min, +): 

(k) = t (k–1)  (t (k–1)  t (k–1)). tij ij ik kj 

Χρόνος = (n3). 



Αναστάθμιση Γραφήματος 

Θεώρημα. Δίνεται μία συνάρτηση  h : V  R, 

αναστάθμισε κάθε  ακμή (u, v)  E με wh(u, v) = w(u, v) 

+ h(u) – h(v). 
Τότε, για οποιεσδήποτε δύο κορυφές, όλα τα μονοπάτια 
μεταξύ αυτών αντισταθμίζονται κατά την ίδια ποσότητα. 

Απόδειξη. Έστω p = v1  v2  …   vk  ένα μονοπάτι 

στο  G. Έχουμε 

Ίδια 
ποσότητα 



Συντομότερα μονοπάτια σε 
ανασταθμισμένα γραφήματα  

Πόρισμα. h(u, v) = (u, v) + h(u) – h(v). 

 
Ιδέα: Βρες μία συνάρτηση h : V  R 
τέτοια ώστε wh(u, v)  0 για κάθε (u, v)  E. 
Τότε, τρέξε τον αλγόριθμο του  Dijkstra από 
κάθε κορυφή του ανασταθμισμένου 
γραφήματος. 

Σημείωση: wh(u, v)  0 iff h(v) – h(u)  

w(u, v). 



Αλγόριθμος του Johnson 




