
Εφαρµοσµένη Συνδυαστιϰή - Προβλήµατα απαρίϑµησης

Οι γεννήτριες συναρτήσεις (ΓΣ) µπορούν να χρησιµοποιηϑούν για την απαρίϑµηση των διαφορετιϰών σχηµατισµών

(con�gurations) αντιϰειµένων σε πραϰτιϰές εφαρµογές. ΄Οταν δεν έχει σηµασία η σειρά των αντιϰειµένων του σχηµα-

τισµού, οι σχηµατισµοί αυτοί µπορούν να περιγραφούν ως ταξινοµηµένες λέξεις (πολυσύνολα) ϰαι χρησιµοποιούµε τις

συνήϑεις ΓΣ. Αν η σειρά έχει σηµασία, τότε οι σχηµατισµοί περιγράφονται ως λέξεις (αϰολουϑίες) ϰαι χρησιµοποιούµε

τις εϰϑετιϰές ΓΣ.

Σχηµατισµοί χωρίς διάταξη

Παράδειγµα 1. Να βρεϑεί το πλήϑος των τρόπων επιλογής 7 µπαλών από ένα σύνολο µε 3 ϰόϰϰινες, 4 άσπρες ϰαι

5 µπλε µπάλες, όταν οι µπάλες ίδιου χρώµατος δεν είναι διαϰεϰριµένες.

Λύση. Υπάρχουν k = 3 διαϑέσιµα χρώµατα. Συνολιϰά, έχουµε u = 3+4+5 = 12 µπάλες ϰαι ϑέλουµε να διαλέξουµε

n = 7 από αυτές. Συµβολίζουµε µε 1, 2, 3 τα χρώµατα ϰόϰϰινο, άσπρο ϰαι µπλε αντίστοιχα. Μπορούµε να διαλέξουµε

από ϰάϑε χρώµα i ∈ [k] ένα πλήϑος µπαλών ni, όπου ℓi ≤ ni ≤ ui ϰαι οι περιορισµοί ℓi ϰαι ui αντιπροσωπεύουν τον
ελάχιστο ϰαι µέγιστο αντίστοιχα δυνατό αριϑµό επιλεγµένων αντιϰειµένων από το χρώµα i ϰαι γενιϰά προϰύπτουν

από την διατύπωση του προβλήµατος. Εδώ είναι ℓ1 = ℓ2 = ℓ3 = 0 ϰαι u1 = 3, u2 = 4, u3 = 5.
Συµβολίζουµε µε xi ϰάϑε µπάλα χρώµατος i ∈ [3], οπότε ένας πιϑανός σχηµατισµός είναι π.χ. η n-άδα

x3x1x2x3x2x3x1. Η σειρά των xi δεν έχει σηµασία, οπότε ϑεωρούµε τα xi σαν µεταβλητές που αντιµετατίϑενται,

άρα x3x1x2x3x2x3x1 = x21x
2
2x

3
3. Το µονώνυµο x21x

2
2x

3
3 είναι ταυτόχρονα ϰαι µια ταξινοµηµένη λέξη µε γράµµατα

x1 < x2 < · · · < xk . Γενιϰά, ϰάϑε σχηµατισµός αντιστοιχεί σε ένα µοναδιϰό µονώνυµο-λέξη c = xn1

1 xn2

2 · · · xnk

k . Η

ϰενή λέξη είναι η x01x
0
2 · · · x

0
k = 1. Το µήϰος (length) της λέξης c είναι το |c| = n1 + n2 + · · ·+ nk.

Για την απαρίϑµηση όλων των c = xn1

1 xn2

2 xn3

3 µήϰους n1+n2+n3 = 7, σϰεφτόµαστε ως εξής: Το άϑροισµα όλων

των µονωνύµων xn1

1 xn2

2 xn3

3 που ιϰανοποιούν τους περιορισµούς ℓi ≤ ni ≤ ui είναι ένα πολυώνυµο των x1, x2, x3,
έστω p(x1, x2, x3) ϰαι, λόγω της αντιµετάϑεσης, το πολυώνυµο αυτό είναι ίσο µε

p(x1, x2, x3) = (xℓ11 + xℓ1+1
1 + · · ·+ xu1

1 )(xℓ22 + xℓ2+1
2 + · · ·+ xu2

2 )(xℓ33 + xℓ3+1
3 + · · ·+ xu3

3 ),

αφού εϰτελώντας όλους τους πολλαπλασιασµούς, ϑα προϰύψει το αρχιϰό άϑροισµα όλων των µονωνύµων. Τα

µονώνυµα του αϑροίσµατος αυτού είναι όλοι οι έγϰυροι σχηµατισµοί οποιουδήποτε µήϰους. Κάϑε µπάλα συνεισφέρει

µε τον ίδιο τρόπο, ϰατά 1, στον σχηµατισµό, οπότε ϑέτοντας x1 = x2 = x3 = x προϰύπτει το αϰόλουϑο πολυώνυµο

του x, βαϑµού u:

F (x) = p(x, x, x) = aℓx
ℓ + aℓ+1x

ℓ+1 + · · ·+ aux
u, όπου ℓ = ℓ1 + ℓ2 + ℓ3, u = u1 + u2 + u3,

στο οποίο ο συντελεστής an του xn ισούται µε το πλήϑος των xn1

1 xn2

2 xn3

3 µε n1 + n2 + n3 = n (διότι η αλλαγή

µεταβλητής µετέτρεψε ϰάϑε ένα από τα µονώνυµα αυτά στο xn). Εποµένως, το ζητούµενο πλήϑος είναι ο συντελεστής
του x7 στο πολυώνυµο αυτό. Για τις συγϰεϰριµένες τιµές των ℓi, ui, έχουµε ότι

F (x) = p(x, x, x) = (1+x+x2+x3)(1+x+x2+x3+x4)(1+x+x2+x3+x4+x5) =
1− x4

1− x

1− x5

1− x

1− x6

1− x

= 1 + 3x+ 6x2 + 10x3 + 14x4 + 17x5 + 18x6 + 17x7 + 14x8 + 10x9 + 6x10 + 3x11 + x12.

Κατόπιν τούτων, το ζητούµενο πλήϑος τρόπων ισούται µε [x7]F (x) = 17.

Σηµειώνεται ότι το πολυώνυµο F (x) απαντά στο παραπάνω πρόβληµα για οποιοδήποτε µήϰος n ≤ u = 12,
διότι ϰατασϰευάστηϰε από όλα τα µονώνυµα που αντιστοιχούν σε έγϰυρους σχηµατισµούς ϰαι µόνο αυτά, Επίσης,

σηµειώνεται ότι ο συντελεστής [xn]F (x) ισούται ϰαι µε το πλήϑος των αϰέραιων λύσεων της εξίσωσης

n1 + n2 + · · ·+ nk = n, ℓi ≤ ni ≤ ui, i ∈ [k],

διότι ϰάϑε λύση (n1, n2, . . . , nk) αντιστοιχεί αµφιµονοσήµαντα σε έναν έγϰυρο σχηµατισµό c = xn1

1 xn2

2 · · · xnk

k .
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Παράδειγµα 2. Να βρεϑεί το πλήϑος των τρόπων που µπορούµε να συµπληρώσουµε το ποσό των 300 ευρώ χρησι-

µοποιώντας χαρτονοµίσµατα των 5, 10, 20 ϰαι 50 ευρώ.

Λύση. Υπάρχουν k = 4 διαϑέσιµα είδη χαρτονοµισµάτων, χωρίς περιορισµό στο πλήϑος τους, οπότε, αϰολουϑώντας

τον συµβολισµό του προηγούµενου παραδείγµατος, µπορούµε να ϑέσουµε ℓ = ℓi = 0 ϰαι u = ui = +∞, για ϰάϑε i ∈
[k]. Συµβολίζουµε µε x1, x2, x3, x4 τα χαρτονοµίσµατα των 5, 10, 20, 50 ευρώ αντίστοιχα. Το πρόβληµα αυτό διαφέρει

από αυτό του προηγούµενου παραδείγµατος στο ότι τώρα ϰάϑε χαρτονόµισµα έχει διαφορετιϰό µέγεϑος (αξία) ϰαι δεν

συνεισφέρει το ίδιο στον τελιϰό σχηµατισµό. Ορίζουµε το µέγεϑος (size) ως µια απειϰόνιση s : [k] → {5, 10, 20, 50}
από το σύνολο των ειδών χαρτονοµίσµατος στο σύνολο των δυνατών αξιών αυτών, δηλαδή s1 = s(x1) = 5,
s2 = s(x2) = 10, s3 = s(x1) = 20, s4 = s(x1) = 50. Επιπλέον, ορίζουµε το βάρος (weight) του χαρτονοµίσµατος

είδους i ως wi = w(xi) = xsi . ΄Ενας έγϰυρος σχηµατισµός είναι ένα µονώνυµο-λέξη c = xn1

1 xn2

2 · · · xnk

k , µε ni ∈ N,

που για συντοµία συµβολίζεται ως xv(c), όπου x = (x1, x2, . . . , xk) ϰαι v(c) = (n1, n2, . . . , nk). Το διάνυσµα v(c)
ονοµάζεται τύπος του c. Ορίζουµε το µέγεϑος του τύπου v(c) ως s(v(c)) = s1n1+s2n2+ · · ·+sknk ϰαι το µέγεϑος του

c ως s(c) := s(v(c)). Το απαιτούµενο ποσό είναι n = 300, οπότε ζητάµε το πλήϑος an των σχηµατισµών c µεγέϑους
s(c) = n, δηλαδή µε τύπο v(c) = (n1, n2, . . . , nk) που ιϰανοποιεί τη σχέση

s1n1 + s2n2 + · · ·+ sknk = n, ni ∈ N, i ∈ [k].

Προφανώς, είναι an = |s−1(n)| (η αντίστροφη ειϰόνα της απειϰόνισης s µε πεδίο ορισµού όλους τους έγϰυρους

σχηµατισµούς). Το βάρος του c ορίζεται ως w(c) = xs(c), οπότε η ΓΣ του συνόλου των c ως προς την παράµετρο s
είναι η

F (x) :=
∑

c

xs(c) =
∑

c

w(c) =
∑

n≥0

∑

c∈s−1(n)

xn =
∑

n≥0

anx
n,

οπότε το ζητούµενο πλήϑος an ισούται µε an = [xn]F (x). Επειδή ϰάϑε σχηµατισµός c αντιστοιχεί αµφιµονοσήµαντα
σε έναν τύπο v(c) ∈ N

k ϰαι s(c) = s(v(c)), έχουµε ότι

F (x) =
∑

v=(n1,...,nk)∈Nk

xs(v) =
∑

n1∈N

· · ·
∑

nk∈N

xn1s1+···+nksk =
∑

n1∈N

xn1s1 · · ·
∑

nk∈N

xnksk =

k
∏

i=1

∑

ni∈N

xnisi =

k
∏

i=1

1

1− xsii

Επειδή µας ενδιαφέρει ο συντελεστής του x300, µπορούµε να αγνοήσουµε τους όρους που δίνουν µονώνυµα βαϑµού

µεγαλύτερου του 300, παίρνοντας το συνεπτυγµένο (truncated) άϑροισµα

T (x) = (1+x5+x10+ · · ·+x300)(1+x10+x20+ · · ·+x300)(1+x20+x40+ · · ·+x300)(1+x50+x100+ · · ·+x300)

ϰαι βρίσϰοντας τελιϰά ότι [x300]F (x) = [x300]T (x) = 680 (µε τη βοήϑεια υπολογιστή).

Python:

1 impor t sympy as sp

2 x = sp . symbols ( ’ x ’ )

3 F = 1/(1− x ∗ ∗ 5 ) /(1−x ∗ ∗ 1 0 ) /(1− x ∗ ∗ 2 0 ) /(1−x ∗ ∗ 5 0 )

4 p r i n t ( ” [ x ˆ 3 0 0 ] F ( x ) = ” , sp . po ly ( F . s e r i e s ( x , 0 , 3 0 1 ) ) . c o e f f monomia l ( x ∗ ∗ 3 0 0 ) )

Sage:

1 R.<x> = PowerSe r i e sR ing (ZZ , ’ x ’ , d e f a u l t p r e c =301 )

2 f = 1/(1− x ˆ 5 ) /(1− x ˆ 1 0 ) /(1−x ˆ 2 0 ) /(1− x ˆ 5 0 )

3 p r i n t ( f [ 3 0 0 ] )

Αν επιπλέον, ϑέσουµε στο προηγούµενο παράδειγµα τον περιορισµό ότι πρέπει να χρησιµοποιήσουµε αϰριβώς µ
χαρτονοµίσµατα, τότε απλώς αλλάζουµε το βάρος του χαρτονοµίσµατος σεwi = yxsi ϰαι παίρνουµε µε τον ίδιο τρόπο

µια ΓΣ δύο µεταβλητών F (x, y) =
k
∏

i=1

1

1− yxsi
. Το ζητούµενο πλήϑος είναι ίσο µε [x300yµ]F (x, y). Ο συντελεστής

αυτός υπολογίζεται για µ = 20 από τον αϰόλουϑο ϰώδιϰα Sage:
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1ος τρόπος:

1 R.<x , y> = PowerSe r i e sR ing ( ZZ , d e f a u l t p r e c =361 )

2 f = 1/(1−y ∗ x ˆ 5 ) /(1−y ∗ x ˆ 1 0 ) /(1−y ∗ x ˆ 2 0 ) /(1−y ∗ x ˆ 5 0 )

3 p r i n t ( f . c o e f f i c i e n t s ( ) [ x ˆ 3 0 0 ∗ y ˆ 2 0 ] ) # a d i c t i o n a r y where each key i s a monomial

2ος τρόπος:

1 #P.<y> = Po lynomia lR ing (ZZ )

2 P.<y> = PowerSe r i e sR ing (ZZ , d e f a u l t p r e c =61 )

3 R.<x> = PowerSe r i e sR ing ( P , d e f a u l t p r e c =301 )

4 f = 1/(1−y ∗ x ˆ 5 ) /(1−y ∗ x ˆ 1 0 ) /(1−y ∗ x ˆ 2 0 ) /(1−y ∗ x ˆ 5 0 )

5 p r i n t ( f [ 3 0 0 ] )

6 p r i n t ( ” c o e f : ” , f [ 3 0 0 ] [ 2 0 ] )

Στον πρώτο τρόπο, ορίζουµε τον δαϰτύλιο R = Z[[x, y]] των δυναµοσειρών των µεταβλητών x, y µε συντελεστές στο

Z. Στον δεύτερο τρόπο, ορίζουµε το R ως τον (ισόµορφο) δαϰτύλιο P [[x]] των δυναµοσειρών της µεταβλητής x µε

συντελεστές στο P , όπου P = Z[[y]] ο δαϰτύλιος των δυναµοσειρών της µεταβλητής y µε συντελεστές στο Z. ΄Ετσι,

ο συντελεστής [xn]F (x, y) είναι µια δυναµοσειρά του y. Για την αϰρίβεια, είναι ένα πολυώνυµο (γιατί;), οπότε το

P µπορεί να οριστεί ϰαι ως δαϰτύλιος πολυωνύµων. Το πλεονέϰτηµα είναι ότι έτσι έχουµε εύϰολη πρόσβαση στο

πολυώνυµο αυτό, στο οποίο ο συντελεστής του [yµ] δίνει την απάντηση για οποιοδήποτε µ.

Γενιϰή µορφή: Συνοψίζοντας, το πρόβληµα στη γενιϰή του µορφή είναι η απαρίϑµηση των µη διατεταγµένων

σχηµατισµών από ni αντιϰείµενα ϰατηγορίας i, για ϰάϑε i ∈ [k], όταν υπάρχουν k ϰατηγορίες ϰαι τα αντιϰείµενα

επιλέγονται σύµφωνα µε ϰάποιους περιορισµούς, έτσι ώστε να ισχύει

s1n1 + s2n2 + · · · + sknk = n, ni ∈ Ni, i ∈ [k],

όπου si το µέγεϑος ενός αντιϰειµένου ϰατηγορίας i ϰαι Ni το σύνολο δυνατών τιµών του ni σύµφωνα µε τους

περιορισµούς. Συµβολίζουµε µε Ai το σύνολο αντιϰειµένων ϰατηγορίας i ϰαι µε Ci το σύνολο επιλογών από το Ai.

Οι σχηµατισµοί µπορούν να ϑεωρηϑούν ως ταξινοµηµένες λέξεις (τα γράµµατα είναι σε αύξουσα σειρά), δηλαδή τα

Ai είναι ολιϰά διατεταγµένα αλφάβητα ϰαι η ολιϰή διάταξη επεϰτείνεται ώστε ϰάϑε γράµµα του Ai προηγείται από

ϰάϑε γράµµα του Aj όταν i < j. Εποµένως, ϰάϑε Ci µπορεί να ϑεωρηϑεί ως σύνολο λέξεων στο αλφάβητο Ai ϰαι

το σύνολο των σχηµατισµών συµβολίζεται ως C ϰαι ισούται µε το ϰαρτεσιανό γινόµενο C = C1 × C2 × · · · × Ck .

Κάϑε γράµµα έχει µήϰος 1 αλλά µπορεί να έχει διαφορετιϰό µέγεϑος, ανάλογα µε τη συνάρτηση µεγέϑους s που έχει
ορισϑεί. ∆ιαϰρίνουµε 3 περιπτώσεις για τον σχηµατισµό αυτών των λέξεων:

i) Τα αντιϰείµενα της ίδιας ϰατηγορίας είναι µη διαϰεϰριµένα (όµοια). Τότε, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι

Ai = {xi} ϰαι ότι επιλέγουµε ni ∈ Ni φορές από το (αλφάβητο) Ai µε επανατοποϑέτηση. Το γράµµα xi έχει µέγεϑος
s(xi) = si ϰαι βάρος w(xi) = wi = xsi . Η επιλογή j αντιϰειµένων από το Ai είναι η λέξη xji , µήϰους |xji | = j,

µεγέϑους s(xji ) = jsi ϰαι βάρους w(xji ) = xjsi . Το σύνολο επιλογών Ci είναι το σύνολο λέξεων στο αλφάβητο

Ai = {xi} µε µήϰος στο Ni, δηλαδή Ci = {xji : j ∈ Ni}. Εποµένως, η ΓΣ του συνόλου Ci είναι η

Fi(x) =
∑

c∈Ci

w(c) =
∑

c∈Ci

xs(c) =
∑

j∈Ni

xjsi. (1)

ii) Τα αντιϰείµενα ίδιας ϰατηγορίας είναι διαϰεϰριµένα ϰαι επιλέγονται χωρίς επανατοποϑέτηση. Τότε, µπορούµε

να ϑεωρήσουµε ότι Ai = {xi,1, xi,2, . . . , xi,ui
}, όπου ui = |Ai|, ϰαι ότι το (αλφάβητο) Ai είναι ολιϰά διατεταγµένο,

µε xi,1 < xi,2 < · · · < xi,ui
. Κάϑε γράµµα στο Ai έχει το ίδιο µέγεϑος si ϰαι το ίδιο βάρος xsi . Η επιλογή ni

αντιϰειµένων ϰατηγορίας i είναι µια λέξη µε ni γράµµατα του Ai σε αύξουσα σειρά, µε το ϰάϑε ένα να εµφανίζεται

µία φορά, δηλαδή Ci = {xv

i : xi = (xi,1, xi,2, . . . , xi,u1
),v ∈ {0, 1}ui , |xv

i | ∈ Ni}. Ορίζουµε η επιλογή c ∈ Ci να έχει

µέγεϑος s(c) = |c|si ϰαι βάρος w(c) = x|c|si, οπότε η ΓΣ του συνόλου Ci ως προς το βάρος των στοιχείων του είναι η

Fi(x) =
∑

c∈Ci

w(c) =
∑

ni∈Ni

∑

c∈Ci:|c|=ni

xnisi =
∑

ni∈Ni

(

ui
ni

)

xnisi . (2)
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iii) Τα αντιϰείµενα της ίδιας ϰατηγορίας είναι διαϰεϰριµένα ϰαι επιλέγονται µε επανατοποϑέτηση. Η περίπτωση

αυτή είναι όπως η ii), µε τη διαφορά ότι εδώ είναι Ci = {xv

i : xi = (xi,1, xi,2, . . . , xi,u1
),v ∈ N

ui , |xv

i | ∈ Ni}, οπότε
η ΓΣ του Ci είναι η

Fi(x) =
∑

c∈Ci

w(c) =
∑

ni∈Ni

∑

c∈Ci:|c|=ni

xnisi =
∑

ni∈Ni

∑

(j1,j2,...,jui)∈N
ui

j1+j2+···+jui=ni

xnisi =
∑

ni∈Ni

(

ui + ni − 1

ni

)

xnisi . (3)

Υπενϑυµίζεται ότι ο τελευταίος συνδυασµός ισούται µε το πλήϑος των µη αρνητιϰών αϰέραιων λύσεων της εξίσωσης

j1 + j2 + · · · + jui
= ni, ή, ισοδύναµα, µε το πλήϑος των επιλογών ni στοιχείων από ui µε επανατοποϑέτηση.

Σε όλες τις παραπάνω περιπτώσεις, ϰάϑε σχηµατισµός c ∈ C είναι µια ταξινοµηµένη λέξη, οπότε το σύνολο

σχηµατισµών C µπορεί να ϑεωρηϑεί ως το ϰαρτεσιανό γινόµενο C = C1 × · · · × Ck . Η λέξη c έχει τύπο v(c) =
(n1, n2, . . . , nk), µήϰος |c| = n1 + n2 + · · · + nk, µέγεϑος s(c) = s(v(c)) = s1n1 + s2n2 + · · · + sknk ϰαι βάρος

w(c) = xs(c), οπότε η ΓΣ του συνόλου C ως προς την παράµετρο s είναι η

F (x) :=
∑

c∈C

xs(c) =
∑

c∈C

w(c) =

k
∏

i=1

Fi(x). (4)

Πράγµατι, επειδή η παράµετρος του µεγέϑους είναι αϑροιστιϰή (ϰαι άρα η συνάρτηση βάρους είναι πολλαπλασια-

στιϰή), δηλαδή ισχύει s(c1, . . . , ck) = s(c1) + · · · + s(ck), έπεται ότι

F (x) =
∑

c∈C

w(c) =
∑

(c1,...,ck)∈C

xs(c1,...,ck) =
∑

c1∈C1

xs(c1) · · ·
∑

ck∈Ck

xs(ck),

ή ισοδύναµα, µε ΓΣ αϰολουϑιών, ότι

F (x) =
∑

n1∈N1

a1,n1
xs1n1 · · ·

∑

nk∈Nk

ak,nk
xsknk =

∑

n

∑

(n1...,nk)∈N1×···×Nk:
s1n1+···+sknk=n

a1,n1
· · · ak,nk

xn,

όπου ai,ni
το πλήϑος επιλογών ni αντιϰειµένων ϰατηγορίας i. Εποµένως, ο συντελεστής [xn]F (x) ισούται µε το

πλήϑος των σχηµατισµών µεγέϑους n που ιϰανοποιούν τους περιορισµούς, το οποίο είναι ϰαι το ζητούµενο.

Παρατήρηση: ΄Ολα τα παραπάνω στηρίζονται σε 3 βασιϰές ιδιότητες-προϋποϑέσεις:

• Η παράµετρος s πρέπει να είναι βασιϰή, δηλαδή το σύνολο αντιϰειµένων c µε s(c) = n πρέπει να είναι

πεπερασµένο, για ϰάϑε n. Αυτό εξασφαλίζει ότι οι ΓΣ ορίζονται αϰόµα ϰαι όταν είναι άπειρα αϑροίσµατα.

• Το σύνολο αντιϰειµένων πρέπει να εϰφράζεται ως ϰαρτεσιανό γινόµενο. Εδώ είναι C = C1 × C2 × · · · × Ck .

• Η παράµετρος s πρέπει να είναι αϑροιστιϰή στο ϰαρτεσιανό γινόµενο, δηλαδή s(c) = s(c1) + · · ·+ s(ck), όταν
c = (c1, . . . , ck). Οι δύο τελευταίες ιδιότητες εξασφαλίζουν ότι η ΓΣ του C είναι το γινόµενο των ΓΣ των Ci.

Τα παραπάνω ισχύουν ϰαι όταν ορίσουµε περισσότερες παραµέτρους ϰαι µεταβλητές. Τότε ϑα έχουµε ένα

διάνυσµα s παραµέτρων που ϑα πρέπει να είναι βασιϰό ϰαι αϑροιστιϰό, ϰαι ένα διάνυσµα x αντίστοιχων µεταβλητών,

οπότε η συνάρτηση βάρους ϑα είναι η w(c) = x
s(c) ϰαι ϑα είναι πάλι πολλαπλασιαστιϰή.
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΄Ασϰηση 1. ∆ίνεται ένα σύνολο u σε πλήϑος ερωτήσεων. Οι ερωτήσεις αυτές είναι χωρισµένες σε 4 επίπεδα

δυσϰολίας. Κάϑε επίπεδο i ∈ [4] περιέχει ui ερωτήσεις. Κάϑε ερώτηση επιπέδου i ∈ [4] δίνει i µονάδες. Κάϑε επιλογή
ερωτήσεων σχηµατίζει ένα ερωτηµατολόγιο (τεστ). Η σειρά εµφάνισης των ερωτήσεων στο τεστ δεν έχει σηµασία.

΄Ενα τεστ λέµε ότι έχει τύπο (n1, n2, n3, n4), όταν για ϰάϑε i ∈ [4] περιέχει ni ερωτήσεις επιπέδου i.

1. Πόσοι δυνατοί τύποι τεστ υπάρχουν για ένα τεστ συνολιϰού βαϑµού n;

2. Να βρεϑεί η ΓΣ για το πλήϑος των τεστ µε n µονάδες ϰαι k ερωτήσεις, όταν ϰάϑε ερώτηση επιλέγεται το πολύ

µία φορά ϰαι

i) δεν υπάρχουν άλλοι περιορισµοί,

ii) επιλέγεται τουλάχιστον µια ερώτηση από ϰάϑε επίπεδο.

iii) Αν επιλέγεται µια ερώτηση επιπέδου i, τότε ϑα πρέπει να επιλεχϑεί ϰαι τουλάχιστον µια ερώτηση από

ϰάϑε µιϰρότερο επίπεδο.

Λύση. ΄Εχουµε k = 4 επίπεδα δυσϰολίας ϰαι si = i είναι το µέγεϑος (αξία) ϰάϑε ερώτησης επιπέδου i.
1) Η ΓΣ για το πλήϑος των λύσεων της

n1 + 2n2 + 3n3 + 4n4 = n, 0 ≤ ni ≤ ui, i ∈ [4], n ∈ N,

είναι η

T (x) =

4
∏

i=1

ui
∑

ni=0

xini =

4
∏

i=1

1− xi(ui+1)

1− xi
,

άρα το ζητούµενο πλήϑος τύπων είναι ίσο µε [xn]T (x).
2) Το σύνολο ερωτήσεων επιπέδου i είναι τοAi = {qi,1, qi,2, . . . , qi,ui

}. Ορίζουµε το βάρος ϰάϑε ερώτησης στοAi

να είναι wi = yxi. Η µεταβλητή y ϰωδιϰοποιεί τη δεύτερη παράµετρο που είναι το πλήϑος ερωτήσεων στο τεστ ϰαι

το βάρος αυτό υποδηλώνει ότι ϰάϑε ερώτηση συνεισφέρει ϰατά 1 στο πλήϑος αυτό ϰαι ϰατά si στον συνολιϰό βαϑµό
του τεστ.

2i) Το σύνολο επιλογών Ci από το σύνολο Ai έχει ΓΣ την

Fi(x, y) =

ui
∑

ni=0

(

ui
ni

)

(yxi)ni = (1 + xyi)ui ,

οπότε η ζητούµενη ΓΣ είναι η F (x, y) =
∏k

i=1(1 + xyi)ui ϰαι το ζητούµενο πλήϑος δίνεται από τον συντελεστή

[xnyk]F (x, y).
2ii) Επειδή επιλέγεται τουλάχιστον µια ερώτηση από το Ai, η ΓΣ του Ci σε αυτήν την περίπτωση είναι η

Fi(x, y) = (1 + xyi)ui − 1 ϰαι F (x, y) =
∏k

i=1 Fi(x, y) όπως ϰαι πριν.
2iii) Η ΓΣ για το σύνολο επιλογών από το επίπεδο i είναι η Fi(x, y) = (1 + xyi)ui − 1. Θέτουµε Gi(x, y) την ΓΣ

για το σύνολο τεστ µε µέγιστο επίπεδο i. Είναι

Gj(x, y) =

i
∏

j=1

Fj(x, y), j ∈ [4]

ϰαι το ζητούµενο πλήϑος ισούται µε [xnyk]F (x, y), όπου F (x, y) = G1(x, y) +G2(x, y) +G3(x, y) +G4(x, y).
Αν δεν µας ενδιαφέρει το πλήϑος ερωτήσεων k, τότε ϑέτουµε y = 1 ϰαι παίρνουµε τη ΓΣ (µίας µεταβλητής) ως

προς το µέγεϑος s (συνολιϰός βαϑµός του τεστ), σε ϰάϑε µία από τις παραπάνω περιπτώσεις.

΄Ασϰηση 2. Να λυϑεί η παραπάνω άσϰηση όταν ϰάϑε ερώτηση επιτρέπεται να επιλεχϑεί πάνω από µια φορά.
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΄Ασϰηση 3. Να δειχϑεί ότι το άϑροισµα n που φέρνουν δύο τετράπλευρα (αµερόληπτα) ζάρια µε ενδείξεις (1, 2, 2, 3)
ϰαι (1, 3, 3, 5) έχει την ίδια ϰατανοµή µε δύο ϰανονιϰά τετράπλευρα ζάρια µε ενδείξεις (1, 2, 3, 4). Επιπλέον, να δειχϑεί

ότι ϰανένα άλλο ζεύγος ζαριών δεν έχει αυτή την ιδιότητα.

Πόσα είναι τα ζεύγη 6-πλευρων ζαριών µε ίδια ϰατανοµή αϑροίσµατος µε το ζεύγος ϰανονιϰών εξάπλευρων ζαριών;

Λύση. Επιλέγουµε µια πλευρά µε ένδειξη ni από ϰάϑε ζάρι i ∈ [2] ϰαι προϰύπτει το άϑροισµα n1 + n2 = n. ΄Αρα,

µπορούµε να ϑέσουµε

C1 = A1 = {11, 22, 23, 34}, C2 = A2 = {11, 32, 33, 54},

όπου το jν δηλώνει την ένδειξη j στην πλευρά ν . Επιπλέον, ϑέτουµε s(jν) = j ϰαι w(jν) = xj , οπότε οι ΓΣ για το

πρώτο ϰαι δεύτερο ζάρι είναι αντίστοιχα οι

F1(x) =
∑

c∈C1

w(c) = x+x2+x2+x3 = x+2x2+x3 ϰαι F2(x) =
∑

c∈C2

w(c) = x+x3 +x3+x5 = x+2x3 +x5

ϰαι το πλήϑος των τρόπων που προϰύπτει το άϑροισµα n ισούται µε τον συντελεστή του xn στη ΓΣ

F (x) = F1(x)F2(x) = (x+ 2x2 + x3)(x+ 2x3 + x5) = x2(1 + x)2(1 + x2)2,

ενώ η αντίστοιχη ΓΣ για τα δύο ϰανονιϰά ζάρια είναι η

G(x) = (x+ x2 + x3 + x4)2 = x2(1 + x+ x2 + x3)2 = x2(1 + x2 + x(1 + x2))2 = x2(1 + x2)2(1 + x)2.

Εποµένως είναι F (x) = G(x), άρα ϰαι [xn]F (x) = [xn]G(x), για ϰάϑε άϑροισµα n.
΄Εστω τώρα ένα ζεύγος ζαριών µε την ίδια ιδιότητα. Η αντίστοιχη ΓΣ για αυτό το ζεύγος ϑα είναι επίσης η

F (x) = x2(1+x)2(1+x2)2. Θέτουµε p(x) = 1+x ϰαι q(x) = 1+x2 ϰαι αναζητούµε όλους τους τρόπους που µπορούµε
να προσεταιρίσουµε τους όρους του γινοµένου F (x) στη µορφή F (x) = F1(x)F2(x), ώστε η Fi(x) να αποτελεί τη

ΓΣ για το ζάρι i, δηλαδή να ισχύει F1(1) = F2(1) = 4 (επειδή ϰάϑε ζάρι έχει 4 πλευρές) ϰαι F1(0) = F2(0) = 0
(επειδή επιλέγεται οπωσδήποτε µια πλευρά). Αφού είναι p(1) = q(1) = 2, αυτό µπορεί να γίνει µε δύο τρόπους: Ο

πρώτος αντιστοιχεί στο ζεύγος ϰανονιϰών ζαριών ϰαι προϰύπτει ϑέτοντας F1(x) = xp(x)q(x) = F2(x) ϰαι δεύτερος
προϰύπτει ϑέτοντας F1(x) = xp2(x) ϰαι F2(x) = xq2(x).

Αν έχουµε 6-πλευρα ζάρια, τότε η ΓΣ για το ζεύγος ϰανονιϰών ζαριών είναι η

F (x) = x2(1 + x+ x2 + x3 + x4 + x5)2 = x2(1 + x3)2(1 + x+ x2)2 = x2(1 + x+ x2)2(1 + x)2(1− x+ x2)2.

Θέτουµε p(x) = 1+x, q(x) = 1+x+x2 ϰαι r(x) = 1−x+x2, οπότε p(1) = 2, q(1) = 3, r(1) = 1. Επειδή ϑα πρέπει να
είναι F1(1) = F2(1) = 6 ϰαι F1(0) = F2(0) = 0, έπεται ότι οι δυνατοί τρόποι είναι ο F1(x) = F2(x) = xp(x)q(x)r(x)
(2 ϰανονιϰά ζάρια) ϰαι ο

F1(x) = xp(x)q(x) = x+ 2x2 + 2x3 + x4, F2(x) = xp(x)q(x)r2(x) = x+ x3 + x4 + x5 + x6 + x8,

που αντιστοιχεί στο ζεύγος ζαριών (1, 2, 2, 3, 3, 4), (1, 3, 4, 5, 6, 8).

΄Ασϰηση 4. Ρίχνουµε ένα ϰέρµα 14 φορές ϰαι φέρνει (αϰριβώς) τρεις φορές Γράµµατα (Γ). Ποια είναι η πιϑανότητα

να µην έφερε 5 διαδοχιϰές φορές Κορώνα (Κ);

Λύση. Κάϑε ευνοϊϰό ενδεχόµενο είναι µια αϰολουϑία ρίψεωνKn1ΓKn2ΓKn3ΓKn4 , µε

n1 + n2 + n3 + n4 = 14− 3 = 11, 0 ≤ ni ≤ 4, i ∈ [4].

΄Εχουµε, για ϰάϑε i ∈ [4], Ai = {K}, Ci = {Kj : 0 ≤ j ≤ 4}, µε s(Kj) = j ϰαι w(Kj) = xj . Το σύνολο C όλων

των ευνοϊϰών ενδεχοµένων µπορεί να ϑεωρηϑεί ως το C = C1 × C2 × C3 × C4, οπότε οι ΓΣ των Ci ϰαι του C είναι

αντίστοιχα οι

Fi(x) = 1 + x+ x2 + x3 + x4 ϰαι F (x) = (1 + x+ x2 + x3 + x4)4 =

(

1− x5

1− x

)4

ϰαι το ζητούµενο πλήϑος ισούται µε [x11]F (x) = 52. Από την άλλη, τα δυνατά ενδεχόµενα είναι
(14
3

)

= 364, οπότε η
ζητούµενη πιϑανότητα ισούται µε 52/364 = 1/7.
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΄Ασϰηση 5. Υπάρχουν k είδη ϰερµάτων. Να βρεϑεί η ΓΣ της αϰολουϑίας an,m των διαϰεϰριµένων τρόπων να έχουµε

n ϰέρµατα µε αϰριβώς m Κορώνες.

Λύση. Κάϑε αποτέλεσµα ϰωδιϰοποιείται από µια αϰολουϑία (h1, h2, . . . , hk, t1, t2, . . . , tk) ∈ N
2k όπου hi (αντ ti) το

πλήϑος ϰορώνων (αντ. γραµµάτων) από το i είδος. Θέλουµε το πλήϑος αυτών που ιϰανοποιούν h1 + · · · + hk = m
ϰαι t1 + · · · + tk = n − m. Θέτουµε το βάρος ενός νοµίσµατος µε γράµµατα (αντ. ϰορώνα) να είναι x (αντ. xy),
οπότε η ΓΣ για την συνιστώσα hi είναι η 1 + xy + (xy)2 + · · · = (1− xy)−1, ενώ η ΓΣ για την συνιστώσα ti είναι η
1 + x+ x2 + · · · = (1− x)−1. Εποµένως, έχουµε ότι an,m = [xnym](1− x)−k(1− xy)−k.

΄Ασϰηση 6. Με πόσους τρόπους µπορούµε να επιλέξουµε n γράµµατα από το αλφάβητο {0, 1, 2} ώστε να επιλεχϑεί

άρτιος αριϑµός από 0;

Λύση. Η ΓΣ για το σύνολο επιλογών του 0 είναι η F0(x) = 1 + x2 + x4 + · · · =
1

1− x2
, ενώ οι ΓΣ για τα σύνολα

επιλογών των 0 ϰαι 1 είναι οι F1(x) = F2(x) = 1+x+x2 + · · · =
1

1− x
, εποµένως η ΓΣ του συνόλου επιλογών είναι

F (x) =
1

(1− x)2(1− x2)
=

1

8

(

1

1 + x
+

1

1− x
+

2

(1− x)2
+

4

(1− x)3

)

ϰαι το ζητούµενο πλήϑος ισούται µε

[xn]F (x) =
1

8

(

(−1)n + 1 + 2(n + 1) + 4

(

n+ 2

2

))

1

8
(1 + (−1)n + 2(n + 1)(n + 3)) .

΄Ασϰηση 7. Να δειχϑεί ότι το πλήϑος on των διαµερίσεων του n µε περιττούς όρους ισούται µε το πλήϑος dn των

διαµερίσεων του n µε διαφορετιϰούς όρους.

Λύση. Η ΓΣ για το σύνολο των τρόπων που συµµετέχει ο περιττός 2k + 1 στη διαµέριση του n είναι η F2k+1(x) =

1 + x2k+1 + x2(2k+1) + · · · =
1

1− x2k+1
, δηλαδή ο 2k + 1 συµµετέχει i φορές µε βάρος xi(2k+1), για ϰάποιο i ∈ N.

Κατόπιν τούτου, είναι on = [xn]F (x), όπουF (x) =
∏

k∈N

1

1− x2k+1
. Από την άλλη, σε µια διαµέριση µε διαφορετιϰούς

όρους, ϰάϑε k ∈ N
∗ συµµετέχει το πολύ µια φορά µε βάρος xk, οπότε dn = [xn]G(x), µε G(x) =

∏

k∈N∗

(1 + xk).

Αποµένει να δειχϑεί ότι F (x) = G(x). Είναι G(x) =
∏

k≥1

(1 + xk) =
∏

k≥1

1− x2k

1− xk
=

∏

k≥1

1

1− x2k−1
= F (x).

΄Ασϰηση 8. Να βρεϑεί η ΓΣ της αϰολουϑίας (an), όπου an είναι το πλήϑος των µη αρνητιϰών αϰέραιων λύσεων της

n1 + n2 + 2n3 + 3n4 + n5 = n,

µε τους περιορισµούς n1 + 2n3 ≤ 10, n4 6= n5 ϰαι n1 + n2 + 2n3 άρτιος.

Λύση. Η ΓΣ για το πλήϑος των λύσεων της n1 + 2n3 = n χωρίς τους περιορισµούς είναι η G1(x) =
1

1− x

1

1− x2
.

Εποµένως, µε τον περιορισµό n ≤ 10, προϰύπτει µια ΓΣ F1(x) ως το (πεπερασµένο) άϑροισµα των όρων της G1(x)
βαϑµού από 0 έως ϰαι 10.

Η ΓΣ για το πλήϑος των λύσεων της n1 + n2 + 2n3 = n χωρίς τους περιορισµούς είναι η G2(x) =
1

1− x
F1(x).

Εποµένως, µε τον περιορισµό n1 + n2 + 2n3 άρτιος, προϰύπτει η ΓΣ F2(x) = (G2(x) +G2(−x))/2.

Η ΓΣ για το πλήϑος των λύσεων της 3n4 + n5 = n χωρίς τους περιορισµούς είναι η G3(x) =
1

1− x3
1

1− x
.

Η περίπτωση n4 = n5 προϰύπτει όταν n = 4m ϰαι n4 = n5 = m, δηλαδή υπάρχει ένα ζεύγος (n4, n5) που δίνει

άϑροισµα n ϰαι αυτό µόνο όταν n πολλαπλάσιο του 4. Η ΓΣ για το πλήϑος των λύσεων είναι η 1/(1− x4), εποµένως
µε τον περιορισµό n4 6= n5, προϰύπτει η ΓΣ F3(x) = G3(x)− 1/(1 − x4).

Τέλος, το γινόµενο F (x) = F2(x)F3(x) αποτελεί τη ζητούµενη ΓΣ, αφού ϑέτοντας n1 + n2 + 2n3 = m1 ϰαι

3n4 + n5 = m2, η F (x) απαριϑµεί το πλήϑος λύσεων της m1 +m2 = n µε τους παραπάνω περιορισµούς.
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Οι παραπάνω συντελεστές [xn]F (x) για n ≤ 50, υπολογίζονται µε τον αϰόλουϑο ϰώδιϰα Sage:

1 G1 ( x ) = 1/(1− x ) /(1−x ˆ 2 ) # n 1 + 2 n 3 f r e e

2 F1 ( x ) = t a y l o r ( G1 ( x ) , x , 0 , 1 0 ) # n 1 + 2 n 3 <= 10

3 G2 ( x ) = F1 ( x ) /(1− x ) # n 1 + n 2 + 2 n 3 n 2 f r e e

4 F2 ( x ) = ( G2 ( x ) +G2(−x ) ) / 2 # n 1 + n 2 +2n3 even

5 G3 ( x ) = 1/(1− x ˆ 3 ) /(1−x ) #3 n 4 + n 5 f r e e

6 F3 ( x ) = G3 ( x ) − 1/(1− x ˆ 4 ) # n 4 != n 5

7 F ( x ) = F2 ( x ) ∗ F3 ( x )

8 F ( x ) . s e r i e s ( x , 5 1 )

ϰαι µπορούν να επαληϑευϑούν ϰατασϰευάζοντας όλες τις λύσεις, µε τον αϰόλουϑο ϰώδιϰα:

1 impor t t ime

2 de f i s V a l i d ( n1 , n2 , n3 , n4 , n5 ) :

3 r e t u r n n1 + 2 ∗ n3 <= 10 and n4 != n5 and ( n1+n2 +2∗ n3 ) %2 == 0

4

5 s t a r t = t ime . t ime ( )

6 n = 50

7 c o e f f s = ( n +1 ) ∗ [ 0 ]

8 f o r n1 in range ( 1 1 ) :

9 f o r n2 in range ( n +1 ) :

10 f o r n3 in range ( 6 ) :

11 f o r n4 in range ( n / / 3 + 1 ) :

12 f o r n5 in range ( n +1 ) :

13 i f i s V a l i d ( n1 , n2 , n3 , n4 , n5 ) :

14 m = ( n1 + n2 + 2 ∗ n3 + 3 ∗ n4 + n5 )

15 i f m <= n : c o e f f s [m] += 1

16

17 end = t ime . t ime ( )

18 f o r i i n range ( l en ( c o e f f s ) ) : p r i n t ( ”%s : %s ” %( i , c o e f f s [ i ] ) )

19 p r i n t ( ” Time e l a p s e d : ” , end−s t a r t )

Ασϰήσεις

1. Να βρεϑεί η ΓΣ της αϰολουϑίας (an), όπου an το πλήϑος των λύσεων της 4n1 + 2n2 + n3 + 2n4 = n, ni ∈ N.

2. Με πόσους τρόπους µπορούν να επιλεχϑούν µε επανατοποϑέτηση n αντιϰείµενα από ένα σύνολο 10 διαϰεϰρι-

µένων αντιϰειµένων, ώστε το πρώτο να επιλεχϑεί το πολύ 2 φορές, το δεύτερο το πολύ 3 φορές ϰαι τα υπόλοιπα

από 1 το πολύ φορά;

3. Με πόσους τρόπους µπορούν να τοποϑετηϑούν 2n + 1 επιβάτες σε 3 διαϰεϰριµένα λεωφορεία, έτσι ώστε ϰάϑε

λεωφορείο να περιέχει το πολύ n επιβάτες;

4. Με πόσους τρόπους µπορούν να µοιραστούν 24 σφαίρες σε 4 στρατιώτες έτσι, ώστε ϰαϑένας να πάρει από 3

έως ϰαι 8;

5. Με πόσους τρόπους µπορούν να τοποϑετηϑούν 25 όµοια αντιϰείµενα σε 7 διαφορετιϰά ϰουτιά έτσι ώστε ϰάϑε

ϰουτί να περιέχει το πολύ 10 αντιϰείµενα;

6. Να βρεϑεί το πλήϑος των διαµερίσεων του 2n µε όρους ίσους µε 1, 2 ή 4.

7. Με πόσους τρόπους µπορεί να εϰφραστεί ο n ∈ N
∗ ως άϑροισµα διαφορετιϰών ϑετιϰών αϰεραίων;
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Σχηµατισµοί µε διάταξη

Στην περίπτωση αυτή, ο τελιϰός σχηµατισµός c αποτελείται όπως ϰαι πριν από τα επιλεγµένα αντιϰείµενα που

περιέχουν τα Ai i ∈ [k], αλλά τώρα έχει σηµασία η σειρά (διάταξη) των αντιϰειµένων αυτών στον c. Ο σχηµατισµός

c µπορεί λοιπόν να ϑεωρηϑεί ως µια λέξη στο αλφάβητο A =
⋃k

i=1 Ai. Επειδή το σύνολο επιλογών C είναι σύνολο

λέξεων, για την απαρίϑµηση χρησιµοποιούµε εϰϑετιϰές ΓΣ (ΕΓΣ).

Υπενϑυµίζεται ότι η ΕΓΣ της αϰολουϑίας (an)n≥0 ορίζεται ως το άϑροισµα

A(x) =
∑

n≥0

an
xn

n!
,

οπότε an = n![xn]A(x). Το γινόµενο δύο ΕΓΣ A(x) =
∑

n≥0 an
xn

n! ϰαι B(x) =
∑

n≥0 bn
xn

n! δίνει την ΕΓΣ C(x) της
αϰολουϑίας (cn) που ονοµάζεται διωνυµιϰή συνέλιξη των (an), (bn). Συγϰεϰριµένα, είναι

C(x) = A(x)B(x) =
∑

n≥0

an
xn

n!

∑

n≥0

bn
xn

n!
=

∑

n≥0

n
∑

k=0

ak
k!

bn−k

(n− k)!
xn =

∑

n≥0

n
∑

k=0

(

n

k

)

akbn−k
xn

n!
,

οπότε

cn = n![xn]C(x) =
n
∑

k=0

(

n

k

)

akbn−k.

Η ΕΓΣ της αϰολουϑίας (kn)n≥0 των λέξεων µήϰους n στο αλφάβητο [k] είναι η ekx =
∑

n≥0 k
n xn

n! . Γενιϰότερα, η ΕΓΣ

του συνόλου των λέξεων σε ένα αλφάβητο A είναι η

A(x) =
∑

α∈A∗

x|α|

|α|!
=

∑

n≥0

∑

α∈An

xn

n!
=

∑

n≥0

|An|
xn

n!
=

∑

n≥0

|A|n
xn

n!
= e|A|x

ϰαι αν B είναι ένα αλφάβητο µε A ∩B = ∅, τότε η ΕΓΣ του συνόλου (A ∪B)∗ είναι η

A(x)B(x) =
∑

n≥0

n
∑

k=0

(

n

k

)

|A|k|B|n−kx
n

n!
=

∑

n≥0

|A ∪B|n
xn

n!
=

∑

α∈(A∪B)∗

x|α|

|α|!
,

αφού ϰάϑε λέξη α ∈ (A ∪ B)n σχηµατίζεται επιλέγοντας τις k ϑέσεις από τις n οι οποίες ϑα περιέχουν γράµµατα

από το A, ενώ οι υπόλοιπες ϑέσεις ϑα περιέχουν γράµµατα από το B, ϰαι τέλος επιλέγοντας µια λέξη στο Ak ϰαι µια

λέξη στο Bn−k για να γεµίσουν αυτές τις ϑέσεις µε τα γράµµατά τους. Το µέγεϑος s(α) της λέξης α ορίζεται ως το

άϑροισµα των µεγεϑών των γραµµάτων της, ϰαι το βάρος της είναι w(α) = xs(α)/|α|!.
Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να συνδυάσουµε δύο οποιαδήποτε σύνολα λέξεωνLA ⊆ A∗ ϰαιLB ⊆ B∗, παίρνοντας

ένα σύνολο που ϑα συµβολίζουµεωςLA◦LB . Κάϑε λέξη στο σύνολο αυτό έχει προέλϑει αναϰατεύοντας τα γράµµατα

µιας λέξης α ∈ LA ϰαι µιας λέξης β ∈ LB , χωρίς να αλλάζουµε τη σχετιϰή σειρά των γραµµάτων σε ϰάϑε λέξη. Η

ΕΓΣ LA ◦ LB ϑα είναι το γινόµενο των ΕΓΣ των LA, LB .

Γενιϰότερα, αν έχουµε A1, . . . , Ak ξένα αλφάβητα, µε το µέγεϑος ϰάϑε γράµµατος στο Ai να είναι si, ϰαι ϰάποια
υποσύνολα C1 ⊆ A∗

1, . . . , Ck ⊆ A∗
k , τότε η ΕΓΣ του C = C1 ◦ · · · ◦ Ck ως προς το µέγεϑος είναι η

F (x) =
∑

c∈C

xs(c)

|c|!
=

∑

n≥0

∑

c∈C
s(c)=n

xn

n!
=

∑

n≥0

∑

(n1,...,nk)∈N
k

s1n1+···+sknk=n

(

n

n1, . . . , nk

)

a1,n1
· · · ak,nk

xn

n!
,

=
∑

n≥0

∑

(n1,...,nk)∈N
k

s1n1+···+sknk=n

k
∏

i=1

ai,ni

xsini

ni!
=

∑

n≥0

∑

(n1,...,nk)∈N
k

s1n1+···+sknk=n

k
∏

i=1

∑

ci∈Ci

|ci|=ni

xsini

ni!
=

k
∏

i=1

∑

ci∈Ci

xs(ci)

|ci|!

όπου ai,ni
το πλήϑος λέξεων µήϰους ni στο Ci ϰαι

( n
n1,...,nk

)

= n!
n1!···nk!

.
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Σε αυτήν την συνδυαστιϰή ερµηνεία της διωνυµιϰής συνέλιξης βασίζεται ϰαι η απαρίϑµηση των διατεταγµένων

σχηµατισµών µε ΕΓΣ. ∆ιαϰρίνουµε τρεις περιπτώσεις, όπως ϰαι πριν:

i) Τα αντιϰείµενα της ίδιας ϰατηγορίας είναι όµοια, οπότε Ai = {xi} ϰαι A = [k]. Τότε, το σύνολο επιλογών

Ci = {xji : j ∈ Ni} έχει ΕΓΣ

Fi(x) =
∑

ni∈Ni

xsini

ni!
.

ii) Τα αντιϰείµενα της ίδιας ϰατηγορίας είναι διαϰεϰριµένα ϰαι επιλέγονται χωρίς επανατοποϑέτηση. Τότε είναι

Ai = {xi,1, xi,2, . . . , xi,ui
}, ui = |Ai|. Το σύνολο επιλογών είναι το Ci = {α ∈ A∗

i : |α| ∈ Ni, |α|xi,j
≤ 1, j ∈ [ui]},

όπου |α|xi,j
είναι το πλήϑος εµφανίσεων του γράµµατος xi,j στη λέξη α, ϰαι το πλήϑος λέξεων στο Ci µήϰους ni

ισούται µε
ui!

(ui − ni)!
, οπότε, ϑέτοντας si = s(xi), η ΕΓΣ του Ci είναι η

Fi(x) =
∑

ni∈Ni

ui!

(ui − ni)!

xsini

ni!
=

∑

ni∈Ni

(

ui
ni

)

xsini .

iii) Τα αντιϰείµενα της ίδιας ϰατηγορίας είναι διαϰεϰριµένα ϰαι επιλέγονται µε επανατοποϑέτηση. Τότε, είναι

Ai = {xi,1, xi,2, . . . , xi,ui
}, ui = |Ai|. Το σύνολο επιλογών είναι το Ci = {α ∈ A∗

i : |α| ∈ Ni} ϰαι το πλήϑος λέξεων

στο Ci µήϰους ni ισούται µε u
ni

i , οπότε ϑέτοντας si = s(xi,j), για ϰάϑε j ∈ [ui], η ΕΓΣ του Ci είναι η

Fi(x) =
∑

ni∈Ni

uni

i

xsini

ni!

Και στις τρεις παραπάνω περιπτώσεις, το σύνολο σχηµατισµών είναι C = C1 ◦ · · · ◦Ck , οπότε η ΕΓΣ του ως προς

το µέγεϑος είναι η

F (x) =

k
∏

i=1

Fi(x)

ϰαι το πλήϑος σχηµατισµών µεγέϑους n ισούται µε n![xn]F (x).

Παράδειγµα 3. Να βρεϑεί Η ΕΓΣ της αϰολουϑίας (an)n≥0, όπου an το πλήϑος των διατάξεων (χωρίς επανάληψη)

n στοιχείων του [k] (k ≥ n).

Λύση. Ισοδύναµα, an είναι το πλήϑος των λέξεων µήϰους n στο αλφάβητο [k], όπου ϰάϑε γράµµα εµφανίζεται το πολύ

µια φορά. Ως γνωστό, το πλήϑος αυτό ισούται µε an =
k!

(k − n)!
, οπότε η ΕΓΣ της (an) είναι η

∑

n≥0

k!

(k − n)!

xn

n!
=

∑

n≥0

(

k

n

)

xn = (1 + x)k.

Αϰολουϑώντας τον συµβολισµό της ϑεωρίας, ϰαταλήγουµε στο ίδιο αποτέλεσµα ως εξής: Θέτουµε Ai = {xi},
για ϰάϑε i ∈ [k], οπότε είναι A =

⋃k
i=1Ai = {x1, x2, . . . , xk}. Το σύνολο επιλογών για το γράµµα xi είναι το

Ci = {xji : j ∈ Ni}, όπου Ni = {0, 1}, ϰαι το µέγεϑος του xi είναι si = s(xi) = 1, οπότε η ΕΓΣ του Ci είναι η

Fi(x) = 1+x, για ϰάϑε i ∈ [k]. Κατόπιν τούτων, η ΕΓΣ του συνόλουC = C1◦· · ·◦Ck = {α ∈ A∗ : |α|xi
∈ Ni, i ∈ [k]}

των λέξεων αυτών ως προς το µέγεϑος (το οποίο εδώ ταυτίζεται µε το µήϰος) είναι η

F (x) =

k
∏

i=1

Fi(x) = (1 + x)k =
∑

n≥0

(

k

n

)

xn,

οπότε an = n![xn]F (x) = n!

(

k

n

)

=
k!

(k − n)!
.
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Παράδειγµα 4. Να βρεϑεί το πλήϑος των µεταϑέσεων n αντιϰειµένων 4 ϰατηγοριών, όταν από ϰάϑε ϰατηγορία

επιλέγονται από 2 έως ϰαι 5 αντιϰείµενα. (Τα αντιϰείµενα της ίδιας ϰατηγορίας είναι όµοια.)

Λύση. ΄Εχουµε k = 4 ϰατηγορίες ϰαι, για ϰάϑε i ∈ [k], επιλέγουµε από το σύνολο Ai = {xi} δύο έως ϰαι πέντε φορές
(µε επανατοποϑέτηση), δηλαδή Ni = {2, 3, 4, 5}. (Τα αντιϰείµενα είναι µεγέϑους si = 1.) Εποµένως, το σύνολο

επιλογών από το Ai είναι το Ci = {xji : j ∈ Ni}, µε ΕΓΣ ως προς το µέγεϑος την

Fi(x) =
∑

ni∈Ni

xni
ni!

=
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+

x5

5!

ϰαι η ΕΓΣ του συνόλου επιλογών C = C1 ◦ C2 ◦ C3 ◦ C4 είναι η

F (x) =

4
∏

i=1

Fi(x) =

(

x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+

x5

5!

)4

,

οπότε το ζητούµενο πλήϑος ισούται µε n![xn]F (x).

Οι παραπάνω συντελεστές n![xn]F (x) υπολογίζονται µε τον αϰόλουϑο ϰώδιϰα Sage:

1 F ( x ) = ( x ˆ 2 / f a c t o r i a l ( 2 ) + x ˆ 3 / f a c t o r i a l ( 3 ) + x ˆ 4 / f a c t o r i a l ( 4 ) + x ˆ 5 / f a c t o r i a l ( 5 ) ) ˆ 4

2 # t a y l o r ( F ( x ) , x , 0 , 2 0 )

3 L=F ( x ) . c o e f f i c i e n t s ( )

4 c o e f f s ={ c [ 1 ] : c [ 0 ] ∗ f a c t o r i a l ( c [ 1 ] ) f o r c in L}
5 c o e f f s

Output:

1 { 8 : 2 5 20 ,

2 9 : 3 0 240 ,

3 1 0 : 2 2 6800 ,

4 1 1 : 1 3 67520 ,

5 1 2 : 6 9 39240 ,

6 1 3 : 3 0 750720 ,

7 1 4 : 1 2 0912792 ,

8 1 5 : 4 1 8738320 ,

9 1 6 : 1 2 73872600 ,

10 1 7 : 3 3 27708384 ,

11 1 8 : 7 1 01398304 ,

12 1 9 : 1 1 732745024 ,

13 2 0 : 11732745024}

Παράδειγµα 5. Να βρεϑεί το πλήϑος S(n, k) των διαµερίσεων του [n] σε k (µη ϰενά) µπλοϰ. (Οι αριϑµοί S(n, k)
ονοµάζονται αριϑµοί Stirling δευτέρου είδους.)

Λύση. Αρχιϰά, ϑα βρεϑεί η ΕΓΣ για το πλήϑος των διατεταγµένων διαµερίσεων. Σε αυτές, η σειρά των µπλοϰ έχει

σηµασία, οπότε συµβολίζουµε µε Bi το i-οστό µπλοϰ, i ∈ [k], ϰαι το πλήϑος τους είναι προφανώς ίσο µε k!S(n, k).
Μια διατεταγµένη διαµέριση ισοδυναµεί µε µια λέξη α ∈ [k]n µε |α|i ≥ 1, για ϰάϑε i ∈ [k]: Το j-οστό γράµµα της α
είναι το i ανν το στοιχείο j ∈ [n] ανήϰει στο Bi. Η ΕΓΣ για το πλήϑος αυτών είναι η (ex − 1)k , δηλαδή

∑

n≥0

k!S(n, k)
xn

n!
= (ex − 1)k =

k
∑

j=0

(

k

j

)

(−1)k−jejx =

k
∑

j=0

(

k

j

)

(−1)k−j
∑

n≥0

jn
xn

n!
=

∑

n≥0

k
∑

j=0

(

k

j

)

(−1)k−jjn
xn

n!
,

οπότε S(n, k) =
1

k!
n![xn](ex − 1)k =

1

k!

k
∑

j=0

(

k

j

)

(−1)k−jjn.
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Παράδειγµα 6. Να βρεϑεί το πλήϑος των τρόπων τοποϑέτησης n (διαϰεϰριµένων) ατόµων σε k διαϰεϰριµένες

αίϑουσες, όταν ϰάϑε αίϑουσα ϑα πρέπει να έχει: i) ένα τουλάχιστον άτοµο, ii) ζυγό αριϑµό ατόµων.

Λύση. ΄Εχουµε k αίϑουσες (ϰατηγορίες) ϰαι Ai = {xi}, για ϰάϑε i ∈ [k].

i) Είναι Ci = {α ∈ A∗
i : |α| ≥ 1}, οπότε Fi(x) =

∑

ni≥1

xni

ni!
= ex − 1 ϰαι F (x) =

k
∏

i=1

Fi(x) = (ex − 1)k , µε

(ex − 1)k =
k

∑

j=0

(

k

j

)

(−1)k−jejx =
k

∑

j=0

∑

n≥0

(

k

j

)

(−1)k−j j
n

n!
xn =

∑

n≥0

k
∑

j=0

(

k

j

)

(−1)k−j j
n

n!
xn.

Εποµένως, το ζητούµενο πλήϑος είναι ίσο µε

n![xn]G(x) =

k
∑

j=0

(

k

j

)

(−1)k−jjn = k!S(n, k).

ii) Η ΕΓΣ του Ci στην περίπτωση αυτή είναι η Fi(x) = 1 +
x2

2!
+

x4

4!
+ · · · = cosh x =

1

2
(ex + e−x) ϰαι

F (x) =
1

2k
(ex + e−x)k =

1

2k

k
∑

j=0

(

k

j

)

e(k−2j)x

οπότε, για n > 0, είναι n![xn]F (x) =
1

2k

k
∑

j=0

(

k

j

)

n![xn]e(k−2j)x =
n!

2k

k
∑

j=0

(

k

j

)

(k − 2j)n .

Παρατήρηση: Για ϰάϑε ΓΣ A(x) =
∑

n≥0 anx
n ισχύουν οι σχέσεις

E(x) =
A(x) +A(−x)

2
=

1

2





∑

n≥0

anx
n +

∑

n≥0

an(−1)nxn



 =
1

2

∑

n≥0

an(1 + (−1)n)xn =
∑

n≥0

a2nx
2n

ϰαι οµοίως

O(x) =
A(x)−A(−x)

2
=

∑

n≥0

a2n+1x
2n+1,

δηλαδή οι E(x) ϰαι O(x) είναι οι ΓΣ των υπαϰολουϑιών της (an) των άρτιων ϰαι περιττών δειϰτών αντίστοιχα.

Παράδειγµα 7. Να βρεϑεί το πλήϑος των τετραδιϰών λέξεων στο αλφάβητο A = {0, 1, 2, 3}, µήϰους n, µε άρτιο
πλήϑος µηδενιϰών ϰαι περιττό πλήϑος µονάδων.

Λύση. ΄Εχουµε Ai = {i}, για ϰάϑε i ∈ A ϰαι οι αντίστοιχες ΕΓΣ είναι οι

F0(x) =
1

2
(ex + e−x), F1(x) =

1

2
(ex − e−x), F2(x) = F3(x) = ex,

οπότε

F (x) =

3
∏

i=0

Fi(x) =
1

4
(ex + e−x)(ex − e−x)e2x =

1

4
(e2x − e−2x)e2x =

1

4
(e4x − 1)

ϰαι το ζητούµενο πλήϑος ισούται µε n![xn]F (x) = 4n−1, όταν n > 0.
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΄Ασϰηση 9. Να βρεϑεί η ΕΓΣ για το πλήϑος των διαµερίσεων του [n], στις οποίες ϰάϑε µπλοϰ έχει i) πάνω από b
στοιχεία, ii) το πολύ b στοιχεία.

Λύση. Θέτουµε eb(x) := 1 + x + x2/2! + · · · + xb/b!. ΄Οπως ϰαι στο προηγούµενο παράδειγµα, οι διατεταγµένες

διαµερίσεις µε k µπλοϰ είναι λέξεις στο [k]n.
i) Η ΕΓΣ για το σύνολο λέξεων στο αλφάβητο {i} µε πάνω από b γράµµατα είναι η Fi(x) = ex − eb(x), οπότε

Η ΕΓΣ των λέξεων στο [k]n µε πάνω από b γράµµατα είναι η (ex − eb(x))
k ϰαι εποµένως η ΕΓΣ για τις αντίστοιχες

µη διατεταγµένες διαµερίσεις είναι η 1
k!(e

x − eb(x))
k . Αϑροίζοντας για όλες τις δυνατές τιµές του k, παίρνουµε την

ΕΓΣ F (x) =
∑

k≥0
1
k!(e

x − eb(x))
k = ee

x−eb(x) για τις (µη διατεταγµένες) διαµερίσεις µε πάνω από b γράµµατα ϰαι

οποιοδήποτε πλήϑος µπλοϰ.

Ειδιϰά, για b = 0, έχουµε F (x) = ee
x−1 την ΕΓΣ όλων των διαµερίσεων. Οι συντελεστές n![xn]ee

x−1 είναι οι

γνωστοί αριϑµοί Bell.

ii) Οµοίως, όταν απαιτούµε το πολύ b στοιχεία, τότε είναι Fi(x) = eb(x) ϰαι F (x) = eeb(x).

Παρατήρηση: ΄Οπως στο προηγούµενο παράδειγµα µπορούµε να βρούµε την ΕΓΣ των διαµερίσεων στις αϰόλουϑες

περιπτώσεις:

∆ιαµερίσεις οποιοδήποτε πλήϑος µπλοϰ άρτιο πλήϑος µπλοϰ περιττό πλήϑος µπλοϰ

οποιοδήποτε µέγεϑος µπλοϰ ee
x−1 cosh(ex − 1) sinh(ex − 1)

άρτιο µέγεϑος µπλοϰ ecoshx−1 cosh(coshx− 1) sinh(cosh x− 1)

περιττό µέγεϑος µπλοϰ esinhx cosh(sinhx) sinh(sinhx)

΄Ασϰηση 10. n διαϰεϰριµένα αντιϰείµενα τοποϑετούνται τυχαία σε k διαϰεϰριµένους ϰάδους. Αν X ϰαι Y είναι

αντίστοιχα το ελάχιστο ϰαι µέγιστο πλήϑος αντιϰειµένων σε ϰάδο, να υπολογισϑούν οι πιϑανότητες P (X > b) ϰαι
P (Y ≤ b), όπου 0 ≤ b ≤ n.

Λύση. Κάϑε τοποϑέτηση ισοδυναµεί µε µια λέξη στο [k]n. Η ΕΓΣ για το πλήϑος των τρόπων που ιϰανοποιούν την

X > b είναι η F (x) = (ex − eb(x))
k , οπότε

P (X > b) =
1

kn
n![xn](ex − eb(x))

k = n![xn](ex/k − eb(x/k))
k

ϰαι οµοίως,

P (Y ≤ b) =
1

kn
n![xn](eb(x))

k = n![xn](eb(x/k))
k.

Ασϰήσεις

1. Με πόσους τρόπους µπορούν να µπουν 10 διαφορετιϰοί άνϑρωποι σε 3 διαφορετιϰά αυτοϰίνητα, ώστε ϰάϑε

αυτοϰίνητο να έχει τουλάχιστον έναν επιβάτη;

2. 11 νέοι υπάλληλοι τοποϑετούνται σε 4 υποϰαταστήµατα µιας εταιρείας, έτσι ώστε ϰάϑε υποϰατάστηµα να πάρει

τουλάχιστον έναν υπάλληλο. Με πόσους τρόπους µπορεί να γίνει η τοποϑέτηση αυτή;

3. Να βρεϑεί το πλήϑος των τρόπων που µπορούν να τοποϑετηϑούν n διαϰεϰριµένα αντιϰείµενα σε k διαϰεϰριµένα
ϰουτιά, ώστε ϰάϑε ϰουτί να περιέχει τουλάχιστονm αντιϰείµενα. Ποιο είναι το πλήϑος όταν τα ϰουτιά δεν είναι

διαϰεϰριµένα;

4. Να βρεϑεί το πλήϑος των λιστών (µεταϑέσεων) του [n] όπου ϰάϑε περιττός εµφανίζεται περιττό πλήϑος φορών
ϰαι ϰάϑε άρτιος εµφανίζεται άρτιο πλήϑος φορών.

5. ΄Εστω an το πλήϑος των τρόπων που n άτοµα χωρίζονται σε οµάδες µε ϰάϑε οµάδα να έχει έναν αρχηγό που

επιλέγεται µεταξύ των µελών της. Να δειχϑεί ότι η ΕΓΣ της (an) είναι η exe
x

.

6. Να βρεϑεί η πιϑανότητα µια λέξη µήϰους n από το αλφάβητο A = [r] να έχει k ≤ r διαφορετιϰά γράµµατα.
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