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Ασκήσεις για την 1η απαλλακτική πρόοδο

Διαλέξεις 4,5

Άσκηση 1 (Μήτρα και απεικόνιση γραφήματος).

Δίδεται το γράφημα

v1 v2 v3

v4 v5 v6 v7

Να γραφεί iq η μήτρα του και iiq η απεικόνισή του.

Λύση:
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ii) Γpv1q “ tv2, v4, v5u,

Γpv2q “ tv1, v3, v4, v5, v6u,

Γpv3q “ tv2, v6u

Γpv4q “ tv1, v2, v5u,

Γpv5q “ tv1, v2, v4, v6u,

Γpv6q “ tv2, v3, v5, v7u,

Γpv7q “ tv6u.
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Άσκηση 2 (Λήμμα της χειραψίας).

i) Να βρεθεί ο αριθμός των δεσμών του Kn (πλήρες γράφημα με n κορυφές).

Λύση. Το Kn περιέχει n κορυφές και ο βαθμός κάθε κορυφής του Kn

ισούται με n ´ 1. Από τον τύπο

2|E| “
ÿ

vPV

dpvq

προκύπτει ότι

2|EpKnq| “
n

ÿ

i“1

pn ´ 1q “ npn ´ 1q ô |EpKnq| “
npn ´ 1q

2

�

ii) ´Εστω G “ pV, Eq ένα d-κανονικό γράφημα με |V| “ n. Να βρεθεί το |E|.

Λύση. Από τον τύπο

2|E| “
ÿ

vPV

dpvq

προκύπτει ότι

2|E| “
n

ÿ

i“1

d “ nd ô |E| “
dn

2
�
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Άσκηση 3 (Ακολουθίες βαθμών). Να εξετασθεί αν υπάρχουν γραφήματα δεσμών

με τις παρακάτω ακολουθίες βαθμών.

i) p1, 1, 1, 1, 1, 1, 1q

Δεν υπάρχει γράφημα, αφού το άθροισμα των βαθμών είναι περιττός αριθ-

μός.

ii) p2, 2, 2, 2, 2, 2, 2q

Υπάρχει. Για παράδειγμα το καθώς επίσης και το

iii) p3, 3, 3, 3, 3, 3, 3q

Δεν υπάρχει, αφού το άθροισμα των βαθμών είναι περιττός αριθμός.

iv) p7, 6, 5, 4, 3, 2, 1q

Δεν υπάρχει, αφού το συνολικό πλήθος κορυφών είναι 7 και άρα (σε απλό

γράφημα δεσμών) δεν μπορεί μια κορυφή να έχει βαθμό 7.

v) p6, 3, 3, 3, 2, 2, 2, 1q

Υπάρχει. Για παράδειγμα το καθώς επίσης και το

vi) p3, 3, 2, 2, 2, 2q

Υπάρχει. Για παράδειγμα το

καθώς επίσης και τα
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Άσκηση 4 (Ακολουθίες βαθμών). Να εξετασθεί αν υπάρχουν γραφήματα δεσμών

με τις παρακάτω ακολουθίες βαθμών.

(i) p4, 4, 3, 3, 2, 2, 1q.

Λύση. Δεν υπάρχει διότι το άθροισμα των όρων της ακολουθίας είναι

περιττός αριθμός. �

(ii) p5, 3, 2, 2, 2q.

Λύση. Δεν υπάρχει σε ένα γράφημα με 5 κορυφές ο μέγιστος βαθμός

είναι το πολύ 4. �

(iii) p1, 1, 1, 1, 1, 1q.

Λύση. Υπάρχει. Είναι το γράφημα:

�

(iv) p2, 2, 2, 2, 2, 2, 2q.

Λύση. Υπάρχει. Για παράδειγμα ο κύκλος C7 με 7 κορυφές. �

(v) p4, 3, 3, 3, 2, 2, 1q.

Λύση. Υπάρχει. ´Ενα τέτοιο γράφημα είναι το εξής:

�
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(vi) p2, 2, 2, 1, 1, 1, 1q

Λύση. Υπάρχει. ´Ενα τέτοιο γράφημα είναι το εξής:

�
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Παρατηρήσεις στο πρόβλημα του ισομορφισμού:

Δύο γραφήματα G1 “ pV1, E1q και G2 “ pV2, E2q είναι ισόμορφα αν και μόνο

αν υπάρχει 1-1 και επί απεικόνιση f : V1 Ñ V2 ώστε

tx, yu P E1 ô t f pxq, f pyqu P E2.

• Για να αποδείξουμε ότι δυο γραφήματα είναι ισόμορφα υπάρχει μόνο ένας

τρόπος. Να κατασκευάσουμε έναν ισομορφισμό μεταξύ των κορυφών τους

(δηλαδή μια αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση που διατηρεί την σχέση γειτνία-

σης).

Μπορεί να υπάρχουν πολλοί τέτοιοι ισομορφισμοί (ανάλογα με τις συμμε-

τρίες που έχει ένα γράφημα). Για παράδειγμα, τα παρακάτω γραφήματα

έχουν 4 διαφορετικούς ισομορφισμούς.

• Για να αποδείξουμε ότι δύο γραφήματα δεν είναι ισόμορφα υπάρχουν πολ-

λοί τρόποι. Αρκεί να βρούμε ένα χαρακτηριστικό που έχει το ένα από τα

δύο γραφήματα και δεν το έχει το άλλο (ενώ ϑα έπρεπε να το είχε αν

ήταν ισόμορφα). Π.χ. ακολουθίες βαθμών, κύκλους, αποστάσεις, κλίκες,

μονοπάτια, κ.λπ.

Άσκηση 5 (Ισόμορφα γραφήματα). Να εξετασθεί αν είναι ισόμορφα τα παρα-

κάτω ζεύγη γραφημάτων.

(i)

v1

v2

v3

v4

v5

v6
v7

v8

v9

u2

u1

u6
u9

u7
u8

u5
u4

u3
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Λύση. Τα γραφήματα είναι ισόμορφα αφού υπάρχει ο ισομορφισμός: f :

V ÞÑ V 1 με

f pv1q “ u2, f pv2q “ u1, f pv3q “ u6,

f pv4q “ u9, f pv5q “ u7, f pv6q “ u8,

f pv7q “ u5, f pv8q “ u4, f pv9q “ u3.

(ii)

v1 v2

v3

v4v5

v6

v7

v8v9

u1 u2

u3
u4

u5

u6

u7

u8

u9

Λύση. Τα γραφήματα δεν είναι ισόμορφα, αφού το G1 περιέχει κύκλο

μήκους 4 (τον pv2, v3, v4, v5, v2q) ενώ το G2 δεν περιέχει τέτοιο κύκλο.

(iii)

G1

v1

v2

v3

v4

v5

v6
v7

G2

u1

u2

u3

u4u5

u6
u7
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Λύση. Τα G1, G2 είναι ισόμορφα. ´Ενας ισομορφισμός f είναι ο εξής:

f pv1q “ u2

f pv2q “ u7

f pv3q “ u3

f pv4q “ u4

f pv5q “ u5

f pv6q “ u1

f pv7q “ u6 �

(iv)

G1

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

v9

v10

v11

v12

G2

u1

u2

u3

u4

u5

u6
u7

u8

u9

u10

u11

u12

Λύση. Τα G1, G2 δεν είναι ισόμορφα, διότι έχουν διαφορετικές ακολουθίες

βαθμών.

Ακολουθία βαθμών του G1: p6, 4, 4, 4, 3, 3, 2, 2, 2, 2, 2, 2q.

Ακολουθία βαθμών του G2: p6, 5, 4, 4, 4, 3, 2, 2, 2, 2, 2, 2q. �
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(v)

G1

v1 v2 v3

v4

v5v6v7

G2

u1

u2

u3u4

u5u6u7

Λύση. Δεν είναι ισόμορφα: Το G1 περιέχει κύκλο μήκους 3 ενώ το G2

όχι. �
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(vi)

G1

v1
v2

v3

v4

v5

v6

v7

G2

u1

u2

u3

u4

u5

u6

u7

Λύση. Τα G1, G2 είναι ισόμορφα. ´Ενας ισομορφισμός f είναι ο εξής:

f pv1q “ u7

f pv2q “ u1

f pv3q “ u6

f pv4q “ u2

f pv5q “ u5

f pv6q “ u3

f pv7q “ u4 �

(vii)

G1

v1
v2

v3

v4

v5

v6v7

v8

v9

v10

G2

u1

u2

u3u4
u5

u6

u7

u8

u9

u10

Λύση. Τα G1, G2 δεν είναι ισόμορφα, διότι το G1 περιέχει κύκλο μήκους 4

ενώ το G2 όχι. �
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(viii)

G 1 G 2
v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

10

1

2

3

4

5

6

7
8

9

u

u

u

u

u

u

uu

u

1

2

3

4

5

7

6

8

9

u10

Λύση. Τα G1, G2 είναι ισόμορφα. ´Ενας ισομορφισμός f είναι ο εξής:

f pv1q “ u9

f pv2q “ u8

f pv3q “ u6

f pv4q “ u7

f pv5q “ u4

f pv6q “ u5

f pv7q “ u3

f pv8q “ u2

f pv9q “ u1

f pv10q “ u10 �

(ix)

v

v v

v v

v

v v

v

2

G 2

3

v4 v v v

5

6

7 8

1

v

9

10

11

12 14

15

13v

G 1

u u

u

u

u

u u u

u

u

u
u u

u

1

2u

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

Λύση. Τα G1, G2 δεν είναι ισόμορφα, διότι στο G2 υπάρχουν κορυφές

βαθμού 1 που απέχουν απόσταση 4 (οι u4 και u7) ενώ στο G1 όχι. �
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Άσκηση 6 (Δένδρα και δάση).

α) ´Ενα δένδρο T έχει |E| “ 100 δεσμούς. Να βρεθεί το πλήθος |V| των κορυφών

του.

Λύση. Σε κάθε δένδρο T “ pV, Eq ισχύει ότι

|V| “ |E| ` 1

Εδώ |E| “ 100, επομένως το δένδρο έχει |V| “ 100 ` 1 “ 101 κορυφές.

β) ´Ενα δάσος F αποτελείται από 3 δένδρα και έχει 100 δεσμούς. Να βρεθεί το

πλήθος των δεσμών του.

Λύση. ´Εστω T1 “ pV1, E1q, T2 “ pV2, E2q, T3 “ pV3, E3q τα τρία δένδρα του

δάσους F “ pV, Eq.
Παρατηρούμε ότι |V| “ |V1| ` |V2| ` |V3| και |E| “ |E1| ` |E2| ` |E3|.
Όμως, για τα δένδρα του δάσους ισχύουν |V1| “ |E1| ` 1, |V2| “ |E2| ` 1,

|V3| “ |E3| ` 1, οπότε το δάσος έχει

|V| “ |V1| ` |V2| ` |V3| “ |E1| ` 1` |E2| ` 1` |E3| ` 1 “ |E| `3 “ 100`3 “ 103

κορυφές.
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Άσκηση 7 (Διασχίσεις δυαδικών δένδρων). Να γίνει διάτρεξη σε προδιάταξη,

ενδοδιάταξη, μεταδιάταξη και διάταξη κατά σειρά επιπέδων το δυαδικό δένδρο

A

B

C

D

E

F

G

H

I

J

K

L

M

N

O

P Q

R

T

U

V

W

X

Y

Z

S

Προδιάταξη:

AVUS TWYXZRPQONBMCLDKFJGIHE

Ενδοδιάταξη:

UWT XYZS VPRONQAMBLCKJFIHGDE

Μεταδιάταξη:

WXZYTS UPNOQRVMLJHIGFKEDCBA

Κατά επίπεδα:

AVBURMCS PQLDTOKEWYNFXZJGIH
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Άσκηση 8 (Διασχίσεις δυαδικών δένδρων). Να γίνει επίσκεψη σε προδιάταξη,

μεταδιάταξη, ενδοδιάταξη και διάταξη κατά σειρά επιπέδων στα παρακάτω

δυαδικά δένδρα (με ρίζες v19, u1 αντίστοιχα)

1 2T T
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