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Εισαγωγή 

 

Το ¨Στοµάχιον¨ είναι µια από τις λιγότερο γνωστές πραγµατείες του 

Αρχιµήδη. Μέχρι το 1906, οπότε και διαβάστηκε στην Κωνσταντινούπολη 

από τον Heiberg ένας παλίµψηστος κώδικας, για το ¨Στοµάχιον¨ γνωρίζαµε 

µόνο µια αµφισβητούµενη αραβική µετάφραση. Ο παλίµψηστος κώδικας 

(κώδικας C όπως ονοµάστηκε από τον Heiberg) περιείχε ένα µικρό 

απόσπασµα από το ¨Στοµάχιον¨ στα ελληνικά. Συγκεκριµένα περιείχε την 

εισαγωγή και την πρώτη πρόταση. Παρά την ανακάλυψη του κώδικα C, τα 

στοιχεία που µας παρείχαν και το ελληνικό απόσπασµα και η αραβική 

µετάφραση δεν ήταν αρκετά ώστε να κατανοήσουµε µε βεβαιότητα το 

µαθηµατικό περιεχόµενο της πραγµατείας. Μέχρι πρόσφατα επικρατούσε η 

άποψη ότι αντικείµενο της πραγµατείας ήταν η µέτρηση του εµβαδού 14 

πολυγώνων που αποτελούσαν ένα οµώνυµο παιδικό παιχνίδι. Το 2003 

προτάθηκε µια νέα ερµηνεία από τους ερευνητές που µελετούν τον 

παλίµψηστο κώδικα C. Πρότειναν την άποψη ότι το ¨Στοµάχιον¨ είναι µια 

πραγµατεία γεωµετρικής συνδυαστικής.  

Στην εργασία αυτή θα παρουσιάσουµε τις πηγές από τις οποίες 

γνωρίζουµε για το ¨Στοµάχιον¨ του Αρχιµήδη, τη νεότερη ερµηνεία που 

προτείνουν οι Netz, Acerbi και Wilson καθώς και την άποψη ότι οι αρχαίοι 

έλληνες διέθεταν γνώσεις συνδυαστικής και αξιοσηµείωτες µεθόδους 

απαρίθµησης. Στη συνέχεια, θα επιχειρηθεί µια σύνδεση του ¨Στοµαχίου¨ 

µε το θεώρηµα του Pick. Το θεώρηµα του Pick είναι ένα σχετικά σύγχρονο 

θεώρηµα (δηµοσιεύτηκε το 1899) το οποίο, ενώ µε µια πρώτη µατιά 

φαίνεται να αφορά υπολογισµό εµβαδών, µπορεί να προκύψει µε µεθόδους 

συνδυαστικής και είναι ισοδύναµο µε βασικά αποτελέσµατα της 

τοπολογίας (τύπος Euler). Τέλος, θα διατυπώσουµε κάποιες ιδέες για 
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διδακτική αξιοποίηση του ¨Στοµαχίου¨ στην πρωτοβάθµια και 

δευτεροβάθµια εκπαίδευση. 

Η εργασία αποτελείται από έξι κεφάλαια. Στο πρώτο κεφάλαιο, 

δίνουµε βιογραφικά στοιχεία για τον Αρχιµήδη και αναφέρουµε σύντοµα 

το έργο του.  

Στο δεύτερο κεφάλαιο, ασχολούµαστε µε το ¨Στοµάχιον¨. 

Περιγράφουµε το οµώνυµο παιχνίδι και αναφέρουµε πηγές από τις οποίες 

γνωρίζουµε για αυτό. Παραθέτουµε και αναλύουµε το αραβικό και το 

ελληνικό απόσπασµα. Σχολιάζουµε τις απόψεις που έχουν διατυπωθεί από 

διάφορους µελετητές για αυτή την πραγµατεία του Αρχιµήδη. 

Στο τρίτο κεφάλαιο, εξετάζουµε την άποψη ότι οι αρχαίοι έλληνες 

διέθεταν µη τετριµµένες γνώσεις συνδυαστικής. Επικεντρώνουµε την 

ανάλυση µας στην ανακάλυψη ότι ο δέκατος αριθµός Schröder ήταν 

γνωστός στον Ίππαρχο σύµφωνα µε µαρτυρία του Πλούταρχου. Επίσης, 

αναλύουµε την εικασία του Stanley για τον τρόπο µε τον οποίο ο Ίππαρχος 

υπολόγισε τον αριθµό αυτό. 

 Στο τέταρτο κεφάλαιο, αναφέρουµε την άποψη των Netz, Acerbi 

και Wilson ότι το ¨Στοµάχιον¨ είναι πραγµατεία συνδυαστικής. 

Περιγράφουµε τον τρόπο µε τον οποίο υπολόγισαν και ταξινόµησαν οι 

Diaconis, Holmes, Graham και Chung όλες τις δυνατές διευθετήσεις των 

14 πολυγώνων που αποτελούν το ¨Στοµάχιον¨, εντός του αρχικού 

τετραγώνου που τα περιείχε. 

Στο πέµπτο κεφάλαιο, αναφέρουµε το θεώρηµα του Pick και δίνουµε 

τρεις  αποδείξεις του. Και οι τρεις αποδείξεις είναι αξιοσηµείωτες για τις 

µαθηµατικές ιδέες που περιέχουν και µας επιτρέπουν να δούµε 

διαφορετικές όψεις του θεωρήµατος Pick µέσα από διαφορετικές περιοχές 

των µαθηµατικών. Στην τελευταία παράγραφο του κεφαλαίου 
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εφαρµόζουµε το θεώρηµα Pick για να υπολογίσουµε το εµβαδό των 14 

πολυγώνων του ¨Στοµαχίου¨. 

Στο έκτο κεφάλαιο, διατρέχουµε  την ύλη των µαθηµατικών της 

πρωτοβάθµιας και δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης και προτείνουµε ιδέες και 

σκέψεις για διδακτική αξιοποίηση του ¨Στοµαχίου¨. 
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1. Αρχιµήδης (περίπου 287 π.Χ.- 212 π.Χ.) 

 

Ο Αρχιµήδης θεωρείται από πολλούς ένας από τους µεγαλύτερους 

µαθηµατικούς όλων των εποχών και σίγουρα ο σπουδαιότερος 

µαθηµατικός της αρχαιότητας (Eves 1969, Boyer-Merzbach, 1997). Ο Van 

der Waerden (2003) τον ονοµάζει «µέγιστο» και «µεγαλοφυή». Ο E.T.Bell 

(1998) τον συγκρίνει µόνο µε τους Newton και Gauss. Η φήµη του ως 

ιδιοφυούς µαθηµατικού και κατασκευαστή δαιµόνιων µηχανών είχε 

δηµιουργηθεί ήδη από την αρχαιότητα και πιθανά  για το λόγο αυτό οι 

σωζόµενες µαρτυρίες για τον Αρχιµήδη είναι περισσότερες σε σύγκριση µε 

τις πληροφορίες που έχουµε για άλλους µαθηµατικούς της αρχαιότητας. 

Όµως οι περισσότερες πληροφορίες είναι παραδόσεις (όχι πάντα 

αξιόπιστες) που αφορούν αυτόν και τις µηχανικές κατασκευές του και 

δύσκολα µπορούν να αντέξουν στον ιστορικό κριτικό έλεγχο, ενώ τα 

στοιχεία που ξέρουµε µε βεβαιότητα για τη ζωή του είναι αποσπασµατικά 

και δεν µπορούν να σχηµατίσουν µια συνεκτική βιογραφία του.  

(Dijksterhuis, 1987).  

 

1.1. Βιογραφία του Αρχιµήδη.  

Στην αρχαιότητα είχε γραφτεί µια βιογραφία του Αρχιµήδη από 

κάποιον Ηρακλείδη. Αυτή η βιογραφία δεν έχει σωθεί στις µέρες µας. Ο 

Ευτόκιος
1, όµως, φαίνεται να είχε πρόσβαση σε αυτή τη βιογραφία του 

Αρχιµήδη, γιατί την αναφέρει στα σχόλια του στα Κωνικά του 

                                           
1 Ευτόκιος ο Ασκαλωνίτης. Γεννήθηκε στην Ασκαλώνα (Παλαιστίνη) περίπου το 480 µ.Χ. Πιθανά 
ταξίδεψε στην Αλεξάνδρεια της Αιγύπτου για σπουδές όπου είχε δάσκαλο τον Αµµώνιο. Έγραψε σχόλια 
σε αρκετές πραγµατείες του Αρχιµήδη και στα Κωνικά του Απολλώνιου. Σύγχρονος του Ανθέµιου από 
τις Τράλλεις (ένας από τους αρχιτέκτονες της Αγίας Σοφίας). Πέθανε περίπου το 540 µ.Χ.  
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Απολλώνιου
1 καθώς και στα σχόλια του στο Κύκλου µέτρησις του 

Αρχιµήδη
2. Ο ίδιος ο Αρχιµήδης στην πραγµατεία του Περί ελίκων 

αναφέρει κάποιον Ηρακλείδη µε τον οποίο έστελνε τις πραγµατείες του 

στο ∆οσίθεο (στην Αλεξάνδρεια). Θεωρείται πιθανό ότι αυτός ο 

Ηρακλείδης είναι και ο βιογράφος του Αρχιµήδη (Heath, 1897). Ελλείψει, 

λοιπόν, µιας αξιόπιστης και βέβαιης βιογραφίας του Αρχιµήδη δεν 

µπορούµε παρά να βασιστούµε στις διάφορες παραδόσεις που αφορούν 

αυτόν και τις µηχανικές κατασκευές του, µε ανεκδοτολογικό ύφος πολλές 

φορές. Όπως αναφέρει και ο Dijksterhuis (1987) δεν µπορούµε να κάνουµε 

τίποτε άλλο από το να ταξινοµήσουµε τις παραδόσεις  και να δηλώνουµε 

µε ακρίβεια τις πηγές από όπου προέρχονται, αξιολογώντας περιστασιακά 

την αξία αυτών των παραδόσεων. 

 

1.2. Γέννηση-Καταγωγή. 

Για την ακριβή χρονολογία της γέννησής του Αρχιµήδη δεν είµαστε 

σίγουροι, αλλά τοποθετείται γύρω στα 287 π.Χ. γιατί ο Τζέτζης3 αναφέρει 

ότι ήταν 75 χρόνων όταν σκοτώθηκε από τους Ρωµαίους κατά τη διάρκεια 

της λεηλασίας των Συρακουσών (Τζέτζης, 1826). Η κατάληψη των 

Συρακουσών συνέβη το 212 π.Χ., οπότε ο υπολογισµός του έτους 

γέννησης του Αρχιµήδη θα ήταν ζήτηµα µόνο µιας αφαίρεσης. Όµως ο 

Τζέτζης έζησε τον 12ο αιώνα, δηλαδή περισσότερο από 1300 χρόνια µετά 

το θάνατο του Αρχιµήδη, και καµία από τις προηγούµενες πηγές δεν 

                                           
1 «æj ƒstore‹ `Hr£kleioj Ð tÕn b…on 'Arcim»douj gr£fwn» Eutocius: Commentaria in conica, p.168, 7 
2 «éj fhsin `Hrakle…dhj ™n tù 'Arcim»douj b…J» Eutocius: Commentarius in dimensionem circuli, 
p.228, 20 
3 Ο Ιωάννης Τζέτζης (1110 - 1180) ήταν Βυζαντινός λόγιος, συγγραφέας και ποιητής (γραµµατικός). 
Γεννήθηκε στην Κωνσταντινούπολη, δούλεψε σα γραµµατέας στη Βέροια. Μετά το 1139 γύρισε στην 
Κωνσταντινούπολη, όπου εργάστηκε σα γραµµατικός. Τα έργα του αποτελούν σηµαντική πηγή για 
χαµένα αρχαία ελληνικά έργα. 
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αναφέρει  την ακριβή ηλικία του Αρχιµήδη. Ο Πολύβιος1 που έζησε πολύ 

πιο κοντά στην εποχή του Αρχιµήδη και θεωρείται αξιόπιστος, απλά τον 

χαρακτηρίζει γέροντα «πρεσβύτην» κατά τη διάρκεια της πολιορκίας των 

Συρακουσών (Polybius, Historiae, VIII). 

Για την καταγωγή του και την οικογένεια του δε γνωρίζουµε σχεδόν 

τίποτα. Ο ίδιος αναφέρει στην εισαγωγή της πραγµατείας του ¨Ψαµµίτης¨ 

ότι ο πατέρας του ήταν αστρονόµος και λεγόταν Φειδίας. Για την ακρίβεια 

στο χειρόγραφο αναφέρεται «Φειδία του Ακουπατρός», έκφραση δυσνόητη 

για την οποία ο F.Blass πρότεινε την εικασία: «Φειδία του αµού πατρός» 

(Φειδία του πατέρα µου). Η ίδια πληροφορία αναφέρεται και σε σχόλια στο 

Γρηγόριο Ναζιανζηνό (Σταµάτης, 1970,τόµος Α, µέρος Α, µαρτυρία 140). 

Ως προς την καταγωγή του, ο Πλούταρχος2 στο βίο του Μάρκελλου 

αναφέρει ότι ο Αρχιµήδης είχε φιλικές και συγγενικές σχέσεις µε τον 

τύραννο Ιέρωνα και τον γιο του, Γέλωνα. Στον Γέλωνα µάλιστα είναι 

αφιερωµένη και η προαναφερθείσα πραγµατεία του Αρχιµήδη ¨Ψαµµίτης¨. 

 

1.3. Σπουδές-Σχέσεις µε άλλους µαθηµατικούς. 

Όλοι οι συγγραφείς συµφωνούν ότι ο Αρχιµήδης γεννήθηκε στις 

Συρακούσες και το µεγαλύτερο µέρος της ζωής του παρέµεινε στην πόλη 

του. Πρέπει για κάποιο διάστηµα να ταξίδεψε στην Αλεξάνδρεια της 

                                           
1 Ο Πολύβιος (≅203 π.Χ. - 120 π.Χ.) ήταν Έλληνας ιστορικός. Γεννήθηκε στην Μεγαλόπολη (Αρκαδίας) 
διάσηµος για το βιβλίο του Οι Ιστορίες ή Η Άνοδος της Ρωµαϊκής Αυτοκρατορίας, που καλύπτει 
λεπτοµερώς την περίοδο από το 220 ως 146 π.Χ. 
 
2 Ο Πλούταρχος (περ.45-120 µ.Χ.) ήταν Έλληνας ιστορικός, βιογράφος και δοκιµιογράφος. Γεννήθηκε 
στη Χαιρώνεια της Βοιωτίας. Ο Πλούταρχος ταξίδεψε πολύ στον µεσογειακό κόσµο της εποχής του και 
δύο φορές στη Ρώµη. Είχε φίλους Ρωµαίους µε ισχυρή επιρροή, ανάµεσα στους οποίους ξεχωρίζουν ο 
Soscius Senecio και ο Fundanus, και οι δύο σηµαντικοί Συγκλητικοί, στους οποίους ήταν αφιερωµένα 
ορισµένα από τα ύστερα κείµενά του. Έζησε το µεγαλύτερο µέρος της ζωής του στη Χαιρώνεια, όπου 
λέγεται ότι µυήθηκε στα µυστήρια του Απόλλωνα. Ήταν πρεσβύτερος των ιερέων του Απόλλωνα στο 
µαντείο των ∆ελφών, αξίωµα που κράτησε για 29 έτη έως τον θάνατό του. Έζησε µια ιδιαίτερα 
δραστήρια κοινωνική και πολιτική ζωή, κατά τη διάρκεια της οποίας παρήγαγε ένα απίστευτο σε µέγεθος 
και σε ποικιλία συγγραφικό έργο. Τα πλέον γνωστά έργα του είναι τα Ηθικά και οι Βίοι παράλληλοι. 
Πολλά από τα έργα του επιβίωσαν ως την εποχή µας και θεωρούνται πολύτιµες πηγές για παλαιότερα 
συγγράµµατα και γενικότερα για την εποχή του Πλούταρχου. 
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Αιγύπτου (πιθανά για σπουδές) και κατά την εκεί διαµονή του εφηύρε µια 

µηχανή άντλησης νερών από τα κανάλια του Νείλου γνωστή ως ¨κοχλίας¨. 

Αυτό αναφέρεται από το ∆ιόδωρο το Σικελιώτη στο έργο του Ιστορική 

βιβλιοθήκη (Σταµάτης 1970, µέρος Α, τόµος Α, µαρτυρίες 15, 16). Η 

άποψη ότι ο Αρχιµήδης διέµεινε για κάποιο διάστηµα στην Αλεξάνδρεια 

ισχυροποιείται σύµφωνα µε τον Dijksterhuis (1987) και  από το γεγονός ότι 

στους προλόγους των εργασιών του φαίνεται καθαρά ότι, ενώ µένει στις 

Συρακούσες, διατηρεί σχέσεις µε διάφορους µαθηµατικούς της 

Αλεξάνδρειας. Ενδεχοµένως, λοιπόν, αυτές οι σχέσεις δηµιουργήθηκαν 

κατά την εκεί προγενέστερη διαµονή του. 

 

 

 

Ιταλικό γραµµατόσηµο του 1983 προς 

τιµήν του Αρχιµήδη. Φαίνεται και η 

εφεύρεσή του για άντληση υδάτων, 

γνωστή ως κοχλίας.  

ΕΙΚΟΝΑ 1.1 

 

Από τους συναδέρφους του µαθηµατικούς φαίνεται να εκτιµούσε 

ιδιαίτερα τον Κόνωνα τον Σάµιο. Στον Κόνωνα (πιθανά και σε άλλους) 

έστελνε κάποια προβλήµατα ή θεωρήµατα µε ή χωρίς τις αποδείξεις τους, 

ζητώντας να τα γνωστοποιήσει και σε άλλους µαθηµατικούς και να 

εκφέρουν την άποψή τους για τα αποτελέσµατά του ή να δώσουν πιθανά 

δικές τους αποδείξεις. Μετά τον θάνατο του Κόνωνα, κοινοποιούσε τις 

εργασίες του στον µαθητή του Κόνωνα, ∆οσίθεο. Από τις σωζόµενες 
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εργασίες που γνωρίζουµε έχουν αποσταλεί στο ∆οσίθεο οι  Περί σφαίρας 

και κυλίνδρου, Περί κωνοειδέων και σφαιροειδέων, Περί ελίκων, και 

Τετραγωνισµός παραβολής. Ένας ακόµα µαθηµατικός ο οποίος λάµβανε 

εργασίες από τον Αρχιµήδη και πιθανά τις γνωστοποιούσε στον κύκλο των 

µαθηµατικών της Αλεξάνδρειας ήταν ο Ερατοσθένης ο Κυρηναίος. Από τις 

σωζόµενες εργασίες έχουν αποσταλεί στον Ερατοσθένη η Περί των 

µηχανικών θεωρηµάτων προς Ερατοσθένην έφοδος (Μέθοδος) και το 

Πρόβληµα βοεικόν. Γενικά στις σωζόµενες πραγµατείες του Αρχιµήδη δεν 

υπάρχει κάποια κατηγορηµατική κριτική για το έργο άλλων µαθηµατικών 

και ο ίδιος αποφεύγει να είναι επικριτικός προς συγκεκριµένους άλλους 

µαθηµατικούς. Όσοι µαθηµατικοί αναφέρονται, αναφέρονται είτε για να 

εγκωµιαστούν, είτε σε ένα πλαίσιο το οποίο δείχνει ότι ο Αρχιµήδης 

συµµερίζεται την ίδια προσέγγιση των προβληµάτων µε αυτούς 

(Γαβρόγλου, ∆ιαλέτης, Χριστιανίδης, 2001). Ανάµεσα στους 

µαθηµατικούς που µνηµονεύει ο Αρχιµήδης (στις σωζόµενες πραγµατείες 

του) είναι ο Αρίσταρχος ο Σάµιος, ο Εύδοξος, ο ∆ηµόκριτος, ο Ευκλείδης 

και βέβαια ο Ερατοσθένης και ο Κόνωνας που προαναφέρθηκαν.   

 

1.4. Μηχανικές κατασκευές-Αφοσίωση στις θεωρητικές µελέτες. 

Επιστρέφοντας στις Συρακούσες ο Αρχιµήδης αφιέρωσε την 

υπόλοιπη ζωή του στην έρευνα και µελέτη των µαθηµατικών και της 

µηχανικής. Έγινε διάσηµος και απέκτησε φήµη δαιµόνιας µεγαλοφυΐας 

λόγω των µηχανικών του κατασκευών. Ο ίδιος όµως δεν τις θεωρούσε 

έργα άξια σπουδής και, όπως αναφέρει ο Πλούταρχος, οι περισσότερες από 

αυτές τις κατασκευές ήταν πάρεργα γεωµετρικών παιχνιδιών: «ïn æj m(n 

œrgon ¥xion spoudÁj oÙd(n Ð ¢n¾r proÜqeto, gewmetr…aj d( paizoÚshj ™gegÒnei 

p£rerga t¦ ple‹sta,» (Πλούταρχος, Μάρκελλος chap.14,  sec. 8, line 1). 

Θεωρούσε (ο Αρχιµήδης) ότι η ενασχόληση µε τα µηχανικά και µε τις 
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πρακτικές εφαρµογές είναι αγενής και βάναυση. ∆ιέθετε την νοητική του 

προσπάθεια µόνο σε αυτά που θεωρούσε ευγενή και αγαθά, δηλαδή τα 

καθαρά θεωρητικά µαθηµατικά. Παρά λοιπόν το πλήθος των µηχανικών 

κατασκευών του που του χάρισαν δόξα, δεν θέλησε να αφήσει κανένα 

σύγγραµµα για αυτές, λόγω της άποψής του ότι η ενασχόληση µε τις 

πρακτικές ανάγκες είναι ποταπή. Ο Πάππος επικαλούµενος τον Κάρπο τον 

Αντιοχέα, αναφέρει ότι ο Αρχιµήδης συνέγραψε µόνο ένα σύγγραµµα για 

µηχανικές κατασκευές, το Περί σφαιροποιίας, γιατί (όπως εξηγεί) αγάπησε 

τόσο πολύ την (καθαρή) γεωµετρία που δεν ήθελε να εισάγει και να 

χρησιµοποιήσει σε αυτήν οτιδήποτε εξωτερικό, προερχόµενο από την 

εµπειρία (Πάππος στο Σταµάτης 1970, τόµος Α, µέρος Α, µαρτυρία 110). 

Η αφοσίωση του στα µαθηµατικά ήταν τέτοια, ώστε ο Πλούταρχος  

αναφέρει ότι τον καθοδηγούσε κάποια σειρήνα που είχε µέσα του και τον 

χαρακτηρίζει µουσόληπτο. Προσηλωνόταν τόσο πολύ στα µαθηµατικά 

προβλήµατα που µελετούσε, ώστε παραµελούσε την καθαριότητα του 

σώµατος του ακόµα και να τραφεί. Όταν οι υπηρέτες τον τραβούσαν µε το 

ζόρι στο λουτρό, αυτός χάραζε γεωµετρικά σχήµατα στις στάχτες της 

φωτιάς, ακόµα και στο αλειµµένο µε λάδι σώµα του. Είναι γνωστή για 

αυτόν η ιστορία ότι καθώς ήταν απορροφηµένος από κάποιο πρόβληµα που 

του είχε θέσει ο τύραννος Ιέρωνας ως προς την καθαρότητα ενός χρυσού 

στεφανιού που είχε παραγγείλει, µόλις βρήκε την λύση στο λουτρό έτρεξε 

γυµνός στους δρόµους των Συρακουσών φωνάζοντας «εÛρηκα, εÛρηκα» 

(Vitruvius στο Σταµάτη, 1970, τόµος Α, µέρος Α, µαρτυρία 249). Την 

ιστορία διηγείται ο Βιτρούβιος1 στο σύγγραµµά του De Architectura ο 

οποίος στη συνέχεια περιγράφει µε ποιο τρόπο ο Αρχιµήδης εφάρµοσε τις 

ιδέες του στην επίλυση του προβλήµατος του στεφανιού. Η αξιοπιστία της 

διήγησης ελέγχεται καθώς το πρόβληµα του στεφανιού συνήθως συνδέεται 
                                           
1 Ο Βιτρούβιος (Vitruvius) ήταν Ρωµαίος αρχιτέκτονας που έζησε τον 1ο αιώνα π.Χ. 
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µε την ανακάλυψη από τον Αρχιµήδη του νόµου της υδροστατικής, ενώ η 

διήγηση του Βιτρούβιου σχετίζεται µε την αρχή λειτουργίας του 

πυκνόµετρου (Dijksterhuis 1987).   

Μια άλλη πασίγνωστη ρήση του Αρχιµήδη που συναντάµε σε 

πολλές αρχαίες πηγές είναι «δός µοι ποà στî και κινî την γÁν», δηλαδή: 

δώσε µου µέρος να σταθώ και κινώ τη γη. Η ρήση αυτή σε συνδυασµό µε 

τον τρόπο που πραγµατεύεται την ηλιοκεντρική θεωρία του Αρίσταρχου 

στην πραγµατεία του Ψαµµίτης, αφήνουν ανοικτό το ενδεχόµενο ο 

Αρχιµήδης να µην ήταν αντίθετος στον ηλιοκεντρισµό (Γαβρόγλου, 

∆ιαλέτης, Χριστιανίδης, 2001). Ο Πλούταρχος αναφέρει ότι τη 

προηγούµενη ρήση ο Αρχιµήδης την καυχήθηκε όταν απέδειξε ότι είναι 

δυνατόν µε δοθείσα δύναµη να κινήσει δοθέν βάρος (νόµος του µοχλού). 

Σώζεται, µάλιστα, η παράδοση ότι όταν ο τύραννος Ιέρωνας του ζήτησε να 

µεταφέρει το θεώρηµα σε πρακτική εφαρµογή, τότε αυτός καθέλκυσε 

µόνος του, χρησιµοποιώντας πιθανά ένα πολύσπαστο, ένα ολόκληρο πλοίο. 

Κατά διάφορους το πλοίο ήταν η ¨Συρακοσία¨ (το µεγαλύτερο πλοίο που 

είχε κατασκευαστεί στην αρχαιότητα) το οποίο δώρισε ο τύραννος Ιέρωνας 

στον βασιλιά της Αιγύπτου, Πτολεµαίο οπότε και ονοµάστηκε 

¨Αλεξάνδρεια¨. 

 

1.5. Η άµυνα των Συρακουσών. 

Βλέποντας ο Ιέρωνας τις δυνατότητες της πρακτικής εφαρµογής, 

των ανακαλύψεων του Αρχιµήδη, του ζήτησε να εφαρµόσει τα θεωρήµατα 

του για την κατασκευή πολεµικών µηχανών για την άµυνα των 

Συρακουσών (Πλούταρχος, Μάρκελλος). Πράγµατι τα τείχη των 

Συρακουσών οχυρώθηκαν κατά παραγγελία και δαπάνες του Ιέρωνα και 

υπό την εποπτεία του Αρχιµήδη. (Πολύβιος στο Σταµάτης 1970, µέρος Α, 
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τόµος Α, µαρτυρία 120, Τίτος Λίβιος1 στο Σταµάτης 1970, µέρος Α, τόµος 

Α, µαρτυρία 224, Πλούταρχος στο Μάρκελλο). Και ο µεν Ιέρωνας δεν 

χρειάστηκε να χρησιµοποιήσει τις κατασκευασµένες πολεµικές µηχανές, 

γιατί το περισσότερο µέρος της ζωής του το έζησε σε ειρήνη: όταν όµως οι 

Ρωµαίοι πολιόρκησαν τις Συρακούσες, υπήρχε η αναγκαία προπαρασκευή 

και µαζί µε αυτή και ο δηµιουργός της (Πλούταρχος στο Μάρκελλο). 

 

 
Γκραβούρα που αναπαριστά τον Αρχιµήδη να σχεδιάζει την άµυνα των Συρακουσών. Ο 
Σταµάτης την περιλαµβάνει στο (Αρχιµήδους Άπαντα, τόµος Α, µέρος Α, 1970, 
σελ.XIX) και αναφέρει ότι είναι από το βιβλίο Bibliografia, Euclides, Arquimedes, 
Newton, του F.I. Duarte. Ο Chris Rorres στην ιστοσελίδα του (Archimedes Home Page) 
γράφει ότι είναι του 1740. Στο σκούφο γράφει  . 

 

ΕΙΚΟΝΑ 1.2 

 

Η πολιορκία των Συρακουσών περιγράφεται από αρκετούς αρχαίους 

ιστορικούς και µπορούµε να πούµε ότι τη µεγαλύτερη δόξα και φήµη την 

                                           
1 Ο Λίβιος Τίτος (59π.Χ.-17µ.Χ.) ήταν ένας Ρωµαίος ιστορικός ο οποίος έγραψε ένα µνηµειώδες έργο 
για την ιστορία της Ρωµαϊκής αυτοκρατορίας (Ab urbe condita : Ιστορία από κτίσεως της Ρώµης) όπου 
καλύπτει την περίοδο από τους πρώτους µύθους για την ίδρυση της ρώµης το 753 π.Χ. έως τις µέρες του.  
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απέκτησε ο Αρχιµήδης λόγω της συνεισφοράς του στην άµυνα της πόλης. 

Οι πολεµικές του κατασκευές συµπεριλάµβαναν: καταπέλτες µε διάφορα 

βεληνεκή, οπές στα τείχη από τις οποίες µπορούσαν να εκτοξεύονται βέλη 

και διάφορα βλήµατα µε θαυµαστή πυκνότητα και ταχύτητα, γερανοί που 

άφηναν µεγάλα βάρη πάνω στα εχθρικά πλοία, γερανοί εφοδιασµένοι µε 

δαγκάνες (άγκιστρα) που έπιαναν τα εχθρικά πλοία από την πλώρη  τα 

σήκωναν στον αέρα και τα άφηναν στη συνέχεια να βυθιστούν και πιθανά 

(αν και αµφισβητείται έντονα) καυστικά κάτοπτρα, δηλαδή µια διάταξη 

κατόπτρων τα οποία χρησιµοποιώντας τις ακτίνες του ήλιου και ίσως και 

κάποιο εύφλεκτο υλικό πυρπολούσαν τα εχθρικά πλοία από απόσταση. 

Παραθέτουµε ένα απόσπασµα του Πλούταρχου για την πολιορκία των 

Συρακουσών από τους Ρωµαίους: 

«Όταν λοιπόν επιτέθηκαν οι Ρωµαίοι και από τις δύο µεριές (από 

ξηρά και από θάλασσα), οι Συρακούσιοι εξεπλάγησαν και σιώπησαν από το 

φόβο, νοµίζοντας ότι δεν θα αντέξουν τόση βία και δύναµη. Όταν όµως ο 

Αρχιµήδης έθεσε σε ενέργεια τις µηχανές, τους µεν πεζούς χτυπούσαν κάθε 

είδους τοξεύµατα και υπέρογκοι λίθοι, οι οποίοι κινούνταν µε θόρυβο και 

απίστευτη ταχύτητα, και επειδή δεν ήταν δυνατό να εµποδιστεί η ορµή τους 

ανέτρεπαν όσους χτυπούσαν και έφερναν σύγχυση στις τάξεις τους. Τα δε 

πλοία, άλλα τα βύθιζαν δοκάρια που πρόβαλλαν ξαφνικά από τα τείχη, 

σπρώχνοντας τα από ψηλά µε το βάρος τους, και άλλα µηχανές που 

έµοιαζαν µε σιδερένια χέρια ή µε στόµατα γερανών τα άρπαζαν από την 

πλώρη και σηκώνοντας τα όρθια τα βύθιζαν µε την πρύµνη ή µε ισχυρά 

σχοινιά τα τράβαγαν προς τα µέσα και περιστρέφοντάς τα, τα χτυπούσαν 

στους σκοπέλους και τα απότοµα βράχια που βρίσκονταν κάτω από το 

τείχος οπότε συντρίβονταν αφανίζοντας πολλούς από τους επιβαίνοντες. … 

Η µηχανή δε που µετέφερε ο Μάρκελλος στα συζευγµένα πλοία, η οποία 

λεγόταν σαµβύκη λόγω της οµοιότητάς της µε το µουσικό όργανο, ενώ 

ακόµη βρισκόταν µακριά και µεταφερόταν προς το τείχος, δέχτηκε βράχο 

βάρους δέκα ταλάντων, έπειτα κι άλλον και έπειτα και τρίτο. Από αυτούς 
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όσοι έπεσαν πάνω στη µηχανή χτυπώντας την δυνατά και κλυδωνίζοντας 

την, διέλυσαν τη βάση της και διέσεισαν και έσπασαν τους αρµούς της 

ζεύξης. Τότε ο Μάρκελλος βρέθηκε σε αµηχανία και διέταξε τα πλοία να 

αποπλεύσουν γρήγορα και το πεζικό να αποχωρήσει. … . Ο Αρχιµήδης, 

όµως, όπως φάνηκε ήταν προετοιµασµένος και για αυτή την περίπτωση 

έχοντας κατασκευάσει µηχανήµατα που να βάλλουν ανάλογα µε την 

απόσταση και βέλη για κοντά. Και στο τείχος είχε ανοίξει πολλές τρύπες τη 

µία κοντά στην άλλη, όχι µεγάλες, και είχε τοποθετήσει κοντά σε αυτές 

σκορπιούς (µηχανήµατα µικρού βεληνεκούς) οι οποίοι χτυπούσαν κοντά, 

παραµένοντας αόρατοι προς τους εχθρούς.  …  . Και όταν όµως βρέθηκαν 

σε µεγάλη απόσταση, τα βέλη τους έφταναν και τους χτυπούσαν, οπότε 

υπέστησαν µεγάλες απώλειες και πολλά πλοία συγκρούστηκαν, χωρίς να 

µπορούν να αντιδράσουν ενάντια στους εχθρούς τους. Γιατί τα περισσότερα 

µηχανήµατα είχαν τοποθετηθεί πίσω από το τείχος από τον Αρχιµήδη, και 

φαινόταν ότι οι Ρωµαίοι µάχονταν µε τους θεούς, αφού µύρια κακά έπεφταν 

πάνω τους εκ του αφανούς.  …  .Στο τέλος βλέποντας ο Μάρκελλος ότι οι 

Ρωµαίοι είχαν τόσο τροµοκρατηθεί ώστε αν φαινόταν ένα σχοινί ή ξύλο λίγο 

να προεξέχει πάνω από το τείχος, να φωνάζουν ότι ο Αρχιµήδης κινεί 

κάποια µηχανή εναντίον τους και να τρέπονται σε φυγή, σταµάτησε κάθε 

µάχη και άµεση επίθεση, αφήνοντας την εξέλιξη της πολιορκίας στο χρόνο.» 

(Πλούταρχος, Μάρκελλος)1. 

Οι πολεµικές µηχανές του Αρχιµήδη λοιπόν, απέτρεψαν τους 

Ρωµαίους από µια άµεση κατάληψη των Συρακουσών. Οι Ρωµαίοι 

κατέφυγαν στη λύση της πολύχρονης πολιορκίας θεωρώντας ότι η έλλειψη 

τροφίµων και εφοδίων θα οδηγούσαν στην παράδοση της πόλης. Κατά τον 

τρίτο χρόνο της πολιορκίας, είτε λόγω προδοσίας όπως αναφέρει ο Τίτος 

Λίβιος, είτε λόγω υπερβολικού εφησυχασµού των Συρακούσιων όπως 

αναφέρει ο Πλούταρχος, οι Συρακούσες καταλήφθηκαν και λεηλατήθηκαν. 

 

                                           
1 Η νεοελληνική απόδοση του αποσπάσµατος στηρίχθηκε στη µετάφραση του Σταµάτη 1970, τόµος Α, 
µέρος Α, µαρτυρία 118 και στο Πλούταρχος, Βίοι Παράλληλοι, Πελοπίδας Μάρκελλος, τόµος 8, 1992. 
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1.6. Ο θάνατος του Αρχιµήδη. 

Ο Αρχιµήδης δολοφονήθηκε κατά τη διάρκεια της λεηλασίας των 

Συρακουσών. Ο Τίτος Λίβιος αναφέρει ότι κατά την αναταραχή η οποία 

προκαλείται όταν µια πόλη καταλαµβάνεται και αφήνεται σε λεηλασία, ο 

Αρχιµήδης αφοσιωµένος στα επί της άµµου σχεδιασµένα σχήµατά του, 

δολοφονήθηκε από κάποιον στρατιώτη ο οποίος δεν τον αναγνώρισε (Titus 

Livius στο Σταµάτη 1970, µέρος Α, τόµος Α, µαρτυρία 225). 

 

 
Ψηφιδωτό που αναπαριστά τον Αρχιµήδη απειλούµενο από Ρωµαίο στρατιώτη. Ο 
Σταµάτης (Αρχιµήδους Άπαντα, τόµος Α, µέρος Α, 1970, σελ.VII) αναφέρει ότι είναι 
του 1ου αιώνα µ.Χ. Επικαλείται ως πηγή της εικόνας το βιβλίο Der Tod des Archimedes, 
του Franz Winter, Berlin W. De Gruyter 1924. Η Mary Jaeger (Archimedes and the 
Roman imagination, p.187, 1960) γράφει ότι είναι αναγεννησιακό, ενώ παλιότερα 
θεωρούνταν ότι είναι αρχαίο. Ο Chris Rorres στην ιστοσελίδα του 
(Archimedes Home Page) γράφει: «A mosaic originally believed to date from ancient 
times, but now thought to be an 18th century copy or falsification. The central portion is 
35 by 27 centimeters and is surrounded by an 8-centimeter border. Located in the 
Städtische Galerie Liebieghaus, Frankfurt am Main, Germany». 
 

ΕΙΚΟΝΑ 1.3 
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Ο Πλούταρχος αναφέρει λίγο διαφορετικές εκδοχές. Ο Αρχιµήδης 

αφοσιωµένος σε κάποιο µαθηµατικό πρόβληµα δεν αντιλήφθηκε την 

κατάληψη της πόλης από τους Ρωµαίους. Όταν ένας στρατιώτης τον 

διέταξε να τον ακολουθήσει στον Μάρκελλο, αυτός αρνήθηκε έως ότου 

τελειώσει το πρόβληµα που µελετούσε. Ο στρατιώτης οργισµένος τον 

σκότωσε. Κατά κάποια παραλλαγή ο Αρχιµήδης παρακάλεσε τον 

στρατιώτη να τον αφήσει να λύσει πρώτα το πρόβληµα και έπειτα να τον 

σκοτώσει. Κατά µια τρίτη εκδοχή ο Αρχιµήδης µετέφερε κάποια 

µαθηµατικά όργανα, όπως ηλιακά ρολόγια και πλανητάρια προς τον 

Μάρκελλο και δολοφονήθηκε από στρατιώτες οι οποίοι θεώρησαν ότι 

µεταφέρει χρυσό (Πλούταρχος, Μάρκελλος). Υπάρχουν και άλλες 

παραδόσεις, µε µικρές παραλλαγές για το τι ακριβώς διαδραµατίστηκε λίγο 

πριν τη δολοφονία του Αρχιµήδη, όλες όµως συγκλίνουν σε αυτό που 

γράφει ο Heath: ότι ο Αρχιµήδης πέθανε όπως έζησε, απορροφηµένος από 

τον µαθηµατικό στοχασµό (Heath, 1897). 

 

1.7. Το έργο του Αρχιµήδη. 

Ο Αρχιµήδης άφησε ένα σπουδαίο έργο σε πολλούς και 

διαφορετικούς τοµείς. «Οι πραγµατείες του αποτελούν, χωρίς εξαίρεση, 

µνηµεία µαθηµατικής έκφρασης. Η βαθµιαία αποκάλυψη ενός σχεδίου 

προσέγγισης του θέµατος, η αριστοτεχνική διάταξη των προτάσεων, η 

αυστηρή απαλοιφή κάθε στοιχείου που δεν σχετίζεται άµεσα µε το σκοπό, 

η τελειοποίηση του συνόλου είναι τόσο εντυπωσιακά λόγω της τελειότητας 

τους, ώστε δηµιουργούν ένα αίσθηµα δέους στο νου του αναγνώστη» 

(Heath, 2001, τόµος ΙΙ, σελ. 38). Ο Eves (1969, p.144) γράφει ότι οι 

εργασίες του Αρχιµήδη είναι αριστουργήµατα µαθηµατικής έκφρασης και 

έχουν κοινά γνωρίσµατα µε σύγχρονα αξιοσηµείωτα εκτενή άρθρα.   
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Στη Γεωµετρία, ασχολήθηκε κυρίως µε τον  τετραγωνισµό 

καµπυλόγραµµων επίπεδων σχηµάτων, καθώς και µε τον τετραγωνισµό και 

κυβισµό καµπύλων επιφανειών. Στις µελέτες του αυτές χρησιµοποίησε 

επιτυχώς τις ¨απειροστικές¨ µεθόδους του Ευδόξου (µέθοδος εξάντλησης) 

και είναι γενικά αποδεκτό ότι αυτές οι µελέτες οδήγησαν τους Cavalieri, 

Fermat, Leibniz και Newton, στον απειροστικό λογισµό. Στην 

Αριθµητική, ο Αρχιµήδης δηµιούργησε ένα σύστηµα µε το οποίο 

µπορούσε να κατονοµάσει οποιονδήποτε αριθµό έως τον αριθµό 1 

ακολουθούµενο από 80.000 εκατοµµύρια εκατοµµυρίων ψηφία (Heath, 

2001). Επίσης κατά τον υπολογισµό µιας προσέγγισης του π, υπολόγισε 

και διάφορες προσεγγίσεις τετραγωνικών ριζών ακεραίων οι οποίοι δεν 

είναι τέλεια τετράγωνα. Τέλος στην πραγµατεία του Πρόβληµα βοεικόν, 

θέτει ένα δύσκολο πρόβληµα της απροσδιόριστης ανάλυσης συνδέοντας 8 

αγνώστους µε 7 εξισώσεις και δίνοντας στη συνέχεια δυο επιπλέον 

συνθήκες. Μελέτησε και ανέπτυξε την Μηχανική, προσδιορίζοντας 

κέντρα βαρών είτε επίπεδων καµπυλόγραµµων σχηµάτων είτε στερεών. 

Επινόησε και ανέπτυξε την Υδροστατική, δίνοντας τις θέσεις ηρεµίας και 

ευστάθειας ενός ορθού τµήµατος παραβολοειδούς εκ περιστροφής το οποίο 

επιπλέει σε ρευστό.  

Έχουν σωθεί περίπου δέκα πραγµατείες του Αρχιµήδη και υπάρχουν 

αναφορές και για άλλα χαµένα έργα του. 

 

α. Σωζόµενα έργα του Αρχιµήδη. 

Ο Heath (2001) βασιζόµενος σε διάφορες αναφορές εντός των 

πραγµατειών του Αρχιµήδη, προτείνει την εξής σειρά συγγραφής για τις 

σωζόµενες πραγµατείες του: 

 

1. Περί επίπεδων ισορροπιών, βιβλίο α΄. 
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2. Τετραγωνισµός παραβολής. 

3. Περί επίπεδων ισορροπιών, βιβλίο β΄. 

4. Περί των µηχανικών θεωρηµάτων προς Ερατοσθένην 

έφοδος. 

5. Περί σφαίρας και κυλίνδρου, βιβλία α΄ και  β΄. 

6. Περί ελίκων. 

7. Περί κωνοειδέων και σφαιροειδέων. 

8. Περί οχουµένων, βιβλία  α΄ και β΄. 

9. Κύκλου µέτρησις. 

10. Ψαµµίτης. 

 

Σώζεται ακόµα το Βοεικόν Πρόβληµα σε επιγραµµατική µορφή και 

µια συλλογή προτάσεων Αρχιµήδειας προέλευσης, γνωστή ως Βιβλίο 

ληµµάτων. Εκτός από αυτά τα έργα διαθέτουµε και δυο αποσπάσµατα από 

τη πραγµατεία Στοµάχιον, ένα στα αραβικά και ένα στα ελληνικά. 

 

Τρεις από τις σωζόµενες πραγµατείες του Αρχιµήδη είναι 

αφιερωµένες στην επίπεδη γεωµετρία (Τετραγωνισµός παραβολής, Κύκλου 

µέτρησις, Περί ελίκων ) ενώ δυο (Περί σφαίρας και κυλίνδρου, βιβλία α΄ και  

β΄, Περί κωνοειδέων και σφαιροειδέων) ασχολούνται µε προβλήµατα στις 

τρεις διαστάσεις. ∆υο είναι οι αριθµητικού περιεχοµένου πραγµατείες 

(Ψαµµίτης, Βοεικόν Πρόβληµα), ενώ θα λέγαµε ότι ανήκουν στα 

εφαρµοσµένα µαθηµατικά οι πραγµατείες του Περί επίπεδων ισορροπιών, 

βιβλίο α΄ και  βιβλίο β΄ και Περί οχουµένων, βιβλία  α΄ και β΄. 

 

β. Αναφορές σε έργα του Αρχιµήδη που έχουν χαθεί. 

 Υπάρχουν αρκετές αναφορές για έργα του Αρχιµήδη που δεν έχουν 

φτάσει ως εµάς, ενδεικτικά αναφέρουµε τα εξής: 



 

 

19

1. Ο Πάππος1 αναφέρει κάποια διερεύνηση του Αρχιµήδη για τα 

ηµικανονικά πολύεδρα. 

2. Στον Ψαµµίτη ο ίδιος ο Αρχιµήδης αναφέρει ένα προηγούµενο 

βιβλίο του, αφιερωµένο στον Ζεύξιππο, µε θέµα του την 

ονοµασία (κατονόµαξις) των αριθµών. 

3. Ο Θέων ο Αλεξανδρεύς αποδίδει στον Αρχιµήδη ένα έργο 

οπτικής (περί κατοπτρικών). 

4. Τα δυο σωζόµενα βιβλία α΄ και β΄ της πραγµατείας Περί 

επίπεδων ισορροπιών δεν περιέχουν όλα όσα έγραψε ο 

Αρχιµήδης σε σχέση µε τον κλάδο της στατικής. Υπάρχουν 

αρκετές αναφορές για άλλα έργα του, αλλά δεν µπορούµε να 

είµαστε εντελώς βέβαιοι κατά πόσο τα έργα που αναφέρονται 

µε διαφορετική ονοµασία είναι όντως διαφορετικά (Heath 

1897, Σταµάτης 1970, Dijksterhuis 1987). Ο ίδιος ο 

Αρχιµήδης αναφέρει ένα έργο του Στοιχεία των µηχανικών, 

ενώ αλλού αναφέρει πως κάποια πρόταση έχει αποδειχθεί στο 

Περί ισορροπιών, χωρίς όµως να υπάρχει η συγκεκριµένη 

πρόταση στο Περί επίπεδων ισορροπιών. Ο Πάππος αναφέρει 

επίσης ένα έργο περί ισορροπιών ή περί µοχλών, ενώ ο 

Ήρωνας
2 αναφέρεται και σε έργα περί του µοχλού.  Ο Ήρωνας 

επιπλέον αναφέρει και ένα  έργο Στοιχεία επί των στηρίξεων. 

Είναι πιθανό να υπήρχε ένα γενικότερο έργο του Αρχιµήδη 

                                           
1 Ο Πάππος ο Αλευξανδρεύς ήταν έλληνας µαθηµατικός που έζησε στην Αλεξάνδρεια (περίπου 290 
µ.Χ. µε 350µ.Χ.). Το σηµαντικότερο έργο του είναι η Συναγωγή στο οποίο συγκέντρωσε τα 
σπουδαιότερα µαθηµατικά επιτεύγµατα του ελληνικού κόσµου τα οποία συµπλήρωσε και σχολίασε ο 
ίδιος. Θεωρείται  ο τελευταίος από τους µεγάλους έλληνες γεωµέτρες ενώ ένα από τα θεωρήµατα του θα 
λέγαµε ότι εντάσσεται στη σύγχρονη προβολική γεωµετρία. 
2 Ο Ήρων ο Αλεξανδρεύς (≅10 µ.Χ. -75 µ.Χ.) ήταν σπουδαίος γεωµέτρης και µηχανικός. Τα γεωµετρικά 
έργα του ασχολούνται περισσότερο µε προβλήµατα µέτρησης, ενώ τα µηχανικά έργα του µε την 
περιγραφή ιδιοφυών µηχανών. Το σπουδαιότερο έργο του είναι τα Μετρικά, ενώ άλλα έργα του είναι το 
Περί διόπτρας, τα Κατοπτρικά και τα Πνευµατικά.  
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Περί ισορροπιών, και τα σωζόµενα βιβλία Περί επίπεδων 

ισορροπιών να ήταν µέρος αυτού. 

5. Αναφέρεται ένα έργο Περί σφαιροποιίας στο οποίο ο 

Αρχιµήδης ασχολούταν µε την κατασκευή ενός πλανητάριου. 

6. Τέλος από αραβικές πηγές έχουµε πληροφορίες για έργα του 

Αρχιµήδη για: εγγραφή κανονικού επταγώνου σε κύκλο, 

κατασκευή ωρολογίου που λειτουργούσε µε νερό, περί 

κύκλων εφαπτοµένων αλλήλων, περί των αρχών της 

γεωµετρίας, περί παραλλήλων γραµµών, περί τριγώνων 

(Σταµάτης 1970, Dijksterhuis 1987).   

 

 



 

 

21

 

2. Το ¨Στοµάχιον¨ 

 

Από την πραγµατεία του Αρχιµήδη ¨Στοµάχιον¨, σώζονται δυο 

αποσπάσµατα. Το ένα απόσπασµα είναι στα ελληνικά και περιλαµβάνεται 

στον χειρόγραφο κώδικα C, ο οποίος ανακαλύφθηκε το 1906 στην 

Κωνσταντινούπολη από τον Heiberg. Το άλλο χειρόγραφο είναι στα 

αραβικά το οποίο µεταφράστηκε στα γερµανικά και εκδόθηκε το 1899 από 

τον αραβολόγο H. Suter1. Και τα δυο αποσπάσµατα µαζί δεν επαρκούν για 

να καταλάβουµε το είδος της µαθηµατικής ανάλυσης που είχε ο Αρχιµήδης 

στο µυαλό του όταν έγραφε την πραγµατεία (Dijksterhuis, 1987). 

 

2.1. Το παιχνίδι ¨Στοµάχιον¨. 

 Η πραγµατεία έχει άµεση σχέση µε ένα οµώνυµο παιδικό παιχνίδι, 

αποτελούµενο από 14 επίπεδα πολυγωνικά κοµµάτια ελεφαντοστού, το 

οποίο αναφέρουν οι αρχαίοι γραµµατικοί. Αρχικά τα κοµµάτια 

σχηµατίζουν τετράγωνο και αντικείµενο του παιχνιδιού είναι η αναδιάταξη 

των κοµµατιών προκειµένου να σχηµατιστούν διάφορες φιγούρες 

(Dijksterhuis 1987, Χριστιανίδης 2006, Netz, Noel 2007).   

Από τις αρχαίες πηγές αναφέρουµε ενδεικτικά τις εξής: 

I.  Ο Αυσόνιος2 αναφέρει ένα παιχνίδι που οι έλληνες ονοµάζουν 

οστοµάχιον (ostomacheion) το οποίο αποτελείται από 14 κοµµάτια 

ελεφαντοστού διαφόρων σχηµάτων. Με διάφορες 

συναρµολογήσεις αυτών, σχηµατίζονται πολλές µορφές όπως: 

ελέφαντας (ΣΧΗΜΑ 2.1), αγριόχοιρος, µονοµάχος, πύργος. 

Προσθέτει ότι η αρµονική συναρµολόγηση που γίνεται από 

                                           
1 Suter H: Der loculus Archimedius oder Das Syntemachion des Archimedes. Abhandlungen zur 
Geschichte  Mathematik IX (1899) p.491. 
2 Ausonius. Ρωµαίος ποιητής του 4ου αιώνα. 
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κάποιον ειδήµονα είναι θαυµαστή, ενώ η συναρµολόγηση εκ 

µέρους των αδαών είναι γελοία (Σταµάτης, 1970, τόµος Α, µέρος 

Α, µαρτυρία 203). 

II.  Ο Καίσιος Βάσσος1 το ονοµάζει ¨κουτί του Αρχιµήδη¨ (loculus 

Archimedius) «το οποίο έχει 14 κοµµάτια (οστάρια) από 

ελεφαντοστό, µε διάφορες γωνίες: και τα οποία οστάρια είναι 

εγκλεισµένα σε τετράγωνο σχήµα. Όταν εµείς  τα συνθέτουµε µε 

διάφορους τρόπους, άλλοτε σχηµατίζουν περικεφαλαία, άλλοτε 

εγχειρίδιο, άλλοτε στήλη, άλλοτε πλοίο και µπορούν να 

σχηµατίσουν αναρίθµητα τέτοια είδη, τα οποία ήταν σε εµάς, όταν 

είµαστε παιδιά, σε µεγάλο βαθµό ωφέλιµα ενισχύοντας τη µνήµη 

µας» (Νεοελληνική απόδοση µε βάση τη µετάφραση του Σταµάτη, 

1970, τόµος Α, µέρος Α, µαρτυρία 204).   

 

ΣΧΗΜΑ 2.1 

 

III.  Ο Βικτωρίνος Μάριος
2, στο Grammatici Latini, συγκρίνει την 

πολυµορφία των ποιητικών µορφών που προκύπτουν από εννέα 

ποιητικά µέτρα, µε τις αναρίθµητες µορφές που προκύπτουν από 

                                           
1 Caesius Bassus. Ρωµαίος ποιητής του 1ου αιώνα. 
2 Gaius Marius Victorinus. Ρωµαίος ρήτορας, φιλόσοφος και θεολόγος του 4ου αιώνα. Γεννηµένος στην 
Αφρική, διακρίθηκε ως δάσκαλος ρητορικής στην Ρώµη.  
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το κουτί του Αρχιµήδη (loculus Archimedius) το οποίο 

αποτελείται από 14 ελεφάντινα ελάσµατα (Σταµάτης, 1970, τόµος 

Α, µέρος Α, µαρτυρία 244). 

 

2.2. Στοµάχιον, οστοµάχειον, συντεµάχιον ή Αρχιµήδειο κουτί; 

Ο Suter στη µετάφραση του αραβικού χειρόγραφου προτείνει την 

ονοµασία συν-τεµάχιον, δηλώνοντας έτσι τη φύση του παιχνιδιού που είναι 

ο συνδυασµός κοµµατιών (τεµαχίων) για τον σχηµατισµό φιγούρων 

(Dijksterhuis 1987, Netz, Noel 2007). Άλλοι φιλόλογοι, προτείνουν την 

ονοµασία οστο-µάχειον θεωρώντας ότι αναφέρεται στη προσπάθεια (µάχη) 

να συνδυαστούν τα διάφορα κοµµάτια ελεφαντοστού (οστά) (Dijksterhuis 

1987, Χριστιανίδης 2006, Netz, Noel 2007). Την ονοµασία ¨Στοµάχιον¨ 

την πρότεινε ο Heiberg στο περιοδικό Hermes (vol.42) στη µετάφραση του 

χειρόγραφου κώδικα C που έκανε το 1907 (Dijksterhuis 1987). Ο Heiberg 

καθώς και οι Netz, Acerbi, Wilson σηµειώνουν ότι το ελληνικό χειρόγραφο 

(κώδικας C) γράφει Στοµάχιον, (Dijksterhuis 1987, Netz, Acerbi, Wilson 

2004) αυτή η ονοµασία έχει επικρατήσει διεθνώς και αυτή την ονοµασία 

υιοθετούµε και σε αυτή την εργασία.. 

Στις λατινικές πηγές το Στοµάχιον αναφέρεται συχνά ως Αρχιµήδειο 

κουτί (loculus Archimedius). Αυτό δεν σηµαίνει ότι το παιχνίδι ήταν 

επινόηση του Αρχιµήδη. Ο χαρακτηρισµός ¨Αρχιµήδειο¨ απλά δηλώνει ότι 

το παιχνίδι ήταν αρκετά δύσκολο και απαιτούσε ιδιαίτερη ευφυΐα (Heath 

1897, Dijksterhuis 1987). Μια άλλη άποψη, όχι κατ΄ ανάγκη αντίθετη µε 

την προηγούµενη, είναι ότι ο χαρακτηρισµός ¨Αρχιµήδειο¨ δηλώνει το 

γεγονός ότι ο Αρχιµήδης ασχολήθηκε µε το παιχνίδι ¨Στοµάχιον¨ από µια 

µαθηµατική σκοπιά. Η άποψη αυτή ισχυροποιείται από την εισαγωγική 

πρόταση του ελληνικού αποσπάσµατος της πραγµατείας, όπου δηλώνεται 
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ότι είναι αναγκαίο να συζητηθούν κάποιες ιδιότητες του λεγοµένου 

Στοµαχίου (Dijksterhuis 1987). 

2.3. Το αραβικό απόσπασµα. 

Όπως προαναφέραµε το αραβικό απόσπασµα το οποίο σώζεται από 

το Στοµάχιον το µετέφρασε ο Suter στα γερµανικά και το εξέδωσε το 1899. 

Μπορούµε να διακρίνουµε δυο µέρη στο αραβικό απόσπασµα: 

a. το πρώτο µέρος αναφέρει πως κατασκευάζεται το Στοµάχιον, 

δηλαδή µε ποιο τρόπο χωρίζουµε το αρχικό τετράγωνο σε 14 

κοµµάτια, 

b. το δεύτερο µέρος αποδεικνύει ότι το εµβαδό κάθε ενός από τα 

14 κοµµάτια στα οποία έχει χωριστεί το τετράγωνο, είναι σε 

ρητό λόγο µε το εµβαδό ολόκληρου του τετραγώνου και 

υπολογίζει τους λόγους. 

Ο συγγραφέας του αραβικού αποσπάσµατος δηλώνει ρητά ότι το 

αραβικό απόσπασµα αποτελεί το βιβλίο του Αρχιµήδη για το Στοµάχιον 

και πως σκοπός της πραγµατείας είναι η απόδειξη της πρότασης ότι κάθε 

ένα από τα 14 κοµµάτια είναι ρητό µέρος του όλου. Παρόλα αυτά το 

σωζόµενο ελληνικό χειρόγραφο φαίνεται να θέτει έναν διαφορετικό στόχο 

προς διερεύνηση. Κατά πόσο το αποτέλεσµα του αραβικού κοµµατιού 

είναι ένα µέρος αυτής της διερεύνησης και ποιο ακριβώς µέρος είναι δεν 

µπορεί να ειπωθεί µε σιγουριά.    

 

α. Κατασκευή του ¨Στοµαχίου¨. 

Παραθέτουµε παρακάτω το πρώτο µέρος από το αραβικό  

απόσπασµα όπου αναφέρεται η κατασκευή του Στοµαχίου1. 

  

                                           
1 Το κείµενο βασίζεται σε µετάφραση του γερµανικού κειµένου του Suter που έγινε µε τη βοήθεια της 
Χαριτίνης Γεωργοπούλου, καθώς και στη µετάφραση του Ευάγγελου Σταµάτη (1974). 
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Το βιβλίο του Αρχιµήδη για τον χωρισµό του σχήµατος Στοµάχιον 

σε δεκατέσσερα επιµέρους σχήµατα σε σχέση (αναλογίας) µε αυτό. 

Σχεδιάζουµε ένα παραλληλόγραµµο, το ABGD (ΣΧΗΜΑ 2.2). 

∆ιχοτοµούµε την BG στο Ε, φέρνουµε την ΕΖ κάθετη στη BG, τραβάµε τις 

διαγωνίους AG, BZ και ZG. ∆ιχοτοµούµε οµοίως την ΒΕ στο Η, και 

φέρνουµε την ΗΤ κάθετη στην ΒΕ. Τοποθετούµε τον χάρακα στο Η ώστε να 

διέρχεται από το Α και φέρνουµε την ΗΚ. ∆ιχοτοµούµε την ΑL στο Μ και 

φέρνουµε τη ΒΜ. Έτσι το ορθογώνιο ΑΕ (ΑΒΕΖ) είναι χωρισµένο σε εφτά 

κοµµάτια.   
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ΣΧΗΜΑ 2.2 

Κατόπιν διχοτοµούµε την GD στο Ν, επίσης την ZG στο C. Τραβάµε 

την EC. Τοποθετούµε το χάρακα στα B, C και στην ευθεία αυτή ορίζεται η 

CO. Τραβάµε επίσης την CN, οπότε και το ορθογώνιο ZG (ZEGD) είναι 

χωρισµένο σε εφτά κοµµάτια, αλλά µε άλλο τρόπο από το προηγούµενο και 

ολόκληρο το ορθογώνιο (τετράγωνο) σε 14 κοµµάτια. 

 

 

β. Υπολογισµός εµβαδού για κάθε ένα από τα 14 µέρη του 

¨Στοµαχίου¨.  
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Πριν συνεχίσουµε την περαιτέρω παράθεση της µετάφρασης του 

αραβικού αποσπάσµατος πρέπει να αναφέρουµε ότι για τον υπολογισµό 

των λόγων των εµβαδών διαφόρων σχηµάτων, είτε κάποιων λόγων 

ευθυγράµµων τµηµάτων, θεωρούνται γνωστές και χρησιµοποιούνται 

κάποιες προτάσεις από τα Στοιχεία του Ευκλείδη. Η χρήση αυτών των 

προτάσεων δεν δηλώνεται ρητά αλλά υπονοείται. Θα αναφέρουµε εδώ 

αυτές τις προτάσεις1 και θα δηλώνουµε τη χρήση τους στο κείµενο εντός 

παρενθέσεων. Προφανώς θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν και 

συνδυασµοί άλλων προτάσεων για να αποδειχθούν οι ισχυρισµοί του 

κειµένου. Οι χρησιµοποιούµενες προτάσεις από τα Στοιχεία του Ευκλείδη 

είναι οι εξής: 

 

Πρόταση I. 15. 

Αν δύο ευθείες τέµνονται, σχηµατίζουν τις κατακορυφήν γωνίες ίσες 

µεταξύ τους. 

 

Πρόταση I. 29. 

Η ευθεία που τέµνει δυο παράλληλες ευθείες σχηµατίζει τις εντός 

εναλλάξ γωνίες ίσες, τις εντός εκτός και επί τα αυτά γωνίες ίσες και τις 

εντός επί τα αυτά παραπληρωµατικές. 

 

Πρόταση VI. 1. 

Τα τρίγωνα (και τα παραλληλόγραµµα) τα οποία έχουν το ίδιο ύψος, 

έχουν λόγο εµβαδών ίσο προς το λόγο των βάσεων τους. 

 

Πρόταση VI. 2. 
                                           
1 Οι διατυπώσεις των προτάσεων βασίζονται κυρίως στο βιβλίο: Ευκλείδη Στοιχεία του Κ.Ε.ΕΠ.ΕΚ. 
(2001), αλλά έχουµε συµβουλευθεί και τα: The thirteen books of Elements, Heath (1956), και Ευκλείδου 
Γεωµετρία, Στοιχεία, Σταµάτης (1975). 
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Αν φέρουµε µια ευθεία παράλληλη προς µια πλευρά ενός τριγώνου, 

θα χωρίζει τις δυο άλλες πλευρές του τριγώνου σε µέρη ανάλογα και 

αντίστροφα αν µια ευθεία χωρίζει δυο πλευρές ενός τριγώνου σε µέρη 

ανάλογα τότε είναι παράλληλη προς την τρίτη πλευρά του τριγώνου. 

  

Πρόταση VI. 4.  

Αν δυο τρίγωνα έχουν ίσες τις γωνίες τους, τότε έχουν τις πλευρές 

τους ανάλογες (είναι όµοια) και οι οµόλογες πλευρές είναι αυτές που 

βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες. 

 

Πρόταση VI. 19.  

Ο λόγος των εµβαδών δυο όµοιων τριγώνων είναι ίσος µε το 

τετράγωνο του λόγου οµοιότητας τους (του λόγου των οµόλογων πλευρών 

τους). 

 

Για τον υπολογισµό λόγων εµβαδών τριγώνων η περισσότερο συχνά 

χρησιµοποιούµενη πρόταση είναι η Πρόταση VI.1. Για να δειχτεί ισότητα 

λόγων ευθυγράµµων τµηµάτων χρησιµοποιείται η Πρόταση VI.4  αφού 

δειχθεί πρώτα η ισότητα των γωνιών µε χρήση των προτάσεων Ι.15 και 

Ι.29. 

 

Συνεχίζουµε την παράθεση του αραβικού αποσπάσµατος: 

 

Θα δείξουµε ότι κάθε ένα από τα δεκατέσσερα κοµµάτια του 

τετραγώνου είναι σε ρητή αναλογία µε ολόκληρο το τετράγωνο. 

Επειδή η ZG είναι διαγώνιος του ορθογωνίου ZG (ZEGD), το 

τρίγωνο DZG είναι το µισό αυτού του ορθογωνίου, δηλαδή το ¼  του 

τετραγώνου. Όµως το τρίγωνο GNC είναι ¼  του τριγώνου DZG , γιατί όταν 
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προεκτείνουµε το EC συναντά το D και τότε το τρίγωνο GDC είναι το µισό 

του τριγώνου DZG (Πρόταση VI.1) και τότε και τα δυο τρίγωνα GNC και 

DNC είναι ίσα (Πρόταση VI.1) εποµένως το τρίγωνο GNC = 1/16 του 

τετραγώνου. Εξάλλου όταν προεκτείνουµε τη γραµµή OC η οποία 

τραβήχτηκε από το Β, φαίνεται στο σχήµα ότι η CN  είναι παράλληλη στην 

πλευρά BG του τετραγώνου και αντίστοιχα του τριγώνου OBG, οπότε 

έχουµε την αναλογία BG : NC = GO : NO (Πρόταση Ι.29 και Πρόταση 

VI.4). 

Είναι όµως το τµήµα BG τετραπλάσιο του NC, εποµένως και το GO είναι το 

τετραπλάσιο του NO  για αυτό είναι η GN το τριπλάσιο της NO, και το 

τρίγωνο GNC = 3⋅ONC (Πρόταση VI.1). Όµως όπως δείξαµε το τρίγωνο 

GNC = 1/16 του τετραγώνου και συνεπώς ONC = 1/48 του τετραγώνου.  
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ΣΧΗΜΑ 2.3 

Επειδή εξάλλου το τρίγωνο GDZ = ¼ του τετραγώνου και το τρίγωνο 

GNC = 1/16 του τετραγώνου και το τρίγωνο NCO =1/48 του τετραγώνου, 

έτσι µένει ως υπόλοιπο το τετράπλευρο DOCZ =1/6 της τετραγωνικής 

επιφάνειας. Θεωρώντας ότι η γραµµή NC διέρχεται από το σηµείο F και άρα 

η CF είναι παράλληλη της GE έχουµε την αναλογία EG : CF = EQ : CQ = 

GQ : FQ (Πρόταση Ι.15, Ι.29 και VI.4). Επειδή λοιπόν η EQ = 2CQ και  GQ 

= 2FQ, είναι το τρίγωνο EQG το διπλάσιο κάθε ενός από τα τρίγωνα GCQ 

και EFQ (Πρόταση VI.1). Είναι προφανές ότι το τρίγωνο EGZ = 2 φορές το 
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τρίγωνο EFG αφού η ZE = 2FE (Πρόταση VI.1). Το τρίγωνο EGZ =1/4 του 

τετραγώνου οπότε το τρίγωνο EFG = 1/8 του τετραγώνου. Αυτό όµως (το 

EFG) είναι το τριπλάσιο καθενός από τα δυο τρίγωνα EFQ και GCQ, 

συνεπώς κάθε ένα από αυτά τα τρίγωνα είναι το 1/24 του τετραγώνου. Και 

το τρίγωνο EGQ είναι διπλάσιο από κάθε ένα από αυτά τα δυο τρίγωνα, 

συνεπώς (το EQG)  είναι ίσο µε το 1/12 του τετραγώνου. Εξάλλου επειδή 

ZF=EF το τρίγωνο ZFG =τρίγωνο EFG, (Πρόταση VI.1) οπότε όταν 

αφαιρέσουµε το τρίγωνο GCQ= τρίγωνο EFQ µένει το τετράπλευρο FQCZ 

= τρίγωνο EGQ, έτσι το τετράπλευρο FQCZ= 1/12 του τετραγώνου AG. 

Έχουµε έτσι χωρίσει το ορθογώνιο ZG(ZEGD) σε 7 κοµµάτια και 

πάµε να χωρίσουµε το άλλο ορθογώνιο. 

Επειδή οι ΒΖ και EC είναι δυο παράλληλοι διαγώνιοι (Πρόταση 

VI.2) και ZF = EF, το τρίγωνο ZLF = EFQ (Πρόταση Ι.29, VI.4 και VI.19) 

έπεται ότι ZLF = 1/24 του τετραγώνου. Επειδή ΒΗ = ΗΕ, το τρίγωνο ΒΕΖ 

είναι τετραπλάσιο του τριγώνου ΒΗΤ, διότι κάθε ένα από αυτά είναι 

ορθογώνιο τρίγωνο (Πρόταση VI.4 και VI.19). Αλλά το τρίγωνο ΒΕΖ = ¼ 

του τετραγώνου, οπότε το τρίγωνο ΒΗΤ=1/16 του τετραγώνου. Με την 

προϋπόθεση ότι η ΗΚ διέρχεται από το Α, έχουµε την αναλογία ΑΒ : ΗΤ = 

ΒΚ : ΚΤ (Πρόταση Ι.15, Ι.29 και VI.4). Είναι όµως ΑΒ = 2ΗΤ, συνεπώς ΒΚ 

= 2ΚΤ και άρα ΒΤ =3ΚΤ, συνεπώς το τρίγωνο ΒΗΤ είναι τριπλάσιο από το 

τρίγωνο ΚΗΤ (Πρόταση VI.1). Όµως το τρίγωνο ΒΗΤ=1/16 του 

τετραγώνου, είναι λοιπόν το τρίγωνο ΚΗΤ=1/48 του τετραγώνου. Επίσης το 

τρίγωνο ΒΚΗ είναι διπλάσιο του τριγώνου ΚΗΤ (Πρόταση VI.1) εποµένως 

ίσο µε το 1/24 του τετραγώνου. Επίσης επειδή BL =2 ZL και AL = 2 LF 

(Πρόταση Ι.15, Ι.29 και VI.4), το τρίγωνο ABL είναι διπλάσιο του τριγώνου 

ALZ (Πρόταση VI.1) και το τρίγωνο ALZ είναι διπλάσιο από το τρίγωνο 

ZLF (Πρόταση VI.1). Επειδή όµως το τρίγωνο ZLF =1/24 του τετραγώνου 

είναι ALZ =1/12 του τετραγώνου και ABL =1/6 του τετραγώνου. Είναι 

όµως το τρίγωνο ΑΒΜ = το τρίγωνο BML (Πρόταση VI.1) εποµένως κάθε 

ένα από αυτά τα δυο τρίγωνα είναι ίσο µε το 1/12 του τετραγώνου. Μένει 
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λοιπόν το πεντάγωνο LFEHT = µε το µισό του ενός έκτου  αυξηµένο µε το 

µισό του ενός ογδόου ( )
8

1

6

1
(

2

1
+ ) ολόκληρου του τετραγώνου. 

Έχουµε λοιπόν χωρίσει το ορθογώνιο ΑΒΕΖ σε 7 κοµµάτια και 

εποµένως ολόκληρη η φιγούρα ABGD σε 14 κοµµάτια χωρισµένη καθένα 

από τα οποία είναι σε αναλογία µε το όλο, το οποίο και ζητούσαµε. 

Με την κατασκευή του Στοµαχίου όπως περιγράφεται στο αραβικό 

απόσπασµα έχουµε τον χωρισµό του αρχικού τετραγώνου στα παρακάτω 

14 κοµµάτια όπου κάθε ένα είναι το αντίστοιχο κλάσµα του αρχικού 

τετραγώνου που αναγράφεται στο παρακάτω σχήµα (ΣΧΗΜΑ 2.4). 
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ΣΧΗΜΑ 2.4 

 

Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι όλα τα κλάσµατα εκτός από ένα (7/48) είναι 

µοναδιαία ενώ και το 7/48 στο κείµενο εκφράζεται µε µοναδιαία κλάσµατα 
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2.4. Το ελληνικό απόσπασµα. 
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Το σωζόµενο ελληνικό απόσπασµα περιέχει µια εισαγωγή, την 

πρώτη πρόταση της πραγµατείας και την αρχή της δεύτερης πρότασης. Ο 

κώδικας C, στον οποίο σώζεται το απόσπασµα, είναι αρκετά 

κατεστραµµένος µε αποτέλεσµα ακόµα και αυτό το σωζόµενο απόσπασµα 

να είναι ελλιπές και κατά συνέπεια δύσκολο στην ερµηνεία του. 

 

α. Εισαγωγικές προτάσεις. 

Στην εισαγωγή ο Αρχιµήδης δηλώνει ότι επειδή το ονοµαζόµενο 

Στοµάχιον έχει µια πλούσια θεωρία γύρω από τις µεταθέσεις των 

σχηµάτων που το απαρτίζουν, θεώρησε αναγκαίο να εκθέσει σε ποια µέρη 

διαιρείται το όλον σχήµα και κάθε ένα από αυτά από ποιόν αριθµό 

µετριέται (Dijksterhuis 1987, Σταµάτης 1974, Netz et al 2004). Επιπλέον 

θέλει να βεβαιώσει ποιες γωνίες λαµβανόµενες ανά δυο σχηµατίζουν µια 

ευθεία γωνία (δυο ορθές), ώστε να γίνει γνωστό αν οι συναρµόσεις των 

παραγόµενων σχηµάτων βρίσκονται σε ευθεία ή αποκλίνουν λίγο από την 

ευθεία ώστε να µην φαίνεται (η απόκλιση). Τέλος δηλώνει ότι υπάρχει όχι 

µικρό πλήθος από αυτά τα σχήµατα, διότι είναι δυνατό να αλλάξουν 

κάποια από αυτά παίρνοντας τη θέση ενός άλλου σχήµατος µε το οποίο 

είναι ίσα και ισογώνια. Ενίοτε δε και από δυο σχήµατα τα οποία µαζί είναι 

ίσα και όµοια µε ένα άλλο σχήµα, ή και δυο σχήµατα τα οποία µαζί είναι 

ίσα και όµοια µε δυο άλλα σχήµατα, σχηµατίζονται περισσότερα σχήµατα 

εκ των µεταθέσεων τους (Dijksterhuis 1987, Σταµάτης 1974, Netz et al 

2004).   

Στη συνέχεια ο Αρχιµήδης παραθέτει µια πρόταση η οποία όµως δεν 

φαίνεται ποιόν ακριβώς σκοπό της όλης διερεύνησης εξυπηρετεί. 

 

β. Πρώτη πρόταση του ¨Στοµαχίου¨. 
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Η πρώτη πρόταση του Στοµαχίου είναι η απόδειξη µιας ανισωτικής 

σχέσης ανάµεσα σε δυο ευθύγραµµα τµήµατα και η απόδειξη ότι µια γωνία 

είναι αµβλεία, µε άµεση συνέπεια να είναι οξεία η εφεξής και 

παραπληρωµατική της γωνία. Στην όλη απόδειξη γίνεται χρήση προτάσεων 

από τα Στοιχεία του Ευκλείδη τις οποίες αναφέρουµε1 πριν την πρόταση. 

 

Πρόταση I. 18. 

Σε κάθε τρίγωνο η µεγαλύτερη γωνία βρίσκεται απέναντι από τη 

µεγαλύτερη πλευρά. 

 

Πρόταση I. 19. 

Σε κάθε τρίγωνο η µεγαλύτερη πλευρά βρίσκεται απέναντι από τη 

µεγαλύτερη γωνία. 

 

Πρόταση I. 25. 

Αν δυο τρίγωνα έχουν δυο πλευρές τους ίσες και η τρίτη πλευρά του 

ενός είναι µεγαλύτερη της τρίτης πλευράς του άλλου, τότε η γωνία που 

περιέχεται στις δυο πλευρές του ενός (τριγώνου) θα είναι µεγαλύτερη από 

τη γωνία που περιέχεται στις δυο πλευρές του άλλου. 

 

Πρόταση I. 32. 

Σε κάθε τρίγωνο κάθε εξωτερική γωνία είναι ίση µε το άθροισµα 

των δυο εντός και απέναντι γωνιών και το άθροισµα των εσωτερικών 

γωνιών κάθε τριγώνου είναι ίσο µε δυο ορθές. 

 

                                           
1 Οι διατυπώσεις των προτάσεων βασίζονται κυρίως στο βιβλίο: Ευκλείδη Στοιχεία, του Κ.Ε.ΕΠ.ΕΚ. 
(2001), αλλά έχουµε συµβουλευθεί και τα: The thirteen books of Elements, Heath (1956), και Ευκλείδου 
Γεωµετρία, Στοιχεία, Σταµάτης (1975). 
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Παραθέτουµε την πρώτη πρόταση του Στοµαχίου: 

 

Έστω ορθογώνιο παραλληλόγραµµο1 ΓΒΖΕ (ΣΧΗΜΑ 2.5) και Κ το 

µέσο του τµήµατος ΕΖ. Φέρνουµε τη ΒΕ και τη ΓΚ οι οποίες τέµνονται 

στο Η. Θα δειχθεί ότι ΒΓ>ΒΗ.  

Προεκτείνουµε τις ΓΚ και ΒΖ οι οποίες τέµνονται στο ∆. Επειδή 

είναι η ΕΚ=ΚΖ και η ΓΕ=ΒΖ=Ζ∆ συνεπώς η ΓΖ>Ζ∆. Οπότε η γωνία 

∆ΓΖ∆ΓZ
∧∧

> (Πρόταση I.18). Είναι δε ΒΓΖΒ∆H
∧∧

=  γιατί κάθε µια από 

αυτές είναι µισή της ορθής ( °45 ). Είναι συνεπώς η γωνία ΒΓΗΓΗΒ
∧∧

> , 

αφού η 
∧

ΓΗΒ  είναι ίση µε τις δυο εντός και απέναντι γωνίες (Πρόταση I.32) 

δηλαδή 
∧

ΓΗΒ= ∆ΒΗ
∧

+
∧

Η∆Β , (ενώ η  ΒΓΗ
∧

= ΒΓΖ
∧

+ ∆ΓΖ
∧

).  

Συνεπώς ΓΒ>ΒΗ (Πρόταση I.19). 

∆

Γ

Β

Ε

Η

Ζ

K

 
ΣΧΗΜΑ 2.5 

 

 Και συνεχίζει η πραγµατεία: 

Εάν συνεπώς θεωρήσουµε το Χ ως το µέσο της ΓΗ (ΣΧΗΜΑ 2.6), θα 

είναι αµβλεία η γωνία 
∧

ΓΧΒ : διότι επειδή είναι ΓΧ=ΧΗ και η ΒΧ κοινή, 

υπάρχουν δυο τρίγωνα (τα ΒΧΓ και ΒΧΗ) µε δυο πλευρές ίσες και η βάση 

                                           
1 Αν και στο ελληνικό χειρόγραφο, στην εκφώνηση της πρώτης πρότασης, το κείµενο αναφέρει 
ορθογώνιο παραλληλόγραµµο, κατά τη διάρκεια της απόδειξης γίνεται φανερό χωρίς αµφιβολία πως το 
σχήµα στο οποίο αναφέρεται είναι τετράγωνο. 



 

 

34

ΒΓ>ΒΗ, άρα και η γωνία απέναντι της µεγαλύτερης βάσης είναι 

µεγαλύτερη (Πρόταση I.25). Είναι άρα αµβλεία µεν η 
∧

ΓΧΒ , οξεία δε η 

εφεξής ΗΧΒ
∧

. 

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η K

X

 
ΣΧΗΜΑ 2.6 

 

2.5. Σχολιασµός.  

 α. Ο Σταµάτης καταχωρεί την πραγµατεία στις µηχανικές 

κατασκευές του Αρχιµήδη και υποστηρίζει ότι το περιεχόµενο της είναι η 

θεωρία κατασκευής των 14 τεµαχίων (Σταµάτης, 1970, τόµος Α΄, µέρος 

Α΄, σελ.8). Επίσης στη σελίδα 21 του ίδιου τόµου αναφερόµενος στο 

περιεχόµενο των συγγραµµάτων του Αρχιµήδη, συµµερίζεται την άποψη 

ότι το Στοµάχιον περιέχει την θεωρία για την διαίρεση του τετραγώνου σε 

14 κοµµάτια, τα εµβαδά των οποίων είναι σε ρητό λόγο µε το εµβαδό του  

τετραγώνου. 

β. Ο Heath (1897, p.xxii) δεν θεωρεί το Στοµάχιον εφεύρεση του 

Αρχιµήδη. Θεωρεί ότι το παιχνίδι προϋπήρχε και απλά ο Αρχιµήδης 

ασχολήθηκε µε αυτό από κάποια µαθηµατική σκοπιά. Το γεγονός ότι το 

παιχνίδι σε αρκετές λατινικές πηγές χαρακτηρίζεται ως Αρχιµήδειο κουτί 

(luculus Archmedae) ερµηνεύεται από τον Heath ως ένδειξη της δυσκολίας 

του. Για να ισχυροποιήσει  την άποψη του, αναφέρει ότι χρησιµοποιούταν 

και η έκφραση: ¨Αρχιµήδειο πρόβληµα¨ για κάποιο πρόβληµα που 
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θεωρούταν δύσκολο ή απαιτούσε ιδιαίτερη ιδιοφυΐα η επίλυση του. Επίσης 

αναφέρει και τις ¨Αρχιµήδειες µηχανές¨ ως µηχανές έξυπνα 

κατασκευασµένες. 

γ. Ο Dijksterhuis (1987) συµφωνεί µε τον Heath στο ότι το 

Στοµάχιον δεν είναι εφεύρεση του Αρχιµήδη και υιοθετεί την άποψη ότι το 

επίθετο ¨Αρχιµήδειος¨ απλά δηλώνει κάτι το οποίο είναι δύσκολο ή απαιτεί 

ιδιαίτερη οξύνοια για να κατανοηθεί. Είναι επιφυλακτικός σε σχέση µε το 

κατά πόσο το Αραβικό απόσπασµα είναι αυτό που δηλώνει, δηλαδή η ίδια 

η πραγµατεία του Αρχιµήδη για τον χωρισµό του Στοµαχίου σε 14 

κοµµάτια. Θεωρεί ότι ο Αρχιµήδης ασχολήθηκε µε το Στοµάχιον από 

κάποια µαθηµατική σκοπιά, αλλά δηλώνει ξεκάθαρα ότι τα υπάρχοντα 

αποσπάσµατα είναι ανεπαρκή για να µας παρέχουν οποιαδήποτε ιδέα για 

τον τελικό σκοπό του Αρχιµήδη. Για τον Dijksterhuis το αραβικό 

απόσπασµα ίσως παίζει κάποιον ρόλο στον τελικό σκοπό της αρχικής 

πραγµατείας, αλλά δεν είναι ξεκάθαρο ποιος είναι ο ρόλος αυτός. Σε καµία 

περίπτωση το αραβικό απόσπασµα δεν συµπίπτει µε την αρχική 

πραγµατεία αφού το σωζόµενο ελληνικό απόσπασµα δεν περιλαµβάνεται 

στο αραβικό απόσπασµα. 

δ. Οι Netz, Acerbi και Wilson (2004) θεωρούν ότι το Αραβικό 

χειρόγραφο δεν είναι πιστή αντιγραφή της πραγµατείας του Αρχιµήδη. 

Θεωρούν µάλιστα ότι δεν είναι πιστή αντιγραφή ούτε καν ενός µέρους της 

αρχικής πραγµατείας. Αυτό το δικαιολογούν (πειστικά κατά την άποψή 

µας) σχολιάζοντας ότι το ύφος δεν είναι Αρχιµήδειο, το περιεχόµενο και ο 

σκοπός της πραγµατείας έτσι όπως παρουσιάζεται στο αραβικό 

απόσπασµα, είναι γεµάτο επαναλήψεις και καταλήγει σε κάτι τετριµµένο. 

Τρόπος και ύφος γραφής στα οποία δεν µας έχει ¨συνηθίσει¨ ο Αρχιµήδης 

κρίνοντας από τις άλλες πραγµατείες του πού έχουν σωθεί.  
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  Οι Netz, Acerbi και Wilson, όµως προχωρούν ακόµα παραπέρα 

εικάζοντας ότι το Στοµάχιον είναι η πρώτη πραγµατεία συνδυαστικής 

ανάλυσης. ∆ιατυπώνουν την άποψη ότι ο Αρχιµήδης στην εισαγωγή της 

πραγµατείας θέτει το ερώτηµα: µε πόσους τρόπους µπορούν να 

αναδιαταχθούν τα 14 κοµµάτια που αποτελούν το Στοµάχιον, ώστε να 

σχηµατίσουν εκ νέου το αρχικό σχήµα; (είτε αυτό είναι ορθογώνιο είτε 

αυτό είναι τετράγωνο). 

Παρόλο που θεωρούµε ότι η άποψη του Dijksterhuis είναι πιο 

νηφάλια (από αυτή των Netz, Acerbi και Wilson) και ότι δεν µπορούµε, 

από τα υπάρχοντα αποσπάσµατα, να συµπεράνουµε µε σιγουριά τον τελικό 

στόχο της πραγµατείας του Αρχιµήδη, αξίζει να µείνουµε και να 

εξετάσουµε την εικασία των Netz, Acerbi και Wilson, σε δυο επίπεδα: 

α. να εξετάσουµε το πλαίσιο στο οποίο µπορούµε να εντάξουµε την 

άποψη ότι οι αρχαίοι είχαν µεθόδους συνδυαστικής, και 

β. δεχόµενοι ότι το Στοµάχιον είναι ένα πρόβληµα συνδυαστικής 

ανάλυσης, να εικάσουµε πως πιθανά έλυσε αυτό το πρόβληµα ο 

Αρχιµήδης. 

 

Πριν εξετάσουµε τα δυο αυτά ζητήµατα θα διατυπώσουµε µε 

µεγαλύτερη λεπτοµέρεια την εικασία των Netz, Acerbi, Wilson (2004) για 

το ποιος είναι ο στόχος της πραγµατείας Στοµάχιον. Όπως έχει αναφερθεί 

το Στοµάχιον ήταν ένα επιτραπέζιο παιχνίδι αποτελούµενο από 14 

κοµµάτια όπως στο παρακάτω σχήµα (ΣΧΗΜΑ 2.7) και σκοπός του 

παιχνιδιού ήταν ο σχηµατισµός κάποιας φιγούρας µε αυτά τα κοµµάτια 

(όπως ελέφαντας, βλέπε ΣΧΗΜΑ 2.1 ). 
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ΣΧΗΜΑ 2.7 

        Η διάταξη των επιµέρους πολυγώνων εντός του τετραγώνου στο 

ΣΧΗΜΑ 2.7, είναι αυτή που προκύπτει από την κατασκευή του Στοµαχίου 

όπως αυτή περιγράφεται στο αραβικό απόσπασµα. Θα µπορούσαµε όµως 

να σχηµατίσουµε το τετράγωνο και µε διαφορετική διευθέτηση των 14 

κοµµατιών του. Για παράδειγµα, στο παρακάτω σχήµα έχουµε δυο 

διαφορετικές τοποθετήσεις των πολυγώνων εντός του τετραγώνου, όπου 

αριστερά είναι η αρχική που προκύπτει από το αραβικό απόσπασµα, ενώ 

δεξιά έχουµε µια άλλη διάταξη των πολυγώνων εντός του τετραγώνου.  

              
ΣΧΗΜΑ 2.8 
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Ένα ερώτηµα που τίθεται εδώ είναι το εξής: πόσες διαφορετικές 

διευθετήσεις των 14 αρχικών κοµµατιών υπάρχουν ώστε να σχηµατίζουν 

το τετράγωνο; Οι Netz, Acerbi, Wilson υποστηρίζουν ότι ακριβώς µε αυτό 

το ερώτηµα ασχολείται η πραγµατεία του Αρχιµήδη. Συνεπώς, είναι ένα 

πρόβληµα γεωµετρικής συνδυαστικής, αφού αναζητά το πλήθος των 

δυνατών διευθετήσεων 14 δεδοµένων πολυγώνων για τον σχηµατισµό ενός 

τετραγώνου. Η απάντηση στο προηγούµενο ερώτηµα εξαρτάται από τις 

συµβάσεις που θα δεχτούµε. Για παράδειγµα, θεωρούµε διαφορετικές δυο 

διατάξεις οι οποίες διαφέρουν κατά µια αντικατάσταση δυο ίσων 

πολυγώνων (όπως τα τρίγωνα AZL και EGQ στο ΣΧΗΜΑ 2.7) ή όχι; 

επιπλέον, θεωρούµε διαφορετικές δυο διατάξεις των πολυγώνων (tiling) οι 

οποίες προκύπτουν η µια από την  άλλη µε στροφή ή ανάκλαση όλου του 

τετραγώνου, ή όχι;  

Πριν απαντήσουµε σε αυτά τα ερωτήµατα θα εξετάσουµε κατά πόσο 

µπορούµε να µιλάµε για συνδυαστική στα αρχαία ελληνικά µαθηµατικά, µε 

την εξής έννοια: Ενδιαφέρονταν οι έλληνες µαθηµατικοί για προβλήµατα 

συνδυαστικής; Έθεταν µη τετριµµένα συνδυαστικά ερωτήµατα; Είχαν 

αναπτύξει µη τετριµµένες µεθόδους απαρίθµησης; 
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3. Συνδυαστική στην αρχαιότητα; 

 

Για να υποστηριχθεί η άποψη ότι το Στοµάχιον είναι µια πραγµατεία 

συνδυαστικής ανάλυσης θα πρέπει σε ένα πρώτο επίπεδο να δεχθούµε ότι 

οι αρχαίοι έλληνες έδειχναν πιθανά ενδιαφέρον σε τέτοιου είδους 

µαθηµατικά προβλήµατα, δηλαδή σε µη τετριµµένα προβλήµατα 

απαρίθµησης. Γενικά, µέχρι πρόσφατα επικρατούσε η άποψη ότι οι αρχαίοι 

έλληνες δεν είχαν ενδιαφερθεί για προβλήµατα συνδυαστικής. Ο Biggs 

(1979), αναφέρει ότι σε κάθε συζήτηση  για συνδυαστική στην αρχαιότητα, 

θα πρέπει να εκτιµηθεί η συνεισφορά των αρχαίων ελλήνων και συνεχίζει: 

η συνεισφορά αυτή είναι αξιοσηµείωτα αρνητική. Η έλλειψη σηµαντικών 

αναφορών για τέτοιου είδους υπολογισµούς οδηγεί στο συµπέρασµα ότι οι 

έλληνες δεν έδειχναν ενδιαφέρον σε τέτοια θέµατα. Κάποιες λίγες 

αναφορές στην αρχαία ελληνική γραµµατεία δεν είχαν διαλευκανθεί για να 

καταλάβουµε το βαθµό ενασχόλησης των αρχαίων µε προβλήµατα 

συνδυαστικής. Μια από τις πιο ενδιαφέρουσες µαρτυρίες αυτού του είδους 

είναι αυτή που σχετίζεται µε δύο αριθµούς που υπολόγισε ο Ίππαρχος και 

αναφέρει ο Πλούταρχος.  

 

3.1. Οι αριθµοί του Ίππαρχου. 

Στα Ηθικά του Πλούταρχου και συγκεκριµένα στο  Περί Στωικών 

εναντιωµάτων, ο Πλούταρχος κατηγορεί τον Χρύσιππο, βασικό εκφραστή 

της Στωικής φιλοσοφίας, ότι ενώ υποστηρίζει πως για διάφορα 

επιστηµονικά θέµατα θα πρέπει να ζητάµε τη γνώµη των ειδικών και να µη 

αυθαιρετούµε εκφράζοντας ατεκµηρίωτες γνώµες, ο ίδιος δεν το πράττει. 

Για ισχυροποίηση της µοµφής του φέρνει ως παράδειγµα της ασυνέπειας 

του Χρυσίππου, ότι δήλωσε πως οι δυνατοί τρόποι σχηµατισµού µιας 
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σύνθετης πρότασης από δέκα απλές προτάσεις ξεπερνούν το ένα 

εκατοµµύριο. Όµως τον αντέκρουσαν οι ασχολούµενοι µε τα µαθηµατικά 

και µεταξύ αυτών ο Ίππαρχος ο οποίος υπολόγισε ότι δέκα απλές 

προτάσεις µπορούν να συνδυαστούν µε 103049 τρόπους ενώ αν 

υπολογίσουµε και τις αρνήσεις, οι δυνατοί συνδυασµοί είναι 310952. 

«… ¢ll¦ m¾n aÙtÕj t¦j di¦ dška ¢xiwm£twn sumplok¦j 

pl»qei fhsˆn Øperb£llein ˜katÕn muri£daj oÜte di' aØtoà 

zht»saj ™pimelîj oÜte di¦ tîn ™mpe…rwn tÕ ¢lhq(j ƒsto- 

r»saj. […]· CrÚsippon d( p£ntej ™lšgcousin oƒ 

¢riqmhtiko…, ïn kaˆ “IpparcÒj ™stin ¢podeiknÚwn tÕ di£- 

ptwma toà logismoà pammšgeqej aÙtù gegonÒj, e‡ge tÕ 

m(n katafatikÕn poie‹ sumpeplegmšnwn ¢xiwm£twn mu- 

ri£daj dška kaˆ prÕj taÚtaij trisc…lia tessar£konta    

™nnša™nnša™nnša™nnša, tÕ d' ¢pofatikÕn ™nakÒsia pent»konta dÚo prÕj 

tri£konta kaˆ mi´ muri£si. » 

(Πλούταρχος, Ηθικά, Περί Στωϊκών εναντιωµάτων, από το TLG, Plutarchus, De 

stoicorum repugnatiis, 1047, D, 4). 

 Παλιότερες προσπάθειες να ερµηνευθούν αυτοί οι δυο αριθµοί ήταν 

ανεπιτυχείς. Ο T. L. Heath (2001, σελ.307) αναφέρει ότι: «φαίνεται 

αδύνατο να προκύψει οτιδήποτε από αυτά τα ψηφία». Ο N. L. Biggs 

(1979) αναφερόµενος στο κείµενο του Πλούταρχου σχολιάζει ότι οι πλέον 

ενδιαφέρουσες µαρτυρίες είναι και οι πλέον µυστηριώδεις και 

συµπληρώνει ότι επειδή οι όροι του προβλήµατος δεν δηλώνονται 

επακριβώς, είναι δύσκολο να ερµηνεύσουµε αυτούς τους αριθµούς όπως 

και τις πιθανές συνδυαστικές αρχές από τις οποίες προέκυψαν. Επίσης ο 

Biggs αναφέρει ότι οι επιστήµονες της λογικής επανεξέτασαν το πλήθος 

των σύνθετων προτάσεων οι οποίες µπορούν να σχηµατιστούν από n απλές 

και κατέληξαν στον αριθµό 
n22  (δίνοντας ως αναφορά το Schröder, E. 

1890, Algebra der Logik, Leipzig). Τέλος, συµπληρώνει ότι αν το 
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πρόβληµα στο οποίο αναφέρθηκε ο Χρύσιππος ήταν το ίδιο µε το οποίο 

ασχολήθηκαν οι σύγχρονοι µαθηµατικοί, τότε αυτός είχε δίκιο και ο 

Ίππαρχος είχε άδικο µιας και το 
1022  είναι κατά πολύ µεγαλύτερο από το 

ένα εκατοµµύριο. Ο Richard Stanley στο βιβλίο του Enumerative 

Combinatorics, (1986, vol.1, p.51) θέτει την ερµηνεία του κειµένου του 

Πλούταρχου σαν ανοικτή άσκηση (άσκηση 1.45) και στις λύσεις των 

ασκήσεων (p.63) κάνει κάποιες εικασίες χωρίς τελικά να ερµηνεύει τα 

νούµερα του Ίππαρχου καθαυτά. 

Παρ’ όλες τις αποτυχηµένες προσπάθειες ερµηνείας των δυο 

αριθµών του Ιππάρχου, το 1994 είχαµε µια αξιοσηµείωτη παρατήρηση από 

τον David Hough, έναν µεταπτυχιακό φοιτητή του George Washington 

University. Ο David Hough γεννηµένος το 1949 αποφάσισε το 1992, σε 

ηλικία 43 ετών, να συνεχίσει τις σπουδές του στα µαθηµατικά. Συνάντησε 

το κείµενο του Πλούταρχου και τους αριθµούς του Ιππάρχου σαν άσκηση 

στο βιβλίο του Richard Stanley που προαναφέραµε και παρατήρησε ότι ο 

πρώτος από τους δυο αριθµούς (ο 103049) είναι ίσος µε τον δέκατο αριθµό 

Schröder. Ο n-ιοστός αριθµός Schröder (συµβολικά ( )ns ) δίνει το πλήθος 

των διαφορετικών τρόπων µε τους οποίους µπορούµε να εγκιβωτίσουµε 

(δηλαδή να τοποθετήσουµε σε παρενθέσεις) µια αλυσίδα n ίδιων 

γραµµάτων, 1n,Nn ≥∈ . Για παράδειγµα, 3)3(s = , αφού τρία γράµµατα 

µπορούν να τοποθετηθούν σε παρενθέσεις µε τους εξής διαφορετικούς 

τρόπους  

( )xxx ,   ( )xxx    και   xxx , 

ενώ ( ) 114s =  µιας και οι δυνατοί διαφορετικοί εγκιβωτισµοί µιας 

αλυσίδας τεσσάρων γραµµάτων είναι οι εξής 11: 

( )xxxx , ( )xxxx , ( )x)xx(x , ( )xx)xx( , ( )x)xx(x , ( ))xx(xx , 

( )( )xxxx , ( )xxxx , ( )xxxx , ( )xxxx , xxxx . 
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Αυτή η παρατήρηση του Hough στηρίζει πολύ πειστικά την 

υπόθεση-άποψη ότι ο Ίππαρχος για να υπολογίσει τους δυνατούς τρόπους 

σχηµατισµού σύνθετων προτάσεων από δέκα απλές, έκανε υπολογισµούς 

ισοδύναµους ή αντίστοιχους µε τους σύγχρονους υπολογισµούς για τον 

υπολογισµό των δυνατών εγκιβωτισµών µιας αλυσίδας δέκα γραµµάτων, 

οπότε και κατέληξε στον αριθµό 103049)10(s = . Πριν συνεχίσουµε και 

εξετάσουµε µε ποιόν πιθανά τρόπο κατέληξε ο Ίππαρχος στον αριθµό 

103049 θα δώσουµε τις απαραίτητες συνδυαστικές έννοιες για την 

περαιτέρω διερεύνηση του θέµατος. 

  

3.2. ∆ιαµερίσεις ακεραίων. 

Έστω θετικός ακέραιος n. Μια διαµέριση (partition) του n είναι η 

αναπαράσταση του σαν άθροισµα θετικών ακεραίων χωρίς να µας 

ενδιαφέρει η σειρά των προσθετέων, δηλαδή δεν θεωρούµε διαφορετικές 

τις παραστάσεις του 5 ως 4+1 και 1+4. Για παράδειγµα, όλες οι δυνατές 

διαµερίσεις του 4 και 5 αντίστοιχα είναι οι εξής: 

4 = 3+1 = 2+2 = 2+1+1 =1+1+1+1 

και 

5 = 4+1 = 3+2 = 3+1+1 = 2+2+1 = 2+1+1+1 = 1+1+1+1+1 

   Επειδή η διάταξη των προσθετέων σε µία διαµέριση δεν έχει 

σηµασία µπορούµε να υποθέσουµε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι οι 

προσθετέοι είναι τοποθετηµένοι σε φθίνουσα σειρά και να δώσουµε τον 

ακόλουθο ορισµό: 

Ορισµός. Έστω n θετικός ακέραιος. ∆ιαµέριση του n είναι µια 

ακολουθία )a,...,a,a(a k21=  µε στοιχεία θετικούς ακεραίους k21 a...aa ≥≥≥  

για τους οποίους ισχύει na...aa k21 =+++ . Οι ακέραιοι ia  λέγονται µέρη της 

διαµέρισης a.  
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Για παράδειγµα η (3,2,2,2,1) είναι µια διαµέριση του 10 σε 5 µέρη. 

Το πλήθος όλων των δυνατών διαµερίσεων ενός θετικού ακεραίου n 

συµβολίζεται µε ( )np . Συνυπολογίζοντας την µοναδική διαµέριση του n µε 

έναν όρο έχουµε βάση των προηγουµένων παραδειγµάτων ( ) 54p =  και 

( ) 75p = . Ενώ δεν υπάρχει κάποιος απλός τύπος για το ( )np  για τις διάφορες 

τιµές του n (Αθανασιάδης, 2009), η γεννήτρια συνάρτηση του  ( )np  έχει 

βρεθεί από τον Euler (Hardy, Wright, 1975) και είναι  

( )
( )( )( )...x1x1x1

1
x)n(p1xF

32
1n

n

−−−
=⋅+= ∑

∞

=

 

και θέτοντας ( ) 10p = µπορεί να γραφεί: 

∏∑
∞

=

∞

= −
=⋅

1i
i

0n

n

x1

1
x)n(p . 

(Για µια απόδειξη του πιο πάνω τύπου βλέπε: Αθανασιάδης 2009, 

σελ.25, ενώ για τις διαµερίσεις ακεραίων βλέπε Hardy, Wright 1975, chap. 

XIX, ή Miklós Bóna, 2006, chap.5). Οι τιµές του ( )np  για 

10,9,8,7,6,5,4,3,2,1n =  είναι αντίστοιχα ( )np =1,2,3,5,7,11,15,22,30,42. 

 

3.3. ∆ιατεταγµένες διαµερίσεις ακεραίων. 

Αν στο προηγούµενο πρόβληµα της παράστασης ενός θετικού 

ακεραίου n ως άθροισµα θετικών ακεραίων, µας ενδιαφέρει η σειρά των 

προσθετέων, τότε έχουµε την έννοια της διατεταγµένης διαµέρισης του n 

(ή σύνθεσης του n). Σε αυτή την περίπτωση οι παραστάσεις του 5 ως 4+1 

και 1+4 θεωρούνται διαφορετικές. 

Πρόταση. Το πλήθος των διατεταγµένων διαµερίσεων ενός θετικού 

ακεραίου n, είναι 1n2 − . 

Για µια απόδειξη αυτής της πρότασης βλέπε Αθανασιάδης, 2007, 

σελ.16, πρόταση 1.3.6. Μια κατά την άποψη µας πιο εύκολη διαισθητική 

απόδειξη της προηγούµενης πρότασης είναι η εξής: αναπαριστούµε τον 
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αριθµό n µε n σηµεία διατεταγµένα πάνω σε µια ευθεία γραµµή όπως στο 

παρακάτω σχήµα. 

P1 P2 P3 Pn
 

ΣΧΗΜΑ 3.1 

Μπορούµε να δηµιουργήσουµε µια διατεταγµένη διαµέριση του n, 

χωρίζοντας τα σηµεία σε οµάδες (κάθε οµάδα σηµείων αντιπροσωπεύει 

έναν προσθετέο), εισάγοντας κάποιο σηµάδι σε κάποια από τα διαστήµατα 

µεταξύ των n σηµείων. Υπάρχουν n-1 τέτοια διαστήµατα ανάµεσα στα 

σηµεία. Συνεπώς υπάρχουν 1n2 −  δυνατότητες να επιλέξουµε αν θα 

τοποθετήσουµε ή όχι ένα σηµάδι σε κάθε ένα από αυτά τα διαστήµατα. 

Κάθε µια τέτοια επιλογή θα µας δίνει και µια διατεταγµένη διαµέριση του 

n, οπότε τελικά υπάρχουν 1n2 −  διατεταγµένες διαµερίσεις του n. Για 

παράδειγµα οι 823 =  διατεταγµένες διαµερίσεις του 4 είναι: 

4 = 3+1 = 1+3 = 2+2 = 2+1+1 = 1+2+1 = 1+1+2 = 1+1+1+1, 

ενώ υπάρχουν 92512=  διατεταγµένες διαµερίσεις του 10. 

 

3.4. Εγκιβωτισµοί n γραµµάτων. 

Έστω µια αλυσίδα n ίδιων γραµµάτων (το n θετικός ακέραιος), τα 

οποία τα παριστάνουµε µε x. Ζητούµενο είναι να υπολογίσουµε όλους τους 

δυνατούς τρόπους εγκιβωτισµού τους (bracketing), δηλαδή όλους τους 

δυνατούς τρόπους µε τους οποίους µπορούµε να τα τοποθετήσουµε σε 

παρενθέσεις.  Για παράδειγµα ένας εγκιβωτισµός 10 γραµµάτων είναι ο 

εξής: 

( ) ( )xxxx)x)xx((xxx . 

Κάθε µεµονωµένο γράµµα x θεωρείτε εγκιβωτισµένο. Κάθε άλλος 

εγκιβωτισµός Β ορίζεται αναδροµικά ως µια διατεταγµένη k-άδα 

( k21 B,...,B,B ) όπου 2k,Nk ≥∈  και iB ( )k,...,2,1i =  είναι εγκιβωτισµοί. Τότε ο 
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εγκιβωτισµός Β µπορεί να γραφεί στην µορφή µη αντιµεταθετικού 

γινοµένου )B(...)B()B(B k21 ⋅⋅⋅= . Για παράδειγµα, ο προηγούµενος 

εγκιβωτισµός των 10 γραµµάτων µπορεί να γραφεί ως 4321 BBBB ⋅⋅⋅  όπου 

xB1 = , ( ))x)xx((xxB2 = , xB3 =  και )xxx(B4 = . Επιπλέον, θεωρούµε την εξής 

σύµβαση: δεν σηµειώνουµε τις παρενθέσεις που περικλείουν κάθε 

µεµονωµένο γράµµα x ούτε τις παρενθέσεις που περικλείουν ολόκληρο τον 

εγκιβωτισµό Β.  

Προφανώς, κάθε υπο-εγκιβωτισµός που περιέχεται σε έναν 

εγκιβωτισµό Β είναι µε τη σειρά του ένας εγκιβωτισµός ο οποίος περιέχει 

άλλους εγκιβωτισµούς. Οι υπο-εγκιβωτισµοί που απαρτίζουν τον αρχικό 

εγκιβωτισµό Β των n γραµµάτων, θα ονοµάζονται εγκιβωτισµοί πρώτου 

επιπέδου. Οι εγκιβωτισµοί που απαρτίζουν έναν εγκιβωτισµό πρώτου 

επιπέδου θα ονοµάζονται εγκιβωτισµοί δεύτερου επιπέδου κ.ο.κ. 

  

3.5. Αναπαραστάσεις των εγκιβωτισµών [επίπεδα δέντρα–πολυγωνικές 

υποδιαιρέσεις]. 

Ο Stanley (1997) παρουσιάζει τρεις θεµελιώδεις και ισοδύναµους 

µεταξύ τους τρόπους αναπαράστασης των εγκιβωτισµών: ως επίπεδα 

δέντρα (plane trees), πολυγωνικές υποδιαιρέσεις (polygon dissections) και 

λέξεις Lukasiewicz (Lukasiewicz words). Θα αναπαράγουµε εδώ σύντοµα 

την αναπαράσταση ενός εγκιβωτισµού ως επίπεδο δέντρο και ως 

πολυγωνική υποδιαίρεση. 

Αν Β είναι ένας εγκιβωτισµός, τότε ορίζουµε το επίπεδο δέντρο )B(τ  

που αντιστοιχεί στον Β ως εξής: αν ο Β αποτελείτε από µόνο ένα γράµµα 

(Β=x) τότε το δέντρο )B(τ  έχει µια µόνο κορυφή που είναι και η ρίζα 

του(single root vertex). Αν ο εγκιβωτισµός Β είναι της µορφής 

Β=( k21 B,...,B,B ) όπου Βi εγκιβωτισµοί, τότε το δέντρο )B(τ  έχει µια κορυφή 
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ρίζα σχεδιασµένη στην κορυφή και από αυτή ξεκινάνε τα υπο-δέντρα 

)B(τ 1 , )B(τ 2 , …, )B(τ k  σχεδιασµένα µε αυτή τη διάταξη από αριστερά προς 

τα δεξιά. Η χαρακτηριστική ιδιότητα που καθορίζει ένα τέτοιο επίπεδο 

δέντρο είναι ότι τα υπο-δέντρα κάθε κορυφής είναι γραµµικά 

διατεταγµένα. Για παράδειγµα,  το δέντρο που αντιστοιχεί στον 

εγκιβωτισµό Β= ( ) ( )xxxx)x)xx((xxx  φαίνεται στο παρακάτω σχήµα 

 
ΣΧΗΜΑ 3.2 

Στη συνέχεια θα περιγράψουµε την ισοδύναµη αναπαράσταση ενός 

δέντρου ως πολυγωνική υποδιαίρεση. Έστω P ένα κυρτό πολύγωνο. Μια 

υποδιαίρεση του P επιτυγχάνεται µε τη σχεδίαση κάποιων διαγωνίων του 

οι οποίες δεν τέµνονται σε εσωτερικά τους σηµεία. Έτσι το πολύγωνο P 

διαιρείται σε περιοχές οι οποίες είναι και οι ίδιες κυρτά πολύγωνα. Μια 

ειδική περίπτωση είναι όταν το πολύγωνο P έχει n  πλευρές και 

σχεδιάσουµε 3n−  µη τεµνόµενες διαγωνίους (το µέγιστο δυνατό πλήθος 

διαγωνίων)  οπότε θα έχουµε δηµιουργήσει µια υποδιαίρεση στην οποία 

κάθε περιοχή είναι ένα τρίγωνο. Τέτοιες υποδιαιρέσεις λέγονται 

τριγωνοποιήσεις. Αν λοιπόν D είναι µια υποδιαίρεση ενός πολυγώνου P, 

µπορούµε να αντιστοιχίσουµε σε αυτήν ένα επίπεδο δέντρο )D(τ  ως εξής: 

στο εκφυλισµένο πολύγωνο το οποίο έχει µόνο δυο κορυφές (ευθύγραµµο 
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τµήµα) αντιστοιχούµε ένα δέντρο µε µια κορυφή-ρίζα. Για κάποιο άλλο 

πολύγωνο P ορίζουµε εξ αρχής µια ακµή του e (ΣΧΗΜΑ 3.3) την οποία 

καλούµε ακµή-ρίζα (root edge) και αντιστοιχεί στη ρίζα του δέντρου. Σε 

κάποια δεδοµένη υποδιαίρεση D του P, η ακµή e θα περιέχεται σε µια µόνο 

πολυγωνική περιοχή Q η οποία είναι περιοχή της D. Έστω ότι αυτή η 

περιοχή (η Q) έχει 1k +  ακµές µια από τις οποίες θα είναι η e. Νοητά 

µπορούµε να µετακινούµαστε πάνω στην περίµετρο του Q, ξεκινώντας από 

την e και κινούµενοι δεξιόστροφα. Σε κάθε µια από τις υπόλοιπες k ακµές 

του Q (εκτός της e) θα αντιστοιχεί µια υποδιαίρεση µιας περιοχής του 

αρχικού πολυγώνου P που θα έχει ως ακµή-ρίζα την αντίστοιχη ακµή. Για 

αυτές τις υποδιαιρέσεις k21 D,...,D,D , κάποιες από τις οποίες θα 

αντιστοιχούν σε ευθύγραµµα τµήµατα, θα ισχύει ότι οι 1ii D,D +  θα έχουν 

µόνο ένα κοινό σηµείο για 1ki1 −≤≤ . Ορίζουµε λοιπόν αναδροµικά το 

δέντρο )D(τ  ως το επίπεδο δέντρο του οποίου τα υπο-δέντρα είναι 

αντίστοιχα τα )D(τ),...,D(τ k1  µε αυτή τη διάταξη. Να παρατηρήσουµε ότι αν 

το πολύγωνο P έχει 1n+  κορυφές τότε το δέντρο )D(τ  έχει n άκρα (end 

points) για οποιαδήποτε υποδιαίρεση D του P. Για παράδειγµα, το δέντρο 

του προηγούµενου σχήµατος αντιστοιχεί στην υποδιαίρεση του 11-γώνου 

που φαίνεται στο παρακάτω σχήµα 
e

 
ΣΧΗΜΑ 3.3 
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3.6. Οι αριθµοί Schröder. 

Ο Friedrich Wilhelm Karl Ernst Schröder (1841-1902) ήταν 

γερµανός µαθηµατικός που η κύρια δουλειά του ήταν στην περιοχή της 

άλγεβρας, της θεωρίας συνόλων και της λογικής (O'Connor, Robertson, 

2009). Ο Schröder έγραψε το 1870 ένα άρθρο1 που συζητούσε τέσσερα 

προβλήµατα εγκιβωτισµών (bracketing problems). Τα πρώτα δύο 

αφορούσαν τους δυνατούς τρόπους εγκιβωτισµού µιας αλυσίδας n 

ταυτόσηµων γραµµάτων, ενώ τα δυο επόµενα ήταν αντίστοιχα µε τα πρώτα 

µόνο που η αλυσίδα των γραµµάτων αντικαθιστούνταν από ένα σύνολο 

στοιχείων (Stanley, 1997). Το δεύτερο από τα προβλήµατα µε τα οποία 

ασχολούνταν ο Schröder ήταν το εξής: δεδοµένης µιας αλυσίδας n 

γραµµάτων να βρεθούν όλοι οι δυνατοί τρόποι ( )ns  εγκιβωτισµού τους. Ο 

Schröder κατέληξε στην γεννήτρια συνάρτηση 

( ) ( )2

1n

n xx61x1
4

1
xns +−−+=∑

∞

=

 

και έδωσε και τις τιµές (αυτών που τώρα ονοµάζονται αριθµοί 

Schröder) 

( ) 11s = ,      ( ) 12s = ,      ( ) 33s = ,       ( ) 114s = ,        ( ) 455s = ,      ( ) 1976s = , 

( ) 9037s = ,  ( ) 42798s = ,  ( ) 207939s = ,  ( ) 10304910s =  (Stanley, 1997). 

 

Οι αριθµοί Schröder είναι κοινή λύση και για άλλα προβλήµατα της 

συνδυαστικής. Για παράδειγµα, ( )ns  είναι το πλήθος των επίπεδων δέντρων 

(plane trees) χωρίς κορυφές βαθµού 1 και µε n φύλλα (end points) ή το 

πλήθος των υποδιαιρέσεων (dissections) από µη τεµνόµενες διαγωνίους 

ενός κυρτού πολυγώνου µε 1n+  κορυφές.  

 
                                           
1 E.Schröder, Vier combinatorische Probleme, Z. für Math. Physik 15 (1870), 361-376. 



 

 

49

Η παρατήρηση του Hough ότι ο πρώτος αριθµός του Ίππαρχου 

συµπίπτει µε τον δέκατο αριθµό του Schröder ( ) 10304910s = , δηµοσιεύθηκε 

από τον Stanley το 1997 σε ένα άρθρο στο American mathematical 

monthly. Ένα χρόνο µετά οι Habsieger, Kazarian και Lando (1998) µε ένα 

άρθρο τους στο ίδιο περιοδικό επεσήµαναν ότι ( ) ( )
310954

2

11s10s
=

+  και 

πρότειναν µια εξήγηση για τον δεύτερο αριθµό του Ιππάρχου (310952). 

Σχολιάζοντας σύντοµα την ασυµφωνία µεταξύ των δυο αριθµών πρότειναν 

ένα ¨τυπογραφικό λάθος¨ ή κάποιον λόγο σχετιζόµενο µε την Στωική 

λογική. Ο Reviel Netz πρότεινε ως πιθανό λόγο για αυτή την ασυµφωνία 

το λάθος κάποιου αντιγραφέα ο οποίος διάβασε τον ελληνικό αριθµό ∆ (το 

οποίο είναι το τελευταίο ψηφίο 4 στον αριθµό που αναφέρει ο 

Πλούταρχος) ως συντόµευση του ∆ύο (Acerbi, 2003). Ακόµα και µε αυτή 

την ασυµφωνία όµως [310952 vs 310954] πρέπει να επισηµάνουµε ότι η 

παρατήρηση είναι εντυπωσιακή. Όπως το θέτουν οι  Netz, Noel (2007), 

σελ.283: «Ας το τονίσουµε: οι αριθµοί δεν µπορεί να αποτελούν 

σύµπτωση. ∆εν πέφτει κανείς τυχαία πάνω στον δέκατο αριθµό Schröder. 

Ο µόνος τρόπος να έφτασε ο Ίππαρχος σε αυτό τον αριθµό είναι … µέσω 

µαθηµατικών υπολογισµών». Σε αυτό συµφωνεί και ο Stanley (1997) 

λέγοντας ότι ο αριθµός 103049 είναι πολύ µεγάλος για να έχει υπολογιστεί 

µε απευθείας καταµέτρηση όλων των δυνατών περιπτώσεων. Το ερώτηµα 

που τίθεται λοιπόν είναι τι είδους µαθηµατικούς συλλογισµούς- 

υπολογισµούς εκτέλεσε ο Ίππαρχος και έµµεσα αυτή η απάντηση θα 

απαντήσει και στο ερώτηµα κατά πόσο οι αρχαίοι διέθεταν κάποιες µη 

τετριµµένες γνώσεις συνδυαστικής.   
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3.7. Εικασία του Stanley για τον υπολογισµό του Ίππαρχου. 

Ο Stanley (1997) θεωρεί πιθανό ο Ίππαρχος να χρησιµοποίησε τον 

¨προφανή¨ τύπο:  

( ) ( ) ( ) ( )∑
=+++

⋅⋅⋅=
ni...ii

k21

k21

is...isisns  για  2n ≥ ,                         (1) 

όπου το άθροισµα είναι επί όλων των διατεταγµένων διαµερίσεων 

του n σε 2k ≥  θετικούς ακέραιους προσθετέους. Ο συγκεκριµένος 

αλγόριθµος είναι ικανοποιητικά αποτελεσµατικός και λαµβάνει υπόψη του 

τον επαναληπτικό (αναδροµικό) χαρακτήρα της διαδικασίας. Θα 

αναλύσουµε λίγο περισσότερο τον αλγόριθµο που προτείνει ο Stanley. 

Με ( )ns  συµβολίζουµε το πλήθος όλων των δυνατών τρόπων 

εγκιβωτισµού (το πλήθος όλων των δυνατών τρόπων να τοποθετησουµε σε 

παρενθέσεις) µιας αλυσίδας n γραµµάτων, όπου n θετικός ακέραιος. 

Θεωρούµε προφανές ότι ( ) 11s =  και τετριµµένο τον υπολογισµό του ( ) 12s = . 

Για κάποιο n>2, για να προσδιορίσουµε το ( )ns , ξεκινάµε προσδιορίζοντας 

τους υπο-εγκιβωτισµούς πρώτου επιπέδου, δηλαδή τις εξωτερικές 

παρενθέσεις. Αυτοί θα είναι εγκιβωτισµοί µε λιγότερα γράµµατα από n. 

Όµως το άθροισµα των επί µέρους αριθµών γραµµάτων θα είναι n. 

Για παράδειγµα, στον εγκιβωτισµό 

( )( ))xx(xx)xx(x)xxx(  

10 γραµµάτων, οι εγκιβωτισµοί πρώτου επιπέδου είναι οι ( ))xx(x)xxx(B1 =  

και  ( ))xx(xxB2 = , οι οποίοι είναι εγκιβωτισµοί 6 και 4 γραµµάτων 

αντίστοιχα. 

Στη γενική περίπτωση θα υπάρχουν nk1 ≤<  εγκιβωτισµοί, µε k1 i,...,i  

πλήθη γραµµάτων ο καθένας και θα ισχύει ni...i k1 =++ . 

Οπότε, δεδοµένης µιας συγκεκριµένης διάταξης εγκιβωτισµών 

πρώτου επιπέδου, για να υπολογίσουµε όλους τους δυνατούς 

εγκιβωτισµούς που αντιστοιχούν σε αυτή τη διάταξη πρέπει να 
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υπολογίσουµε τα ( ) ( )k1 is,...,is  και να πάρουµε το γινόµενο τους 

(πολλαπλασιαστική αρχή). Όµως το να προσδιορίσουµε ένα πρώτο επίπεδο 

παρενθέσεων αντιστοιχεί µε το να προσδιορίσουµε µια συγκεκριµένη 

διατεταγµένη διαµέριση του n µε 2k ≥  µέρη. Στη συνέχεια αθροίζοντας 

πάνω σε όλες τις δυνατές διατεταγµένες διαµερίσεις του n έχουµε τον τύπο 

(1). Προφανώς για να υπολογίσουµε το ( )ns , θα πρέπει να έχουµε 

υπολογίσει τα ( ) ni,is < . 

Για παράδειγµα, επειδή οι διατεταγµένες διαµερίσεις του 4 µε 2k ≥  

µέρη, είναι οι 3+1 = 1+3 = 2+2 = 2+1+1 = 1+2+1 = 1+1+2 = 1+1+1+1, και 

( ) 11s = , ( ) 12s = , ( ) 33s = , έχουµε  

( ) ( ) ( ) ( )∑
=+++

⋅⋅⋅=
4i...ii

k21

k21

is...isis4s  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1s1s1s1s1s1s2s32s2s1s3s24s +⋅++⋅=  

( ) 114s = . 

Επίσης, στον προηγούµενο παράδειγµα στον εγκιβωτισµό 10 

γραµµάτων: ( )( ))xx(xx)xx(x)xxx(  όπου οι εγκιβωτισµοί πρώτου επιπέδου 

( ))xx(x)xxx(B1 =  και ( ))xx(xxB2 =  αντιστοιχούν στη διατεταγµένη διαµέριση 

του 10=6+4, θα έχουµε από τη συγκεκριµένη διατεταγµένη διαµέριση µια 

συνεισφορά ( ) ( ) 2167111974s6s =⋅=⋅  στο άθροισµα (1). 

Όπως αναφέραµε και πριν το πλήθος των διατεταγµένων 

διαµερίσεων ενός θετικού ακεραίου n είναι 1n2 − . Όµως µια από τις 

διατεταγµένες διαµερίσεις είναι αυτή που ο αριθµός n γράφεται ως n 

(άθροισµα µε έναν όρο) και θα αντιστοιχούσε στον εγκιβωτισµό ( )x...xx  

αντίθετα µε τις συµβάσεις που έχουµε κάνει για τους εγκιβωτισµούς. 

Συνεπώς, το πλήθος των διατεταγµένων διαµερίσεων ενός θετικού 

ακεραίου n µε k µέρη, 2k ≥ , είναι 12 1n −− . Για n=10 λοιπόν το άθροισµα 

( ) ( ) ( ) ( )∑
=+++

⋅⋅⋅=
10i...ii

k21

k21

is...isis10s                   (2) 
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έχει 511 )12( 9 −=  όρους οι οποίοι αντιστοιχούν στις διατεταγµένες 

διαµερίσεις του 10. Οι 511 όροι του πιο πάνω αθροίσµατος δεν είναι όλοι 

διαφορετικοί αφού σε κάθε διαµέριση (partition) (µη διατεταγµένη) του n, 

αντιστοιχούν περισσότερες διατεταγµένες διαµερίσεις του n, οι οποίες 

συνεισφέρουν το ίδιο στο άθροισµα (2). Οι ουσιαστικά διαφορετικοί όροι  

είναι 41, οι οποίοι αντιστοιχούν στις 411)10(p =−  διαµερίσεις του 10 µε 

περισσότερα του ενός µέρη (βλέπε: 3.2. ∆ιαµερίσεις ακεραίων). Βέβαια 

δεν αρκεί µόνο ο υπολογισµών των 41 αυτών γινοµένων, αλλά πρέπει να 

βρούµε και πόσες φορές συµµετέχει κάθε ένα από αυτά τα γινόµενα στο 

τελικό άθροισµα (2). Για παράδειγµα, η διαµέριση του 10 ως 6+4  

αντιστοιχεί σε 2 διατεταγµένες διαµερίσεις και θα συνεισφέρει στο 

άθροισµα (2) κατά ( ) ( ) 43341119724s6s2 =⋅⋅= , ενώ η διαµέριση 

3+2+2+1+1+1 αντιστοιχεί σε 60 διατεταγµένες διαµερίσεις και θα 

συνεισφέρει στο άθροισµα (2)  κατά  ( ) ( ) ( ) 180113601s2s3s60 32 =⋅⋅⋅= . Στη 

γενική περίπτωση: έστω na...aa k21 =+++  είναι µια (µη διατεταγµένη) 

διαµέριση του n µε k µέρη, η οποία περιέχει km≤  διαφορετικούς 

προσθετέους. Τότε το πλήθος των διατεταγµένων διαµερίσεων που 

αντιστοιχούν σε αυτή είναι 
!k!...k!k

!k

m21

, όπου m21 k,...,k,k  είναι το πόσες 

φορές εµφανίζεται κάθε ένας από τους m διαφορετικούς προσθετέους στη 

διαµέριση na...aa k21 =+++ . Προφανώς ισχύει kk...kk m21 =+++  και το 

πρόβληµα είναι αντίστοιχο µε το να υπολογίσουµε το πλήθος των τρόπων 

µε τους οποίους µπορούµε να διευθετήσουµε 1k  µπάλες χρώµατος 1, 2k  

µπάλες χρώµατος 2, …, mk  µπάλες χρώµατος m, σε µια σειρά µήκους 

m21 k...kkk +++= . Όποτε η απάντηση είναι 








m21 k,...,k,k

k

!k!...k!k

!k

m21

=  
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(βλέπε: van Lint, Wilson, 1992, p.101, example 13.2, ή για αντίστοιχο 

πρόβληµα Αθανασιάδης, 2009, σελ.21, πρόταση 1.2.2.). 

 

Από όλη την προηγούµενη ανάλυση για τον υπολογισµό του 

δέκατου αριθµού Schröder µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ο Ίππαρχος 

κατείχε τουλάχιστον εννοιολογικά την όλη διαδικασία απαρίθµησης των 

διάφορων διαµερίσεων ενός ακεραίου n. Ο Heath (2001, σελ.307) 

αναφέρει ότι «Το Fihrist1 αποδίδει σε αυτόν (τον Ίππαρχο) έργα όπως το 

¨Περί της τέχνης της άλγεβρας¨, … και το ¨Περί διαίρεσης των αριθµών¨, 

το οποίο όµως δεν µπορούµε να επιβεβαιώσουµε». Ίσως πρέπει να 

επανεξετάσουµε την άποψη µας για το κατά πόσο οι αρχαίοι έλληνες 

ενδιαφέρονταν για προβλήµατα συνδυαστικής και την ύπαρξη µη 

τετριµµένων γνώσεων συνδυαστικής στην αρχαιότητα. Προφανώς οι 

τεχνικές γνώσεις που πιθανά είχαν και εφάρµοζαν για την επίλυση τέτοιων 

προβληµάτων δεν ήταν µαθηµατικοί τύποι της µορφής που αναφέρθηκαν 

προηγούµενα, αλλά µια ξεκάθαρη κατανόηση της όλης δοµής ενός 

σύνθετου προβλήµατος απαρίθµησης και η επιτυχής αντιµετώπιση του. Το 

γεγονός είναι ότι η χρήση του σύγχρονου συµβολισµού τείνει να 

συσκοτίσει την εννοιολογική κατανόηση των λειτουργιών που λαµβάνουν 

χώρα κατά τη διάρκεια κάποιων (πιθανά σύνθετων) υπολογισµών. Το 

νόηµα µεταφέρεται στη συµβολική αναπαράσταση, µε συνέπεια να 

δηµιουργείται η άποψη ότι όποιος δεν διαθέτει τον κατάλληλο συµβολισµό 

δεν µπορεί να φέρει εις πέρας τους αντίστοιχους υπολογισµούς (Acerbi, 

2003).    

 

                                           
1 Το κύριο σύγγραµµα του Πέρση Ibn al-Nadim το οποίο µας δίνει πολλές πληροφορίες για βιβλία που 
έχουν γραφεί ή έχουν µεταφραστεί στην αραβική γλώσσα (εκδόθηκε το 938 µ.Χ.).  
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4. Το Στοµάχιον σαν πραγµατεία συνδυαστικής ανάλυσης (Εικασία 

των Netz, Acerbi, Wilson) 

 

Επανερχόµαστε στο Στοµάχιον για να εξετάσουµε την άποψη των 

Netz, Acerbi, Wilson (2004), ότι αυτή η πραγµατεία του Αρχιµήδη είναι 

ένα πρόβληµα γεωµετρικής συνδυαστικής και αναζητά το πλήθος των 

δυνατών συνδυασµών 14 δεδοµένων πολυγώνων, για τον σχηµατισµό ενός 

τετραγώνου όπως στο παρακάτω σχήµα.  
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ΣΧΗΜΑ 4.1 

 

Ο Netz για να ισχυροποιήσει την πιο πάνω εικασία αναζήτησε 

καταρχάς µια απάντηση στο ερώτηµα: πόσες λύσεις έχει το Στοµάχιον; 

∆ηλαδή, πόσες διαφορετικές διευθετήσεις των 14 πολυγώνων υπάρχουν 

που να σχηµατίζουν το αρχικό τετράγωνο; Σε ένα δεύτερο επίπεδο, ο Netz 

θα επιθυµούσε µια µαθηµατική λύση του πιο πάνω ερωτήµατος, τέτοια 

ώστε να είναι δυνατή η επίτευξή της από τον Αρχιµήδη. Αποτάθηκε λοιπόν 

στον Persi Diaconis και ταυτόχρονα διέδωσε το πρόβληµα στους 

επιστήµονες της πληροφορικής (Netz, Noel, 2007). 
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4.1. Υπολογισµός των δυνατών διευθετήσεων µε τη βοήθεια υπολογιστή. 

Ο Bill Cutler ένας προγραµµατιστής από το Illinois, ήταν ο πρώτος 

που κατάφερε να µετρήσει το πλήθος των διαφορετικών ¨λύσεων¨ του 

Στοµαχίου, πετυχαίνοντας να ορίσει αλγοριθµικά το πρόβληµα και 

φτιάχνοντας ένα λογισµικό που έλεγχε µια-µια όλες τις δυνατές 

διευθετήσεις των 14 κοµµατιών για το σχηµατισµό του τετραγώνου. Η 

απάντησή του ήταν ότι υπάρχουν 536 διαφορετικοί τρόποι σχηµατισµού 

του αρχικού τετραγώνου χωρίς να υπολογίζουµε τις συµµετρίες του 

τετραγώνου και τις αντικαταστάσεις ίσων σχηµάτων. Εννοώντας ότι σε 

αυτές τις 536 λ̈ύσεις¨ του Στοµαχίου, δεν θεωρούµε διαφορετικές δυο 

διατάξεις οι οποίες διαφέρουν κατά µια αντικατάσταση δυο ίσων 

πολυγώνων (όπως τα τρίγωνα AZL και EGQ στο ΣΧΗΜΑ 4.1) και επιπλέον 

δεν θεωρούµε διαφορετικές δυο διατάξεις των πολυγώνων (tiling) οι οποίες 

προκύπτουν η µια από την  άλλη µε στροφή ή ανάκλαση όλου του 

τετραγώνου.  

Αν όµως θεωρήσουµε διαφορετικές τις διευθετήσεις οι οποίες 

προκύπτουν η µία από την άλλη είτε µε αντικατάσταση δυο ίσων τριγώνων 

είτε µε συµµετρικές ¨κινήσεις¨ του τετραγώνου τότε το σύνολο των 

δυνατών διευθετήσεων είναι 17152. Αυτό προκύπτει ως εξής: καταρχάς  

πρέπει να πολλαπλασιάσουµε το 536 µε το 4 για να υπολογίσουµε και τις 

διευθετήσεις που προκύπτουν η µία από την άλλη µε αντικατάσταση των 

ίσων τριγώνων που σηµειώνονται στο παρακάτω ΣΧΗΜΑ 4.2. µεταξύ τους.   
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ΣΧΗΜΑ 4.2 

 

Στη συνέχεια θα πρέπει να πολλαπλασιάσουµε το 2144 (=536 ⋅ 4) µε 

το 8, που είναι η τάξη της διεδρικής οµάδας D4  του τετραγώνου (ΣΧΗΜΑ 

4.3), οπότε οι δυνατές λύσεις του προβλήµατος είναι 17152. 

 
ΣΧΗΜΑ 4.3 

 

Μια εκτύπωση των λύσεων του Bill Cutler υπάρχει στην επόµενη 

σελίδα, όπου στην έκτη γραµµή χρωµατισµένη µε κίτρινο φαίνεται η 

διευθέτηση των κοµµατιών όπως προκύπτει από το αραβικό χειρόγραφο. 
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 ΣΧΗΜΑ 4.4 
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 4.2. Υπολογισµός των δυνατών διευθετήσεων από τους Persi 

Diaconis, Susan Holmes, Ron Graham και Fan Chung. 

Η λύση που έδωσε ο Bill Cutler απαντούσε στο µαθηµατικό 

ερώτηµα πόσες λύσεις έχει το Στοµάχιον, αλλά προφανώς δεν µπορούσε 

να χρησιµεύσει ως εικασία για τον τρόπο µε τον όποίο δούλεψε ο 

Αρχιµήδης. Ταυτόχρονα όµως µε τους επιστήµονες των υπολογιστών µια 

οµάδα µαθηµατικών δούλευε µε ¨χαρτί και µολύβι¨ για την επίλυση του 

Στοµαχίου. Οι µαθηµατικοί αυτοί ήταν ο Persi Diaconis, η Susan Holmes,ο 

Ron Graham και η Fan Chung. 

Αρχικά οι µαθηµατικοί πέτυχαν µια σηµαντική απλοποίηση του 

προβλήµατος. Απέδειξαν γεωµετρικά ότι κάποια κοµµάτια του Στοµαχίου 

είναι κατά κάποιο τρόπο ¨κολληµένα¨ µαζί, δηλαδή βρίσκονται µαζί σε 

οποιαδήποτε διευθέτηση των κοµµατιών εντός του τετραγώνου. Αυτά τα 

κοµµάτια λοιπόν θα µπορούσαν να αντιµετωπιστούν σαν ένα κοµµάτι. 

Υπάρχουν τρία ζεύγη τέτοιων κοµµατιών τα οποία φαίνονται στο επόµενο 

σχήµα σηµειωµένα µε το ίδιο χρώµα. Αντικαθιστώντας κάθε ένα από αυτά 

τα ζεύγη κοµµατιών µε ένα κοµµάτι, προκύπτει ένα νέο puzzle το οποίο το 

ονόµασαν STOMACH  και περιέχει 11 πολύγωνα (τρία λιγότερα από το 

Στοµάχιον)(Chung, Graham, 2003). 

                
ΣΤΟΜΑΧΙΟΝ                                               STOMACH 

ΣΧΗΜΑ 4.5 
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 Έχοντας απλοποιήσει το αρχικό πρόβληµα και δουλεύοντας πλέον 

µε το STOMACH, θεώρησαν ότι η πλευρά του τετραγώνου έχει µήκος 12 

και ονόµασαν βασικό τρίγωνο έναν σύνολο κοµµατιών που σχηµατίζουν 

ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε κάθετες πλευρές µήκους 6 και 12 αντίστοιχα. 

Έδειξαν ότι υπάρχει µια διάταξη των κοµµατιών του STOMACH ώστε να 

σχηµατίζουν τέσσερα βασικά τρίγωνα τα οποία ονόµασαν 1, 2, 3 και 4 και 

φαίνονται στο παρακάτω σχήµα (Chung, Graham, 2003). 

 
ΣΧΗΜΑ 4.6 

Στη συνέχεια, δηµιούργησαν έναν σύνολο από 24 σχηµατισµούς αυτών 

των 4 βασικών τριγώνων που το ονόµασαν πυρήνα(core)(ΣΧΗΜΑ 4.7). Η 

ονοµασία του κάθε σχηµατισµού καθορίζετε από την σειρά µε την οποία 

τοποθετούνται τα βασικά τρίγωνα (από πάνω προς τα κάτω), ενώ µε τόνο 

συµβολίζουµε ένα τρίγωνο που έχει υποστεί ανάκλαση.  

 
ΣΧΗΜΑ 4.7 
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Το βασικό τρίγωνο 1 ποτέ δεν το τοποθετούµε κάτω από τη 

µεσοκάθετο των δυο καθέτων πλευρών του τετραγώνου και επιπλέον ποτέ 

δεν το ανακλούµε. Αυτό µας εξασφαλίζει ότι οι διάφοροι σχηµατισµοί των 

πολυγώνων που απαρτίζουν τον πυρήνα δεν µπορούν να προκύψουν η µία 

από την άλλη µε στροφές και ανακλάσεις ολόκληρου του τετραγώνου, 

δηλαδή µε ¨κινήσεις¨ που ανήκουν στη διεδρική οµάδα του τετραγώνου D4. 

Οι 24 σχηµατισµοί που αποτελούν τον πυρήνα συνδέονται µεταξύ τους µε 

ολικές κινήσεις. Ολική κίνηση ονοµάζουµε την αντικατάσταση µεταξύ 

δυο βασικών τριγώνων, τηρώντας βέβαια τους περιορισµούς που θέσαµε 

για το βασικό τρίγωνο 1. Μπορούµε λοιπόν να ¨πάµε¨ από τον ένα στον 

άλλο σχηµατισµό του πυρήνα χρησιµοποιώντας ολικές κινήσεις. Η όλη 

διαδικασία µπορεί να παρασταθεί µε ένα γράφηµα (ΣΧΗΜΑ 4.8.) όπου οι 

κορυφές του γραφήµατος είναι οι 24 σχηµατισµοί του πυρήνα, ενώ οι 

ακµές του γραφήµατος συµβολίζουν τις ολικές κινήσεις (Chung, Graham, 

2003).   

 
ΣΧΗΜΑ 4.8 
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Από κάθε έναν επιµέρους σχηµατισµό του πυρήνα µπορούµε να 

πάρουµε άλλους σχηµατισµούς (οι οποίοι δεν συµπεριλαµβάνονται στον 

πυρήνα) χρησιµοποιώντας τοπικές κινήσεις. Μια τοπική κίνηση 

εναλλάσσει κάποια µικρότερα κοµµάτια ανακλώντας τα ή στρέφοντας τα. 

Αυτά τα κοµµάτια είναι συνήθως ισοσκελή τρίγωνα, τετράγωνα, 

ορθογώνια ή τραπεζοειδή, που παρουσιάζουν από µόνα τους κάποια 

συµµετρία. Η οµάδα αυτών των σχηµατισµών που προκύπτουν µε τοπικές 

κινήσεις από έναν βασικό σχηµατισµό Τ του πυρήνα, ονοµάζεται συστάδα 

(cluster) που αντιστοιχεί στον Τ. Για παράδειγµα, η συστάδα που 

αντιστοιχεί στον σχηµατισµό 1234 του πυρήνα, φαίνεται στο παρακάτω 

σχήµα, όπως επίσης και το υπο-γράφηµα που συνδέει µε τοπικές κινήσεις 

τους επιµέρους σχηµατισµούς (ο σχηµατισµός 1234 είναι ο 

χρωµατισµένος). 

 

 

 

ΣΧΗΜΑ 4.9 

 

Μια πιο σύνθετη συστάδα είναι αυτή που αντιστοιχεί στον βασικό 

σχηµατισµό 1342 (ΣΧΗΜΑ 4.10). 
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ΣΧΗΜΑ 4.10 

 

Γενικά, για κάθε βασικό σχηµατισµό T του πυρήνα υπάρχουν 

τουλάχιστον 6 και έως 17 επιµέρους σχηµατισµοί που αποτελούν την 

αντίστοιχη συστάδα του Τ. Προσθέτοντας όλους αυτούς τους 

σχηµατισµούς βρίσκουµε 242 διαφορετικούς σχηµατισµούς οι οποίοι 

συνδέονται µε τοπικές κινήσεις µε τους 24 σχηµατισµούς του πυρήνα και 

όλοι µαζί µπορούν να αναπαρασταθούν µε ένα συνεκτικό γράφηµα το 

οποίο έχει 266 κορυφές και 936 ακµές. Οι 266 κορυφές παριστάνουν τους 

διάφορους σχηµατισµούς των κοµµατιών του STOMACH, ενώ οι 936 

ακµές παριστάνουν όλες τις τοπικές ή ολικές κινήσεις που µας επιτρέπουν 

να περνάµε από τον ένα σχηµατισµό στον άλλο. Υπάρχουν όµως και δυο 

σχηµατισµοί του STOMACH που δεν µπορούν να συνδεθούν µε τους 

υπόλοιπους 266 µε κάποια απλή κίνηση (είτε ολική είτε τοπική). Αυτοί οι 

δυο σχηµατισµοί φαίνονται στο παρακάτω  ΣΧΗΜΑ 4.11. 
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ΣΧΗΜΑ 4.11 

 

Συνεπώς, υπάρχουν 266+2=268 διαφορετικοί σχηµατισµοί των 

κοµµατιών του STOMACH εντός του τετραγώνου, χωρίς να υπολογίζουµε 

και αυτούς που προκύπτουν από τις συµµετρίες ολόκληρου του 

τετραγώνου και περιγράφονται από τη διεδρική οµάδα D4, ούτε και αυτούς 

που προκύπτουν µε µεταξύ τους αντικατάσταση δυο ίσων κοµµατιών. 

Βέβαια για να περάσουµε από το STOMACH στο Στοµάχιον θα πρέπει να 

πολλαπλασιάσουµε µε τον παράγοντα 2 γιατί ένα κοµµάτι του STOMACH 

προκύπτει από δυο κοµµάτια του Στοµαχίου όπως φαίνεται στο παρακάτω 

σχήµα. 

      
ΣΧΗΜΑ 4.12 

 

Με αυτόν τον πολλαπλασιασµό έχουµε το αποτέλεσµα 536 που 

έδινε και η λύση του Bill Cutler µε τη βοήθεια του υπολογιστή. 
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5. Όψεις του θεωρήµατος Pick 

 

Ο Georg Alexander Pick γεννήθηκε το 1859 στην Αυστρία και 

πέθανε σε στρατόπεδο συγκέντρωσης στη Βοηµία το 1942. Η συνεισφορά 

του στην ανάλυση και στη διαφορική γεωµετρία ήταν σηµαντική. Το 

θεώρηµα Pick µε το οποίο θα ασχοληθούµε σε αυτό το κεφάλαιο 

δηµοσιεύτηκε πρώτη φορά το 18991. Έγινε ευρύτερα γνωστό όταν το 1969 

ο Steinhaus το συµπεριέλαβε στο βιβλίο του Mathematical Snapshots 

(Grünbaum, 1993). Θα επιχειρήσουµε διάφορες προσεγγίσεις του 

θεωρήµατος Pick και θα δώσουµε τρεις διαφορετικές αποδείξεις του, οι 

οποίες κατά την γνώµη µας έχουν ενδιαφέρον για τις ποικίλες ιδέες που 

περιέχουν. Η πρώτη παράγραφος του κεφαλαίου είναι µια βιογραφία του 

Pick βασισµένη στην βιογραφία του που υπάρχει στην ιστοσελίδα 

MacTutor History of Mathematics. Στην τελευταία παράγραφο 

εφαρµόζουµε το θεώρηµα Pick  για να υπολογίσουµε τα εµβαδά των 

πολυγώνων που απαρτίζουν το Στοµάχιον. 

 

5.1. Georg Alexander Pick (1859-1942). 

Ο Georg Alexander Pick γεννήθηκε στις 10 Αυγούστου του 1859 

στη Βιέννη της Αυστρίας. Ήταν γόνος εβραϊκής οικογένειας και ο πατέρας 

του ο Adolf Josef Pick ήταν διευθυντής ενός ιδιωτικού εκπαιδευτικού 

ιδρύµατος. Ο Georg µορφώθηκε στο σπίτι από τον πατέρα του και εισήχθη 

στην τέταρτη τάξη του Leopoldstaedter Communal Gymnasium στα έντεκά 

του. Το 1875, στην ηλικία των 16, συµµετείχε στις απολυτήριες εξετάσεις 

του σχολείου του και εισήχθη στο πανεπιστήµιο της Βιέννης.  

                                           
1 G.Pick, Geometrisches zur Zahlenlehre, Sitzungber. Lotos (Prague) 19 (1899), 311-319. 
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Στο πανεπιστήµιο σπούδασε µαθηµατικά και φυσική και αποφοίτησε 

το 1879  µε έναν τίτλο σπουδών που του επέτρεπε να διδάξει και τα δυο 

αυτά αντικείµενα. Με επιβλέποντα καθηγητή τον Leo Königsberger και 

δεύτερο εξεταστή τον Emil Weyr έλαβε το διδακτορικό του στις 16 

Απριλίου του 1880 µε τη διδακτορική του διατριβή: Über eine Klasse 

abelscher Integrale. 

Μετά την απόκτηση του διδακτορικού του διορίστηκε ως βοηθός 

του Ernest Mach στο πανεπιστήµιο Karl-Ferdinand της Πράγας (Karl-

Ferdinand University in Prague). Για να αποκτήσει το δικαίωµα να γίνει 

λέκτορας στη Πράγα έπρεπε να συγγράψει µια διατριβή (habilitation 

thesis) πράγµα που έκανε και πολύ σύντοµα (το 1881) απόκτησε το 

δικαίωµα να είναι λέκτορας µε την διατριβή του:  Über die Integration 

hyperelliptischer Differentiale durch Logarithmen. 

Εκτός από την ακαδηµαϊκή χρονιά 1884-1885 κατά την οποία ο Pick 

σπούδασε υπό τον Klein στο πανεπιστήµιο της Λειψίας (University of 

Leipzig), το υπόλοιπο της καριέρας του ο Pick το πέρασε στην Πράγα. 

Προήχθη σε  αναπληρωτή καθηγητή µαθηµατικών το 1888 και διορίστηκε 

ως τακτικός καθηγητής το 1892 στο γερµανικό πανεπιστήµιο της Πράγας 

(German University of Prague). Η µαθηµατική του δουλειά εκτεινόταν σε 

ένα ευρύ φάσµα αντικειµένων. Από τις 67 δηµοσιεύσεις του (papers) 

περισσότερες από τις µισές αφορούσαν στις συναρτήσεις µιας µιγαδικής 

µεταβλητής, στις διαφορικές εξισώσεις και τη διαφορική γεωµετρία. Είναι 

περισσότερο γνωστός για το θεώρηµα του Pick το οποίο εµφανίστηκε σε 

µια οκτασέλιδη δηµοσίευση του το 1899 µε τίτλο Geometrisches zur 

Zahlenlehre.  

 Στο γερµανικό πανεπιστήµιο της Πράγας (German University of 

Prague) ο Pick εξελέγη κοσµήτορας του τµήµατος φιλοσοφίας (dean of the 

philosophy faculty)  το 1900-1901, ενώ ήταν επιβλέποντας καθηγητής στις 
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διδακτορικές διατριβές 20 περίπου φοιτητών. Μετά το 1927 που 

συνταξιοδοτήθηκε ανακηρύχθηκε οµότιµος (επίτιµος)  καθηγητής και 

γύρισε στη γενέτειρα πόλη του τη Βιέννη.  

Το 1938 µε την είσοδο των γερµανικών στρατευµάτων στην 

Αυστρία, ο Pick επέστρεψε  στην Πράγα. Ο στρατός του Hitler εισέβαλε 

στην Τσεχοσλοβακία το Μάρτη του 1939. Ο Pick είχε εκλεγεί µέλος της 

Τσέχικης ακαδηµίας  επιστηµών και τεχνών (Czech Academy of Sciences 

and Arts), αλλά όταν οι Ναζί κατέλαβαν την Πράγα αποκλείστηκε 

(εξαιρέθηκε) από την ακαδηµία. Οι Ναζί ίδρυσαν ένα στρατόπεδο 

συγκέντρωσης στο Theresienstadt στη βόρεια Βοηµία για να κλείσουν τους 

ηλικιωµένους, τους προνοµιούχους και τους φηµισµένους εβραίους. Ο Pick 

στάλθηκε στο Theresienstadt στις 13 Ιουλίου του 1942 και πέθανε εκεί δυο 

εβδοµάδες αργότερα στην ηλικία των 82 (O’Connor & Robertson, 2005). 

 

5.2. Θεώρηµα του Pick. 

Το θεώρηµα του Pick ανήκει στην περιοχή των µαθηµατικών που 

ονοµάζεται γεωµετρία πλέγµατος (reticular geometry). Θεωρώντας ένα 

επίπεδο εφοδιασµένο µε ένα σύστηµα αξόνων xOy, ονοµάζουµε πλέγµα το 

σύνολο Π των σηµείων του επιπέδου µε συντεταγµένες (x,y) ακέραιους 

αριθµούς. Ένα σηµείο του επιπέδου που ανήκει στο πλέγµα Π θα το 

ονοµάζουµε σηµείο πλέγµατος (lattice point) ενώ ένα πολύγωνο P του 

οποίου οι κορυφές είναι σηµεία του πλέγµατος ονοµάζεται πολύγωνο 

πλέγµατος (lattice polygon) (ΣΧΗΜΑ 5.1). 
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ΣΧΗΜΑ 5.1 

 

Το θεώρηµα του Pick  αναφέρει ότι: 

 

Το εµβαδό ενός απλού πολυγώνου Ρ, του οποίου οι κορυφές είναι 

σηµεία του πλέγµατος, ισούται µε 1
2

b
i)P(E −+= , όπου i είναι το πλήθος 

των εσωτερικών σηµείων του πλέγµατος (interior lattice points) του 

πολυγώνου Ρ και b το πλήθος των σηµείων του πλέγµατος που βρίσκονται 

στο σύνορο του πολυγώνου Ρ (boundary lattice points).  

Για παράδειγµα, αναφερόµενοι στο ΣΧΗΜΑ 5.1, έχουµε i=15, b=9 

και σύµφωνα µε το θεώρηµα Pick το εµβαδό του πολυγώνου του σχήµατος 

1 είναι  5.181
2

9
151

2

b
i)P(E =−+=−+=  τετραγωνικές µονάδες. Με µονάδα 

µέτρησης εµβαδού το τετράγωνο πλευράς 1. 

 

Παρατηρήσεις 

1. Στον ορισµό του πλέγµατος χρησιµοποιήσαµε ένα ορθοκανονικό 

σύστηµα αξόνων δηλαδή άρρητα την αντιστοιχία πραγµατικών 

αριθµών µε τα σηµεία µιας ευθείας. Αυτό δεν είναι αναγκαίο. Το 

σύνολο των σηµείων του πλέγµατος µπορεί να οριστεί και σαν το 



 

 

69

σύνολο των σηµείων τοµής δυο οικογενειών παραλλήλων 

ευθειών οι οποίες ισαπέχουν. Επίσης οι οικογένειες αυτές των 

ευθειών δεν χρειάζεται να είναι µεταξύ τους κάθετες. 

2. Το σύνολο των σηµείων του πλέγµατος παραµένει αναλλοίωτο σε 

µετασχηµατισµούς όπως η οριζόντια µετατόπιση κατά Zx∈  ή η 

κατακόρυφη µετατόπιση κατά Zy∈ . Όπως επίσης και σε 

ανακλάσεις ως προς τους άξονες ή οποιαδήποτε άλλη ευθεία 

παράλληλη προς τους άξονες η οποία διέρχεται από σηµείο του 

πλέγµατος. Επίσης το σύνολο Π των σηµείων του πλέγµατος 

παραµένει αναλλοίωτο ως προς τον µετασχηµατισµό 




−

−

yy

xx

a

a
 

που είναι συµµετρία ως προς την αρχή των αξόνων. 

 

Κατασκευάζοντας το πλέγµα και θεωρώντας τρίγωνα και πολύγωνα 

τα οποία έχουν τις κορυφές τους σε αυτό, µπορούµε να δείξουµε κάποια 

θεωρήµατα που θα µας χρειαστούν για να αποδείξουµε το θεώρηµα Pick 

και τα οποία απαντούν σε κάποια ερωτήµατα σε σχέση µε τα πολύγωνα 

πλέγµατος.  

 

5.3. Τρίγωνα πλέγµατος. 

Ένα τρίγωνο το οποίο δεν περιέχει σηµεία του πλέγµατος άλλα από 

τις κορυφές του θα το ονοµάζουµε πρωταρχικό τρίγωνο (primitive 

triangle). Ένα σηµαντικό δοµικό στοιχείο της απόδειξης του θεωρήµατος 

Pick που θα παρουσιάσουµε είναι ότι το εµβαδό κάθε πρωταρχικού 

τριγώνου είναι ½ . 
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Θεώρηµα 1 

Έστω ( )b,a  και ( )d,c  σηµεία του πλέγµατος Π ώστε τα ( )0,0 , ( )b,a  

και ( )d,c  να µην είναι συνευθειακά. Αν Τ είναι το τρίγωνο µε κορυφές τα 

σηµεία ( )0,0 , ( )b,a  και ( )d,c  τότε ισχύει η πρόταση: 

 

Ε(Τ) = ½  ⇔  [το Τ δεν περιέχει σηµεία του πλέγµατος άλλα από τις 

κορυφές του]  (Ι)   

Απόδειξη 

Έστω Ρ το παραλληλόγραµµο που µπορούµε να κατασκευάσουµε µε 

πλευρές τα διανύσµατα  a
r

= ( )b,a  και b
r

= ( )d,c . Οι κορυφές του Ρ είναι τα 

σηµεία ( )0,0 , ( )b,a , ( )db,ca ++  και ( )d,c . 

 

O

A(a,b)

B(c,d)

M(a+c,b+d)

 

 

ΣΧΗΜΑ 5.2 

 

Θα δείξουµε ότι η πρόταση (Ι) είναι ισοδύναµη µε τη πρόταση: 

 

(ΙΙ)  [το Ρ δεν περιέχει άλλα σηµεία του πλέγµατος εκτός των 

τεσσάρων κορυφών του]  
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απόδειξη της ισοδυναµίας     (Ι)  ⇔  (ΙΙ)  

Προφανώς ισχύει  (ΙΙ)  ⇒  (Ι). 

Αντίστροφα: Έστω ότι το τρίγωνο Τ δεν περιέχει άλλα σηµεία του 

πλέγµατος εκτός από τις κορυφές του, πρέπει να δείξουµε ότι και το 

παραλληλόγραµµο Ρ δεν περιέχει άλλα σηµεία του πλέγµατος εκτός των 

κορυφών του. Θα χρησιµοποιήσουµε την εις άτοπο απαγωγή. Έστω ότι το 

παραλληλόγραµµο Ρ περιέχει και άλλο σηµείο του πλέγµατος, το ( )f,e , 

εκτός των κρυφών του. Αν το σηµείο αυτό ανήκει στο τρίγωνο Τ  (τρίγωνο 

ΟΑΒ) καταλήγουµε σε άτοπο. Αναγκαστικά λοιπόν θα ανήκει στο τρίγωνο 

ΑΒΜ (ΣΧΗΜΑ 5.2). Μετατοπίζοντας το παραλληλόγραµµο Ρ κατά 

Zca ∈−−   στην διεύθυνση του άξονα xx′  και κατά ( )Zdb ∈−−  στη 

διεύθυνση του άξονα yy′ , βρίσκουµε ότι το σηµείο ( )dbf,cae −−−−  είναι 

ένα σηµείο του πλέγµατος εντός του τριγώνου ( )0,0 , ( )b,a−− , ( )d,c −− . 

O(-a-c,-b-d)

A(-c,-d)

B(-a,-b)

M(0,0)

 
ΣΧΗΜΑ 5.3 

Και θεωρώντας µια ανάκλαση του πλέγµατος ως προς την αρχή των 

αξόνων βρίσκουµε ότι το σηµείο του πλέγµατος ( )dbf,cae ++−++−  

ανήκει στο τρίγωνο Τ µε κορυφές ( )0,0 , ( )b,a , ( )d,c  το οποίο είναι άτοπο. 

 Συνεπώς οι προτάσεις  (Ι)  και  (ΙΙ)  είναι ισοδύναµες.  

∼ 
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Μπορούµε τώρα να θεωρήσουµε ότι όλο το επίπεδο µπορεί να 

καλυφθεί από αντίγραφα του παραλληλογράµµου Ρ. Κάθε αντίγραφο 

προκύπτει από το Ρ µε µεταφορά cnam ⋅+⋅  στον άξονα xx′  και κατά 

dnbm ⋅+⋅  στη διεύθυνση του άξονα yy′ , όπου Zm∈  και Zn∈ . Οι 

πλευρές των παραλληλογράµµων δηµιουργούν ένα δίκτυο ευθειών ∆, από 

τις οποίες κάποιες είναι παράλληλες στην πλευρά  ( )0,0 , ( )b,a  του 

τριγώνου Τ και οι υπόλοιπες είναι παράλληλες στην πλευρά ( )0,0 , ( )d,c  

του Τ. Τα σηµεία στα οποία όλες αυτές οι ευθείες τέµνονται τα 

ονοµάζουµε κορυφές του δικτύου ∆. Οι κορυφές του δικτύου ∆ είναι οι 

κορυφές των αντιγράφων του παραλληλογράµµου Ρ και µάλιστα είναι 

ακριβώς αυτές. ∆ηλαδή ισχύει η πρόταση 

 

      (ΙΙΙ) [όλα τα σηµεία του πλέγµατος Π είναι κορυφές του δικτύου ∆] 

 

γιατί αν ένα σηµείο του πλέγµατος δεν είναι κορυφή του ∆, τότε θα 

ανήκει σε ένα αντίγραφο του Ρ (στο εσωτερικό του) και µε κατάλληλο 

µετασχηµατισµό µπορούµε να δείξουµε ότι θα υπάρχει και σηµείο του 

πλέγµατος που θα ανήκει στο Ρ(εκτός των κορυφών του), το οποίο είδαµε 

ότι δεν ισχύει. Συνεπώς οι προτάσεις  (ΙΙ)  και  (ΙΙΙ)  είναι ισοδύναµες.  

Ακριβώς όµως επειδή τα σηµεία του πλέγµατος είναι αυτά µε 

συντεταγµένες ( )y,x  ακεραίους και οι κορυφές του δικτύου είναι σηµεία 

της µορφής ( )ndmb,ncma ++ , µια αλγεβρική διατύπωση της πρότασης 

(ΙΙΙ) είναι η εξής: 

πρόταση (IV )      

[για κάθε ζευγάρι ακεραίων ( )y,x , υπάρχει ένα ζευγάρι ακεραίων 

( )n,m  ώστε 




=+

=+

ydnbm

xcnam
]                     
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ή ισοδύναµα  

[για κάθε ζευγάρι ακεραίων ( )y,x , το σύστηµα 




=+

=+

ydnbm

xcnam
 έχει 

λύση ( )n,m  µε Zm∈  και Zn∈ ]. 

Όµως η λύση του συστήµατος είναι 
D

D
m m=  και 

D

D
n n=  όπου 

0bcadD ≠−=  (ότι 0D ≠  µας το εξασφαλίζει τα γεγονός ότι τα ( )0,0 , ( )b,a  

και ( )d,c  δεν είναι συνευθειακά) και cydxDm −= , bxayDn −= . 

Προφανώς αν η ορίζουσα 1D ±=  συνεπάγεται ότι οι λύσεις του 

συστήµατος είναι ακέραιοι και ισχύει η πρόταση (IV ). Αντίστροφα, αν 

ισχύει η πρόταση (IV ) [για κάθε ζευγάρι ακεραίων ( )y,x , το σύστηµα 





=+

=+

ydnbm

xcnam
 έχει λύση ( )n,m  µε Zm∈  και Zn∈ ] τότε για  

� 0y,1x == , έχουµε Z
D

d
m ∈=  και Z

D

b
n ∈−= , οπότε 

ισχύει ότι  dD  και bD , ενώ για 

� 1y,0x == , έχουµε αντίστοιχα ότι  cD  και aD ,  

συνεπώς adD2  και bcD2   ⇒ bcadD2 − ⇒ DD2 , άρα 1D ±= . 

Άρα η πρόταση (IV ) είναι ισοδύναµη µε το να είναι η ορίζουσα 

1bcadD ±=−= . 

Τότε όµως το εµβαδό του τριγώνου Τ είναι Ε(Τ)= ½ D  = ½ . 

Και αποδείξαµε το θεώρηµα 1.■ 

 

5.4. Πολύγωνα πλέγµατος (Lattice polygons). 

Έστω Σ το σύνολο των απλών πολυγώνων τα οποία έχουν για 

κορυφές τους σηµεία του πλέγµατος. (Λέγοντας απλά πολύγωνα εννοούµε 

αυτά που είναι τοπολογικά ισοδύναµα µε έναν κύκλο. ∆εν επιτρέπονται 
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πολύγωνα που έχουν τρύπες ούτε πολύγωνα που αυτό-τέµνονται όπως 

αυτά στο ΣΧΗΜΑ 5.4. 

 
ΣΧΗΜΑ 5.4 

  

 Αν το U ανήκει στο Σ, τότε το U είναι ένα απλό πολύγωνο το οποίο 

έχει για  κορυφές του σηµεία του πλέγµατος και το σύνορο του είναι µια 

απλή κλειστή πολυγωνική γραµµή. Αν τα U και V ανήκουν στο Σ και είναι 

τέτοια ώστε να έχουν κοινό ένα απλό συνεκτικό µέρος του συνόρου του 

καθενός (όχι ένα µοναδικό σηµείο) και όχι άλλα σηµεία, τότε η ένωση τους 

σχηµατίζει ένα πολύγωνο το οποίο ανήκει και αυτό στο Σ. Θα 

συµβολίζουµε αυτό το πολύγωνο U+V. 

U V

 
ΣΧΗΜΑ 5.5 
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Ας παρατηρήσουµε ότι το U+V δεν ορίζεται για όλα τα ζευγάρια, U, 

V στο Σ, αλλά για κάποια διακεκριµένα ζεύγη. 

Έστω )U(f  µια πραγµατική συνάρτηση ορισµένη για όλα τα 

πολύγωνα U του Σ, RΣ:f a . Τέτοιες συναρτήσεις µπορεί να είναι: 

� η συνάρτηση που µας δίνει το εµβαδό ενός πολυγώνου U  

� η συνάρτηση NΣ:i →  η οποία για κάθε πολύγωνο U του 

Σ µας δίνει το πλήθος των εσωτερικών σηµείων πλέγµατος 

του πολυγώνου. Αναφερόµενοι στο ΣΧΗΜΑ 5.5 έχουµε 

13)U(i =  ενώ 14)V(i =  και 29)VU(i =+  

� η συνάρτηση  NΣ:b →  η οποία για κάθε πολύγωνο U του 

Σ µας δίνει το πλήθος των σηµείων πλέγµατος που 

βρίσκονται στο σύνορο του πολυγώνου. Αναφερόµενοι 

πάλι στο ΣΧΗΜΑ 5.5 έχουµε 9)U(b =  ενώ 11)V(b =  και 

14)VU(b =+ . Υπενθυµίζουµε ότι δεν µετράµε µόνο τις 

κορυφές του πολυγώνου αλλά και τα σηµεία του 

πλέγµατος που ανήκουν στις πλευρές του. 

Αν )VU(f)V(f)U(f +=+  για όλα τα U, V στο Σ, για τα οποία 

ορίζεται το U+V, τότε λέµε ότι η f είναι προσθετική συνάρτηση. Για 

παράδειγµα, µια προσθετική συνάρτηση είναι η συνάρτηση που µας δίνει 

το εµβαδό ενός πολυγώνου, ενώ οι προηγούµενες συναρτήσεις NΣ:i →  

και NΣ:b →  δεν είναι προσθετικές. Παρόλο που οι συναρτήσεις αυτές δεν 

είναι προσθετικές ικανοποιούν το εξής θεώρηµα: 

Θεώρηµα 2 

Έστω )U(i  συµβολίζουµε το πλήθος των σηµείων του πλέγµατος τα 

οποία βρίσκονται στο εσωτερικό του U και )U(b  συµβολίζουµε το πλήθος 

των σηµείων του πλέγµατος στο σύνορο του U. Η συνάρτηση 
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γ)U(bβ)U(iα)U(f +⋅+⋅=  µε R∈γ,β,α  είναι προσθετική αν και µόνο αν 

2

α
β =  και αγ −= . 

Απόδειξη 

(⇒) Έστω ότι η γ)U(bβ)U(iα)U(f +⋅+⋅=  είναι προσθετική. 

Θεωρούµε ότι U είναι το τετράγωνο ( )0,0 , ( )0,1 , ( )1,1 , ( )1,0 , V το τετράγωνο 

( )0,1 , ( )0,2 , ( )1,2 , ( )1,1  και W το ορθογώνιο ( )0,0 , ( )0,2 , ( )1,2 − , ( )1,0 − . 

 

(0,0) (1,0)

(1,1)(0,1) (2,1)

(2,0)

(0,-1) (2,-1)

U V

W

 
ΣΧΗΜΑ 5.6 

Ισχύει 0)W(i)V(i)U(i ===  και 4)V(b)U(b ==  6)W(b =  οπότε 

γβ4)U(f +=  

γβ4)(f +=V  

γβ6)W(f += . 

Επίσης τα U+V και  (U+V)+W ορίζονται  και ισχύει: 

γβ6)VU(f +=+  

γβ8α)W)VU((f ++=++  

και επειδή η f είναι προσθετική ισχύει: 
( )




++=++

+=+

)W(f)VU(fWV)(Uf

V)f(Uf(V)f(U)
 

ή ισοδύναµα: 




+=++

+=+

γ2β12γβ8α

γβ6γ2β8
⇔







−=

=

αγ

2
α

β
. 
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(⇐) Αντίστροφα. Έστω ότι ισχύει 






−=

=

αγ

2
α

β
. 

Τότε η  γ)U(bβ)U(iα)U(f +⋅+⋅= είναι της µορφής: 

 

α)U(b
2

α
)U(iα)U(f −⋅+⋅= . 

Αν τα U και V είναι πολύγωνα πλέγµατος τέτοια ώστε να ορίζεται το U+V, 

θα έχουν κοινό ένα µέρος από το σύνορο του καθενός,  ΣΧΗΜΑ 5.7. 

U

V

 
ΣΧΗΜΑ 5.7 

 Ας συµβολίσουµε µε Κ το κοινό σύνορο των U και V και έστω k  

(k∈N) το πλήθος των σηµείων του πλέγµατος που βρίσκονται πάνω στο Κ. 

Αφού το Κ είναι κάτι περισσότερο από ένα µεµονωµένο σηµείο θα ισχύει 

ότι 2k ≥ , και το Κ θα περιέχει τουλάχιστον δυο σηµεία, τα άκρα του. Κάθε 

άλλο σηµείο του πλέγµατος το οποίο βρίσκεται πάνω στο Κ (εκτός από τα 

άκρα του) θα είναι εσωτερικό σηµείο του U+V. Επιπλέον τα εσωτερικά 

σηµεία των πολυγώνων U και V θα παραµείνουν εσωτερικά στο U+V, 

συνεπώς ισχύει: 

2k)V(i)U(i)VU(i −++=+ . 

Αντίστοιχα έχουµε ( )2)k)V(b()k)U(b)VU(b +−+−=+ , δηλαδή  

2k2)V(b)U(b)VU(b +−+=+ . 
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Οπότε:       α)VU(b
2

α
)VU(iα)VU(f −+⋅++⋅=+  

⋅=+ α)VU(f [
2

α
]2k)V(i)U(i[ +−++ α]2k2)V(b)U(b −+−+  

)α
2

α
α()α

2

α
)U(iα()VU(f -b(V)i(V)-b(U) +⋅++⋅=+  

=+ )VU(f )V(f)U(f + ,  δηλαδή η f προσθετική. ■ 

 

∆είξαµε λοιπόν ότι η συνάρτηση α)U(b
2

α
)U(iα)U(f −⋅+⋅=  είναι 

προσθετική όταν ορίζεται το U+V. Επίσης η συνάρτηση Εµβ(U) που µας 

δίνει το εµβαδό ενός πολυγώνου U, είναι προσθετική συνάρτηση αφού 

όταν ορίζεται το U+V ισχύει Εµβ(U+V)=Εµβ(U)+Εµβ(V). Τίθεται λοιπόν 

το ερώτηµα µήπως υπάρχει κάποια τιµή του α ώστε η προσθετική 

συνάρτηση α)U(b
2

α
)U(iα)U(f −⋅+⋅=  να εκφράζει το εµβαδό του 

πολυγώνου πλέγµατος U. Η απάντηση είναι θετική και θα την αποδείξουµε 

πρώτα για τα πρωταρχικά τρίγωνα (πρωταρχικό τρίγωνο είναι ένα τρίγωνο 

πλέγµατος το οποίο δεν περιέχει άλλα σηµεία του πλέγµατος εκτός από τις 

τρεις κορυφές του) και στη συνέχεια για όλα τα τρίγωνα χρησιµοποιώντας 

επαγωγή στο µέγεθος του τριγώνου δηλαδή στο πλήθος των σηµείων 

πλέγµατος που περιέχει. 

Θεωρούµε ένα πρωταρχικό τρίγωνο Τ (που δεν περιέχει άλλα σηµεία 

πλέγµατος εκτός των τριών κορυφών του) που η µία κορυφή του είναι η 

αρχή των αξόνων. Η υπόθεση αυτή δεν βλάπτει τη γενικότητα γιατί µια 

µεταφορά κατά ακέραιους αριθµούς στις συντεταγµένες οποιουδήποτε 

πρωταρχικού τριγώνου θα µπορούσε να µεταφέρει την µια κορυφή του 

στην αρχή των αξόνων. Ταυτόχρονα, οι συναρτήσεις Εµβ(Τ), i(T), b(T) 

που µας δίνουν το εµβαδό του τριγώνου, το πλήθος των εσωτερικών 
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σηµείων πλέγµατος και το πλήθος των συνοριακών σηµείων πλέγµατος του 

τριγώνου αντίστοιχα, µένουν αµετάβλητες σε τέτοιους µετασχηµατισµούς. 

Οπότε το τρίγωνο για το οποίο µιλάµε είναι ένα τρίγωνο σαν αυτό του 

θεωρήµατος 1 και έχουµε αποδείξει ότι: 

Εµβ(Τ) = ½  ⇔  [το Τ δεν περιέχει σηµεία του πλέγµατος άλλα από τις 

κορυφές του] 

∆ιατυπώνουµε τώρα το γενικότερο θεώρηµα για οποιοδήποτε 

τρίγωνο πλέγµατος. 

Θεώρηµα 3 

Αν Τ είναι ένα τρίγωνο στο Σ, τότε το εµβαδό του δίνεται από τον 

τύπο                   1)T(b(µβE −+=
2

1
i(T)T)         (1). 

Απόδειξη 

 

Αν   Εµβ(Τ) = ½  ⇔  [το Τ δεν περιέχει σηµεία του πλέγµατος άλλα 

από τις κορυφές του]  ⇔  0)T(i = , 3)T(b =  και ο τύπος (1) ισχύει σε αυτή 

την περίπτωση. 

Για ένα τυχαίο τρίγωνο Τ στο Σ, µε κορυφές ( )11 y,x , ( )22 y,x , 

( )33 y,x , έχουµε ότι το εµβαδό του είναι  

)xx)(yy()yy)(xx(
2
1

yyxx

yyxx
(µβE 13121312

1313

1212 −−−−−=
−−

−−
=

2
1

T)  

το οποίο θα είναι το ½ ενός ακεραίου αφού οι κορυφές του τριγώνου είναι 

σηµεία του πλέγµατος και συνεπώς τα ii y,x  είναι ακέραιοι. 

 Οπότε το θεώρηµα προκύπτει µε επαγωγή στο µέγεθος του τριγώνου 

(του εµβαδού του τριγώνου). Αρκεί να δείξουµε ότι κάθε τρίγωνο T µπορεί 

να εκφραστεί ως 21 TTT +=   ή 321 TTTT ++=  όπου τα iT  είναι τρίγωνα 

στο Σ που έχουν εµβαδό µικρότερο του )Τ(µβΕ . Αλλά αυτό ισχύει γιατί αν 
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υπάρχει επιπλέον σηµείο του πλέγµατος εκτός των κορυφών του τριγώνου 

τότε: 

 
ΣΧΗΜΑ 5.8 

� αν το σηµείο βρίσκεται πάνω σε κάποια πλευρά του τριγώνου Τ, 

χωρίζουµε το τρίγωνο σε δυο τρίγωνα ενώνοντας το σηµείο µε 

την απέναντι κορυφή 

� αν το σηµείο βρίσκεται στο εσωτερικό του τριγώνου Τ, 

χωρίζουµε το τρίγωνο σε τρία τρίγωνα ενώνοντας το σηµείο µε 

τις τρεις κορυφές του Τ. 

Συνεπώς ο τύπος (1) ισχύει για κάθε τρίγωνο που οι κορυφές του 

είναι σηµεία του πλέγµατος. ■ 

 

Πόρισµα 

Αν το U είναι ένα κυρτό πολύγωνο στο Σ, τότε  

1)U(b(µβE −+=
2

1
i(U)U) . 

Απόδειξη 

Το πολύγωνο U µπορεί να ¨σπάσει¨ σε τρίγωνα του Σ και το πόρισµα 

είναι άµεση συνέπεια της προσθετικότητας των συναρτήσεων Εµβ(U) και  

α)U(b
2

α
)U(iα)U(f −⋅+⋅=  καθώς και του προηγούµενου θεωρήµατος 3.■ 

 

Παρατήρηση 

Η απόδειξη του πορίσµατος βασίστηκε στο γεγονός ότι ένα κυρτό 

πολύγωνο πλέγµατος µπορεί να χωριστεί σε τρίγωνα τα οποία έχουν και 
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αυτά για κορυφές τους σηµεία του πλέγµατος. Όµως αυτό ισχύει και για µη 

κυρτά πολύγωνα πλέγµατος (βλέπε: Howard Eves, 1963, A Survey of 

Geometry, vol.1, p. 238). Συνεπώς καταλήγουµε στο θεώρηµα του Pick: 

Θεώρηµα 4 

Αν το U είναι ένα απλό πολύγωνο στο Σ, τότε  

1)U(b(µβE −+=
2

1
i(U)U) . 

 

5.5. Θεώρηµα Pick µια δεύτερη (συνδυαστική) µατιά. 

Οι βασικές συνιστώσες της προηγούµενης απόδειξης του 

θεωρήµατος Pick είναι: 

i. το εµβαδό ενός πρωταρχικού τριγώνου είναι σταθερό και ίσο 

µε  ½ , 

ii.  η προσθετικότητα της συνάρτησης α)U(b
2

α
)U(iα)U(f −⋅+⋅=  

καθώς και της συνάρτησης του εµβαδού και 

iii.  η δυνατότητα να υποδιαιρούµε κάθε απλό πολύγωνο 

πλέγµατος σε πρωταρχικά τρίγωνα πλέγµατος. 

 

Αν θεωρήσουµε δεδοµένη την προσθετικότητα της συνάρτησης 

εµβαδό καθώς και το ότι κάθε πρωταρχικό τρίγωνο έχει σταθερό εµβαδό 

ίσο µε ½ τότε για να υπολογίσουµε το εµβαδό ενός απλού πολυγώνου 

πλέγµατος αρκεί να µετρήσουµε σε πόσα πρωταρχικά τρίγωνα 

υποδιαιρείται. Βλέπουµε λοιπόν ότι το θεώρηµα του Pick δεν είναι 

ουσιαστικά ένα θεώρηµα για εµβαδά αλλά στην ουσία του είναι ένα 

αποτέλεσµα της συνδυαστικής το οποίο ανήκει στην τοπολογία.  

Θα αποδείξουµε ότι το πλήθος (ο αριθµός) των τριγώνων )U(t  σε 

µια πλήρη πρωταρχική τριγωνοποίηση (primitive triangulation) ενός 
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πολυγώνου U εξαρτάται µόνο από το πλήθος των εσωτερικών του σηµείων 

)U(i  και από το πλήθος των συνοριακών του σηµείων )U(b  και δίνεται 

από τον τύπο  

2)U(b)U(i2)U(t −+⋅= . 

 

Απόδειξη 

Θεωρούµε ότι ένα ιδεατό αντίγραφο του πολυγώνου U είναι 

τοποθετηµένο ακριβώς πάνω στο U (µε την ίδια ακριβώς τριγωνοποίηση) 

και τα δυο σχήµατα είναι κολληµένα µαζί κατά µήκος των όµοιων ακµών 

τους. Επίσης θεωρούµε ότι τα δυο αντικείµενα είναι ελαστικά και ότι το 

εσωτερικό τους ¨φουσκώνεται¨ ώστε να πάρουµε µια ¨σφαίρα¨.  

Στο στερεό που προκύπτει ισχύει ο τύπος του Euler  

K + E =A+2 (Κορυφές +Έδρες = Ακµές +2). 

Όµως ισχύουν τα εξής: 

� Κάθε αντίγραφο συνεισφέρει )U(t  τρίγωνα δίνοντας συνολικά 

)U(t2E ⋅=  έδρες στη σφαίρα. 

� Επειδή οι εσωτερικές κορυφές )U(i  κάθε αντιγράφου 

διατηρούνται ενώ οι συνοριακές κορυφές )U(b  είναι κολληµένες 

ανά δυο µαζί, ο ολικός αριθµός των κορυφών στο στερεό είναι 

)U(b)U(i2K +⋅= . 

� Κάθε τρίγωνο από τα   )U(t2 ⋅  έχει τρεις πλευρές(ακµές στο 

στερεό) συνεπώς έχουµε συνολικά )U(t6 ⋅  ακµές αλλά επειδή 

κάθε ακµή συµµετέχει σε δυο τρίγωνα στο τέλος έχουµε ότι οι 

ακµές στη ¨σφαίρα¨ είναι )U(t3A ⋅= . 

Εφαρµόζοντας τώρα τον τύπο του Euler έχουµε  

K + E =A+2 

2)U(t3)U(t2)U(b)U(i2 +⋅=⋅++⋅  
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και λύνοντας ως προς το πλήθος των τριγώνων, έχουµε 

2)U(b)U(i2)U(t −+⋅= .■ 

 

Προφανώς αν δείξουµε ότι το εµβαδό κάθε πρωταρχικού τριγώνου είναι ½, 

τότε  το εµβαδό του πολυγώνου Ρ είναι  

)νωνώτριγτωνθοςήπλτο(µβΕ ⋅=
2

1
(U)  

t(U)
2

1
(U) ⋅=µβΕ  

]2)U(b)U(i2[µβΕ −+⋅⋅=
2

1
(U)  

1)U(b(µβE −+=
2

1
i(U)U)  

που δεν είναι τίποτε άλλο παρά το θεώρηµα Pick. 

Βέβαια εκκρεµεί η απόδειξη ότι το εµβαδό κάθε πρωταρχικού 

τριγώνου είναι ½ . Υπενθυµίζουµε ότι πρωταρχικό τρίγωνο πάνω σε ένα 

πλέγµα είναι ένα τρίγωνο που δεν περιέχει άλλα σηµεία του πλέγµατος 

εκτός των τριών κορυφών του. 

 

Θεώρηµα  

Το εµβαδό κάθε πρωταρχικού τριγώνου είναι ½ . 

Απόδειξη 

Έστω ένα πρωταρχικό τρίγωνο. Επειδή το εµβαδό του δεν αλλάζει 

από κάποια µεταφορά του, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η µία κορυφή του 

είναι η αρχή των αξόνων ( )0,0  και έστω οι δύο άλλες κορυφές του είναι 

( )b,a , ( )d,c  όπου d,c,b,a  ακέραιοι. 
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(c,d)

(a,b)

 
ΣΧΗΜΑ 5.9 

Το εµβαδό του δίνεται από τον τύπο bcad
2

1
E −= . Αφού τα  d,c,b,a  είναι 

ακέραιοι και το εµβαδό του τριγώνου είναι διάφορο του µηδενός, ισχύει 

2

1
E ≥ . Η ανίσωση αυτή θα ισχύει για όλα τα πρωταρχικά τρίγωνα. 

Θεωρούµε τώρα ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο U το οποίο περιέχει 

αυτό το τρίγωνο. Υποθέτουµε ότι το ορθογώνιο έχει διαστάσεις Zq,p ∈  

και επίσης ότι έχουµε πραγµατοποιήσει µια πλήρη τριγωνοποίηση του U 

σε πρωταρχικά τρίγωνα, όπως στο παρακάτω ΣΧΗΜΑ 5.10 . 

 

(a,b)

(c,d)

 
ΣΧΗΜΑ 5.10 
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Το ορθογώνιο U (διαστάσεων Zq,p ∈ ) περιέχει )1q)(1p()U(i −−=  

εσωτερικά σηµεία πλέγµατος και q2p2)U(b +=  συνοριακά σηµεία 

πλέγµατος. Συνεπώς από το προηγούµενο θεώρηµα το πλήθος των 

πρωταρχικών τριγώνων που περιέχει το U είναι  

 

2)U(b)U(i2)U(t −+⋅=  

2q2p2)1q)(1p(2)U(t −++−−=  

pq2)U(t = . 

 

Όµως το εµβαδό κάθε πρωταρχικού τριγώνου είναι 
2

1
E ≥  και επίσης 

το ορθογώνιο έχει εµβαδό pqU) =(µβΕ  οπότε τελικά πρέπει όλα τα 

πρωταρχικά τρίγωνα να έχουν εµβαδό 
2

1
E =  γιατί αλλιώς το συνολικό 

άθροισµα των εµβαδών τους θα ξεπερνάει το pqU) =(µβΕ .■ 

 

5.6. Μια τρίτη απόδειξη του θεωρήµατος Pick. 

Στις προηγούµενες αποδείξεις του θεωρήµατος Pick ένα κοµβικό 

σηµείο ήταν να αποδείξουµε ότι το εµβαδό ενός πρωταρχικού τριγώνου 

(primitive triangle) είναι ½ . Θα παραθέσουµε και µία απόδειξη που 

προτάθηκε από τον Dale E. Varberg το 1985 στο The American 

Mathematical Monthly του Οκτωβρίου, η οποία είναι ευθεία απόδειξη, 

διαισθητικά προσιτή και δεν απαιτεί τίποτα περισσότερο από το γεγονός 

ότι ένα πολύγωνο πλέγµατος µπορεί να υποδιαιρεθεί σε τρίγωνα 

πλέγµατος. 

Αρχίζουµε αντιστοιχίζοντας σε κάθε σηµείο πλέγµατος kP  ενός 

πολυγώνου πλέγµατος U, ένα συντελεστή βαρύτητας 
π2

θ
w k

k = , όπου kθ  
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είναι το µέτρο της γωνίας υπό την οποία το σηµείο kP  ¨βλέπει¨ το 

εσωτερικό του πολυγώνου U.  

Έτσι, (βλέπε ΣΧΗΜΑ 5.11 ) για κάθε σηµείο πλέγµατος στο 

εσωτερικό του πολυγώνου έχουµε 1
π2

π2
w1 == . Για κάθε σηµείο πλέγµατος 

που βρίσκεται στο σύνορο του U και δεν είναι κορυφή έχουµε  

2

1

π2

π
w 2 == , ενώ για ένα σηµείο που είναι κορυφή µιας ορθής γωνίας του 

πολυγώνου είναι 
4

1
w 3 = . 

 

P1

P3

P

P2

θ

 
ΣΧΗΜΑ 5.11 

 

Μπορούµε να σκεφτούµε το 
π2

θ
w k

k =  σαν ένα µέτρο της 

συνεισφοράς του kP  στην επιφάνεια του πολυγώνου U. 

Ορίζουµε για όλο το πολύγωνο ∑
∈

=
UP

k
k

w)U(W  και θα δείξουµε ότι 

U)(µβΕ)U(W = . 

Έστω Σ το σύνολο των πολυγώνων τα οποία έχουν για κορυφές τους 

σηµεία του πλέγµατος. Αν το U ανήκει στο Σ, τότε το U είναι ένα 
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πολύγωνο το οποίο έχει για  κορυφές του σηµεία του πλέγµατος και το 

σύνορο του είναι µια κλειστή πολυγωνική γραµµή.  

 

Λήµµα 

Για ένα πολύγωνο U στο Σ, ισχύει U)(µβΕ)U(W = . 

Απόδειξη 

Αρχικά να παρατηρήσουµε ότι το ∑
∈

=
UP

k
k

w)U(W  είναι προσθετική 

συνάρτηση. ∆ηλαδή αν τα U και V ανήκουν στο Σ και είναι τέτοια ώστε να 

µην αλληλοκαλύπτονται, τότε η ένωση τους σχηµατίζει ένα πολύγωνο το 

οποίο ανήκει και αυτό στο Σ. Θα συµβολίζουµε αυτό το πολύγωνο U+V 

και ισχύει )V(W)U(W)VU(W +=+ . Η προσθετικότητα προκύπτει από το 

γεγονός ότι η ¨ορατότητα¨ των κοινών σηµείων των U και V προς το 

εσωτερικό των U και V προστίθεται και δίνει την ¨ορατότητα¨ του σηµείου 

στο U+V.  

Στη συνέχεια θεωρούµε διαδοχικά: 

Περίπτωση 1.  Ένα ορθογώνιο πολύγωνο πλέγµατος µε πλευρές 

παράλληλες στο πλέγµα (ΣΧΗΜΑ 5.12) 

 

 
ΣΧΗΜΑ 5.12 
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Σε αυτή την περίπτωση είναι προφανές ότι ισχύει U)(µβΕ)U(W =  αν 

σχηµατίσουµε ένα βοηθητικό πλέγµα µε τις µεσοπαράλληλες των ευθειών 

που σχηµατίζουν τα σηµεία του πλέγµατος. 

 

Περίπτωση 2.  Ένα ορθογώνιο τρίγωνο πλέγµατος µε τις 

κάθετες πλευρές του παράλληλες στο πλέγµα (ΣΧΗΜΑ 

5.13).  

 
ΣΧΗΜΑ 5.13 

 

Η περίπτωση 2 είναι άµεση συνέπεια της περίπτωσης 1 και της 

προσθετικότητας του W και του εµβαδού. Συνεπώς και σε αυτή την 

περίπτωση ισχύει U)(µβΕ)U(W = . 

 

Περίπτωση 3.  Ένα τυχαίο τρίγωνο πλέγµατος το οποίο 

µπορούµε να περιτριγυρίσουµε µε ορθογώνια τρίγωνα της 

περίπτωσης 2 ώστε να σχηµατιστεί ένα ορθογώνιο 

παραλληλόγραµµο της περίπτωσης 1 (ΣΧΗΜΑ 5.14). 
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ΣΧΗΜΑ 5.14 

 

Αυτή η τελευταία περίπτωση αποδεικνύεται εφαρµόζοντας την 

προσθετικότητα του W και του εµβαδού, στα επιµέρους τρίγωνα και στο 

ορθογώνιο, τα οποία ανάγονται στις περιπτώσεις 1 και 2 και για τα οποία 

ισχύει ήδη U)(µβΕ)U(W = . Συνεπώς και για ένα τυχαίο τρίγωνο 

πλέγµατος ισχύει U)(µβΕ)U(W = . 

Τέλος για να αποδείξουµε το λήµµα αρκεί να δείξουµε ότι ένα 

τυχαίο πολύγωνο πλέγµατος µπορεί να υποδιαιρεθεί σε τρίγωνα πλέγµατος 

(βλέπε: Howard Eves, 1963, A Survey of Geometry, vol.1, p. 238) και να 

χρησιµοποιήσουµε την προσθετικότητα του εµβαδού και του W την οποία 

έχουµε ήδη δείξει. Άρα το λήµµα αποδείχτηκε.■ 

 

Θεώρηµα Pick 

Σε ένα απλό πολύγωνο πλέγµατος U ισχύει 

1)U(b(µβE −+=
2

1
i(U)U) . 

 

Απόδειξη 

Ένα απλό πολύγωνο πλέγµατος µε c κορυφές έχει άθροισµα 

(εσωτερικών ) γωνιών π)2c( −  (βλέπε: Howard Eves, 1963, A Survey of 
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Geometry, vol.1, p. 239). Για παράδειγµα ένα τρίγωνο έχει άθροισµα 

γωνιών π, ένα τετράπλευρο έχει άθροισµα γωνιών 2π, κοκ. Από αυτό 

συνεπάγεται ότι αν ένα πολύγωνο πλέγµατος έχει b  σηµεία πλέγµατος που 

ανήκουν στο σύνορό του από τα οποία τα c είναι κορυφές του, ενώ τα 

υπόλοιπα b-c βρίσκονται πάνω στις πλευρές του, τότε 

π)2c(π)cb(θ
BP

k

k

−+−=∑
∈

 

ή ισοδύναµα 

π)2b(θ
BP

k

k

−=∑
∈

 

όπου Β το σύνολο των συνοριακών σηµείων πλέγµατος του U. 

Οπότε αν U ένα πολύγωνο πλέγµατος και Β το σύνολο των 

συνοριακών σηµείων πλέγµατος του U, ενώ Ι το σύνολο των εσωτερικών 

σηµείων πλέγµατος του U, τότε έχουµε  

W(U)U) =(µβΕ  

∑∑
∈∈

+=
BI

kw(µβΕ
kk P

k
P

wU)  

π2

π)2b(

π

π
(µβE

−
+=

2

2
iU)  

1b(µβE −+=
2

1
iU) .■ 

 

5.7. Εφαρµογή του θεωρήµατος Pick στο πρόβληµα που θέτει το Αραβικό 

χειρόγραφο. 

Το αραβικό χειρόγραφο (µεταφρασµένο στα γερµανικά από τον 

Henricus Suter) εκτός από την περιγραφή της κατασκευής του Στοµαχίου,  

αποδεικνύει ότι κάθε ένα από τα δεκατέσσερα κοµµάτια στα οποία 

χωρίζεται  το αρχικό τετράγωνο είναι σε ρητή αναλογία µε το όλο 

(τετράγωνο). Μάλιστα στο τέλος υποστηρίζει ότι αυτό ακριβώς ήταν το 

ζητούµενο της πραγµατείας. Ανεξάρτητα από το γεγονός ότι το αραβικό 
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χειρόγραφο χαρακτηρίζεται ανακριβές ή τουλάχιστον ελλιπές σε σχέση µε 

την αρχική πραγµατεία του Αρχιµήδη, µπορούµε να εφαρµόσουµε το 

θεώρηµα του Pick για να υπολογίσουµε τα επιµέρους εµβαδά των 

πολυγώνων στα οποία χωρίζεται τα Στοµάχιον και να δείξουµε στη 

συνέχεια ότι αυτά βρίσκονται σε αναλογία µε το αρχικό τετράγωνο. Για να 

το δείξουµε αυτό τοποθετούµε το Στοµάχιον σε ένα πλέγµα ώστε η πλευρά 

του αρχικού τετραγώνου ABGD να έχει µήκος 12 (ΣΧΗΜΑ 5.15).  

 

B

A

GΕH

Z D

N

O

F C

Q

L

M

T

K

 
ΣΧΗΜΑ 5.15 

 

Τότε το αρχικό τετράγωνο έχει εµβαδό 144 τ.µ. και µε απλή 

αναλυτική γεωµετρία µπορούµε να δείξουµε ότι όλα τα πολύγωνα στα 

οποία χωρίζεται  το Στοµάχιον είναι πολύγωνα πλέγµατος. Εφαρµόζοντας 

λοιπόν διαδοχικά το θεώρηµα Pick έχουµε (βλέπε ΣΧΗΜΑ 5.15): 

 

Εµβ(ΟCN)=Εµβ(ΗΚΤ)=3 
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Εµβ(ΒΚΗ)=Εµβ(FLZ)=Εµβ(ΕQF)=Εµβ(GQC)=6 

Εµβ(ALZ)=Εµβ(EQG)=Εµβ(ABM)=Εµβ(BLM)=Εµβ(ZFQC)=12 

Εµβ(HEFLT)=21 

Εµβ(ZCOD)=24. 

 

Οπότε οι λόγοι των πολυγώνων προς το αρχικό τετράγωνο είναι όλοι 

ρητοί και ίσοι αντίστοιχα µε: 
48

1

144

3
=  , 

24

1

144

6
= , 

12

1

144

12
= , 

48

7

144

21
= , 

6

1

144

24
= . 

K

T

M

L

Q

C
F

O

N

DZ

B H Ε G

A

12

12

12 12

213

6 12

6 6

6

24

3

9

 
ΣΧΗΜΑ 5.16 
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6. ∆ιδακτικές προεκτάσεις 

 

Σε αυτή την ενότητα θα προσπαθήσουµε να δώσουµε κάποιες ιδέες 

και σκέψεις για διδακτική αξιοποίηση του Στοµαχίου στο υπάρχον 

αναλυτικό πρόγραµµα. 

 

6.1. ∆ηµοτικό. 

Το παιχνίδι Στοµάχιον βασίζεται στην ίδια αρχική ιδέα µε το 

κινέζικο παιχνίδι τάγκραµ. Το τάγκραµ έχει εισαχθεί στα βιβλία του 

δηµοτικού του ελληνικού εκπαιδευτικού συστήµατος. Χρησιµοποιείται 

ήδη από τη δευτέρα τάξη του δηµοτικού για την εξοικείωση των µαθητών 

µε την έννοια του πολυγώνου. Για παράδειγµα, στο τετράδιο εργασιών της 

β΄ τάξης (σελίδα 10) βρίσκουµε την παρακάτω άσκηση: 

 

 
ΕΙΚΟΝΑ 6.1 

  

Το τάγκραµ αποτελείται από πιο απλά  σχήµατα σε σχέση µε το 

Στοµάχιον και αυτή τους η διαφορά ίσως κάνει το τάγκραµ καταλληλότερο 

διδακτικό υλικό για τις µικρές τάξεις του δηµοτικού. Όµως, από την 

τετάρτη τάξη του δηµοτικού πιθανά µπορεί να χρησιµοποιηθεί και το 

Στοµάχιο  µε αντίστοιχους διδακτικούς στόχους. Στο βιβλίο του δασκάλου 
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της δ΄ τάξης, στο κεφάλαιο 5 για τα πολύγωνα, ο βασικός διδακτικός 

στόχος που τίθεται είναι η εξοικείωση των παιδιών µε τα πολύγωνα. Θα 

πρέπει τα παιδιά:  

� να αναγνωρίζουν επίπεδα σχήµατα σε σύνθετο σχήµα, 

� να κατατάσσουν τα πολύγωνα µε βάση το πλήθος πλευρών-

γωνιών, 

� να σχεδιάζουν πολύγωνα µε χάρακα σε πλέγµα και χωρίς πλέγµα, 

� να χωρίζουν πολύγωνα σε τυχαία ή συγκεκριµένα σχήµατα, 

� να συνθέτουν ένα πολύπλοκο σχήµα χρησιµοποιώντας επιµέρους 

επίπεδα σχήµατα, 

� να χρησιµοποιούν ορολογία για να στηρίξουν µε επιχειρήµατα 

µια άποψη τους (Βαµβακούση κ.α., 2007). 

Ένα από τα πλαίσια ανάπτυξης του κύριου διδακτικού στόχου  θα 

µπορούσε να είναι το παιχνίδι Στοµάχιον. Μια προτεινόµενη 

δραστηριότητα: η τάξη χωρίζεται σε οµάδες και κάθε οµάδα αρχικά 

κατασκευάζει ένα σχήµα µε το Στοµάχιον. Κατόπιν, παρουσιάζει το 

περίγραµµα του σχήµατος στις άλλες οµάδες, οι οποίες προσπαθούν να 

αναπαράγουν το σχήµα µε τα κοµµάτια του Στοµαχίου, όπως στο 

παρακάτω σχήµα (ΣΧΗΜΑ 6.1). Προφανώς η λύση δεν είναι µοναδική. 

 

 
ΣΧΗΜΑ 6.1 

 

Τα σχήµατα που µπορούν να προκύψουν από µια τέτοια διαδικασία 

µπορεί να είναι απλά, όπως τρίγωνα, παραλληλόγραµµα ή τραπέζια, 
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µπορεί όµως να είναι και πιο σύνθετα σχήµατα που να τα δηµιουργούν τα 

παιδιά µε την πλούσια φαντασία τους (ΣΧΗΜΑ 6.2). 

 

 
ΣΧΗΜΑ 6.2 

 

Στην ε΄ δηµοτικού, στο κεφάλαιο 25, («Ισοεµβαδικά σχήµατα») ο 

κύριος διδακτικός στόχος είναι οι µαθητές να µπορούν να κατανοούν το 

εµβαδό ενός γεωµετρικού σχήµατος υπό την έννοια της επιφάνειας που 

αυτό καλύπτει. Οι µαθητές πρέπει να µπορούν να διακρίνουν ότι 

διαφορετικά σχήµατα πιθανά να είναι ισοεµβαδικά. Επίσης, σύνθετα 

σχήµατα που δεν µπορούµε εύκολα να υπολογίσουµε το εµβαδό τους, 

µπορούµε να τα αναλύσουµε σε άλλα, στα οποία µπορούµε να 

υπολογίσουµε εύκολα το εµβαδό τους.  

Στο αµέσως επόµενο κεφάλαιο 26 («Εµβαδόν τετραγώνου, 

ορθογωνίου παραλληλογράµµου, ορθογωνίου τριγώνου») οι µαθητές θα 

πρέπει να υπολογίζουν τα εµβαδά του τετραγώνου, ορθογωνίου 

παραλληλογράµµου και ορθογωνίου τριγώνου µε χρήση τύπων. 

Αναλυτικά, κάποιοι επιµέρους διδακτικοί στόχοι (και για τα δύο 

κεφάλαια): οι µαθητές πρέπει να είναι ικανοί: 

� να µπορούν να αναλύουν σύνθετα γεωµετρικά σχήµατα σε άλλα 

πιο απλά και το αντίστροφο, 

� να κατανοούν την έννοια του εµβαδού ως κάλυψη επιφάνειας και 

να µπορούν να το υπολογίζουν χωρίς τους τύπους εύρεσης του 
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(κεφάλαιο 25), αλλά µε τη χρήση τετραγωνισµένου χαρτιού και 

µε σύγκριση µε άλλα µικρότερα ή µεγαλύτερα σχήµατα, 

� να εφαρµόζουν τη γνώση για τα ισοεµβαδικά σχήµατα σε 

προβλήµατα, 

� να ανακαλύψουν τη σχέση του εµβαδού τυχαίου ορθογωνίου 

τριγώνου και ορθογωνίου παραλληλογράµµου, 

� να βρίσκουν νοερά (κεφάλαιο 26) το εµβαδό τετραγώνου, 

ορθογωνίου παραλληλογράµµου και ορθογωνίου τριγώνου αν 

γνωρίζουν τις διαστάσεις τους (Κακαδιάρης κ.α., 2007). 

 Και σε αυτή την περίπτωση, ένα από τα πλαίσια ανάπτυξης των 

διδακτικών στόχων θα µπορούσε να είναι το παιχνίδι Στοµάχιον. Το 

Στοµάχιον αυτή τη φορά θα πρέπει να είναι σχεδιασµένο σε 

τετραγωνισµένο χαρτί. Ενδείκνυται το αρχικό τετράγωνο να είναι 12 × 12.  

Μια προτεινόµενη δραστηριότητα θα µπορούσε να είναι η εξής: 

 

Το αρχαίο παιχνίδι Στοµάχιον αποτελείται από 14 κοµµάτια τα οποία 

µπορούν να τοποθετηθούν σε ένα τετράγωνο 12 × 12 όπως φαίνεται στο 

παρακάτω σχήµα (ΣΧΗΜΑ 6.3). 

 
ΣΧΗΜΑ 6.3  
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α. Μπορείς να υπολογίσεις το εµβαδό ολόκληρου του τετραγώνου; 

β. Με τα 14 κοµµάτια του Στοµαχίου µπορούν να σχηµατιστούν διάφορες 

φιγούρες, όπως ελέφαντας. Μπορείς να υπολογίσεις το εµβαδό του 

ελέφαντα; 

 

 
ΣΧΗΜΑ 6.4  

 

γ. Μπορείς να σχηµατίσεις άλλες φιγούρες και να υπολογίσεις το εµβαδό 

τους; 

δ. Μπορείς να υπολογίσεις το εµβαδό κάθε κοµµατιού στο αρχικό 

τετράγωνο µε τη βοήθεια του τετραγωνισµένου χαρτιού; 

 

Στην έκτη τάξη του δηµοτικού στα κεφάλαια 61 «Μετρώ 

επιφάνειες», 62 «Βρίσκω το εµβαδό παραλληλογράµµου», 63 «Βρίσκω το 

εµβαδό τριγώνου», 64 «Βρίσκω το εµβαδό τραπεζίου» του σχολικού 

βιβλίου, θα µπορούσε επίσης να γίνει ως επαναληπτική η εξής 

δραστηριότητα:  
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Με τα 14 κοµµάτια του Στοµαχίου µπορούν να σχηµατιστούν 

διάφορα  σχήµατα όπως τα παρακάτω: 

 

 
ΣΧΗΜΑ 6.5  

 

α. Ονόµασε κάθε ένα από τα παραπάνω σχήµατα. 

β. Μπορείς να σχηµατίσεις µε τα κοµµάτια από το Στοµάχιο τα παραπάνω 

σχήµατα; 

γ. Μπορείς να µετρήσεις µε το χάρακά σου το ύψος και τη βάση σε κάθε 

ένα από αυτά και να υπολογίσεις το εµβαδόν του; Τι παρατηρείς; Πως το 

εξηγείς; 

 

Σε όλες τις προηγούµενες δραστηριότητες, σε όλες τις τάξεις του 

δηµοτικού, πρέπει να τονίσουµε ότι µεγάλη σηµασία έχει η δυνατότητα 

που δίνει το Στοµάχιον να χρησιµοποιηθεί ως χειραπτικό και εποπτικό 

υλικό, καθώς και η ιστορική του διαδροµή (ως παιχνίδι) η οποία θα πρέπει 

να έχει αναφερθεί στα παιδιά. Θα  ήταν επιθυµητό να κατασκευαστεί από 

κάθε παιδί ένα οµοίωµα του Στοµαχίου από σκληρό χαρτόνι, και ο 

δάσκαλος να παραπέµπει τα παιδιά σε αυτό όταν το κρίνει σκόπιµο.  

Να σχολιάσουµε ότι και οι Persi Diaconis, Susan Holmes, Fan 

Chung και Ron Graham προσπαθώντας να καταλήξουν σε κάποιο 

αποτέλεσµα για το πλήθος των δυνατών διευθετήσεων των πολυγώνων 
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εντός του αρχικού τετραγώνου, πέρασαν ατέλειωτες ώρες παίζοντας µε τα 

κοµµάτια ενός αληθινού παιχνιδιού Στοµαχίου το οποίο είχαν παραγγείλει 

σε εργαστήριο κατασκευής puzzle (Chung, Graham, 2003).  

 

6.2. Γυµνάσιο. 

Στην α΄ γυµνασίου το Στοµάχιον (ως σχήµα) µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί στα κεφάλαια 2 και 3 του Β΄ µέρους του σχολικού βιβλίου 

των Βανδουλάκη κ.α. (2007). Πλούσια πηγή ασκήσεων για παράλληλες 

ευθείες που τέµνονται από µία άλλη, για κατακορυφήν γωνίες, για κύρια 

και δευτερεύοντα στοιχεία ενός τριγώνου για ισοσκελή και ορθογώνια 

τρίγωνα.  

Επίσης κατά τη διδασκαλία των κλασµάτων στο κεφάλαιο 2 του Α΄ 

µέρους, το αρχικό πρόβληµα που αναφέρεται στο αραβικό χειρόγραφο (να 

δειχθεί ότι το εµβαδό κάθε πολυγώνου είναι ένα κλάσµα του αρχικού 

τετραγώνου) θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί ως δραστηριότητα για το 

σπίτι. Βέβαια, ο υπολογισµός των εµβαδών θα πρέπει να γίνει µε τη 

βοήθεια τετραγωνισµένου χαρτιού. Επίσης, θα µπορούσε µέσω ενός 

ιστορικού σηµειώµατος να γίνει και κάποια συσχέτιση του περιεχοµένου 

αυτού του κεφαλαίου (κλάσµατα) µε την εισαγωγική του διακοσµητική 

εικόνα (σελ.33) που είναι κοµµάτι του ψηφιδωτού που αναφέρουµε στη 

παράγραφο 1.6 της παρούσας εργασίας. 

Στην β΄ γυµνασίου το Στοµάχιον µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως 

σχήµα αναφοράς για διάφορες συνδυαστικές ασκήσεις. Συνδυάζοντας από 

το Β΄ µέρος το κεφάλαιο 1 (Εµβαδά επίπεδων σχηµάτων - Πυθαγόρειο 

θεώρηµα) και το κεφάλαιο 2 (Τριγωνοµετρία - ∆ιανύσµατα) µε το 

κεφάλαιο 2 (Πραγµατικοί αριθµοί) του µέρους Α΄ του σχολικού βιβλίου 

των Βλάµου κ.α. (2007). 
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Στα Μαθηµατικά της γ΄ γυµνασίου των Αργυράκη κ.α. (2007) το 

Στοµάχιον µπορεί να ενταχθεί ως θέµα από την ιστορία των µαθηµατικών 

και οµαδική, εργασία για τους µαθητές µετά το τέλος του κεφαλαίου 1, από 

το µέρος Β΄. Παραθέτουµε µια πιθανή µορφή µιας τέτοιας εργασίας µε ένα 

µεγάλο αριθµό ερωτηµάτων (ασκήσεων) τα οποία δεν χρειάζεται να 

χρησιµοποιηθούν όλα : 

 

Το µαθηµατικό παιχνίδι Στοµάχιον παίζεται µε επίπεδα πολυγωνικά 

πλακίδια, τα οποία έχουν προκύψει από τον τεµαχισµό ενός τετραγώνου 

όπως δείχνει το παρακάτω σχήµα. 
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ΣΧΗΜΑ 6.6 

Ο µεγαλύτερος µαθηµατικός της αρχαιότητας ο Αρχιµήδης ο 

Συρακούσιος (περίπου 287-212 π.Χ.), έγραψε µια εργασία για το 

Στοµάχιον, στην οποία µεταξύ άλλων αποδεικνύει ότι τα εµβαδά των 

επίπεδων πολυγωνικών χωρίων σχηµατίζουν ρητό λόγο σε σχέση µε το 

εµβαδό ολόκληρου του τετραγώνου. 

� Βρείτε πληροφορίες (είτε µέσω διαδικτύου, είτε από βιβλιοθήκες)  

για τον Αρχιµήδη και για το Στοµάχιον. 
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� Μπορείτε βασιζόµενοι στο σχήµα να περιγράψετε τη διαδικασία 

κατασκευής του; (Εναλλακτικά, µπορεί να µην δοθεί το σχήµα 

αλλά να δοθεί το µεταφρασµένο αραβικό απόσπασµα και να 

ζητάµε από τους µαθητές να σχεδιάσουν το σχήµα). 

� Μπορείτε να δείξετε ότι τα τρίγωνα  AZF και EGF είναι ίσα; 

� ∆είξτε ότι τα τρίγωνα ZDG και CNG είναι όµοια. Ποιος είναι ο 

λόγος οµοιότητάς τους; Ποιος είναι ο λόγος των εµβαδών τους; 

Υπολογίστε τους λόγους  
ABGD)

(ZDG)

(εµβ

εµβ  και 
ABGD)

(CNG)

(εµβ

εµβ . 

� ∆είξτε ότι τα τρίγωνα OCN και OBG είναι όµοια. Ποιος είναι ο 

λόγος οµοιότητάς τους; Υπολογίστε τους λόγους των 

ευθύγραµµων τµηµάτων   
OG

ON  και 
NG

ON . Μπορείτε να 

υπολογίσετε τους λόγους των εµβαδών 
GCN)

(OCN)

(εµβ

εµβ  και 

(ABGD)

(OCN)

εµβ

εµβ ; 

� Πως µπορείτε να υπολογίσετε το λόγο 
(ABGD)

(OCZD)

εµβ

εµβ ; 

� ∆είξτε ότι EFG)ZFG) (εµβ(εµβ = . Υπολογίστε τον λόγο 

(ABGD)

(EFG)

εµβ

εµβ . 

� Εξηγήστε γιατί EC//BZ . ∆ικαιολογήστε γιατί QGLQAL == . 

� Υπολογίστε το λόγο 
QG

FQ  και στη συνέχεια το λόγο 
(EQG)

(EFQ)

εµβ

εµβ . 

� ∆ικαιολογήστε γιατί EFQ)CQG) (εµβ(εµβ =  και στη συνέχεια 

υπολογίστε τους λόγους 
(ABGD)

(EFQ)

εµβ

εµβ , 
(ABGD)

(CQG)

εµβ

εµβ , 
(ABGD)

(EQG)

εµβ

εµβ , 

(ABGD)

(ZFQC)

εµβ

εµβ . 
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� Μπορείτε να δικαιολογήσετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΚ και ΤΚΗ είναι 

όµοια; Βρείτε το λόγο οµοιότητάς τους. Υπολογίστε τους  λόγους  

KB

KT  και 
(BKH)

(KHT)

εµβ

εµβ . ∆ικαιολογήστε γιατί τα τρίγωνα ΒΗΤ και 

CNG είναι ίσα και υπολογίστε τους λόγους 
(ABGD)

(BKH)

εµβ

εµβ , 

(ABGD)

(KHT)

εµβ

εµβ . 

� ∆είξτε ότι τα τρίγωνα ALB και ZLF είναι όµοια. Ποιος είναι ο 

λόγος οµοιότητας τους; Ποιος είναι ο λόγος των εµβαδών τους; 

� ∆είξτε ότι τα τρίγωνα ΑΒΜ και MBL είναι ισοεµβαδικά και 

υπολογίστε τους λόγους 
(ABGD)

(ABL)

εµβ

εµβ , 
(ABGD)

(ABM)

εµβ

εµβ . 

� Υπολογίστε το λόγο 
(ABGD)

(HEFLT)

εµβ

εµβ . 

� Ο Αρχιµήδης υπολόγισε ότι τα εµβαδά των επίπεδων 

πολυγωνικών χωρίων σε σχέση µε το εµβαδό ολόκληρου του 

τετραγώνου σχηµατίζουν τους εξής λόγους: 
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ΣΧΗΜΑ 6.7 
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Συµφωνείτε µαζί του; Ελέγξτε τα αποτελέσµατά σας. 

 

Τονίζουµε ότι τα ερωτήµατα δεν χρειάζεται να τεθούν όλα, ούτε και 

σε αυτήν ακριβώς τη µορφή. Στόχος µας είναι να δώσουµε ιδέες για το πώς 

µπορούν να σχεδιαστούν ασκήσεις, εργασίες, δραστηριότητες (εντός ή 

εκτός τάξης), βασιζόµενοι σε ένα θέµα από την ιστορία των µαθηµατικών. 

 

6.3. Λύκειο. 

Στις τάξεις α΄ και β΄ λυκείου στο µάθηµα της γεωµετρίας, η 

προηγούµενη εργασία µε τα ίδια ή/και διαφορετικά ερωτήµατα µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί στα κεφάλαια µε την αντίστοιχη ύλη. Επιπλέον, µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί η πρώτη πρόταση από το ελληνικό χειρόγραφο σαν 

άσκηση, στη παράγραφο (3.11) που αφορά τις ανισωτικές σχέσεις πλευρών 

και γωνιών τριγώνου στο σχολικό βιβλίο των Αργυρόπουλου κ.α. (2005).  

Μια άλλη ενδιαφέρουσα εργασία (στην ύλη της ευκλείδειας 

γεωµετρίας) µε χρήση του πρωτότυπου κειµένου του Στοµαχίου είναι η 

εξής: δίνεται ολόκληρο ή απόσπασµα από το κείµενο του Στοµαχίου και 

ζητάµε από τους µαθητές να προσδιορίσουν ποιες προτάσεις των Στοιχείων 

του Ευκλείδη κάθε φορά χρησιµοποιεί ο Αρχιµήδης για τις επιµέρους 

συνεπαγωγές που κάνει. Κάτι αντίστοιχο κάναµε και εµείς στην παρούσα 

εργασία, βάζοντας σε παρένθεση τις προτάσεις οι οποίες χρησιµοποιούνται 

χωρίς ρητά να δηλώνονται.  

Τέλος, να αναφέρουµε ότι µια πρόταση για µια συνθετική εργασία 

πάνω στο ¨Στοµάχιο¨ του Αρχιµήδη µπορεί να βρει κάποιος στο βιβλίο 

∆ιδακτική της Ευκλείδειας γεωµετρίας  των Θωµαϊδη, Πούλου (2000) στη 

σελίδα 316.  
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Κλείνοντας αυτή την παράγραφο θα δώσουµε κάποιες ιδέες και 

σκέψεις για διδακτική αξιοποίηση του Στοµαχίου στα πλαίσια του 

µαθήµατος της άλγεβρας (α΄ λυκείου) και  της αναλυτικής γεωµετρίας 

(µαθηµατικά κατεύθυνσης β΄ λυκείου). Σε αυτή την περίπτωση µετά την 

παρουσίαση των ιστορικών στοιχείων που αφορούν το Στοµάχιον θα 

πρέπει να τοποθετήσουµε το σχήµα Στοµάχιον σε ένα ορθοκανονικό 

σύστηµα αξόνων. Για απλοποίηση των υπολογισµών και των αριθµητικών 

δεδοµένων θα πρέπει να τοποθετήσουµε τις κορυφές του τετραγώνου στα 

σηµεία (0,0), (12,0), (12, 12), (0,12) όπως στο παρακάτω σχήµα (ΣΧΗΜΑ 

6.8). 
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ΣΧΗΜΑ 6.8 

 

Εκκινώντας από αυτό το σχήµα µπορούµε να ζητήσουµε: 
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� συντεταγµένες διανυσµάτων που τα άκρα τους είναι σηµεία του 

σχήµατος,  

� σχέσεις ανάµεσα σε αυτά τα διανύσµατα,  

� υπολογισµό εσωτερικών γινοµένων,  

� τις εξισώσεις διαφόρων ευθειών που εµφανίζονται στο σχήµα 

καθώς και περιορισµούς (ανισωτικές σχέσεις) που να καθιστούν 

τις προηγούµενες ευθείες ευθύγραµµα τµήµατα,  

� υπολογισµό εµβαδών.  

 

Θα µπορούσε, επίσης, να µη δοθεί ολόκληρο το σχήµα παρά µόνο το 

εξωτερικό τετράγωνο µε κορυφές του τα σηµεία (0,0), (12,0), (12, 12), 

(0,12) και το κείµενο που περιγράφει την κατασκευή του Στοµαχίου. Στη 

συνέχεια, να ζητηθεί από τους µαθητές να ακολουθούν το κείµενο και να 

βρίσκουν µε τη βοήθεια της αναλυτικής γεωµετρίας τις εξισώσεις των 

πλευρών των πολυγώνων που αποτελούν το Στοµάχιον καθώς και τα 

σηµεία τοµής τους. 

 Προφανώς όλες οι προηγούµενες προτάσεις είναι ενδεικτικές και ο 

κάθε διδάσκων τις προσαρµόζει και τις τροποποιεί ώστε να καλύψουν τις 

ανάγκες του δικού του µαθήµατος.  

 



 

 

106
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Επίλογος 

 

Η εργασία προσπάθησε:  

i. Να παρουσιάσει αναλυτικά µια από τις θεωρούµενες λιγότερο 

σηµαντικές πραγµατείες του Αρχιµήδη, το ¨Στοµάχιον¨. Το γεγονός ότι 

το ¨Στοµάχιον¨ χαρακτηρίζεται από αρκετούς µελετητές ως λιγότερο 

σηµαντικό από άλλες πραγµατείες του Αρχιµήδη έχει να κάνει µε την 

έλλειψη στοιχείων για αυτή. Τα σωζόµενα αποσπάσµατα, ένα αραβικό 

και ένα ελληνικό, δεν είναι αρκετά για να καταλάβουµε µε βεβαιότητα 

το είδος της µαθηµατικής διερεύνησης που ο Αρχιµήδης αναπτύσσει. 

Παρόλα αυτά, πρόσφατα κάποιοι ερευνητές (Netz, Accerbi, Wilson) 

διατύπωσαν την εικασία ότι το ¨Στοµάχιον¨ αποτελεί µια πραγµατεία 

συνδυαστικής ανάλυσης. Προκειµένου, λοιπόν, να κατανοήσουµε όσο 

το δυνατόν καλύτερα το πλαίσιο στο οποίο δηµιουργήθηκε η 

συγκεκριµένη πραγµατεία, παρουσιάσαµε συνοπτικά τη ζωή και το έργο 

του Αρχιµήδη, αναφέραµε διάφορες πηγές οι οποίες µας δίνουν 

πληροφορίες για το ¨Στοµάχιον¨ και εξετάσαµε τα δυο σωζόµενα 

αποσπάσµατα. Επιπλέον, εξετάσαµε την άποψη ότι οι αρχαίοι Έλληνες 

είχαν γνώσεις συνδυαστικής και πιθανά διέθεταν µη τετριµµένες 

µεθόδους απαρίθµησης και καταλήξαµε στο συµπέρασµα ότι οι 

υπάρχουσες πηγές υποστηρίζουν ισχυρά ένα τέτοιο ενδεχόµενο. Αυτό 

βέβαια, δε συνεπάγεται αυτόµατα ότι το ¨Στοµάχιον¨ είναι µια 

πραγµατεία συνδυαστικής. Γι΄ αυτό, προσπαθήσαµε να περιγράψουµε, 

όσο το δυνατόν πληρέστερα, τους υπολογισµούς και την ταξινόµηση, 

που έγιναν από επιστήµονες της συνδυαστικής, όλων των δυνατών 

διευθετήσεων των 14 πολυγώνων του ¨Στοµαχίου¨. Οι προηγούµενοι 

υπολογισµοί µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως εικασία για τον τρόπο µε 
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τον οποίο δούλεψε ο Αρχιµήδης. Κατά την άποψη µας η προηγούµενη 

εικασία δεν είναι πειστική, ενώ συµφωνούµε µε την άποψη του 

Dijksterhuis ότι δεν µπορούµε να βγάλουµε ένα ασφαλές συµπέρασµα 

για το µαθηµατικό περιεχόµενο του ¨Στοµαχίου¨ µε τα διαθέσιµα 

στοιχεία. 

ii.  Να παρουσιάσει το θεώρηµα του Pick ιδωµένο από διαφορετικούς 

κλάδους των µαθηµατικών. Το θεώρηµα του Pick έχει χαρακτηριστεί 

από πολλούς ως ¨στολίδι¨ των µαθηµατικών γιατί µε τα πλέον απλά 

µαθηµατικά εργαλεία πετυχαίνει ένα απρόσµενο και κοµψό αποτέλεσµα. 

Η εφαρµογή του θεωρήµατος του Pick µπορεί να γίνει κατανοητή και 

από κάποιον µαθητή του δηµοτικού, όµως η απόδειξή του περιέχει 

σηµαντικές µαθηµατικές ιδέες και οι δυνατές προεκτάσεις του είναι 

αρκετά δύσκολες και µπορούν να οδηγήσουν σε διάφορους τοµείς των 

ανώτερων µαθηµατικών. Εµείς δεν ασχοληθήκαµε µε τις προεκτάσεις 

του θεωρήµατος του Pick, οι οποίες θα µπορούσε να είναι θέµα για 

κάποια άλλη διπλωµατική εργασία, αλλά δώσαµε τρεις διαφορετικές 

αποδείξεις του θεωρήµατος οι οποίες πιστεύουµε ότι περιέχουν 

σηµαντικές µαθηµατικές ιδέες και µεθόδους.     

iii.  Να συνδέσει την πραγµατεία του Αρχιµήδη ¨Στοµάχιον¨ µε το θεώρηµα 

του Pick. Η µεταξύ τους σύνδεση στηρίχθηκε σε δυο άξονες: 

� Ο πρώτος είναι ο υπολογισµός των εµβαδών των 14 πολυγώνων, που 

απαρτίζουν το ¨Στοµάχιον¨, µε εφαρµογή του θεωρήµατος του Pick. 

Αυτό επιτυγχάνεται ¨τοποθετώντας¨ το Στοµάχιον σε ένα πλέγµα, 

ώστε τα 14 πολύγωνα να γίνουν πολύγωνα πλέγµατος (lattice 

polygons) και στη συνέχεια µε εφαρµογή σε αυτά του θεωρήµατος 

του Pick. Ο πιο βολικός τρόπος να γίνει αυτό είναι η τοποθέτηση του 

αρχικού τετραγώνου (όπως αυτό περιγράφεται στο αραβικό 

χειρόγραφο) σε ένα πλέγµα διαστάσεων 12×12. 
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� Ο δεύτερος άξονας είναι η ανάδειξη του γεγονότος ότι δύο ζητήµατα 

(το ¨Στοµάχιον¨ και το θεώρηµα του Pick) τα οποία αρχικά φαίνονται 

να αφορούν τη γεωµετρία και συγκεκριµένα τον υπολογισµό εµβαδού, 

µπορούν να ειδωθούν ως ζητήµατα της συνδυαστικής ανάλυσης. Στην 

περίπτωση του ¨Στοµαχίου¨ ζητούµενο είναι η απαρίθµηση όλων των 

δυνατών διευθετήσεων των 14 πολυγώνων εντός του αρχικού 

τετραγώνου. Στην περίπτωση του θεωρήµατος του Pick το ζητούµενο 

είναι ο υπολογισµός όλων των πρωταρχικών τριγώνων (primitive 

triangles) σε µια πλήρη τριγωνοποίηση ενός πολυγώνου πλέγµατος.  

 

Η σχέση του ¨Στοµαχίου¨ µε τη γεωµετρία πλέγµατος πιθανά είναι πιο 

βαθιά και θα άξιζε να διερευνηθεί. Αυτό προκύπτει από το αξιοσηµείωτο 

γεγονός ότι µε οποιονδήποτε τρόπο και να διευθετήσουµε τα πολύγωνα 

εντός του αρχικού τετραγώνου (από τους 536 διαφορετικούς που 

υπάρχουν) τα ¨πλακίδια¨ του ¨Στοµαχίου¨ πάντα παραµένουν πολύγωνα 

πλέγµατος, δηλαδή πάντα οι κορυφές τους έχουν ακέραιες συντεταγµένες. 

Το γεγονός αυτό το παρατήρησε και το επιβεβαίωσε ο Bill Cutler από τις 

λύσεις που έδωσε ο υπολογιστής. Κάτι τέτοιο, όµως, δεν ισχύει για όλες τις 

πιθανές υποδιαιρέσεις του τετραγώνου σε πολύγωνα πλέγµατος. Έχει 

ενδιαφέρον, λοιπόν, να αναρωτηθούµε τι είδους ιδιότητες έχουν τα 

πολύγωνα που απαρτίζουν το ¨Στοµάχιον¨ ώστε να ισχύει κάτι τέτοιο. 

iv. Να καταγράψει ιδέες και σκέψεις για διδακτική αξιοποίηση του 

¨Στοµαχίου¨, τόσο ως θέµα από την ιστορία των µαθηµατικών, όσο και 

ως σχήµα, στη πρωτοβάθµια και δευτεροβάθµια εκπαίδευση. 
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