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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΠΑΓΩΓΗ

΄Εστω Π(n) ένας ισχυρισµός που εξαρτάται από ένα ϕυσικό αριθµό n ≥ 1.

Παραδείγµατα:

1 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
.

2 1 + 22 + 32 + · · · + n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
.

3 1 + 23 + 33 + · · · + n3 =
n2(n + 1)2

4
.

4 2n > n.

5

(
4
3

)n
+

(
5
4

)n
> 7n

12
.

6 Ο αριθµός 7n + 3n − 2 είναι πολλαπλάσιο του 8.

7 Ο αριθµός 23 διαιρεί τον 52n+1 + 9 · 2n+1.

8 Το πλήθος των σηµείων τοµής n ευθειών ενός επιπέδου, οι οποίες ανα

δύο δεν είναι παράλληλες και ανά τρεις δεν διέρχονται από το ίδιο σηµείο

είναι n2
−n
2

.

9 Το πλήθος των περιοχών που µπορεί να χωρισθεί το επίπεδο από n

ευθείες, οι οποίες ανά δύο δεν είναι παράλληλες και ανά τρεις δεν

διέρχονται από το ίδιο σηµείο είναι 1 + n(n+1)
2

.
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Για να αποδειχθεί καθένας από τους παραπάνω ισχυρισµούς χρησιµοποιείται η

µέθοδος της µαθηµατικής επαγωγής, σύµφωνα µε την οποία προκειµένου να

ισχύει ο ισχυρισµός Π(n) για κάθε n ∈ N∗ αρκεί να δείξουµε

1 τον ισχυρισµό για n = 1.

2 να υποθέσουµε ότι ισχύει ο ισχυρισµός για κάποιο n = k , και να το

αποδειξούµε για n = k + 1.
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Συγκεκριµένα ισχύει η πρόταση

Πρόταση 1 (Αρχή της επαγωγής)

΄Εστω Π(n) µια πρόταση µε n ∈ N∗, για την οποία ισχύουν τα παρακάτω:

1 Η Π(1) είναι αληθής.

2 Αν η Π(k) είναι αληθής για κάποιο k ∈ N∗, τότε και η Π(k + 1) είναι

αληθής.

Τότε η Π(n) είναι αληθής για κάθε n ∈ N∗.

Η πρόταση αυτή ονοµάζεται αρχή της απλής ή τέλειας επαγωγής και

χρησιµοποιείται συχνά για την απόδειξη προτάσεων που αναφέρονται σε

ϕυσικούς αριθµούς.

Η απόδειξή της στηρίζεται στα Αξιώµατα του Peano που ϑεµελιώνουν τους

ϕυσικούς αριθµούς.

1 2 3 4 k k+1
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Παράδειγµα 1

Να δειχθεί ότι

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
,

για κάθε n ∈ N∗.

Απόδειξη: Η πρόταση που ϑέλουµε να δείξουµε είναι η :

Π(n) : 1 + 2 + 3 + · · · + n =
n(n + 1)

2
.

1 Η Π(1): 1 = 1(1+1)
2

προφανώς ισχύει.
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2 ΄Εστω ότι ισχύει η Π(k), για κάποιο k ∈ N∗, δηλαδή έστω ότι

1 + 2 + · · ·+ k =
k(k + 1)

2
.

Θα δείξουµε ότι ισχύει και η Π(k + 1), δηλαδή ϑα δείξουµε ότι

1 + 2 + · · · + k + (k + 1) =
(k + 1)(k + 2)

2
,

(οπότε ϐάσει της αρχής της επαγωγής, η Π(n) ϑα ισχύει για κάθε n ∈ N∗).

Πράγµατι,

1 + 2 + · · · + k
︸ ︷︷ ︸

= k(k+1)
2

+(k + 1) =
k(k + 1)

2
+ (k + 1)

= (k + 1)(
k

2
+ 1) =

(k + 1)(k + 2)

2
.

Μαθηµατικά των Υπολογιστών Μαθηµατική επαγωγή 2024 – 2025 6 / 50



Παράδειγµα 2

Να δειχθεί ότι 2
n > n για κάθε n ∈ N∗.

Απόδειξη:¨ Εδώ Π(n): 2
n > n.

1 Π(1): 2
1 > 1 ισχύει.

2 ΄Εστω ότι για κάποιο k ∈ N∗ ισχύει η

Π(k) : 2
k > k.

Θα δείξουµε ότι ισχύει και η

Π(k + 1) : 2
k+1 > k + 1.

Πράγµατι,

2
k+1 = 2 · 2

k > 2k ≥ k + 1

(αφού k ∈ N∗ και άρα k ≥ 1).

΄Αρα, ϐάσει της αρχής της επαγωγής, η Π(n) ισχύει για κάθε n ∈ N∗.

Μαθηµατικά των Υπολογιστών Μαθηµατική επαγωγή 2024 – 2025 7 / 50



Παράδειγµα 3

Να δειχθεί ότι

(
4

3

)n

+

(
5

4

)n

>
7n

12
για κάθε n ∈ N∗.

Απόδειξη: Εδώ Π(n) :

(
4

3

)n

+

(
5

4

)n

>
7n

12

1 Π(1):
4

3
+

5

4
>

7

12
⇔

31

12
>

7

12
ισχύει.

2 ΄Εστω ότι για κάποιο k ∈ N∗ ισχύει η

Π(k) :

(
4

3

)k

+

(
5

4

)k

>
7k

12
.

Θα δείξουµε ότι ισχύει και η

Π(k + 1) :

(
4

3

)k+1

+

(
5

4

)k+1

>
7(k + 1)

12
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Πράγµατι,

(
4

3

)k+1

+

(
5

4

)k+1

=
4

3

(
4

3

)k

+
5

4

(
5

4

)k

=

(
4

3

)k

+

(
5

4

)k

+
1

3

(
4

3

)k

+
1

4

(
5

4

)k

>
7k

12
+

1

3
+

1

4

=
7k

12
+

7

12

=
7(k + 1)

12

΄Αρα, ϐάσει της αρχής της επαγωγής, η Π(n) ισχύει για κάθε n ∈ N∗.
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Παράδειγµα 4 (Σηµεία τοµής ευθειών)

∆ίδονται n ευθείες ενός επιπέδου οι οποίες ανά δύο δεν είναι παράλληλες και

ανά τρεις δεν διέρχονται από το ίδιο σηµείο. Να ευρεθεί το πλήθος των

σηµείων τοµών τους.

Λύση: ΄Εστω an το πλήθος των σηµείων τοµής των n ευθείων.

Προφανώς, a1 = 0, a2 = 1, a3 = 3 και a4 = 6

12

3

4

5

612

3

1

Παρατηρούµε ότι κάθε ϕορά που προσθέτουµε µια ευθεία αυτή τέµνει τις

υπόλοιπες n σε n καινούργια σηµεία δηλαδή

an+1 = an + n.
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Με τη ϐοήθεια αυτού του αναδροµικού τύπου και την µέθοδο της επαγωγής ϑα

δεχθεί ότι το Ϲητούµενο πλήθος των σηµείων τοµής δίδεται από τον τύπο

an =
n2 − n

2
.

Πράγµατι, a1 = 0 =
1

2 − 1

2
δηλαδή ο τύπος ισχύει για n = 1.

΄Εστω ότι ο τύπος ισχύει για n = k , k ≥ 1, δηλαδή ak =
k2 − k

2
, ϑα δειχθεί ότι ο

τύπος ισχύει για n = k + 1, δηλαδή

ak+1 =
(k + 1)2 − (k + 1)

2
=

k2 + 2k + 1 − k − 1

2
=

k2 + k

2
.

Είναι

ak+1 = ak + k =
k2 − k

2
+ k =

k2 − k + 2k

2
=

k2 + k

2

΄Αρα, ο τύπος ισχύει και για n = k + 1, οπότε από την αρχή της επαγωγής ο

τύπος ισχύει για κάθε n ∈ N∗.
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Παράδειγµα 5

Να δειχθεί ότι ο αριθµός 7
n + 3

n − 2 είναι πολλαπλάσιο του 8, για κάθε n ∈ N∗.

Απόδειξη: Εδώ Π(n) : 7
n + 3

n − 2 είναι πολλαπλάσιο του 8.

1 Π(1): 7
1 + 3

1 − 2 πολλαπλάσιο του 8, ισχύει.

2 ΄Εστω ότι για κάποιο k ∈ N∗ ισχύει η

Π(k) : 7
k + 3

k − 2 είναι πολλαπλάσιο του 8.

Θα δείξουµε ότι ισχύει και η

Π(k + 1) : 7
k+1 + 3

k+1 − 2 είναι πολλαπλάσιο του 8.
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Πράγµατι,

7
k+1 + 3

k+1 − 2 = 7 · 7
k + 3 · 3

k − 2

= (8 − 1) · 7
k + (4 − 1) · 3

k − 2

= 8 · 7
k + 4 · 3

k − (7k + 3
k)− 2

= 8 · 7
k + 4 · 3

k − (7k + 3
k − 2)− 4

= 8 · 7
k + 4 · (3k − 1)− (7k + 3

k − 2)

Οπότε επειδή ο αριθµός 8 · 7
k είναι πολλαπλάσιο του 8, ο αριθµός

4(3k − 1) είναι πολλαπλάσιο του 8 (αφού 3
k − 1 άρτιος) και ο αριθµός

7
k + 3

k − 2 είναι επίσης πολλαπλάσιο του 8 από την υπόθεση της

επαγωγής έπεται ότι και ο αριθµός 7
k+1 + 3

k+1 − 2 είναι πολλαπλάσιο του

8.
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Παρατήρηση: Υπάρχουν περιπτώσεις όπου η Π(n) δεν ισχύει (ή δεν έχει

νόηµα) για n µικρότερο από κάποιο ϕυσικό αριθµό ν . Τότε ξεκινάµε

αποδεικνύοντας την Π(ν) αντί της Π(1).

Παράδειγµα 6 (΄Αθροισµα γωνιών κυρτού πολυγώνου)

Να δειχθεί ότι το άθροισµα των γωνιών ενός κυρτού n-γώνου ισούται µε

180 · (n − 2) µοίρες.

Απόδειξη: Εδώ Π(n): Το άθροισµα των γωνιών ενός κυρτού n-γώνου ισούται

µε 180 · (n − 2) µοίρες.

Εδώ, προφανώς, η πρόταση Π(n) έχει νόηµα για n ≥ 3.

1 Π(3): Το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου ισούται µε

180 · (3 − 2) = 180 µοίρες,

το οποίο γνωρίζουµε ότι ισχύει.

Μαθηµατικά των Υπολογιστών Μαθηµατική επαγωγή 2024 – 2025 14 / 50



2 ΄Εστω ότι για κάποιο k ≥ 3 ισχύει η

Π(k): Το άθροισµα των γωνιών ενός κυρτού k-γώνου ισούται µε

180 · (k − 2)-µοίρες.

Θα δείξουµε ότι ισχύει και η

Π(k + 1): Το άθροισµα των γωνιών ενός κυρτού (k + 1)-γώνου ισούται µε

180 · ((k + 1)− 2)-µοίρες.
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΄Εστω ένα κυρτό (k + 1)-γωνο M1M2 · · ·MkMk+1. Φέρνουµε την διαγώνιο

M1Mk (ϐλέπε σχήµα).

1

M2

M

M

M

k−1M

3M

k

k+1

Το άθροισµα των γωνιών του (k + 1)-γώνου ισούται µε το άθροισµα των

γωνιών του k-γώνου M1M2 · · ·Mk (180(k − 2) µοίρες) συν του τριγώνου

M1MkMk+1 (180 µοίρες), οπότε το συνολικό άθροισµα των γωνιών του

(k + 1)-γώνου ϑα είναι

180(k − 2) + 180 = 180(k − 2 + 1) = 180((k + 1)− 2) µοίρες,

δηλαδή η Π(k + 1) ισχύει.

΄Αρα, ϐάσει της αρχής της επαγωγής, η Π(n) ισχύει για κάθε n ≥ 3.
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Παράδειγµα 7

Να δειχθεί ότι (
3

2

)n

> n + 1, για κάθε n ≥ 4.

Απόδειξη: Αρκεί λοιπόν τώρα, για την πρόταση Π(n):
(

3
2

)n
> n + 1 να

δείξουµε ότι :

1 Π(4): αληθής, δηλαδή

(
3

2

)4

> 4 + 1 ⇔
81

16
> 5,

το οποίο ισχύει.
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2 ΄Εστω ότι για κάποιο k ≥ 4 ισχύει η Π(k), δηλαδή

(
3

2

)k

> k + 1.

Τότε ισχύει και η Π(k + 1).
Πράγµατι,

(
3

2

)k+1

=

(
3

2

)k

·

(
3

2

)

> (k + 1)
3

2
=

3

2
k +

3

2

= k +
k

2
+

3

2
= k +

k + 3

2
≥ k + 2 = k + 1 + 1,

δηλαδή
(

3

2

)k+1

> (k + 1) + 1,

άρα ισχύει η Π(k + 1).

΄Αρα, ϐάσει της αρχής της επαγωγής, η Π(n) ισχύει για κάθε n ≥ 4.

Μαθηµατικά των Υπολογιστών Μαθηµατική επαγωγή 2024 – 2025 18 / 50



Παράδειγµα 8

Να δειχθεί ότι ο αριθµός 2n3 − 3n2 + n είναι πολλαπλάσιο του 6, για κάθε

n ∈ N∗ µε n ≥ 2.

Απόδειξη: Αρκεί λοιπόν τώρα, για την πρόταση

Π(n): 2n3 − 3n2 + n πολλαπλάσιο του 6,

να δείξουµε ότι :

1 Π(2): αληθής, δηλαδή

2 · 2
3 − 3 · 2

2 + 2 = 6, πολλαπλάσιο του 6

το οποίο ισχύει.

2 ΄Εστω ότι ισχύει η Π(k) για κάποιο k ≥ 2, δηλαδή

2k
3 − 3k

2 + k είναι πολλαπλάσιο του 6

Τότε ισχύει και η Π(k + 1), δηλαδή

2(k + 1)3 − 3(k + 1)2 + k + 1 είναι πολλαπλάσιο του 6
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Πράγµατι,

2(k + 1)3 − 3(k + 1)2 + k + 1

= 2

(
k

3 + 3k
2 + 3k + 1

)
− 3

(
k

2 + 2k + 1

)
+ k + 1

= (2k
3 − 3k

2 + k) + 6k
2,

το οποίο είναι πολλαπλάσιο του 6, αφού 6k2 είναι πολλαπλάσιο του 6 και

λόγω της υπόθεσης της επαγωγής 2k3 − 3k2 + k είναι επίσης

πολλαπλάσιο του 6.

΄Αρα, ϐάσει της αρχής της επαγωγής, η Π(n) ισχύει για κάθε n ≥ 2.
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Παρατήρηση: Προσοχή!

΄Οταν αποδεικνύουµε µε επαγωγή ότι µια πρόταση Π(n) ισχύει για κάθε n ≥ n0

πρέπει να ελέγχουµε ότι η συνεπαγωγή

Π(k) ⇒ Π(k + 1)

ισχύει για κάθε k ≥ n0.

Οµοίως, πρέπει να ελέγχουµε ότι η πρόταση Π(n0) είναι αληθής.

Παράδειγµα 9

Να ϐρεθεί που είναι το σφάλµα στην επόµενη ‘‘επαγωγική απόδειξη’’.

Πρόταση. 2
n = 0 για κάθε n ∈ N∗.

¨Απόδειξη¨: ΄Εστω η πρόταση Π(n): ‘‘2n = 0’’.

Υποθέτουµε ότι η Π(k) είναι αληθής για κάποιο k ≥ 1, δηλαδή 2
k = 0.

Θα δείξουµε ότι και η Π(k + 1) είναι αληθής, δηλαδή 2
k+1 = 0. Πράγµατι,

2
k+1 = 2 · 2

k = 2 · 0 = 0.
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Παράδειγµα 10

Να ϐρεθεί που είναι το σφάλµα στην επόµενη ‘‘επαγωγική απόδειξη’’.

Πρόταση. ΄Ολα τα τριαντάφυλλα έχουν το ίδιο χρώµα.

¨Απόδειξη¨: Θα χρησιµοποιηθεί επαγωγή ως προς τον αριθµό n των

τριαντάφυλλων.

΄Εστω η πρόταση Π(n): ‘‘Σε κάθε σύνολο µε n τριαντάφυλλα όλα έχουν το ίδιο

χρώµα.’’

Η Π(1) είναι προφανώς αληθής.

΄Εστω ότι η Π(k) είναι αληθής για κάποιο k ≥ 1, δηλαδή σε κάθε σύνολο µε k

τριαντάφυλλα όλα έχουν το ίδιο χρώµα. Θα αποδειχθεί ότι και η Π(k + 1) είναι

αληθής.

΄Εστω {r1, r2, . . . , rk , rk+1} είναι ένα σύνολο µε k + 1 τριαντάφυλλα. Τότε τα

υποσύνολα {r1, r2, . . . , rk} και {r2, . . . , rk , rk+1} περιέχουν k τριαντάφυλλα,

εποµένως, από την υπόθεση της επαγωγής, σε κάθε σύνολο όλα τα

τριαντάφυλλα έχουν το ίδιο χρώµα. Επειδή το r2 ανήκει και στα δύο σύνολα,

έπεται όλα τα τριαντάφυλλα έχουν το ίδιο χρώµα, άρα η Π(k + 1) είναι αληθής.
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Ισχυρή µαθηµατική επαγωγή

Σε ορισµένες περιπτώσεις προκειµένου να αποδείξουµε µια πρόταση µας

διευκολύνει να χρησιµοποιήσουµε µια άλλη µορφή της αρχής της επαγωγής, η

οποία ονοµάζεται αρχή της ισχυρής επαγωγής και διατυπώνεται ως εξής:

Πρόταση 2 (Αρχή της ισχυρής επαγωγής)

΄Εστω Π(n) µια πρόταση µε n ∈ N∗, για την οποία ισχύουν τα παρακάτω:

1 Η Π(1) είναι αληθής.

2 Αν η Π(k) είναι αληθής για κάθε 1 ≤ k < n, τότε και η Π(n) είναι αληθής.

Τότε η Π(n) είναι αληθής για κάθε n ∈ N∗.
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Παρατηρήσεις:

1 Αποδεικνύεται ότι η αρχή της (απλής) επαγωγής και της ισχυρής επαγωγής

είναι ισοδύναµες, δηλαδή κάθε πρόταση που αποδεικνύεται µε την µια

µορφή της επαγωγής µπορεί να αποδειχθεί και µε την άλλη µορφή της.

2 Επειδή υπάρχουν περιπτώσεις όπου η Π(n) δεν ισχύει (ή δεν έχει νόηµα)

για n µικρότερο από κάποιο ϕυσικό αριθµό ν , και εδώ ξεκινάµε

αποδεικνύοντας την Π(ν) αντί της Π(1). Επιπλέον, υποθέτουµε ότι η Π(k)
είναι αληθής για κάθε ν ≤ k < n αντί για 1 ≤ k < n.
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Υπενθυµίζουµε ότι ένας ϕυσικός αριθµός µεγαλύτερος ή ίσος του 2,

ονοµάζεται πρώτος αν και µόνο αν διαιρείται µόνο µε το 1 και τον εαυτό του.

∆ιαφορετικά ονοµάζεται σύνθετος.

Για παράδειγµα, οι αριθµοί 2, 3, 5, 7 είναι πρώτοι, ενώ οι αριθµοί 4, 6, 8 και 9

είναι σύνθετοι.

Παράδειγµα 1

Να δειχθεί ότι κάθε ϕυσικός αριθµός µεγαλύτερος ή ίσος του 2 είναι πρώτος ή

είναι γινόµενο πρώτων αριθµών.

Απόδειξη: ΄Εστω η πρόταση Π(n): ‘‘Ο n είναι πρώτος αριθµός ή είναι γινόµενο

πρώτων αριθµών.’’ Τότε,

1 Π(2) αληθής, αφού ο αριθµός 2 είναι πρώτος αριθµός.

2 ΄Εστω ότι Π(k) είναι αληθής για κάθε 2 ≤ k < n. Τότε ισχύει και η Π(n).
Πράγµατι, αν n είναι πρώτος τότε η Π(n) ισχύει.
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Αν n είναι σύνθετος τότε υπάρχουν ϕυσικοί αριθµοί p και q ώστε

n = pq όπου 2 ≤ p,q < n.

Επειδή 2 ≤ p,q < n, από την υπόθεση της επαγωγής ο p είτε είναι

πρώτος είτε είναι γινόµενο πρώτων. Επίσης ο q είτε είναι πρώτος είτε είναι

γινόµενο πρώτων. Συνεπώς, ο pq = n είναι γινόµενο πρώτων.

΄Αρα, σε κάθε περίπτωση η Π(n) ισχύει.

΄Αρα, από την αρχή της ισχυρής επαγωγής η πρόταση Π(n) ισχύει για κάθε

n ≥ 2.
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Παράδειγµα 2

΄Εστω η ακολουθία (an) µε

a1 = 2

a2 = 4

an = 3a[n/2] + 6, για κάθε n ≥ 3.

Να δειχθεί ότι κάθε όρος της ακολουθίας (an) είναι άρτιος.

Υπενθυµίζεται ότι, για κάθε x ∈ R, µε [x] συµβολίζεται το ακέραιο µέρος του x,

δηλαδή ο µέγιστος ακέραιος που είναι µικρότερος ή ίσος του x.
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Απόδειξη: ΄Εστω η πρόταση Π(n): ‘‘Ο an είναι άρτιος.’’

1 Π(1): αληθής, αφού a1 = 2.

Π(2): αληθής, αφού a2 = 4.

2 ΄Εστω ότι η Π(k) είναι αληθής για κάθε 2 ≤ k < n. Τότε ισχύει και η Π(n).
Πράγµατι, επειδή n ≥ 3 ισχύει ότι

an = 3a[n/2] + 6.

Επειδή, 1 ≤ [n/2] < n, από την υπόθεση της επαγωγής και από το

γεγονός ότι a1 είναι άρτιος, έπεται ότι a[n/2] είναι άρτιος. Εποµένως,

3a[n/2] είναι επίσης άρτιος και άρα και ο an είναι άρτιος.

Μαθηµατικά των Υπολογιστών Μαθηµατική επαγωγή 2024 – 2025 28 / 50



Αλγεβρικές παραστάσεις

Μια αλγεβρική παράσταση αποτελείται από ορισµένες µεταβλητές που

συνδέονται µε τις 4 γνωστές δυαδικές πράξεις +, −, · και :
Παραδείγµατα:

Μια αλγεβρική παράσταση µε 1 εµφάνιση µεταβλητής είναι για

παράδειγµα η A = x1.

Αλγεβρικές παραστάσεις που έχουν 2 εµφανίσεις µεταβλητών είναι οι

επόµενες:

A = x1 + x2, B = x1 − x2, Γ = x1 · x2 και ∆ = x1 : x2

Μια αλγεβρική παράσταση που έχει 10 εµφανίσεις µεταβλητών είναι η

A = (((x1 − x2) + (x3 : x4)) : (x5 − x6)) + (((x7 − x8) + x9) · x10)

Παρατηρούµε ότι σε κάθε ένα από τα προηγούµενα παραδείγµατα το πλήθος

των εµφανίσεων των µεταβλητών είναι κατά ένα περισσότερο από το πλήθος

των εµφανίσεων των πράξεων.

Αυτό όπως ϑα δούµε ισχύει γενικά για κάθε αλγεβρική παράσταση. Για την

απόδειξη ϑα χρησιµοποιηθεί η µέθοδος της ισχυρής επαγωγής.
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Το κρίσιµο σηµείο στην απόδειξη, όπως ϑα δούµε είναι η διάσπαση κάθε

αλγεβρικής παράστασης A µε τουλάχιστον 2 µεταβλητές σε µια από τις

παρακάτω µορφές:

A = A1 + A2 ή A = A1 − A2 ή A = A1 · A2 ή A = A1 : A2

όπου A1, A2 είναι αλγεβρικές παραστάσεις.

Για παράδειγµα, για την τελευταία από τις παραπάνω παραστάσεις A είναι

A = A1 + A2

όπου A1 = ((x1 − x2) + (x3 : x4)) : (x5 − x6) και A2 = ((x7 − x8) + x9) · x10
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Παράδειγµα 3

Να αποδειχθεί ότι σε κάθε αλγεβρική παράσταση µε n εµφανίσεις µεταβλητών,

υπάρχουν n − 1 εµφανίσεις των τεσσάρων (δυαδικών) πράξεων +, −, ·, :.

Απόδειξη: ΄Εστω η πρόταση Π(n): ‘‘Σε κάθε αλγεβρική παράσταση µε n

εµφανίσεις µεταβλητών, υπάρχουν n − 1 εµφανίσεις των τεσσάρων (δυαδικών)

πράξεων +, −, ·, :’’.
Η Π(1) προφανώς ισχύει, αφού όταν έχουµε µια µόνο εµφάνιση µεταβλητής,

δεν µπορεί να υπάρξει καµιά δυαδική πράξη.
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΄Εστω ότι η Π(k) είναι αληθής για κάθε 1 ≤ k < n.

Θα δείξουµε ότι ισχύει η Π(n). Πράγµατι, κάθε αλγεβρική παράσταση A, µε

n > 1 εµφανίσεις µεταβλητών, ϑα έχει µια από τις επόµενες µορφές: A1 + A2,

A1 − A2, A1 · A2 και A1 : A2, όπου A1,A2 είναι αλγεβρικές παραστάσεις µε n1,

n2 εµφανίσεις µεταβλητών αντίστοιχα και n1 + n2 = n.

Επειδή 1 ≤ n1, n2 < n, από την υπόθεση της επαγωγής προκύπτει ότι η A1 έχει

n1 − 1 εµφανίσεις των τεσσάρων πράξεων και ότι η A2 έχει n2 − 1 εµφανίσεις

των τεσσάρων πράξεων.

Συνολικά, στην A οι εµφανίσεις των τεσσάρων πράξεων είναι ίσες µε το

άθροισµα των εµφανίσεων των τεσσάρων πράξεων στις A1, A2 συν µια

επιπλέον εµφάνιση πράξης, (αυτή που συνδέει της A1 και A2).

Εποµένως, οι εµφανίσεις των πράξεων στην A ισούνται µε

(n1 − 1) + (n2 − 1) + 1 = n1 + n2 − 1 = n − 1,

δηλαδή η Π(n) ισχύει.

΄Αρα, από την αρχή της ισχυρής επαγωγής η πρόταση Π(n) ισχύει για κάθε

n ∈ N∗.
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΄Ετσι, η αλγεβρική παράσταση (x + y) · (x + w) έχει 4 εµφανίσεις µεταβλητών

και 3 εµφανίσεις πράξεων (2 προσθέσεις και 1 πολλαπλασιασµό).

Επίσης, η αλγεβρική παράσταση
(a+b)·γ

(a+γ)·(b−δ) έχει 7 εµφανίσεις µεταβλητών και 6

εµφανίσεις πράξεων (2 προσθέσεις, 1 αφαίρεση, 2 πολλαπλασιασµούς και 1

διαίρεση).
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Η επαγωγική προσέγγιση

στην επίλυση προβληµάτων

Η επαγωγική προσέγγιση σε ένα πρόβληµα αποτελείται από δύο µέρη:

Συνήθως το πρόβληµα έχει µια παράµετρο n, n ∈ N∗ που εκφράζει το

‘µέγεθος’ του προβλήµατος

1 Για µικρές τιµές της παραµέτρου n γνωρίζουµε τις απαντήσεις στο

πρόβληµα.

2 Μπορούµε να λύσουµε το πρόβληµα µε παράµετρο n χρησιµοποιώντας

την λύση του προβλήµατος µε παράµετρο n − 1, ή γενικότερα τις λύσεις

του προβλήµατος µε παράµετρο k , όπου k < n.
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Παράδειγµα 1 (∆ιάδοση κουτσοµπολιών)

Μια παρέα n ατόµων κουτσοµπολεύουν ανά δύο µέσω τηλεφώνου. Κάθε

άτοµο γνωρίζει τουλάχιστον ένα κουτσοµπολιό που δεν το γνωρίζουν τα

υπόλοιπα άτοµα. Σε µια τηλεφωνική συνοµιλία µεταξύ των A και B, ο A λέει στον

B όλα τα κουτσοµπολιά που έχει ακούσει και ο B ανταποδίδει. ΄Εστω an ο

ελάχιστος αριθµός τηλεφωνικών κλήσεων που πρέπει να γίνουν µεταξύ n

ατόµων, ώστε όλα τα κουτσοµπολιά να είναι γνωστά στον καθένα.

1 Να δειχθεί ότι a2 = 1, a3 = 3 και a4 = 4.

2 Να δειχθεί ότι an ≤ 2n − 4, για κάθε n ≥ 4.
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Λύση

ι) Πράγµατι, για n = 2 αρκεί ένα τηλεφώνηµα.

1

2

1 2

1

1 2

Για n = 3 αρκούν τρία τηλεφωνήµατα.

1

2

3

1 2

3

1

3

1 2
2

3
3

1 2

3

1

3

1 2
2
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1 2

3
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1 2 1 2
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Επαγωγή

Λύση (συνέχεια)

Για n = 4 αρκούν τέσσερα τηλεφωνήµατα.

1 2

1

3

2

3 4

44321

3

1 2

1

2

1 2

1
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1 2

1

1 23 3

4 4 4
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4
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Λύση (συνέχεια)

ιι) ΄Εστω η πρόταση Π(n) : an ≤ 2n − 4.

Για n = 4 έχουµε ότι a4 = 2 · 4 − 4 = 4, άρα η Π(4) είναι αληθής.

΄Εστω ότι η πρόταση Π(k) είναι αληθής για κάποιο k ≥ 4, δηλαδή ak ≤ 2k − 4.

Θα δείξουµε ότι και η πρόταση Π(k + 1) είναι αληθής, δηλαδή

ak+1 ≤ 2(k + 1)− 4.

Πράγµατι, έστω ότι έχουµε k + 1 άτοµα. Αρχικά, το άτοµο k + 1 επικοινωνεί µε

το άτοµο 1 και ανταλλάσουν τα κουτσοµπολιά που γνωρίζουν. Στην συνέχεια τα

άτοµα 1, 2, . . ., k ανταλλάσουν τα κουτσοµπολιά που γνωρίζουν

χρησιµοποιώντας ak κλήσεις (αγνοώντας το άτοµο k + 1). Στο τέλος, το άτοµο 1

καλεί το άτοµο k + 1 και του µεταφέρει όλα τα υπόλοιπα κουτσοµπολιά.
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Λύση (συνέχεια)

1

3
k

4

k+1
1 k+1

2

1

a
k

1
[k+1]

[k+1]
[k+1]

[k+1]

[k+1]

2+a k

[k+1]

3
k

4

k+1
1

2

a
k

1 k+1 1
[k+1]

[k+1]
[k+1]

[k+1]

[k+1]

΄Αρα, ak+1 ≤ 1 + ak + 1 ≤ 1 + (2k − 4) + 1 ≤ 2(k + 1)− 4.
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Παράδειγµα 2 (Πύργοι του Ηανοι)

΄Εστω τρεις στύλοι και n διαφορετικοί δίσκοι, όπως ϕαίνεται στο επόµενο σχήµα:

Να ϐρεθεί πως µπορούµε να µεταφέρουµε τους n δίσκους σε άλλο στύλο,

όταν µετακινούµε µόνο ένα δίσκο κάθε ϕορά και κανένας δίσκος δεν πρέπει

να τοποθετηθεί πάνω σε µικρότερό του. Πόσες κινήσεις ϑα χρειαστούµε;
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Λύση

΄Εστω an ο Ϲητούµενος αριθµός των κινήσεων που απαιτούνται όταν έχουµε να

µεταφέρουµε n δίσκους.

Αν n = 1, τότε το πρόβληµα λύνεται άµεσα. Μετακινούµε τον µοναδικό δίσκο

από τον στύλο που ϐρίσκεται σε ένα διαφορετικό στύλο. ΄Αρα, a1 = 1

Θα λύσουµε το πρόβληµα για n ≥ 2 δίσκους.

΄Εστω ότι γνωρίζουµε να λύνουµε το πρόβληµα για n − 1 δίσκους, τότε στην

περίπτωση που έχουµε να µεταφέρουµε n δίσκους:

• Μεταφέρουµε τους n − 1 µικρότερους δίσκους σε κάποιο άλλο στύλο

(αγνοώντας τον µεγαλύτερο δίσκο).

• ΄Επειτα, µεταφέρουµε τον µεγαλύτερο δίσκο στον άδειο στύλο που

αποµένει.

• Και µεταφέρουµε τους n − 1 µικρότερους δίσκους στον στύλο όπου

ϐρίσκεται ο µεγαλύτερος δίσκος.
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Λύση (συνέχεια)

Συνολικά, ϑα χρειαστούµε an−1 + 1 + an−1 κινήσεις, εποµένως

an = 2an−1 + 1

Με την ϐοήθεια του αναδροµικού τύπου µπορούµε να δείξουµε µε επαγωγή ότι

an = 2
n − 1

Πράγµατι, για n = 1 έχουµε a1 = 2
1 − 1 = 1 άρα ο ισχυρισµός ισχύει.

Υποθέτουµε ότι ak = 2
k − 1 για κάποιο k ≥ 1 και ϑα δείξουµε ότι

ak+1 = 2
k+1 − 1.

Πράγµατι, χρησιµοποιώντας τον παραπάνω αναδροµικό τύπο

ak+1 = 2ak + 1 = 2(2k − 1) + 1 = 2
k+1 − 1.

΄Αρα, από την αρχή της επαγωγής ο ισχυρισµός ισχύει για κάθε n ≥ 1.
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Παράδειγµα 3 (Κάλυψη µε τρόµινο)

Να ϐρεθεί πως µπορούµε να καλύψουµε µε σχήµατα L-τρόµινο ( ) µια

2
n × 2

n L-τρόµινο σκακιέρα.

∆εν επιτρέπονται οι επικαλύψεις στα L-τρόµινο αλλά επιτρέπονται οι

περιστροφές.
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Λύση

Για n = 1, η κάλυψη µιας 2
1 × 2

1 L-τρόµινο σκακιέρας είναι προφανής.

΄Εστω ότι µπορούµε να καλύψουµε µια 2
n × 2

n σκακιέρα. Τότε µπορούµε να

καλύψουµε την 2
n+1 × 2

n+1 σκακιέρα διαµερίζοντας την σκακιέρα σε τέσσερα

2
n × 2

n τµήµατα.
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Λύση (συνέχεια)

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4
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Λύση (συνέχεια)

n = 5
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Λύση (συνέχεια)

n = 6
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Λύση (συνέχεια)

n = 7
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Ασκήσεις προς επίλυση

1 Να αποδειχθεί ότι :

1 1
2 + 2

2 + · · ·+ n
2 =

n(n + 1)(2n + 1)

6
, για κάθε n ∈ N∗.

2 1
3 + 2

3 + · · ·+ n
3 =

n2(n + 1)2

4
, για κάθε n ∈ N∗.

3

1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · ·+

1

2n
= 1 −

1

2n
, για κάθε n ∈ N∗.

4 (1 + α)n > 1 + nα, όπου α > −1 και α 6= 0, για κάθε n ≥ 2 (Ανισότητα

Bernoulli).

2 Να αποδειχθεί ότι :

1

22
+

1

32
+ · · ·+

1

n2
≤

3

4
−

1

n
,

για κάθε n ≥ 2.

3 ΄Εστω ότι για µια πρόταση Π(n) µπορούµε να αποδείξουµε ότι αν η Π(k)
είναι αληθής, τότε και η Π(k + 3) είναι επίσης αληθής. Τι πρέπει να ισχύει

έτσι ώστε η Π(n) να είναι αληθής για κάθε n ∈ N;

4 Μπορεί να υπάρξει αρχή της επαγωγής στο Z, ή στο Q, ή στο R;
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Ασκήσεις προς επίλυση

5 (*) Γράψτε ένα πρόγραµµα που λύνει το πρόβληµα των κουτσοµπολιών των

n ατόµων µε ακριβώς µε 1, 3 και 2n − 4 τηλεφωνήµατα όταν n = 2, 3 και

n ≥ 4 αντίστοιχα.

6 (*) Γράψτε ένα πρόγραµµα που λύνει το πρόβληµα µεταφοράς των n

δίσκων από τον ένα στύλο στον άλλο (χρησιµοποιώντας έναν επιπλέον

δίσκο ως ϐοηθητικό).

7 (*) Να δειχθεί ότι µπορούµε να πληρώσουµε οποιοδήποτε πολλαπλάσιο

των 10 ευρώ και µεγαλύτερο ή ίσο των 40 ευρώ, χρησιµοποιώντας µόνο

χαρτονοµίσµατα των 20 και 50 ευρώ.
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