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Μέρος I
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Κεφάλαιο 1

Μήτρες

1.1 Βασικοί ορισμοί και συμβολισμοί

´Εστω F ένα μη κενό σύνολο.

Μήτρα (ή πίνακας) τύπου m ˆ n, ή m ˆ n μήτρα, με στοιχεία από το F, ονομάζεται κάθε

απεικόνιση

A : rms ˆ rns Ñ F.

Η εικόνα του pi, jq P rms ˆ rns1 μέσω της απεικόνισης A συμβολίζεται με aĳ αντί για Api, jq και

ονομάζεται στοιχείο της μήτρας A.

Παράδειγμα: Η απεικόνιση A : r2s ˆ r3s Ñ R με

a11 “ Ap1, 1q “ 2

a12 “ Ap1, 2q “ 5

a13 “ Ap1, 3q “ 1

a21 “ Ap2, 1q “ 3

a22 “ Ap2, 2q “ 3

a23 “ Ap2, 3q “ 5

είναι μια 2 ˆ 3 μήτρα με στοιχεία πραγματικούς αριθμούς.

Μια m ˆ n μήτρα A με στοιχεία ai j P F, (όπου i P rms, j P rns), παριστάνεται διατάσσοντας τα

στοιχεία ai j σε m γραμμές και n στήλες ως εξής:

A “

»
———————–

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1 j ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2 j ¨ ¨ ¨ a2n

...
...

. . .
...

. . .
...

ai1 ai2 ¨ ¨ ¨ ai j ¨ ¨ ¨ ain

...
...

. . .
...

. . .
...

am1 am2 ¨ ¨ ¨ am j ¨ ¨ ¨ amn

fi
ffiffiffiffiffiffiffifl
.

Παράδειγμα:

Η μήτρα A : r2s ˆ r3s Ñ R με
a11 “ 2 a12 “ 5 a13 “ 1

a21 “ 3 a22 “ 3 a23 “ 5

παριστάνεται ως εξής:

A “
„

a11 a12 a13

a21 a22 a23


“
„
2 5 1

3 3 5


.

1(Υπενθύμιση rns “ N˚

n “ t1, 2, . . . , nu).
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Στα επόμενα ϑα ταυτίζουμε μια μήτρα με την αναπαράστασή της.

Το σύνολο όλων των m ˆ n μητρών με στοιχεία από το F ϑα το συμβολίζεται με MmˆnpFq.
´Εστω A PMmˆnpFq.

A “

»
———————–

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1 j ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2 j ¨ ¨ ¨ a2n

...
...

. . .
...

. . .
...

ai1 ai2 ¨ ¨ ¨ ai j ¨ ¨ ¨ ain

...
...

. . .
...

. . .
...

am1 am2 ¨ ¨ ¨ am j ¨ ¨ ¨ amn

fi
ffiffiffiffiffiffiffifl
.

Η διατεταγμένη n-άδα

pai1, ai2, . . . , ai j, . . . , ainq
ονομάζεται i-γραμμή της μήτρας A και συμβολίζεται με Ri. Το i ϑα λέγεται δείκτης της γραμμής.

Η διατεταγμένη n-άδα

pa1 j, a2 j, . . . , ai j, . . . , am jq
ονομάζεται j-στήλη της μήτρας A και συμβολίζεται με C j. Το j ϑα λέγεται δείκτης της στήλης.

Στο στοιχείο ai j της μήτρας A, ο πρώτος δείκτης i είναι ο δείκτης της γραμμής Ri στην οποία

ανήκει το στοιχείο, ενώ ο δεύτερος δείκτης j είναι δείκτης της στήλης C j στην οποία ανήκει το

στοιχείο.

Αν A P MmˆnpFq ϑα λέμε ότι ο τύπος της μήτρας A είναι m ˆ n. Στα επόμενα, ϑα ϑεωρούμε

F “ R ή C και ϑα γράφουμε απλά A PMmˆn.

Επίσης, για λόγους συντομίας ϑα χρησιμοποιούμε και τους συμβολισμούς

A “ rai jsiPrms, jPrns, ή A “ rai js PMmˆn

ή απλά

A “ rai js
όταν ο τύπος της μήτρας A είναι γνωστός.

Μια γραμμή ή στήλη μιας μήτρας λέγεται μηδενική αν όλα τα στοιχεία της είναι ίσα με 0.

Παράδειγμα: Η παρακάτω μήτρα έχει δύο μηδενικές γραμμές (την R2 και την R5) και μια μηδενική

στήλη (την C2).

A “

»
————–

0 0 ´4 ´3

0 0 0 0

2 0 0 0

´1 0 2 1

0 0 0 0

fi
ffiffiffiffifl
.

1.2 Ισότητα μητρών

Δύο μήτρες A “ rai js, B “ rbi js είναι ίσες αν έχουν τον ίδιο τύπο m ˆ n και ισχύει

ai j “ bi j για κάθε i P rms και j P rns
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1.3 Μορφές μητρών

´Εστω A PMmˆn.

(1) Η A λέγεται μήτρα γραμμή αν m “ 1.

Παράδειγμα:

A “
“
2 5 2

‰
.

(2) Η A λέγεται μήτρα στήλη αν n “ 1.

Παράδειγμα:

A “

»
–

´5

5

´2

fi
fl .

(3) Η A “ rai js λέγεται μηδενική μήτρα και συμβολίζεται με Omˆn αν ai j “ 0 για κάθε i P rms και

j P rns.
Παράδειγμα:

A “
„
0 0 0

0 0 0


“ O2ˆ3.

Αν m “ n γράφουμε On.

(4) Η μήτρα B “ rbi js λέγεται ανάστροφη μήτρα της A “ rai js PMmˆn και συμβολίζεται με At ή

AT , αν B PMnˆm και

bi j “ a ji

για κάθε i P rns και j P rms.
Παράδειγμα:

Αν

A “
„
1 2 ´1 ´1

3 0 ´2 5


PM2ˆ4,

τότε

At “

»
——–

1 3

2 0

´1 ´2

´1 5

fi
ffiffifl PM4ˆ2.

Παρατήρηση: Ισχύει ότι

pAtqt “ A,

δηλαδή η ανάστροφη της ανάστροφης μήτρας της A ισούται με τη μήτρα A.

(5) Η μήτρα B “ rbi js λέγεται αντίθετη μήτρα της A “ rai js PMmˆn και συμβολίζεται με ´A, αν

B PMmˆn και

bi j “ ´ai j

για κάθε i P rms και j P rns.
Παράδειγμα:

Αν

A “
„

1 2

´3 4


,

τότε

´A “
„

´1 ´2

3 ´4


.
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(6) Η μήτρα B “ rbi js λέγεται συζυγής μήτρα της A “ rai js PMmˆnpCq και συμβολίζεται με A αν

B PMmˆnpCq και

bi j “ ai j

για κάθε i P rms και j P rns.
Παράδειγμα:

Αν

A “
„
1 ` i 2 ´ i 3 ` 3i

6 ´i 5 ´ 4i



τότε

A “
„
1 ´ i 2 ` i 3 ´ 3i

6 i 5 ` 4i


.

1.4 Τετραγωνικές μήτρες

Η μήτρα A PMmˆn ονομάζεται τετραγωνική μήτρα αν m “ n.

Στην περίπτωση αυτή, αντί για Mnˆn γράφουμε Mn.

Για τις τετραγωνικές μήτρες μόνο έχουμε και τους παρακάτω ορισμούς:

(i) Η κύρια διαγώνιος της A αποτελείται από τα στοιχεία aii, i P rns:
»
———–

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 ¨ ¨ ¨ ann

fi
ffiffiffifl .

Η δευτερεύουσα διαγώνιος της A αποτελείται από τα στοιχεία ai,n´i`1, i P rns:
»
—————–

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2n

...
...

. . .
...

an´1 1 an´1 2 ¨ ¨ ¨ an´1 n

an1 an2 ¨ ¨ ¨ ann

fi
ffiffiffiffiffifl
.

(ii) ´Ιχνος της A “ rai js ονομάζεται το άθροισμα των στοιχείων της κυρίας διαγωνίου της και

συμβολίζεται με trpAq, δηλαδή

trpAq “ a11 ` a22 ` ¨ ¨ ¨ ` ann “
nÿ

i“1

aii.

Παράδειγμα:

Αν »
–

1 3 ´1

0 ´8 7?
3 2 1

fi
fl

τότε

trpAq “ 1 ` p´8q ` 1 “ ´6.
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(iii) Η A “ rai js λέγεται διαγώνια μήτρα αν

ai j “ 0, για κάθε i , j.

Παράδειγμα:

A “

»
–

´3 0 0

0 4 0

0 0 0

fi
fl .

Σε αυτή την περίπτωση γράφουμε και

A “ diagpa11, a22, . . . , annq.

´Ετσι στο συγκεκριμένο παράδειγμα

A “ diagp´3, 4, 0q.

´Ομοια,

diagp1, 2, 0, 3q “

»
——–

1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 3

fi
ffiffifl .

Παρατήρηση: Το σύνολο των διαγώνιων μητρών τύπου n ˆ n συνήθως συμβολίζεται με Dn.

(iv) Η A “ rai js λέγεται μοναδιαία (ή ταυτοτική) μήτρα αν είναι διαγώνια μήτρα με aii “ 1 για

κάθε i P rns και συμβολίζεται με In.

Παραδείγματα

I3 “

»
–
1 0 0

0 1 0

0 0 1

fi
fl ,

I2 “
„
1 0

0 1


.

(v) Η A “ rai js λέγεται τριγωνική κάτω αν

ai j “ 0 για κάθε i ă j.

Παράδειγμα:

A “

»
–
1 0 0

0 0 0

3 1 5

fi
fl .

Η A “ rai js λέγεται τριγωνική πάνω αν

ai j “ 0 για κάθε i ą j.

Παράδειγμα:

A “

»
–
1 ´3 1

0 ´2 2

0 0 5

fi
fl .
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(vi) Η A “ rai js λέγεται συμμετρική μήτρα αν

ai j “ a ji για κάθε i, j P rns

ή, ισοδύναμα, αν

At “ A.

Παράδειγμα:

A “

»
——–

1 ´1 0 2

´1 3 5 ´4

0 5 ´1 10

2 ´4 10 1

fi
ffiffifl “ At.

(vii) Η A λέγεται στρεβλά συμμετρική αν

ai j “ ´a ji για κάθε i, j P rns

ή, ισοδύναμα, αν

A “ ´At.

Παράδειγμα:

A “

»
–

0 2 ´5

´2 0 4

5 ´4 0

fi
fl “ ´At.

(viii) Η A PMnpCq λέγεται ερμιτιανή αν

ai j “ a ji για κάθε i, j P rns

ή, ισοδύναμα, αν

A “ At.

Παράδειγμα:

A “

»
–

1 1 ` i 2 ` 3i

1 ´ i 2 ´i

2 ´ 3i i 0

fi
fl “ At.

(ix) Η μήτρα A PMn λέγεται στοχαστική αν

ai j ě 0, για κάθε i, j P rns

και
nÿ

j“1

ai j “ 1, για κάθε i P rns,

δηλαδή, το άθροισμα των στοιχείων κάθε γραμμής ισούται με 1.

Παράδειγμα: Η μήτρα

A “

»
———–

1

2
0 1

2

1

3

1

3

1

3

1
7

2
7

4
7

fi
ffiffiffifl

είναι στοχαστική.
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1.5 Πράξεις μητρών

(1) Πρόσθεση μητρών

Στο σύνολο Mmˆn ορίζουμε την πράξη ` ως εξής: Για κάθε A “ rai js, B “ rbi js ορίζουμε

A ` B “ rai j ` bi js

για κάθε i P rms και j P rns.
Η μήτρα A ` B ονομάζεται άθροισμα των A και B.

Παράδειγμα:

Αν

A “
„

´2 0 3

1 4 7


, B “

„
1 4 ´5

2 ´1 0



τότε

A ` B “
„

´2 ` 1 0 ` 4 3 ´ 5

1 ` 2 4 ´ 1 7 ` 0


“
„

´1 4 ´2

3 3 7


.

Πρόταση 1.1. Αν A, B,C PMm,n τότε

(i) A ` B “ B ` A.

(ii) pA ` Bq ` C “ A ` pB ` Cq.

(iii) A ` C “ B ` C ô A “ B.

Απόδειξη. ´Εστω A “ rai js, B “ rbi js, C “ rci js. Τότε

(i)

A ` B “ rai js ` rbi js “ rai j ` bi js “ rbi j ` ai js “ rbi js ` rai js “ B ` A.

(ii)

pA ` Bq ` C “ prai js ` rbi jsq ` rci js “ rai j ` bi js ` rci js
“ rpai j ` bi jq ` ci js “ rai j ` pbi j ` ci jqs
“ rai js ` rbi j ` ci js “ rai js ` prbi js ` rci jsq
“ A ` pB ` Cq

(iii) Άσκηση. �

Πρόταση 1.2. Η δομή pMmˆn,`q είναι αβελιανή ομάδα.

(2) Αφαίρεση μητρών

Στο σύνολο Mmˆn ορίζουμε την πράξη ´ ως εξής: Για κάθε A “ rai js, B “ rbi js ορίζουμε

A ´ B “ rai j ´ bi js

για κάθε i P rms και j P rns, ή ισοδύναμα

A ´ B “ A ` p´Bq.
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Η μήτρα A ´ B ονομάζεται διαφορά των A και B.

Παράδειγμα:

Αν

A “
„

´2 0 3

1 4 7


, B “

„
1 4 ´5

2 ´1 0



τότε

A ´ B “
„

´2 ´ 1 0 ´ 4 3 ` 5

1 ´ 2 4 ` 1 7 ´ 0


“
„

´3 ´4 8

´1 5 7


.

(3) Πολλαπλασιασμός μήτρας με πραγματικό αριθμό

Στο σύνολο Mmˆn ορίζουμε την (εξωτερική) πράξη ¨ (με σύνολο τελεστών το R) ως εξής: Για

κάθε A “ rai js και λ P R ορίζουμε

λ ¨ A “ A ¨ λ “ rλai js

για κάθε i P rms και j P rns.
Παράδειγμα:

Αν

A “
„
1 4 ´5

2 ´1 0



και λ P R, τότε
λ ¨ A “ A ¨ λ “

„
λ 4λ ´5λ

2λ ´λ 0


.

´Ετσι,

3A “
„
3 12 ´15

6 ´3 0


.

Πρόταση 1.3. Για κάθε A, B PMmˆn και λ, µ P R ισχύει ότι

(i) λpA ` Bq “ λA ` λB.

(ii) pλ` µqA “ λA ` µA.

(iii) pλµqA “ λpµAq.

(iv) 1A “ A.

Απόδειξη. ´Εστω A “ rai js, B “ rbi js. Τότε

(i)

λpA ` Bq “ λprai js ` rbi jsq “ λrai j ` bi js
“ rλpai j ` bi jqs “ rλai j ` λbi js
“ rλai js ` rλbi js “ λrai js ` λrbi js
“ λA ` λB.
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(ii)

pλ` µqA “ pλ ` µqrai js “ rpλ` µqai js
“ rλai j ` µai js “ rλai js ` rµai js
“ λrai js ` µrai j “ λA ` µA.

(iii) Άσκηση.

(iv) Άσκηση. �

(4) Γινόμενο μητρών

´Εστω

A “ rai js PMmˆn

και

B “ rbi js PMnˆk.

Ονομάζουμε γινόμενο της A επί B, και γράφουμε AB, τη μήτρα

C “ rci js PMmˆk,

όπου

ci j “ ai1b1 j ` ai2b2 j ` ¨ ¨ ¨ ` ainbn j “
nÿ

σ“1

aiσbσ j.

Παρατηρήσεις:

Από τον ορισμό του γινομένου μητρών είναι προφανές ότι το γινόμενο AB ορίζεται μόνο αν η

μήτρα A έχει τόσες στήλες όσες είναι οι γραμμές της μήτρας B.

Το στοιχείο ci j που δίνεται στην προηγούμενη ισότητα είναι το άθροισμα των n γινομένων

ai1b1 j, ai2b2 j, . . ., ainbn j των στοιχείων της i γραμμής της A με τα αντίστοιχα στοιχεία της j

στήλης της B.

Παραδείγματα

i) Αν A “
“
1 2 3

‰
PM1ˆ3 και B “

»
–

4

´5

6

fi
fl PM3ˆ1, τότε ορίζονται τα γινόμενα AB και BA

και ισχύει ότι AB PM1ˆ1 και BA PM3ˆ3 με

AB “
“
1 2 3

‰
»
–

4

´5

6

fi
fl “

“
1 ¨ 4 ` 2 ¨ p´5q ` 3 ¨ 6

‰
“
“
12
‰

και

BA “

»
–

4

´5

6

fi
fl“

1 2 3
‰

“

»
–

4 ¨ 1 4 ¨ 2 4 ¨ 3
p´5q ¨ 1 p´5q ¨ 2 p´5q ¨ 3
6 ¨ 1 6 ¨ 2 6 ¨ 3

fi
fl “

»
–

4 8 12

´5 ´10 ´15

6 12 18

fi
fl .

ii) Αν A “
„
1 2

3 4


PM2 και B “

„
´5 6 ´7

0 1 2


PM2ˆ3, τότε ορίζεται το γινόμενο AB, (αλλά

όχι το γινόμενο BA), και ισχύει ότι AB PM2ˆ3 με

AB “
„
1 2

3 4

 „
´5 6 ´7

0 1 2


“
„
1 ¨p´5q ` 2 ¨ 0 1 ¨ 6 ` 2 ¨ 1 1 ¨p´7q ` 2 ¨ 2
3 ¨p´5q ` 4 ¨ 0 3 ¨ 6 ` 4 ¨ 1 3 ¨p´7q ` 4 ¨ 2


“
„

´5 8 ´3

´15 22 ´13


.
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(5) Δυνάμεις μήτρας

Αν A PMn, ορίζουμε τη δύναμη Am, m P N˚ ως εξής:

A0 “ In

και

Am “ Am´1A

για κάθε m ě 1.

Πρόταση 1.4. Για κάθε A, B,C P Mn, n,m, k P N˚, ισχύουν οι εξής ιδιότητες, (εφόσον φυσικά

οι τύποι των μητρών είναι τέτοιοι ώστε να ορίζονται οι αντίστοιχες πράξεις):

(i) AIn “ A “ InA.

(ii) pABqC “ ApBCq.

(iii) λpABq “ pλAqB “ ApλBq.

(iv) pλAqpµBq “ pλµqpABq.

(v) ApB ` Cq “ AB ` AC.

(vi) pA ` BqC “ AC ` BC.

(vii) AmAk “ Am`k.

(viii) pAmqk “ Amk.

Επιπλέον, ισχύει το παρακάτω αποτέλεσμα.

Πρόταση 1.5. Για κάθε A, B PMn και λ P R ισχύουν οι εξής ιδιότητες:

(i) pA ` Bqt “ At ` Bt.

(ii) pλAqt “ λAt.

(iii) pABqt “ BtAt.

Προσοχή! Στον πολλαπλασιασμό μητρών παρατηρούμε τα εξής:

(1) Δεν ισχύει πάντα AB “ BA.

Παράδειγμα:

Αν A “
„
1 2

3 4


και B “

„
1 3

2 0


τότε

AB “
„
1 2

3 4

„
1 3

2 0


“
„
5 3

11 9



ενώ

BA “
„
1 3

2 0

 „
1 2

3 4


“
„
10 14

2 4
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(2) Αν η AB είναι μηδενική δεν συνεπάγεται ότι η A ή/και η B είναι μηδενική.

Παράδειγμα:

Ενώ A “
„
2 1

6 3


, O2 και B “

„
´1 2

2 ´4


, O2 έχουμε AB “

„
2 1

6 3

 „
´1 2

2 ´4


“
„
0 0

0 0


.

(3) Αν Ak “ O δεν συνεπάγεται ότι A “ On.

Παραδείγματα

Ενώ A “
„
0 1

0 0


, O2, ισχύει ότι A2 “

„
0 1

0 0

 „
0 1

0 0


“
„
0 0

0 0



και ενώ A “
„
1 1

´1 ´1


, O2 ισχύει ότι A2 “

„
1 1

´1 ´1

 „
1 1

´1 ´1


“
„
0 0

0 0


.

(4) Αν AB “ AC δεν συνεπάγεται B “ C.

Παράδειγμα:

Για A “
„
2 1

6 3


, B “

„
2 3

1 2


, C “

„
1 2

3 4


έχουμε ότι

AB “
„
2 1

6 3

„
2 3

1 2


“
„
5 8

15 24



και

AC “
„
2 1

6 3

 „
1 2

3 4


“
„
5 8

15 24


“ AB

ενώ B , C.

1.6 Αντιστροφή μήτρας

´Εστω A PMn. Η μήτρα B PMn λέγεται αντίστροφη της μήτρας A, αν και μόνο αν

AB “ BA “ In.

Παράδειγμα: Αν

A “
„
1 2

3 4


και B “

„
´2 1

3{2 ´1{2


,

τότε είναι

AB “
„
1 2

3 4

 „
´2 1

3{2 ´1{2


“
„
1 0

0 1


“ I2

και

BA “
„

´2 1

3{2 ´1{2

 „
1 2

3 4


“
„
1 0

0 1


“ I2.

Δηλαδή

AB “ BA “ I2,

και επομένως, η μήτρα B είναι αντίστροφη της μήτρας A.

Φυσικά, και η μήτρα A είναι αντίστροφη της μήτρας B.

Αν μια μήτρα έχει αντίστροφη μήτρα, τότε λέμε ότι αντιστρέφεται, ή ότι είναι αντιστρέψιμη,

ή ομαλή.
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Παράδειγμα. Να εξετασθεί αν η μήτρα

A “
„
3 4

5 6


PM2

αντιστρέφεται.

Λύση. Αν η μήτρα A αντιστρέφεται, τότε υπάρχει

B “
„

b11 b12

b21 b22


PM2

τέτοια ώστε

AB “ BA “ I2.

´Εχουμε λοιπόν,

AB “ I2 ô
„
3 4

5 6

 „
b11 b12

b21 b22


“
„
1 0

0 1



ô
„
3b11 ` 4b21 3b12 ` 4b22

5b11 ` 6b21 5b12 ` 6b22


“
„
1 0

0 1



ô

$
’’’&
’’’%

3b11 ` 4b21 “ 1

3b12 ` 4b22 “ 0

5b11 ` 6b21 “ 0

5b12 ` 6b22 “ 1

ô

$
’’’&
’’’%

3b11 ` 4b21 “ 1

b12 “ ´4
3
b22

b11 “ ´6

5
b21

5b12 ` 6b22 “ 1

ô

$
’’’&
’’’%

3p´6

5
b21q ` 4b21 “ 1

b12 “ ´4
3
b22

b11 “ ´6

5
b21

5p´4
3
b22q ` 6b22 “ 1

ô

$
’’’&
’’’%

2

5
b21 “ 1

b12 “ ´4
3
b22

b11 “ ´6

5
b21

´ 2
3
b22 “ 1

ô

$
’’’&
’’’%

b21 “ 5

2

b12 “ ´4
3
b22 “ p´4

3
qp´3

2
q “ 2

b11 “ ´6

5
b21 “ p´6

5
q5

2
“ ´3

b22 “ ´3
2

ô B “
„

´3 2
5

2
´3

2


.

(Πράγματι, είναι

AB “
„
3 4

5 6

 „
´3 2
5

2
´3

2


“
„
3 ¨ p´3q ` 4 ¨ 5

2
3 ¨ 2 ` 4 ¨ p´3

2
q

5 ¨ p´3q ` 6 ¨ 5

2
5 ¨ 2 ` 6 ¨ p´3

2
q


“
„
1 0

0 1


“ I2.q

18



Επίσης, ισχύει ότι

BA “
„

´3 2
5

2
´3

2

„
3 4

5 6


“
„

p´3q ¨ 3 ` 2 ¨ 5 p´3q ¨ 4 ` 2 ¨ 6
5

2
¨ 3 ` p´3

2
q ¨ 5 5

2
¨ 4 ` p´3

2
q ¨ 6


“
„
1 0

0 1


“ I2.

Άρα, η B είναι αντίστροφη μήτρα της A και επομένως, η A αντιστρέφεται. �

Παρατήρηση: Υπάρχουν μήτρες που δεν αντιστρέφονται.

Παράδειγμα: ´Εστω ότι η μήτρα A “
„
1 0

0 0


αντιστρέφεται. Τότε, υπάρχει

B “
„

b11 b12

b21 b22


PM2

ώστε

AB “ BA “ I2.

Αλλά

AB “ I2 ô
„
1 0

0 0

 „
b11 b12

b21 b22


“
„
1 0

0 1


ô

„
b11 b12

0 0


“
„
1 0

0 1



το οποίο είναι αδύνατο.

´Ομοια, μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι η μήτρα A “
„
2 4

´1 ´2


δεν αντιστρέφεται. (Άσκηση.)

Πρόταση 1.6. Η αντίστροφη μιας μήτρας, αν υπάρχει, είναι μοναδική.

Απόδειξη. Πράγματι, έστω ότι η μήτρα A PMn έχει δύο αντίστροφες τις B,C PMn. Τότε,

AB “ BA “ In

και

AC “ CA “ In.

Άρα

C “ InC “ pBAqC “ BpACq “ BIn “ B,

άτοπο, διότι B , C. �

Η αντίστροφη της μήτρας A, αν υπάρχει, συμβολίζεται με A´1.

Πρόταση 1.7. ´Εστω A, B PMn, με AB “ In. Τότε και BA “ In. Άρα, αν AB “ In, τότε B “ A´1.

Παρατήρηση: Για να δειχθεί λοιπόν (για τετραγωνική μήτρα) ότι B “ A´1 δεν χρειάζεται να δειχθεί

και AB “ In και BA “ In. Αρκεί ένα από τα δύο.

Πρόταση 1.8. Αν η μήτρα A PMn αντιστρέφεται τότε για κάθε B,C PMnˆk ισχύει ότι

AB “ AC ñ B “ C.

Απόδειξη. Αφού η A αντιστρέφεται υπάρχει η αντίστροφή της A´1, οπότε

AB “ AC ñ A´1pABq “ A´1pACq ñ pA´1AqB “ pA´1AqC ñ InB “ InC ñ B “ C. �
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Παρατηρήσεις:

i) Αντίστοιχα, για την αντιστρέψιμη μήτρα A PMk ισχύει και η ιδιότητα

BA “ CA ñ B “ C.

ii) Προφανώς, I´1
n “ In.

Πρόταση 1.9. ´Εστω A, B PMn.

(i) Αν οι A, B είναι αντιστρέψιμες, τότε και η μήτρα AB είναι αντιστρέψιμη, και είναι

pABq´1 “ B´1A´1.

Γενικότερα, αν οι μήτρες A1, A2, . . . , Ak P Mn είναι αντιστρέψιμες, τότε και η μήτρα

A1A2 ¨ ¨ ¨ Ak είναι αντιστρέψιμη, και είναι

pA1A2 ¨ ¨ ¨ Akq´1 “ A´1

k
¨ ¨ ¨ A´1

2
A´1
1
.

(ii) Η A είναι αντιστρέψιμη, αν και μόνο αν η At είναι αντιστρέψιμη, και είναι

pA´1qt “ pAtq´1.

(iii) Αν η A είναι αντιστρέψιμη και λ P R˚ τότε και η λA είναι αντιστρέψιμη, και είναι

pλAq´1 “ 1

λ
A´1.

(iv) Αν η A είναι αντιστρέψιμη, τότε και η μήτρα Am, όπου m P N˚, είναι αντιστρέψιμη, και

είναι

pAmq´1 “ pA´1qm.

Απόδειξη.

(i) Λόγω της προσεταιριστικότητας, ισχύει ότι

pABqpB´1A´1q “ ApBB´1qA´1 “ AInA´1 “ AA´1 “ In.

Άρα, πράγματι pABq´1 “ B´1A´1.

Για τη γενίκευση μπορεί να χρησιμοποιηθεί επαγωγή ως προς το πλήθος k των μητρών

(Άσκηση).

(ii) ´Εστω ότι η A είναι αντιστρέψιμη. Επειδή AA´1 “ A´1A “ In και It
n “ In ϑα είναι

pAA´1qt “ It
n ô pA´1qtAt “ In

και

pA´1Aqt “ It
n ô AtpA´1qt “ In.

Από τις προηγούμενες ισότητες προκύπτει ότι η μήτρα pA´1qt είναι η αντίστροφη της At.

Άρα, η At είναι αντιστρέψιμη και pAtq´1 “ pA´1qt.

Αντίστροφα, έστω ότι η At είναι αντιστρέψιμη. Τότε λόγω του προηγούμενου και η pAtqt “ A

είναι επίσης αντιστρέψιμη.
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(iii) Άσκηση.

(iv) Άσκηση. �

Παρατήρηση: Αντί για pAmq´1 ή pA´1qm γράφουμε συνήθως A´m.

Πρόταση 1.10. ´Εστω Nn το σύνολο των αντιστρέψιμων μητρών τύπου n. Η δομή pNn, ¨q είναι

ομάδα.

Απόδειξη. Άσκηση. �

Παρατήρηση: Το σύνολο Nn συμβολίζεται και με GLpF, nq.

1.7 Ειδικές μήτρες

(1) Η μήτρα A P Mn λέγεται ορθογώνια, αν και μόνο αν AAt “ AtA “ In, δηλαδή αν έχει ως

αντίστροφη την ανάστροφή της, (δηλαδή αν A´1 “ At).

Παράδειγμα:

Οι μήτρες

A “
„
0 1

´1 0


και B “

„
cos θ ´ sin θ

sin θ cos θ



είναι ορθογώνιες.

AAt “
„
0 1

´1 0

 „
0 ´1

1 0


“
„

0 ¨ 0 ` 1 ¨ 1 0 ¨ p´1q ` 1 ¨ 0
p´1q ¨ 0 ` 0 ¨ 1 p´1q ¨ p´1q ` 0 ¨ 0


“
„
1 0

0 1


“ I2.

BBt “
„

cos θ ´ sin θ

sin θ cos θ

 „
cos θ sin θ

´ sin θ cos θ


“
„

cos2 θ ` sin2 θ cos θ sin θ ´ sin θ cos θ

sin θ cos θ ´ cos θ sin θ sin2 θ ` cos2 θ


“
„
1 0

0 1


“ I2.

Παρατήρηση: Το σύνολο των ορθογώνιων μητρών τύπου n ˆ n συμβολίζεται με On.

(2) Η μήτρα A PMn λέγεται αδύναμη ή αυτοδύναμη αν A2 “ A.

Παράδειγμα: Η μήτρα

A “

»
–

2 ´3 ´5

´1 4 5

1 ´3 ´4

fi
fl

είναι αδύναμη.

Πράγματι,

A2 “

»
–

2 ´3 ´5

´1 4 5

1 ´3 ´4

fi
fl
»
–

2 ´3 ´5

´1 4 5

1 ´3 ´4

fi
fl “

»
–

2 ´3 ´5

´1 4 5

1 ´3 ´4

fi
fl “ A.

Παρατήρηση: Αν η μήτρα A είναι αδύναμη, τότε ισχύει ότι An “ A για κάθε n P N˚.
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(3) Το πρώτο μη μηδενικό στοιχείο κάθε γραμμής, αν υπάρχει, ονομάζεται κύριο στοιχείο της

γραμμής.

Παράδειγμα:

Τα κύρια στοιχεία της παρακάτω μήτρας φαίνονται μέσα σε κύκλους.

»
———–

0 2 1 0 3

0 0 0 1 1

1 0 0 0 3

0 0 0 0 0

fi
ffiffiffifl .

´Εστω A PMmˆn. Η A λέγεται κλιμακωτή μήτρα (row echelon form (ref)) αν

(i) Ο δείκτης κάθε μη μηδενικής γραμμής είναι μικρότερος από το δείκτη κάθε μηδενικής

γραμμής. (Δηλαδή, όλες οι μηδενικές γραμμές, αν υπάρχουν, βρίσκονται στο κάτω μέρος

της μήτρας)

(ii) Σε κάθε δύο μη μηδενικές γραμμές ο δείκτης στήλης του κύριου στοιχείου της κατώτερης

γραμμής είναι μεγαλύτερος από το δείκτη στήλης του κύριου στοιχείου της ανώτερης

γραμμής, (δηλαδή το κύριο στοιχείο της κατώτερης γραμμής βρίσκεται δεξιότερα από το

κύριο στοιχείο της ανώτερης γραμμής).

Παραδείγματα

Οι επόμενες μήτρες είναι κλιμακωτές

»
——–

1 1 3 4 5

0 6 0 8 9

0 0 0 10 0

0 0 0 0 12

fi
ffiffifl ,

»
————–

0 4 ´1 0 5

0 0 2 1 0

0 0 0 0 8

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

fi
ffiffiffiffifl
,

ενώ οι μήτρες »
——–

1 1 3 0 5

0 6 0 0 9

0 0 0 0 11

0 0 0 12 1

fi
ffiffifl

»
——–

1 1 3 0 5

0 6 0 0 9

0 0 0 11 0

0 0 0 12 1

fi
ffiffifl

δεν είναι κλιμακωτές.

(4) ´Εστω A PMmˆn. Η A λέγεται υποβαθμισμένη (ή ανηγμένη) κλιμακωτή μήτρα (reduced row

echelon form (rref)) αν η A είναι κλιμακωτή και επιπλέον ισχύουν οι ιδιότητες.

(iii) Αν μια γραμμή έχει τουλάχιστον ένα μη μηδενικό στοιχείο, τότε το κύριο στοιχείο της

γραμμής ισούται με 1.

(iv) Κάθε στήλη που περιέχει κύριο στοιχείο μιας γραμμής έχει όλα τα άλλα στοιχεία μηδε-

νικά.

Παραδείγματα

Οι επόμενες μήτρες είναι υποβαθμισμένες κλιμακωτές

22



»
——–

1 0 3 0 3

0 1 6 0 0

0 0 0 1 2

0 0 0 0 0

fi
ffiffifl ,

»
——–

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

fi
ffiffifl ,

ενώ οι μήτρες »
——–

1 0 3 0 3

0 1 0 6 0

0 0 0 1 2

0 0 0 0 0

fi
ffiffifl ,

»
——–

1 0 1 1 1

0 1 1 0 0

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

fi
ffiffifl ,

δεν είναι υποβαθμισμένες κλιμακωτές.

1.8 Στοιχειώδεις μετασχηματισμοί γραμμών (στηλών)

´Εστω η απεικόνιση θ :Mmˆn ÑMmˆn. Θα λέμε ότι η θ είναι ένας στοιχειώδης μετασχηματι-

σμός γραμμών (στηλών) αν και μόνο αν για κάθε A PMmˆn, η μήτρα θpAq:

(i) προκύπτει από την A με εναλλαγή δύο, οποιωνδήποτε, γραμμών (στηλών) της A, ή

(ii) προκύπτει από την A με πολλαπλασιασμό μιας γραμμής (στήλης) της A επί λ P R˚, ή

(iii) προκύπτει από την A με πολλαπλασιασμό μιας γραμμής (στήλης) της A επί λ P R και

πρόσθεση αυτής σε μια άλλη γραμμή (στήλη).

Παρατήρηση: Κάθε στοιχειώδης μετασχηματισμός γραμμών ονομάζεται και γραμμοπράξη.

´Εστω R1, R2, . . ., Rm οι γραμμές και C1, C2, . . ., Cn οι στήλες της μήτρας A P Mmˆn. Θα

συμβολίζουμε με

Ri Ø R j την εναλλαγή των i και j γραμμών της μήτρας A, όπου i, j P rms, i , j.

Ri Ñ λRi τον πολλαπλασιασμό της Ri επί λ P R˚, όπου i P rms.

Ri Ñ Ri ` λR j την πρόσθεση στην Ri της λR j, όπου λ P R και i, j P rms, i , j.

Αντίστοιχα για τις στήλες (με Ci,C j αντί για Ri,R j).

Παράδειγμα: Αν A “

»
–

1 3 1

0 2 ´1

´1 0 3

fi
fl, τότε:

• Η εφαρμογή της γραμμοπράξης R2 Ø R3 στην A δημιουργεί την μήτρα
»
–

1 3 1

´1 0 3

0 2 ´1

fi
fl .

• Η εφαρμογή της γραμμοπράξης R2 Ñ 3R2 στην A δημιουργεί την μήτρα
»
–

1 3 1

0 6 ´3

´1 0 3

fi
fl .
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• Η εφαρμογή της γραμμοπράξης R2 Ñ R2 ` 2R3 στην A δημιουργεί την μήτρα
»
–

1 3 1

´2 2 5

´1 0 3

fi
fl .

Παρατηρήσεις:

(1) Η απεικόνιση θ είναι αμφιμονοσήμαντη. Άρα, ορίζεται και ο αντίστροφος μετασχηματισμός

θ´1 με

θpAq “ B ô θ´1pBq “ A.

(2) ´Εστω θ ένας στοιχειώδης μετασχηματισμός γραμμών (στηλών), A, B P Mmˆn και θ´1 ο α-

ντίστροφος στοιχειώδης μετασχηματισμός του θ.

(i) Αν θpAq “ B με A
RiØR j„ B, τότε θ´1pBq “ A με B

RiØR j„ A.

(ii) Αν θpAq “ B με A
RiÑλRi„ B, τότε θ´1pBq “ A με B

RiÑ 1
λ

Ri„ A.

(iii) Αν θpAq “ B με A
RiÑRi`λR j„ B, τότε θ´1pBq “ A με B

RiÑRi´λR j„ A.

´Εστω A, B P Mmˆn. Θα λέμε ότι η μήτρα B είναι R-ισοδύναμη (αντ. C-ισοδύναμη) με την

μήτρα A και ϑα γράφουμε

A
R„ B (αντ. A

C„ B)

αν και μόνο αν υπάρχει ακολουθία μητρών A0, A1, . . ., Ak έτσι ώστε A0 “ A, Ak “ B και η μήτρα

Ai`1 προκύπτει από την Ai από κάποιο στοιχειώδη μετασχηματισμό γραμμών (αντ. στηλών), για

κάθε i P t0, 1, . . . , k ´ 1u.

Παρατήρηση: Προφανώς, από τον ορισμό της R (αντ. C)-ισοδυναμίας προκύπτει ότι ότι αν A
R„ B

(αντ. A
C„ B) τότε υπάρχουν στοιχειώδεις μετασχηματισμοί γραμμών (αντ. στηλών) θ1, θ2, . . . , θk´1, θk

τέτοιοι ώστε

B “ pθk ˝ θk´1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ θ2 ˝ θ1qpAq
“ θkpθk´1p¨ ¨ ¨ θ2pθ1pAqq ¨ ¨ ¨ qq.

Πρόταση 1.11. Οι σχέσεις
R„ και

C„ είναι σχέσεις ισοδυναμίας στοMmˆn.

Απόδειξη. Άσκηση. �

Πρόταση 1.12. Κάθε μήτρα A PMmˆn είναι R-ισοδύναμη με μια κλιμακωτή μήτρα.

Παράδειγμα:

A “

»
——–

1 3 ´2 0

2 6 ´5 ´2

0 1 5 10

2 6 0 8

fi
ffiffifl

R2ÑR2´2R1„

»
——–

1 3 ´2 0

0 0 ´1 ´2

0 1 5 10

2 6 0 8

fi
ffiffifl

R4ÑR4´2R1„

»
——–

1 3 ´2 0

0 0 ´1 ´2

0 1 5 10

0 0 4 8

fi
ffiffifl

R2ØR3„

»
——–

1 3 ´2 0

0 1 5 10

0 0 ´1 ´2

0 0 4 8

fi
ffiffifl

R4ÑR4`4R3„

»
——–

1 3 ´2 0

0 1 5 10

0 0 ´1 ´2

0 0 0 0

fi
ffiffifl
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Πρόταση 1.13. Κάθε μήτρα A P Mmˆn είναι R-ισοδύναμη με μια υποβαθμισμένη κλιμακωτή

μήτρα.

Παράδειγμα:

A “

»
——–

1 3 ´2 0

0 1 5 10

0 0 ´1 ´2

0 0 0 0

fi
ffiffifl

R1ÑR1´3R2„

»
——–

1 0 ´17 ´30

0 1 5 10

0 0 ´1 ´2

0 0 0 0

fi
ffiffifl

R3Ñ´R3„

»
——–

1 0 ´17 ´30

0 1 5 10

0 0 1 2

0 0 0 0

fi
ffiffifl

R1ÑR1`17R3„

»
——–

1 0 0 4

0 1 5 10

0 0 1 2

0 0 0 0

fi
ffiffifl

R2ÑR2´5R3„

»
——–

1 0 0 4

0 1 0 0

0 0 1 2

0 0 0 0

fi
ffiffifl

Πρόταση 1.14. ´Εστω A P Mn μια υποβαθμισμένη κλιμακωτή μήτρα. Αν η μήτρα A δεν έχει

μηδενική γραμμή, τότε A “ In.

1.8.1 Αλγόριθμος του Gauss

Παρακάτω, περιγράφεται αναλυτικά βήμα προς βήμα η διαδικασία που ακολουθείται στα προη-

γούμενα παραδείγματα, και της οποίας η εφαρμογή μας οδηγεί στη μετατροπή μιας μήτρας σε

υποβαθμισμένη κλιμακωτή μορφή. Η διαδικασία μετατροπής μιας μήτρας σε υποβαθμισμένη

κλιμακωτή είναι γνωστή ως απαλοιφή των Gauss–Jordan, ενώ η διαδικασία μετατροπής μιας

μήτρας απλά σε κλιμακωτή είναι γνωστή ως απαλοιφή του Gauss.

´Εστω n ˆ m μήτρα A “ rai js. Η απαλοιφή του Gauss για τη μετατροπή της A σε απλή

κλιμακωτή μορφή αποτελείται από τα εξής βήματα:

Βήμα 1. Εντοπίζουμε το αριστερότερο και υψηλότερο μη μηδενικό στοιχείο στην μήτρα, δηλαδή

ένα στοιχείο ai j , 0, τέτοιο ώστε τα i, j να είναι όσο το δυνατόν μικρότερα. (Πάντα

υπάρχει τέτοιο στοιχείο εκτός αν A “ 0.)

Εναλλάσσουμε τη γραμμή i με την πρώτη γραμμή του πίνακα. (R1 Ø Ri)

Βήμα 2. Αν μετά το βήμα 1, το πρώτο στοιχείο της νέας πρώτης γραμμής είναι a, τότε πολλα-

πλασιάζουμε την πρώτη γραμμή με 1{a, δηλαδή δημιουργούμε κύριο στοιχείο (pivot) 1.

(R1 Ñ 1

a
R1)

Βήμα 3. Προσθέτουμε πολλαπλάσια της πρώτης γραμμής στις άλλες γραμμές έτσι ώστε να προ-

κύψουν μηδενικά στοιχεία κάτω από το κύριο στοιχείο 1.

(Ri Ñ Ri ´ ai1R1, για κάθε i με ai1 , 0)

Βήμα 4. Αγνοούμε την πρώτη γραμμή και εφαρμόζουμε τα βήματα 1-3 στην υπομήτρα που προ-

κύπτει, μέχρις ότου εξαντληθούν οι γραμμές.

Η μήτρα A1 που προκύπτει είναι κλιμακωτή.

Εκτελώντας, την ίδια διαδικασία στην A1 μηδενίζουμε όλα τα στοιχεία πάνω από κάθε κύριο

στοιχείο 1 και έτσι καταλήγουμε σε μια υποβαθμισμένη κλιμακωτή μήτρα. Υπολογιστικά είναι
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αποδοτικότερο να εφαρμόσουμε την διαδικασία με αντίστροφη φορά, δηλαδή από το τελευταίο

στοιχείο της τελευταίας γραμμής και με φορά προς τα πάνω και αριστερά.

Η διαδικασία που περιλαμβάνει και τις δύο παραπάνω φάσεις ονομάζεται απαλοιφή των Gauss

Jordan.

Παρατήρηση: Σημειώνουμε ότι η υποβαθμισμένη κλιμακωτή μορφή μιας μήτρας είναι μοναδική.

Αυτό δεν συμβαίνει στην κλιμακωτή μορφή, όπου αλλαγή της ακολουθίας των στοιχειωδών πράξεων

μπορεί να οδηγήσει σε διαφορετική κλιμακωτή μήτρα.

1.9 Στοιχειώδεις μήτρες

Κάθε μήτρα που προκύπτει από την μοναδιαία μήτρα In με εφαρμογή μιας μόνο στοιχειώδους

πράξης γραμμών επί του In λέγεται στοιχειώδης μήτρα.

Για παράδειγμα, από τη μοναδιαία μήτρα

I3 “

»
–
1 0 0

0 1 0

0 0 1

fi
fl

προκύπτουν οι στοιχειώδεις μήτρες

I3
R2Ñ3R2„

»
–
1 0 0

0 3 0

0 0 1

fi
fl ,

I3
R2ÐÑR3„

»
–
1 0 0

0 0 1

0 1 0

fi
fl ,

I3
R3ÑR3`3R1„

»
–
1 0 0

0 1 0

3 0 1

fi
fl .

Πρόταση 1.15. Αν η στοιχειώδης μήτρα E προκύπτει από την εφαρμογή μιας συγκεκριμένης

στοιχειώδους πράξης γραμμών θ στην μοναδιαία μήτρα Im, και A είναι μια m ˆ n μήτρα, τότε

το γινόμενο EA είναι η μήτρα που προκύπτει όταν η θ εφαρμοσθεί επί της A, δηλαδή θpAq “
θpImqA “ EA.

Για παράδειγμα, έστω

A “

»
–
1 0 2 3

2 ´1 3 6

1 4 4 0

fi
fl

και θ ο μετασχηματισμός R3 Ñ R3 ` 3R1.

Αν

E “

»
–
1 0 0

0 1 0

3 0 1

fi
fl “ θpI3q,

τότε, πράγματι

EA “

»
–
1 0 2 3

2 ´1 3 6

4 4 10 9

fi
fl ,
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που είναι ίδια με τη μήτρα που προκύπτει αν στην A προστεθεί στην τρίτη γραμμή το τριπλάσιο

της πρώτης.

Άρα,

θpAq “ θpI3qA “ EA.

Παρατήρηση: Με επαγωγή μπορεί να δειχθεί η γενίκευση της προηγούμενης πρότασης:

Πρόταση 1.16. Αν θ1, θ2, . . . , θk στοιχειώδεις μετασχηματισμοί γραμμών, A P Mnˆm και Ei “
θipInq, i P rks, τότε

pθk ˝ θk´1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ θ2 ˝ θ1qpAq “ EkEk´1 ¨ ¨ ¨ E2E1A.

Παρατήρηση: Επειδή κάθε στοιχειώδης μετασχηματισμός γραμμών θ είναι αντιστρέψιμος και η

αντίστοιχη στοιχειώδης μήτρα E “ θpInq είναι επίσης αντιστρέψιμη και η αντίστροφή της προκύπτει

εφαρμόζοντας στην μοναδιαία μήτρα In τον αντίστροφο μετασχηματισμό γραμμών.

Για παράδειγμα, αν E “

»
–
1 4 0

0 1 0

0 0 1

fi
fl τότε επειδή E “ θpInq όπου θ είναι ο μετασχηματισμός

R1 Ñ R1 ` 4R2 έπεται ότι ο αντίστροφος μετασχηματισμός θ´1 είναι ο R1 Ñ R1 ´ 4R2 επομένως η

αντίστροφη μήτρα της E ισούται με E´1 “ θ´1pI3q “

»
–
1 ´4 0

0 1 0

0 0 1

fi
fl.

Πρόταση 1.17. ´Εστω A PMn, A , On και A
R„ B, όπου B PMn μια κλιμακωτή μήτρα. Η μήτρα

A είναι μη αντιστρέψιμη αν και μόνο αν μια τουλάχιστον γραμμή της B είναι μηδενική.

Παράδειγμα:

Η μήτρα »
——–

1 3 ´2 0

2 6 ´5 ´2

0 1 5 10

2 6 0 8

fi
ffiffifl

είναι μη αντιστρέψιμη αφού (όπως είδαμε νωρίτερα) είναι R-ισοδύναμη με την κλιμακωτή μήτρα

»
——–

1 3 ´2 0

0 1 5 10

0 0 ´1 ´2

0 0 0 0

fi
ffiffifl .

Πρόταση 1.18. ´Εστω A PMn. Οι επόμενες προτάσεις είναι ισοδύναμες.

(i) Η μήτρα A είναι αντιστρέψιμη.

(ii) Η μήτρα A είναι R-ισοδύναμη με την μήτρα In.

(iii) Η μήτρα A είναι γινόμενο πεπερασμένου πλήθους στοιχειωδών μητρών.
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Παράδειγμα: Η μήτρα

A “

»
–
1 ´1 1

1 2 1

0 1 1

fi
fl

είναι αντιστρέψιμη, διότι είναι R-ισοδύναμη με τη μήτρα In. Πράγματι,

A
R2ÑR2´R1„

»
–
1 ´1 1

0 3 0

0 1 1

fi
fl R2Ñ 1

3
R2„

»
–
1 ´1 1

0 1 0

0 1 1

fi
fl

R1ÑR1`R2
R3ÑR3´R2„

»
–
1 0 1

0 1 0

0 0 1

fi
fl R1ÑR1´R3„

»
–
1 0 0

0 1 0

0 0 1

fi
fl “ I3.

Επίσης, αφού όπως μόλις δείξαμε, η A είναι αντιστρέψιμη, ϑα είναι γινόμενο πεπερασμένου

πλήθους στοιχειωδών μητρών. Πράγματι, ισχύει ότι (άσκηση):

A “ E1E2E3E4E5

όπου οι μήτρες Ei, i “ 1, 2, 3, 4, 5 είναι οι παρακάτω στοιχειώδεις μήτρες:

E1 “

»
–
1 0 0

1 1 0

0 0 1

fi
fl pI3

R2ÑR2`R1„ E1q,

E2 “

»
–
1 0 0

0 3 0

0 0 1

fi
fl pI3

R2Ñ3R2„ E2q,

E3 “

»
–
1 ´1 0

0 1 0

0 0 1

fi
fl pI3

R1ÑR1´R2„ E3q,

E4 “

»
–
1 0 0

0 1 0

0 1 1

fi
fl pI3

R3ÑR3`R2„ E4q,

E5 “

»
–
1 0 1

0 1 0

0 0 1

fi
fl pI3

R1ÑR1`R3„ E5q,

Παράδειγμα: ´Εστω οι στοιχειώδεις μήτρες

E1 “

»
–

1 0 0

´1 1 0

0 0 1

fi
fl (I3

R2ÑR2´R1„ E1),

E2 “

»
–
1 0 0

0 1

3
0

0 0 1

fi
fl (I3

R2Ñ 1
3

R2„ E2),

E3 “

»
–
1 2 0

0 1 0

0 0 1

fi
fl (I3

R1ÑR1`2R2„ E3).
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Τότε η μήτρα

A “ E1 ¨ E2 ¨ E3

“

¨
˝
»
–

1 0 0

´1 1 0

0 0 1

fi
fl ¨

»
–
1 0 0

0 1
3

0

0 0 1

fi
fl
˛
‚¨

»
–
1 2 0

0 1 0

0 0 1

fi
fl

“

»
–

1 0 0

´1 1

3
0

0 0 1

fi
fl ¨

»
–
1 2 0

0 1 0

0 0 1

fi
fl

“

»
–

1 2 0

´1 ´ 5

3
0

0 0 1

fi
fl

είναι αντιστρέψιμη.
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1.10 Μέθοδος εύρεσης της αντίστροφης μιας μήτρας

´Εστω A PMn μια αντιστρέψιμη μήτρα.

Τότε A
R„ In. Άρα υπάρχουν στοιχειώδεις μετασχηματισμοί θ1, θ2, . . . , θk με

pθk ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ θ2 ˝ θ1qpAq “ In,

ή, ισοδύναμα (λόγω της Πρότασης 1.16) υπάρχουν στοιχειώδεις μήτρες E1, E2, . . . , Ek με

pEk ¨ ¨ ¨ E2E1qA “ In.

Δηλαδή η μήτρα pEk ¨ ¨ ¨ E2E1q είναι η αντίστροφη της A.

Άρα,

A´1 “ Ek ¨ ¨ ¨ E2E1 “ Ek ¨ ¨ ¨ E2E1In.

Άρα, εφαρμόζοντας και πάλι την Πρόταση 1.16 για τη μήτρα In, προκύπτει ότι

A´1 “ pθk ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ θ2 ˝ θ1qpInq.

Δηλαδή, οι μετασχηματισμοί θ1, θ2, . . . , θk που μετασχηματίζουν την A στην In, μετασχημα-

τίζουν και την In στην A´1.

´Ετσι, για να βρούμε την αντίστροφη μιας τετραγωνικής μήτρας A (αν η A είναι αντιστρέψιμη), ή

για να αποδείξουμε ότι η A δεν είναι αντιστρέψιμη, γράφουμε τις μήτρες A και In, τη μια δίπλα στην

άλλη και με κατάλληλους στοιχειώδεις μετασχηματισμούς γραμμών, που εκτελούμε ταυτόχρονα

και στις δύο μήτρες A και In, μετασχηματίζουμε την A σε μια υποβαθμισμένη κλιμακωτή μήτρα B

και την In σε μια μήτρα C.

• Αν B “ In, τότε η A είναι αντιστρέψιμη και A´1 “ C.

• Αν B , In, τότε η A δεν είναι αντιστρέψιμη.

Παρατήρηση: Αν στην προσπάθεια μετασχηματισμού της A σε υποβαθμισμένη κλιμακωτή φτάσου-

με σε κλιμακωτή μήτρα με μηδενική γραμμή, δεν χρειάζεται να συνεχίσουμε αφού, βάσει της Πρότα-

σης 1.17, γνωρίζουμε ότι η A δεν είναι αντιστρέψιμη.

Παράδειγμα. Να δειχθεί ότι η μήτρα

A “

»
–
2 0 1

3 1 2

1 0 1

fi
fl

είναι αντιστρέψιμη, και να βρεθεί η αντίστροφή της
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Λύση. Εργαζόμαστε ως εξής:

»
–
2 0 1

3 1 2

1 0 1

fi
fl
»
–
1 0 0

0 1 0

0 0 1

fi
fl R1ØR3„

»
–
1 0 1

3 1 2

2 0 1

fi
fl
»
–
0 0 1

0 1 0

1 0 0

fi
fl

R2ÑR2´3R1
R3ÑR3´2R1„

»
–
1 0 1

0 1 ´1

0 0 ´1

fi
fl
»
–
0 0 1

0 1 ´3

1 0 ´2

fi
fl R3Ñp´1qR3„

»
–
1 0 1

0 1 ´1

0 0 1

fi
fl
»
–

0 0 1

0 1 ´3

´1 0 2

fi
fl

R1ÑR1´R3
R2ÑR2`R3„

I3 “

»
–
1 0 0

0 1 0

0 0 1

fi
fl
»
–

1 0 ´1

´1 1 ´1

´1 0 2

fi
fl “ A´1. �

Παράδειγμα. Να εξετασθεί αν η μήτρα

A “

»
–
1 2 3

4 5 6

7 8 9

fi
fl

είναι αντιστρέψιμη.

Λύση. ´Εχουμε

»
–
1 2 3

4 5 6

7 8 9

fi
fl
»
–
1 0 0

0 1 0

0 0 1

fi
fl

R2ÑR2´4R1
R3ÑR3´7R1„

»
–
1 2 3

0 ´3 ´6

0 ´6 ´12

fi
fl
»
–

1 0 0

´4 1 0

´7 0 1

fi
fl

R2Ñ´ 1
3

R2

R3Ñ´ 1
6

R3„

»
–
1 2 3

0 1 2

0 1 2

fi
fl
»
–
1 0 0
4
3

´ 1
3

0
7

6
0 ´ 1

6

fi
fl R3ÑR3´R2„

»
–
1 2 3

0 1 2

0 0 0

fi
fl
»
–

1 0 0
4
3

´ 1
3

0

´ 1

6

1

3
´ 1

6

fi
fl .

Αφού η κλιμακωτή μήτρα, που δημιουργήθηκε ως R-ισοδύναμη της A, είναι η

»
–
1 2 3

0 1 2

0 0 0

fi
fl, η

οποία έχει μηδενική γραμμή, η A δεν είναι αντιστρέψιμη (βάσει της Πρότασης 1.17). �
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1.11 Στοιχειώδεις μήτρες και μετασχηματισμοί στηλών

Κάθε στοιχειώδης μήτρα E που προκύπτει από την εφαρμογή ενός στοιχειώδους μετασχημα-

τισμού γραμμών θ επί της μοναδιαίας μήτρας In μπορεί να προκύψει και από την εφαρμογή ενός

άλλου στοιχειώδους μετασχηματισμού στηλών φ επί της μοναδιαίας μήτρας In.

Συγκεκριμένα,

• αν θ είναι ο μετασχηματισμός γραμμών Ri Ø R j επί της In, τότε για τον μετασχηματισμό

στηλών φ με Ci Ø C j επί της In ισχύει ότι θpInq “ φpInq,

• αν θ είναι ο μετασχηματισμός γραμμών Ri Ñ λRi επί της In τότε για τον μετασχηματισμό

στηλών φ με Ci Ñ λCi επί της In ισχύει ότι θpInq “ φpInq,

• αν θ είναι ο μετασχηματισμός γραμμών Ri Ñ Ri ` λR j επί της In, τότε για τον μετασχηματισμό

στηλών φ με C j “ C j ` λCi επί της In ισχύει ότι θpInq “ φpInq.

Για παράδειγμα, από τη μοναδιαία μήτρα

I3 “

»
–
1 0 0

0 1 0

0 0 1

fi
fl

οι στοιχειώδεις μήτρες που προκύπτουν με τους παρακάτω μετασχηματισμούς γραμμών

I3
R2Ñ3R2„

»
–
1 0 0

0 3 0

0 0 1

fi
fl , I3

R2ÐÑR3„

»
–
1 0 0

0 0 1

0 1 0

fi
fl , I3

R3ÑR3`3R1„

»
–
1 0 0

0 1 0

3 0 1

fi
fl .

μπορούν να προκύψουν από την I3 και με τους εξής μετασχηματισμούς στηλών:

I3
C2Ñ3C2„

»
–
1 0 0

0 3 0

0 0 1

fi
fl , I3

C2ÐÑC3„

»
–
1 0 0

0 0 1

0 1 0

fi
fl , I3

C1ÑC1`3C3„

»
–
1 0 0

0 1 0

3 0 1

fi
fl .
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´Οπως είδαμε οι στοιχειώδεις μήτρες (που αντιστοιχούν σε στοιχειώδεις μετασχηματισμούς γραμ-

μών) δρουν σε μια μήτρα με πολλαπλασιασμό από τα αριστερά. Ενώ, οι στοιχειώδεις μετασχημα-

τισμούς στηλών για να εκφραστούν με τη βοήθεια πολλαπλασιασμού μητρών δρούν από τα δεξιά

όπως φαίνεται και στην επόμενη πρόταση.

Πρόταση 1.19. Αν η μήτρα E προκύπτει από την εφαρμογή μιας συγκεκριμένης στοιχειώδους

πράξης στηλών φ στη μοναδιαία μήτρα In και A μια m ˆ n μήτρα, τότε το γινόμενο AE είναι η

μήτρα που προκύπτει όταν η φ εφαρμοσθεί επί της A, δηλαδή φpAq “ AφpInq “ AE.

Για παράδειγμα, έστω

A “

»
–
1 0 2 3

2 ´1 3 6

1 4 4 0

fi
fl

και φ ο μετασχηματισμός C3 Ñ C3 ` 3C1.

Αν

E “

»
——–

1 0 3 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

fi
ffiffifl “ φpI4q,

τότε, πράγματι

AE “

»
–
1 0 5 3

2 ´1 9 6

1 4 7 0

fi
fl ,

που είναι ίδια με τη μήτρα που προκύπτει αν στην A προστεθεί στην τρίτη στήλη το τριπλάσιο

της πρώτης στήλης.

Άρα,

φpAq “ AφpI4q “ AE.

Παρατήρηση: Με επαγωγή μπορεί να δειχθεί η γενίκευση της προηγούμενης πρότασης:

Πρόταση 1.20. Αν φ1, φ2, . . . , φk στοιχειώδεις μετασχηματισμοί στηλών, A P Mmˆn και Ei “
φipInq, i P rks, τότε

pφk ˝ φk´1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ φ2 ˝ φ1qpAq “ AE1E2 ¨ ¨ ¨ Ek´1Ek.
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1.12 Η LU-ανάλυση μιας τετραγωνικής μήτρας

´Εστω A μια τετραγωνική μήτρα n ˆ n.

Γνωρίζουμε2 ότι η A είναι R-ισοδύναμη με μια n ˆ n κλιμακωτή μήτρα U. Επειδή η U είναι

τετραγωνική έπεται ότι η U είναι και άνω τριγωνική (Upper triangular).
Επίσης, είναι γνωστό3 ότι υπάρχουν στοιχειώδεις μήτρες E1, E2, . . . , Ek´1, Ek ώστε

EkEk´1 ¨ ¨ ¨ E2E1A “ U

και επειδή οι στοιχειώδεις μήτρες είναι αντιστρέψιμες έπεται ότι

A “ pE´1
1

E´1
2

¨ ¨ ¨ E´1
k´1

E´1
k

qU

Αποδεικνύεται4 ότι η μήτρα

E´1
1

E´1
2

¨ ¨ ¨ E´1

k´1
E´1

k

είναι κάτω τριγωνική (Lower triangular) αν και μόνο αν κατά τη διαδικασία μετατροπής της A στην

U δεν χρησιμοποιήθηκαν στοιχειώδεις μετασχηματισμοί εναλλαγής γραμμών.

Στην περίπτωση αυτή το γινόμενο E´1
1

E´1
2

¨ ¨ ¨ E´1
k´1

E´1
k

συμβολίζεται με L, δηλαδή L “ E´1
1

E´1
2

¨ ¨ ¨ E´1
k´1

E´1
k

οπότε

A “ LU

και λέμε ότι η μήτρα A έχει LU-ανάλυση, ή LU-διάσπαση, ή LU-παραγοντοποίηση.

Πρόταση 1.21. Για μια τετραγωνική μήτρα A υπάρχει κάτω τριγωνική μήτρα L και άνω τριγω-

νική μήτρα U ώστε

A “ LU

αν και μόνο αν η A μπορεί να μετασχηματισθεί με μια R-ισοδύναμη κλιμακωτή μήτρα χωρίς να

χρησιμοποιηθεί στοιχειώδης μετασχηματισμός εναλλαγής γραμμών.

Η εύρεση μιας LU-ανάλυσης μιας τετραγωνικής μήτρας A μπορεί να γίνει με μια μέθοδο ανάλογη

της εύρεσης της αντίστροφης μιας μήτρας.

Επειδή

U “ EkEk´1 ¨ ¨ ¨ E2E1A

και

L “ E´1
1

E´1
2

¨ ¨ ¨ E´1

k´1
E´1

k
“ InE´1

1
E´1

2
¨ ¨ ¨ E´1

k´1
E´1

k
,

έπεται ότι οι στοιχειώδεις μήτρες E1, E2, . . . , Ek´1, Ek´2 όταν πολλαπλασιαστούν από τα αριστε-

ρά (δρώντας ως μετασχηματισμοί γραμμών) μετασχηματίζουν την A στην U και οι αντίστροφες

στοιχειώδεις μήτρες E´1
1
, E´1

2
, . . . , E´1

k´1
, E´1

k
όταν πολλαπλασιαστούν από τα δεξιά (δρώντας ως με-

τασχηματισμοί στηλών) μετασχηματίζουν την In στην L.

Υπενθυμίζουμε ότι η εύρεση της αντίστροφης μια στοιχειώδους μήτρας Ei είναι εύκολη και

προκύπτει εφαρμόζοντας την αντίθετη στοιχειώδη πράξη πάνω στη μήτρα In.

´Ετσι, για να βρούμε την LU-ανάλυση μιας τετραγωνικής μήτρας A (όταν υπάρχει αυτή η α-

νάλυση), γράφουμε τις μήτρες A και In τη μία δίπλα στην άλλη και με κατάλληλους στοιχειώδεις

μετασχηματισμούς γραμμών (οι οποίοι δεν περιλαμβάνουν εναλλαγές γραμμών) μετασχηματίζουμε

την A σε μια άνω τριγωνική μήτρα U και ταυτόχρονα εκτελούμε στην In τους μετασχηματισμούς

στηλών που αντιστοιχούν στους αντίστροφους μετασχηματισμούς γραμμών που εκτελούμε στην

μήτρα A.

2Βλέπε Πρόταση 1.12.
3Βλέπε Πρόταση 1.16.
4Διότι όλες οι στοιχειώδεις μήτρες που χρησιμοποιούνται κατά τη διαδικασία της μετατροπής μιας μήτρας A σε

κλιμακωτή μορφή είναι κάτω τριγωνικές, όπως επίσης και οι αντίστροφές τους.
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Παράδειγμα. Να βρεθεί μια LU-ανάλυση για τη μήτρα

A “

»
–
2 2 4
3 2 2
1 3 1

fi
fl

Λύση. Εργαζόμαστε ως εξής:
»
–
2 2 4
3 2 2
1 3 1

fi
fl R1Ñ 1

2
R1„

»
–
1 0 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl C1Ñ2C1„

»
–
1 1 2
3 2 2
1 3 1

fi
fl

R2ÑR2´3R1
R3ÑR3´1R1„

»
–
2 0 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl

C1ÑC1`3C2
C1ÑC1`1C3„

»
–
1 1 2
0 ´1 ´4
0 2 ´1

fi
fl R2Ñp´1qR2„

»
–
2 0 0
3 1 0
1 0 1

fi
fl C2Ñ 1

´1
C2„

»
–
1 1 2
0 1 4
0 2 ´1

fi
fl R3ÑR3´2R2„

»
–
2 0 0
3 ´1 0
1 0 1

fi
fl C2ÑC2`2C3„

U “

»
–
1 1 2
0 1 4
0 0 ´9

fi
fl

»
–
2 0 0
3 ´1 0
1 2 1

fi
fl “ L

Άρα,

A “

»
–
2 2 4
3 2 2
1 3 1

fi
fl “

»
–
2 0 0
3 ´1 0
1 2 1

fi
fl
»
–
1 1 2
0 1 4
0 0 ´9

fi
fl “ LU. �

Παρατηρήσεις:

1. Προσοχή! Στην παραπάνω διαδικασία δεν πρέπει να εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο που

μετατρέπει μια μήτρα σε ανηγμένη κλιμακωτή αλλά μόνο σε κλιμακωτή διότι στην πρώτη

περίπτωση η μήτρα L που ϑα προκύψει δεν ϑα είναι πάντοτε κάτω τριγωνική.

Για παράδειγμα, αν εφαρμόσουμε στην U τον μετασχηματισμό γραμμών R1 Ñ R1 ´ 1R2 για

να μηδενίσουμε όλα τα στοιχεία της δεύτερης στήλης εκτός από το 1 που βρίσκεται στην

δεύτερη γραμμή, τότε στην L ϑα εφαρμοσθεί ο μετασχηματισμός στηλών C2 Ñ C2 ` 1C1 και

ϑα προκύψει η όχι κάτω τριγωνική μήτρα
»
–
2 2 0
3 2 0
1 3 1

fi
fl .

Ο λόγος που συμβαίνει αυτό είναι ότι ο παραπάνω μετασχηματισμός γραμμών αντιστοιχεί

στη στοιχειώδη μήτρα E “

»
–
1 ´1 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl η οποία έχει αντίστροφη την (στοιχειώδη) μήτρα

E´1 “

»
–
1 1 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl η οποία δεν είναι κάτω τριγωνική.
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2. Στο προηγούμενο παράδειγμα, όλοι οι στοιχειώδεις μετασχηματισμοί γραμμών που εφαρμόσθη-

καν στην A και οι αντίστροφοί τους που εφαρμόσθηκαν στην In αντιστοιχούν σε κάτω τριγω-

νικές μήτρες.

3. Η LU-ανάλυση μιας μήτρας A, αν υπάρχει, δεν είναι απαραίτητα μοναδική.

Στο προηγούμενο παράδειγμα, αν εφαρμόσουμε τον στοιχείωδη μετασχηματισμό R1 Ñ 2R1 στην

μήτρα U, τότε στην L ϑα εφαρμοσθεί ο μετασχηματισμός C1 Ñ 1

2
C1 οπότε ϑα προκύψουν οι

εξής νέες μήτρες:

Η άνω τριγωνική μήτρα U 1 “

»
–
2 2 4
0 1 4
0 0 ´9

fi
fl και η κάτω τριγωνική μήτρα L1 “

»
–
1 0 0
3
2

´1 0
1

2
2 1

fi
fl για

τις οποίες ισχύει ότι

A “ L1U 1.
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1.13 Συμπληρωματικές λυμένες ασκήσεις

Άσκηση 1.1. ´Εστω A “
„
1 2 3
0 ´1 2


, B “

„
1 1 1
4 5 6


P M2ˆ3. Να βρεθούν οι μήτρες: ´2A,

A ` B, Bt, ABt και BtA.

Λύση.

´2A “ ´2

„
1 2 3
0 ´1 2


“
„

´2 ´4 ´6
0 2 ´4



A ` B “
„
1 2 3
0 ´1 2


`
„
1 1 1
4 5 6


“
„
2 3 4
4 4 8



Bt “
„
2 3 4
4 4 8

t

“

»
–
2 4
3 4
4 8

fi
fl PM3ˆ2

ABt “
„
1 2 3
0 ´1 2

»
–
2 4
3 4
4 8

fi
fl

“
„

1 ¨ 2 ` 2 ¨ 3 ` 3 ¨ 4 1 ¨ 4 ` 1 ¨ 4 ` 3 ¨ 8
0 ¨ 2 ` p´1q ¨ 3 ` 2 ¨ 4 0 ¨ 4 ` p´1q ¨ 4 ` 2 ¨ 8



“
„
20 36
5 12


PM2ˆ2

BtA “

»
–
2 4
3 4
4 8

fi
fl
„
1 2 3
0 ´1 2



“

»
–
2 ¨ 1 ` 4 ¨ 0 2 ¨ 2 ` 4 ¨ p´1q 2 ¨ 3 ` 4 ¨ 2
3 ¨ 1 ` 4 ¨ 0 3 ¨ 2 ` 4 ¨ p´1q 3 ¨ 3 ` 4 ¨ 2
4 ¨ 1 ` 8 ¨ 0 4 ¨ 2 ` 8 ¨ p´1q 4 ¨ 3 ` 8 ¨ 2

fi
fl

“

»
–
2 0 14
3 2 17
4 0 28

fi
fl PM3ˆ3. �

Άσκηση 1.2. Αν

A´1 “
„
1 2
3 4


και B´1 “

„
2 0
1 1



Να υπολογισθούν οι πίνακες pABq´1 και pA´1B´1qt.

Λύση.

Ισχύει ότι pABq´1 “ B´1A´1 “
„
2 0
1 1

„
1 2
3 4


“
„
2 4
4 6


.

Ισχύει ότι pA´1B´1qt “ pB´1qtpA´1qt “
„
2 1
0 1

„
1 3
2 4


“
„
4 10
2 4


. �
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Άσκηση 1.3. Να αποδειχθεί ότι A2 “ A, όπου

A “

»
–

2 ´2 ´4
´1 3 4
1 ´2 ´3

fi
fl

και στη συνέχεια να υπολογισθεί ο B “ 2A5 ´ 3A2 ` A.

Λύση. Πράγματι,

A2 “ A ¨ A “

»
–

2 ´2 ´4
´1 3 4
1 ´2 ´3

fi
fl
»
–

2 ´2 ´4
´1 3 4
1 ´2 ´3

fi
fl “

»
–

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

fi
fl “ ... “ A

1 import sympy as sp

2 A = sp.Matrix([[2,-2,-4],[-1,3,4],[1,-2,-3]])

3 print("A**2:", A**2)

Output:

1 A**2: Matrix([[2, -2, -4], [-1, 3, 4], [1, -2, -3]])

Επομένως,

B “ 2A5 ´ 3A2 ` A “ 2A5 ´ 3A ` A “ 2A5 ´ 2A

´Ομως, A5 “ A2A2A “ AAA “ A2A “ AA “ A2 “ A.

Άρα,

B “ 2A5 ´ 2A “ 2A ´ 2A “ O �

Παρατήρηση: Η μήτρα A ονομάζεται αδύναμη (δεν έχει δύναμη).

Άσκηση 1.4. Να βρεθούν οι μήτρες Cn, όπου n P N˚, σε κάθε μία από τις παρακάτω περι-

πτώσεις:

i) C1 “
„
2 1
0 3



ii) C2 “

»
–
1 0 1
0 1 0
1 0 1

fi
fl

Λύση.

i) Θα προσπαθήσουμε να εικάσουμε τον τύπο της μήτρας Cn
1
υπολογίζοντας μερικές από τις

δυνάμεις της.

1 import sympy as sp

2 n = sp.symbols(’n’)

3 C1 = sp.Matrix([[2,1],[0,3]])

4 print((C1**n).table(sp.StrPrinter()))

Output:

1 [2**n, -2**n + 3**n]

2 [ 0, 3**n]
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Εικασία: Cn
1

“
„
2n 3n ´ 2n

0 3n



Για την απόδειξη του τύπου ϑα χρησιμοποιήσουμε επαγωγή ως προς n.

Για n “ 1 έχουμε ότι C1
1

“
„
21 31 ´ 21

0 31


“
„
2 1
0 3


“ C1, άρα ο τύπος ισχύει για n “ 1.

´Εστω ότι ο τύπος ισχύει για n “ k, δηλαδή Ck
1

“
„
2k 3k ´ 2k

0 3k


.

Θα δειχθεί ότι ισχύει και για n “ k ` 1. Πράγματι

Ck`1
1

“ C1 ¨ Ck
1 “

„
2 1
0 3

 „
2k 3k ´ 2k

0 3k



“
„
2 ¨ 2k 2 ¨ 3k ´ 2 ¨ 2k ` 3k

0 3 ¨ 3k


“
„
2k`1 3k`1 ´ 2k`1

0 3k`1


.

Άρα, ο τύπος ισχύει για κάθε n P N˚.

ii) Θα προσπαθήσουμε να εικάσουμε τον τύπο της μήτρας Cn
2
υπολογίζοντας μερικές από τις

δυνάμεις της.

1 import sympy as sp

2 C2 = sp.Matrix([[1,0,1],[0,1,0],[1,0,1]])

3 for i in range(1,5):

4 print("C2**",i,"=")

5 print((C2**i).table(sp.StrPrinter()))

Output:

1 C2** 1 =

2 [1, 0, 1]

3 [0, 1, 0]

4 [1, 0, 1]

5 C2** 2 =

6 [2, 0, 2]

7 [0, 1, 0]

8 [2, 0, 2]

9 C2** 3 =

10 [4, 0, 4]

11 [0, 1, 0]

12 [4, 0, 4]

13 C2** 4 =

14 [8, 0, 8]

15 [0, 1, 0]

16 [8, 0, 8]

Εικασία: Cn
2

“

»
–
2n´1 0 2n´1

0 1 0
2n´1 0 2n´1

fi
fl

Για την απόδειξη του τύπου ϑα χρησιμοποιήσουμε επαγωγή ως προς n.

Για n “ 1 έχουμε ότι C1
2

“

»
–
20 0 20

0 1 0
20 0 20

fi
fl “

»
–
1 0 1
0 1 0
1 0 1

fi
fl “ C2, άρα ο τύπος ισχύει για n “ 1.

´Εστω ότι ο τύπος ισχύει για n “ k, δηλαδή Ck
2

“

»
–
2k´1 0 2k´1

0 1 0
2k´1 0 2k´1

fi
fl.
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Θα δειχθεί ότι ισχύει και για n “ k ` 1. Πράγματι

Ck`1
2

“ C2 ¨ Ck
2 “

»
–
1 0 1
0 1 0
1 0 1

fi
fl
»
–
2k´1 0 2k´1

0 1 0
2k´1 0 2k´1

fi
fl

“

»
–
2k´1 ` 2k´1 0 2k´1 ` 2k´1

0 1 0
2k´1 ` 2k´1 0 2k´1 ` 2k´1

fi
fl “

»
–
2k 0 2k

0 1 0
2k 0 2k

fi
fl .

Άρα, ο τύπος ισχύει για κάθε n P N˚. �

Άσκηση 1.5. Να βρεθεί ο τύπος της ακολουθίας an όπου

an “ 5an´1 ´ 6an´2

και a0 “ a1 “ 1.

Λύση. #
an “ 5an´1 ´ 6an´2

an´1 “ 1an´1 ` 0an´2

„
an

an´1


“
„
5 ´6
1 0

 „
an´1

an´2



n “ 2 „
a2

a1


“
„
5 ´6
1 0

 „
a1

a0


“
„
5 ´6
1 0

 „
1
1



n “ 3 „
a3

a2


“
„
5 ´6
1 0

„
a2

a1


“
„
5 ´6
1 0

 „
5 ´6
1 0

 „
1
1


“
„
5 ´6
1 0

2 „
1
1



n “ 4 „
a4

a3


“
„
5 ´6
1 0

 „
a3

a2


“
„
5 ´6
1 0

3 „
1
1



Γενικότερα για n ě 2 „
an

an´1


“
„
5 ´6
1 0

n´1 „
1
1



1 import sympy as sp

2 n = sp.symbols(’n’)

3 A = sp.Matrix([[5,-6],[1,0]])

4 print((A**n).table(sp.StrPrinter()))

Output:

1 [-2*2**n + 3*3**n, 6*2**n - 6*3**n]

2 [ -2**n + 3**n, 3*2**n - 2*3**n]

Επομένως, μπορούμε να αποδείξουμε με επαγωγή ότι,
„

an

an´1


“
„

´2 ¨ 2n´1 ` 3 ¨ 3n´1 6 ¨ 2n´1 ´ 6 ¨ 3n´1

´2n´1 ` 3n´1 3 ¨ 2n´1 ´ 2 ¨ 3n´1

 „
1
1



Οπότε

an “ ´2 ¨ 2n´1 ` 3 ¨ 3n´1 ` 6 ¨ 2n´1 ´ 6 ¨ 3n´1 “ 4 ¨ 2n´1 ´ 3 ¨ 3n´1 “ 2n`1 ´ 3n. �
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Άσκηση 1.6. ´Εστω A “
„
0 ´4 1
2 1 ´1


και B “

»
–

2 5
´1 1
3 4

fi
fl.

i) Να δειχθεί ότι AB “ 7I2.

ii) Να υπολογισθεί η μήτρα pBAqn, όπου n P N˚

Λύση.

AB “
„
0 ´4 1
2 1 ´1

»
–

2 5
´1 1
3 4

fi
fl “

„
7 0
0 7


“ 7

„
1 0
0 1


“ 7I2

pBAqn “ pBAqpBAqpBAq ¨ ¨ ¨ pBAqlooooooooooooomooooooooooooon
n φορές

“ B pABqpABq ¨ ¨ ¨ pABqloooooooooomoooooooooon
n ´ 1 φορές

A

“ BpABqn´1A

“ Bp7I2qn´1A

“ B7n´1In´1
2

A “ 7n´1BA

“ 7n´1

»
–
10 ´3 ´3
2 5 ´2
8 ´8 ´1

fi
fl . �

Άσκηση 1.7. Να βρεθούν όλες οι μήτρες B P M2 οι οποίες αντιμετατίθενται με την μήτρα

A “
„
1 0
2 0



Λύση. ´Εστω B “
„

a b

c d


. Θέλουμε να ισχύει:

AB “ BA ô
„
1 0
2 0

 „
a b

c d


“
„

a b

c d

 „
1 0
2 0



Ισοδύναμα, „
a b

2a 2b


“
„

a ` 2b 0
c ` 2d 0



Άρα, ισοδύναμα $
’’’&
’’’%

a “ a ` 2b

b “ 0

2a “ c ` 2d

2b “ 0

ô
#

b “ 0

2a “ c ` 2d

Άρα, οι μήτρες B που αντιμετατίθενται με την A είναι της μορφής

B “
„

a b

c d


“
„

a 0
2pa ´ dq d


, όπου a, d P R. �
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Άσκηση 1.8. ´Εστω A PMn. Να δειχθεί ότι αν η μήτρα A5 είναι αντιστρέψιμη, τότε και η μήτρα

A είναι επίσης αντιστρέψιμη.

Λύση. Για να δείξουμε ότι μια μήτρα A είναι αντιστρέψιμη πρέπει να βρούμε μια άλλη μήτρα C

ώστε AC “ In.

Επειδή A5 είναι αντιστρέψιμη υπάρχει μήτρα B ώστε

A5B “ In ô AA4B “ In

οπότε η μήτρα A4B είναι η αντίστροφη της A, δηλαδή η A είναι αντιστρέψιμη. �

Άσκηση 1.9. Να βρεθούν, αν υπάρχουν, οι αντίστροφες των παρακάτω μητρών:

i) A1 “

»
–

1 2 1
´2 ´6 3
1 2 3

fi
fl.

ii) A2 “

»
–

1 a 3
´2 b a

0 1 2

fi
fl, a, b P R.

Λύση.

i) Η μήτρα A1 αντιστρέφεται ανν η ορίζουσά της είναι μη μηδενική.

Για τον υπολογισμό της ορίζουσας της A1 χρησιμοποιούμε τις ιδιότητες των οριζουσών καθώς

και τον τύπο του αναπτύγματος. Είναι

|A1| “

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 1
´2 ´6 3
1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R3 Ñ R3 ´ R1“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 1
´2 ´6 3
0 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Στη συνέχεια αναπτύσσουμε κατά τα στοιχεία της 3ης γραμμής και προκύπτει ότι

|A1| “ 0 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1
´2 ´6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´ 0 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1
´2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2
´2 ´6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 2 ¨ p1 ¨ p´6q ´ p´2q ¨ 2q “ ´4 , 0.

Άρα, η μήτρα A1 αντιστρέφεται.

Για τον υπολογισμό της αντίστροφής της, χρησιμοποιούμε στοιχειώδεις μετασχηματισμούς

γραμμών και μετασχηματίζουμε τη μήτρα A1 στη μήτρα I3 (ταυτόχρονα μετασχηματίζουμε τη

μήτρα I3, εφαρμόζοντας τους ίδιους μετασχηματισμούς, και προκύπτει η αντίστροφη της A1).

»
–

1 2 1
´2 ´6 3
1 2 3

fi
fl
»
–
1 0 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl

R2 Ñ R2 ` 2R1

R3 Ñ R3 ´ R1“

»
–
1 2 1
0 ´2 5
0 0 2

fi
fl
»
–

1 0 0
2 1 0

´1 0 1

fi
fl

R2 Ñ ´ 1

2
R2

“

»
–
1 2 1
0 1 ´5{2
0 0 2

fi
fl
»
–

1 0 0
´1 ´1{2 0
´1 0 1

fi
fl R1 Ñ R1 ´ 2R2“

»
–
1 0 6
0 1 ´5{2
0 0 2

fi
fl
»
–

3 1 0
´1 ´1{2 0
´1 0 1

fi
fl

R3 Ñ 1

2
R3

“

»
–
1 0 6
0 1 ´5{2
0 0 1

fi
fl
»
–

3 1 0
´1 ´1{2 0

´1{2 0 1{2

fi
fl

R1 Ñ R1 ´ 6R3

R2 Ñ R2 ` 5

2
R3

“

»
–
1 0 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl
»
–

6 1 ´3
´9{4 ´1{2 5{4
´1{2 0 1{2

fi
fl
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Άρα, A´1
1

“

»
–

6 1 ´3
´9{4 ´1{2 5{4
´1{2 0 1{2

fi
fl.

Μπορούμε να επαληθεύσουμε ότι το αποτέλεσμα που βρήκαμε είναι σωστό πολλαπλασιάζο-

ντας τις δύο μήτρες:

»
–

1 2 1
´2 ´6 3
1 2 3

fi
fl ¨

»
–

6 1 ´3
´9{4 ´1{2 5{4
´1{2 0 1{2

fi
fl

“

»
–

1 ¨ 6 ` 2 ¨ p´ 9

4
q ` 1 ¨ p´ 1

2
q 1 ¨ 1 ` 2 ¨ p´ 1

2
q ` 1 ¨ 0 1 ¨ p´3q ` 2 ¨ 5

4
` 1 ¨ 1

2

p´2q ¨ 6 ` p´6q ¨ p´ 9
4
q ` 3 ¨ p´ 1

2
q p´2q ¨ 1 ` p´6q ¨ p´ 1

2
q ` 3 ¨ 0 p´2q ¨ p´3q ` p´6q ¨ 5

4
` 3 ¨ p1{2q

1 ¨ 6 ` 2 ¨ p´ 9

4
q ` 3 ¨ p´ 1

2
q 1 ¨ 1 ` 2 ¨ p´ 1

2
q ` 3 ¨ 0 1 ¨ p´3q ` 2 ¨ 5

4
` 3 ¨ 1

2

fi
fl

“

»
–
1 0 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl .

Υπενθυμίζουμε ότι για την εύρεση της αντίστροφης μιας μήτρας δεν είναι υποχρεωτική η

χρήση του κριτηρίου της ορίζουσας. Αν η μήτρα δεν αντιστρέφεται αυτό ϑα προκύψει κατά τη

διαδικασία μετατροπής της σε ανηγμένη κλιμακωτή, όπου ϑα εμφανισθούν μηδενικές γραμμές.

ii) Η εύρεση της αντίστροφης της μήτρας A2 παρουσιάζει τη δυσκολία ότι δεν γνωρίζουμε ποιες

είναι οι τιμές των a, b.

Εδώ το κριτήριο της ορίζουσας είναι ιδιαίτερα χρήσιμο, αλλά η διαδικασία μπορεί να γίνει

και χωρίς αυτό, όπως παρουσιάζεται παρακάτω:

»
–

1 a 3
´2 b a

0 1 2

fi
fl
»
–
1 0 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl R2 Ñ R2 ` 2R1“

»
–
1 a 3
0 b ` 2a a ` 6
0 1 2

fi
fl
»
–
1 0 0
2 1 0
0 0 1

fi
fl .

Επειδή δεν γνωρίζουμε αν b ` 2a , 0 δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε τον στοιχειώδη μετα-

σχηματισμό R2 Ñ 1

b`2a
R2 χωρίς να πάρουμε περιπτώσεις. Για το συγκεκριμένο παράδειγμα

όμως μπορούμε να εναλλάξουμε τις γραμμές 2 και 3 και να συνεχίσουμε τη διαδικασία χωρίς

περιπτώσεις:

R2 Ø R3“

»
–
1 a 3
0 1 2
0 b ` 2a a ` 6

fi
fl
»
–
1 0 0
0 0 1
2 1 0

fi
fl

R1 Ñ R1 ´ aR2

R3 Ñ R3 ´ pb ` 2aqR2“

»
–
1 0 3 ´ 2a

0 1 2
0 0 a ` 6 ´ 2pb ` 2aq

fi
fl
»
–
1 0 ´a

0 0 1
2 1 ´b ´ 2a

fi
fl “

»
–
1 0 3 ´ 2a

0 1 2
0 0 6 ´ 2b ´ 3a

fi
fl
»
–
1 0 ´a

0 0 1
2 1 ´b ´ 2a

fi
fl

Τώρα, προκειμένου να συνεχίσουμε πρέπει οπωσδήποτε να διακρίνουμε περιπτώσεις:

Αν 6 ´ 2b ´ 3a “ 0, ή ισοδύναμα b “ 3 ´ 3
2
a τότε η μήτρα A2 δεν αντιστρέφεται, αφού είναι

R-ισοδύναμη με τη μήτρα »
–
1 0 3 ´ 2a

0 1 2
0 0 0

fi
fl

η οποία περιέχει μηδενική γραμμή.
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Αν 6 ´ 2b ´ 3a , 0 τότε έχουμε ότι

»
–
1 0 3 ´ 2a

0 1 2
0 0 6 ´ 2b ´ 3a

fi
fl
»
–
1 0 ´a

0 0 1
2 1 ´b ´ 2a

fi
fl

R3 Ñ 1

6 ´ 2b ´ 3a
R3

“

»
–
1 0 3 ´ 2a

0 1 2
0 0 1

fi
fl
»
–

1 0 ´a

0 0 1
2

6´2b´3a
1

6´2b´3a

´b´2a

6´2b´3a

fi
fl

R1 Ñ R1 ´ p3 ´ 2aqR3

R2 Ñ R2 ´ 2R3“

»
–
1 0 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl
»
–

a´2b

6´2b´3a
´ 3´2a

6´2b´3a
´ a2´3b

6´2b´3a

´ 4

6´2b´3a
´ 2

6´2b´3a

a`6

6´2b´3a
2

6´2b´3a
1

6´2b´3a

´b´2a

6´2b´3a

fi
fl .

Άρα, αν 6 ´ 2b ´ 3a , 0 τότε

A´1
2

“

»
–

a´2b

6´2b´3a
´ 3´2a

6´2b´3a
´ a2´3b

6´2b´3a

´ 4

6´2b´3a
´ 2

6´2b´3a

a`6

6´2b´3a
2

6´2b´3a
1

6´2b´3a

´b´2a

6´2b´3a

fi
fl “ 1

6 ´ 2b ´ 3a

»
–

a ´ 2b 2a ´ 3 3b ´ a2

´4 ´2 a ` 6
2 1 ´b ´ 2a

fi
fl .

Ας δούμε, τώρα, τι πληροφορίες μας παρέχει το κριτήριο της ορίζουσας για τη μήτρα A2

(αναπτύσσοντάς κατά τα στοιχεία της τρίτης γραμμής)

|A2| “

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 a 3
´2 b a

0 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´1 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3
´2 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 a

´2 b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´1 ¨ pa ` 6q ` 2pb ` 2aq “ 2b ` 3a ´ 6

Άρα, επιβεβαιώνουμε και πάλι ότι η μήτρα A2 αντιστρέφεται αν και μόνο αν 2b ` 3a ´ 6 , 0.
Με τη βοήθεια αυτού του κριτηρίου, γνωρίζουμε εξ αρχής ποιες περιπτώσεις πρέπει να

διακρίνουμε κατά τη διαδικασία μετατροπής της A2 σε ανηγμένη κλιμακωτή μήτρα. �

Παρατήρηση: Οι μήτρες δεν είναι μόνο μια δομή αποθήκευσης πληροφορίας, αλλά μπορούν να

χρησιμοποιηθούν για να μοντελοποίησουν και να λύσουν πολλές κατηγορίες προβλημάτων.

Άσκηση 1.10. Να λυθεί το σύστημα

x ` y ` z “ 3

2x ´ y ` 3z “ 4

x ` 2y ´ 2z “ 1

Λύση. Αν τεθεί

A “

»
–
1 1 1
2 ´1 3
1 2 ´2

fi
fl , X “

»
–

x

y

z

fi
fl και B “

»
–
3
4
1

fi
fl

τότε το σύστημα είναι ισοδύναμο με την εξίσωση μητρών

AX “ B.

Πράγματι,
»
–
1 1 1
2 ´1 3
1 2 ´2

fi
fl
»
–

x

y

z

fi
fl “

»
–
3
4
1

fi
fl ô

»
–

1 ¨ x ` 1 ¨ y ` 1 ¨ z

2 ¨ x ` p´1q ¨ y ` 3 ¨ z

1 ¨ x ` 2 ¨ x ` p´2q ¨ z

fi
fl “

»
–
3
4
1

fi
fl ô

»
–

x ` y ` z

2x ´ y ` 3z

x ` 2y ´ 2z

fi
fl “

»
–
3
4
1

fi
fl .
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Από την τελευταία ισότητα μητρών προκύπτει το αρχικό σύστημα των τριών εξισώσεων. Αν

πολλαπλασιάσουμε την εξίσωση AX “ B από τα αριστερά με τη μήτρα

C “ ´ 1

8

»
–

4 ´4 ´4
´7 3 1
´5 1 3

fi
fl

έχουμε ότι

´ 1

8

»
–

4 ´4 ´4
´7 3 1
´5 1 3

fi
fl
»
–
1 1 1
2 ´1 3
1 2 ´2

fi
fl
»
–

x

y

z

fi
fl “ ´ 1

8

»
–

4 ´4 ´4
´7 3 1
´5 1 3

fi
fl
»
–
3
4
1

fi
fl ô

´ 1

8

»
–

´8 0 0
0 ´8 0
0 0 ´8

fi
fl
»
–

x

y

z

fi
fl “ ´ 1

8

»
–

´8
´8
´8

fi
fl ô

»
–
1 0 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl
»
–

x

y

z

fi
fl “

»
–
1
1
1

fi
fl ô

»
–

x

y

z

fi
fl “

»
–
1
1
1

fi
fl

Άρα, x “ y “ z “ 1. �

Άσκηση 1.11. Να βρεθεί ο αριθμός των πολλαπλασιασμών (και των προσθέσεων) που απαι-

τούνται για τον υπολογισμό του γινομένου C “ A ¨ B, όταν οι μήτρες A “ rai js, B “ rbi js έχουν

τύπο

i) A: 1 ˆ n και B: n ˆ 1.

ii) A: m ˆ n και B: n ˆ k.

i) A: 1 ˆ n και B: n ˆ 1.

Στην περίπτωση αυτή, το γινόμενο AB είναι μια μήτρα C “ rci js τύπου 1 ˆ 1 και

c11 “
nÿ

p“1

a1pbp1

οπότε απαιτούνται n πολλαπλασιασμοί (και n ´ 1 προσθέσεις).

ii) A: m ˆ n και B: n ˆ k.

Στην περίπτωση αυτή, το γινόμενο AB είναι μια μήτρα C “ rci js τύπου m ˆ k, άρα έχει m ¨ k

στοιχεία.

Ο υπολογισμός κάθε στοιχείου ci j της C γίνεται βάση του τύπου

ci j “
nÿ

p“1

aipbp j

άρα, για κάθε στοιχείο απαιτούνται n ´ 1 προσθέσεις και n πολλαπλασιασμοί.

Επομένως, για να βρούμε όλα τα στοιχεία της μήτρας C απαιτούνται m¨n ¨k πολλαπλασιασμοί

(και m ¨ pn ´ 1q ¨ k προσθέσεις).

Παραδείγματα:
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• αν η A έχει διαστάσεις 5ˆ 7 και B έχει διαστάσεις 7ˆ2, τότε η μήτρα AB έχει διαστάσεις

5 ˆ 2 και για τον υπολογισμό του AB απαιτούνται: 5 ¨ 7 ¨ 2 “ 70 πολλαπλασιασμοί.

• αν η A έχει διαστάσεις 10 ˆ 30 και B έχει διαστάσεις 30 ˆ 20, τότε η μήτρα AB έχει

διαστάσεις 10 ˆ 20 και για τον υπολογισμό του AB απαιτούνται: 10 ¨ 30 ¨ 20 “ 6000
πολλαπλασιασμοί.

• αν η A έχει διαστάσεις 10 ˆ 5, η B έχει διαστάσεις 5 ˆ 3 και η C έχει διαστάσεις 3 ˆ 9.
Τότε η μήτρα ABC ϑα έχει διαστάσεις 10 ˆ 9. Πόσοι πολλαπλασιασμοί χρειάζομαι για

να την υπολογίσω;

Υπάρχουν δύο τρόποι να υπολογισθεί το γινόμενο ABC.

– 1ος τρόπος: pABqC
Το pABq έχει διαστάσεις 10 ˆ 3 και για να υπολογισθεί απαιτούνται 10 ¨ 5 ¨ 3 “ 150
πολλαπλασιασμοί.

Το pABqC έχει διαστάσεις 10 ˆ 9 και για να υπολογισθεί απαιτούνται 10 ¨ 3 ¨ 9 “ 270
πολλαπλασιασμοί.

Συνολικά, με αυτό τον τρόπο απαιτούνται 150 ` 270 “ 420 πολλαπλασιασμοί.

– 2ος τρόπος: ApBCq.
Το pBCq έχει διαστάσεις 5 ˆ 9 και για να υπολογισθεί απαιτούνται 5 ¨ 3 ¨ 9 “ 135
πολλαπλασιασμοί.

Το ApBCq έχει διαστάσεις 10 ˆ 9 και για να υπολογισθεί απαιτούνται 10 ¨ 5 ¨ 9 “ 450
πολλαπλασιασμοί.

Συνολικά, με αυτό τον τρόπο απαιτούνται 135 ` 450 “ 585 πολλαπλασιασμοί.

Άσκηση 1.12. Να βρεθεί ο βέλτιστος τρόπος υπολογισθεί το γινόμενο A ¨ B ¨ C ¨ D των μητρών

A, B, C, D με τύπους

A: 10 ˆ 4
B: 4 ˆ 12
C: 12 ˆ 8
D: 8 ˆ 20

Λύση. Ο πολλαπλασιασμός μητρών είναι προσεταιριστικός, δηλαδή δεν εξαρτάται από την σειρά

που ϑα γίνουν (ανά δύο) οι πολλαπλασιασμοί.

Υπάρχουν 5 τρόποι να υπολογίσουμε το γινόμενο A ¨ B ¨ C ¨ D

• 1ος τρόπος: ppABqCqD.

AB έχει διαστάσεις 10 ˆ 12 και χρειαζόμαστε 10 ¨ 4 ¨ 12 “ 480 πολλαπλασιασμούς.

pABqC έχει διαστάσεις 10 ˆ 8 και χρειαζόμαστε 10 ¨ 12 ¨ 8 “ 960 πολλαπλασιασμούς.

ppABqCqD έχει διαστάσεις 10 ˆ 20 και χρειαζόμαστε 10 ¨ 8 ¨ 20 “ 1600 πολλαπλασιασμούς.

Συνολικά, 3040 πολλαπλασιασμοί.

• 2ος τρόπος: pABqpCDq.
AB έχει διαστάσεις 10 ˆ 12 και χρειαζόμαστε 10 ¨ 4 ¨ 12 “ 480 πολλαπλασιασμούς.

CD έχει διαστάσεις 12 ˆ 20 και χρειαζόμαστε 12 ¨ 8 ¨ 20 “ 1920 πολλαπλασιασμούς.

pABqpCDq έχει διαστάσεις 10 ˆ 20 και χρειαζόμαστε 10 ¨ 12 ¨ 20 “ 2400 πολλαπλασιασμούς.

Συνολικά, 4800 πολλαπλασιασμοί.
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• 3ος τρόπος: pApBCqqD.

BC έχει διαστάσεις 4 ˆ 8 και χρειαζόμαστε 4 ¨ 12 ¨ 8 “ 384 πολλαπλασιασμούς.

ApBCq έχει διαστάσεις 10 ˆ 8 και χρειαζόμαστε 10 ¨ 4 ¨ 8 “ 320 πολλαπλασιασμούς.

pApBCqqD έχει διαστάσεις 10 ˆ 20 και χρειαζόμαστε 10 ¨ 8 ¨ 20 “ 1600 πολλαπλασιασμούς.

Συνολικά, 2304 πολλαπλασιασμοί.

• 4ος τρόπος: AppBCqDq.
BC έχει διαστάσεις 4 ˆ 8 και χρειαζόμαστε 4 ¨ 12 ¨ 8 “ 384 πολλαπλασιασμούς.

pBCqD έχει διαστάσεις 4 ˆ 20 και χρειαζόμαστε 4 ¨ 8 ¨ 20 “ 640 πολλαπλασιασμούς.

AppBCqDq έχει διαστάσεις 10 ˆ 20 και χρειαζόμαστε 10 ¨ 4 ¨ 20 “ 800 πολλαπλασιασμούς.

Συνολικά, 1824 πολλαπλασιασμοί.

• 5ος τρόπος: ApBpCDqq.
CD έχει διαστάσεις 12 ˆ 20 και χρειαζόμαστε 12 ¨ 8 ¨ 20 “ 1920 πολλαπλασιασμούς.

BpCDq έχει διαστάσεις 4 ˆ 20 και χρειαζόμαστε 4 ¨ 12 ¨ 20 “ 960 πολλαπλασιασμούς.

ApBpCDqq έχει διαστάσεις 10 ˆ 20 και χρειαζόμαστε 10 ¨ 4 ¨ 20 “ 800 πολλαπλασιασμούς.

Συνολικά, 3680 πολλαπλασιασμοί.

Άρα, ο αποδοτικότερος τρόπος υπολογισμού του γινομένου ABCD είναι AppBCqDq.

Παρατήρηση: Μπορούμε να διαπιστώσουμε και πειραματικά την απόδοση των διαφορετικών

τρόπων υπολογισμού του γινομένου ABCD. (Προκειμένου να γίνουν εμφανέστερες οι διαφορές

ϑα χρησιμοποιήσουμε μήτρες A, B,C,D των οποίων οι διαστάσεις είναι πολλαπλασιασμένες επί

20).

1 import sympy as sp

2 import datetime

3 A = sp.ones(200,80) #200 x 80 matrix where every element equals to 1

4 B = sp.ones(80,240)

5 C = sp.ones(240,160)

6 D = sp.ones(160,400)

7 start = datetime.datetime.now()

8

9 R0 = A@B@C@D #default? ((A@B)@C)@D

10 finish = datetime.datetime.now()

11 diarkeia0 = finish - start

12 print("A@B@C@D", diarkeia0)

13

14 #1os tropos

15 start = datetime.datetime.now()

16 R1 = ((A@B)@C)@D

17 finish = datetime.datetime.now()

18 diarkeia1 = finish - start

19 print("((A@B)@C)@D", diarkeia1)

20

21 #2os tropos

22 start = datetime.datetime.now()

23 R2 = (A@B)@(C@D)

24 finish = datetime.datetime.now()

25 diarkeia2 = finish - start

26 print("(A@B)@(C@D)", diarkeia2)

27
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28 #3os tropos

29 start = datetime.datetime.now()

30 R3 = (A@(B@C))@D

31 finish = datetime.datetime.now()

32 diarkeia3 = finish - start

33 print("(A@(B@C))@D", diarkeia3)

34

35 #4os tropos

36 start = datetime.datetime.now()

37 R4 = A@((B@C)@D)

38 finish = datetime.datetime.now()

39 diarkeia4 = finish - start

40 print("A@((B@C)@D)", diarkeia4)

41

42 #5os tropos

43 start = datetime.datetime.now()

44 R5 = A@(B@(C@D))

45 finish = datetime.datetime.now()

46 diarkeia5 = finish - start

47 print("A@(B@(C@D))", diarkeia5)

Output:

1 A@B@C@D 0:00:29.513232

2 ((A@B)@C)@D 0:00:33.169644

3 (A@B)@(C@D) 0:00:47.781566

4 (A@(B@C))@D 0:00:24.835258

5 A@((B@C)@D) 0:00:18.673987

6 A@(B@(C@D)) 0:00:35.918524

�

Άσκηση 1.13. Μια n ˆ n μήτρα A ονομάζεται στοχαστική αν τα στοιχεία της είναι μη αρνητικά

και το άθροισμα των στοιχείων οποιασδήποτε γραμμή της A είναι ίσο με 1.

i) Να δειχθεί ότι μια n ˆ n μήτρα A με στοιχεία μη αρνητικούς αριθμούς είναι στοχαστική αν

και μόνο αν AX “ X όπου X είναι η μήτρα στήλη n ˆ 1 της οποίας όλα τα στοιχεία είναι

ίσα με 1.

ii) Να δειχθεί ότι το γινόμενο δύο στοχαστικών n ˆ n μητρών A, B είναι επίσης στοχαστική

μήτρα.

i) ´Εστω A “ rai js και X “ rxi1s όπου xi1 “ 1 για κάθε i P rns. Η μήτρα C “ AX έχει διαστάσεις

n ˆ 1 δηλαδή είναι μήτρα στήλη. Το στοιχείο ci1 της C ισούται με

ci1 “
nÿ

p“1

aipxp1 “
nÿ

p“1

aip ¨ 1 “
nÿ

p“1

aip

δηλαδή το στοιχείο ci1 ισούται με το άθροισμα των στοιχείων της i-οστής γραμμής της A.

• Αν η μήτρα A είναι στοχαστική (δηλαδή τα στοιχεία οποιασδήποτε γραμμής της αθρο-

ίζουν στο 1) τότε ci1 “ 1 για κάθε i P rns, άρα C “ X.

• Αν η μήτρα A δεν είναι στοχαστική (δηλαδή υπάρχει γραμμή με άθροισμα στοιχείων

διάφορο του 1) τότε υπάρχει στοιχείο ci1 , 1 για κάποιο i P rns, άρα C , X.
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ii) Επειδή ο τύπος υπολογισμού οποιουδήποτε στοιχείου του γινομένου δύο μητρών A, B χρη-

σιμοποιεί μόνο πρόσθεση και πολλαπλασιασμό και επειδή οι μήτρες A, B έχουν μη αρνητικά

στοιχεία, έπεται ότι και η μήτρα AB έχει επίσης μη αρνητικά στοιχεία.

Προκειμένου να δείξουμε ότι η μήτρα AB είναι στοχαστική αρκεί να δείξουμε ότι pABqX “ X.

Πράγματι, ABX “ ApBXq “ AX “ X.

Άρα, η μήτρα AB είναι επίσης στοχαστική μήτρα.

Παρατήρηση: Μπορούμε να δημιουργήσουμε μια τυχαία στοχαστική μήτρα S από μια τυχαία

μήτρα μη αρνητικών αριθμών R διαιρώντας κάθε στοιχείο της R με το άθροισμα των στοιχείων της

γραμμής στο οποίο ανήκει.

1 import sympy as sp

2

3 S = sp.randMatrix(7,7,0,10)

4 print("A random nonnegative", S.rows, "x", S.cols, "matrix:")

5 print(S.table(sp.StrPrinter()))

6 for i in range(S.rows):

7 rowsum = 0

8 for j in range(S.cols):

9 rowsum += S[i,j]

10 for j in range(S.cols):

11 S[i,j] /= rowsum

12 print("A random stochastic", S.rows, "x", S.cols, "matrix:")

13 print(S.table(sp.StrPrinter()))

Output:

1 A random nonnegative 7 x 7 matrix:

2 [3, 4, 0, 8, 10, 1, 7]

3 [2, 0, 8, 0, 4, 7, 4]

4 [8, 2, 4, 0, 7, 8, 1]

5 [6, 10, 0, 9, 6, 6, 7]

6 [2, 7, 6, 3, 5, 9, 10]

7 [8, 10, 5, 3, 8, 0, 1]

8 [4, 3, 6, 3, 8, 5, 6]

9 A random stochastic 7 x 7 matrix:

10 [1/11, 4/33, 0, 8/33, 10/33, 1/33, 7/33]

11 [2/25, 0, 8/25, 0, 4/25, 7/25, 4/25]

12 [4/15, 1/15, 2/15, 0, 7/30, 4/15, 1/30]

13 [3/22, 5/22, 0, 9/44, 3/22, 3/22, 7/44]

14 [1/21, 1/6, 1/7, 1/14, 5/42, 3/14, 5/21]

15 [8/35, 2/7, 1/7, 3/35, 8/35, 0, 1/35]

16 [4/35, 3/35, 6/35, 3/35, 8/35, 1/7, 6/35]
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1.14 Ασκήσεις προς επίλυση

1. (Αντιστροφή μήτρας) Να βρεθούν, αν υπάρ-

χουν, οι αντίστροφες των παρακάτω μη-

τρών:

i) A1 “

»
–
1 2 3
4 4 4
3 2 1

fi
fl.

ii) A2 “

»
–
1 4 3
2 4 2
3 4 1

fi
fl.

iii) A3 “

»
–

1 1 1
5 4 3
10 5 1

fi
fl.

iv) A4 “

»
–
1 2 2
2 3 2
2 2 1

fi
fl.

v) A5 “

»
–
1 2 a

1 3 2a

1 4 3a

fi
fl, a P R.

vi) A6 “

»
–
1 2 a

1 3 a

1 4 0

fi
fl, a P R.

vii) A7 “

»
——–

12 0 9 8
0 12 ´8 9

´9 8 12 0
´8 ´9 0 12

fi
ffiffifl.

viii) A8 “

»
——–

8 5 2 0
24 17 7 0

´32 10 6 0
16 14 10 1

fi
ffiffifl.

ix) A8 “

»
——–

18 ´38 7 ´37
7 21 ´26 ´28
73 81 17 ´49
19 ´43 ´49 ´47

fi
ffiffifl.

2. (Μήτρες Hilbert) Να βρεθούν οι αντίστρο-

φες των παρακάτω μητρών, που ονομάζο-

νται μήτρες Hilbert.

H2 “
«

1

1

1

2

1

2

1

3

ff
, H3 “

»
—–

1

1

1

2

1

3

1
2

1
3

1
4

1

3

1

4

1

5

fi
ffifl,

H4 “

»
————–

1
1

1
2

1
3

1
4

1

2

1

3

1

4

1

5

1

3

1

4

1

5

1

6

1
4

1
5

1
6

1
7

fi
ffiffiffiffifl
.

3. (Δυνάμεις μήτρας) Να βρεθούν οι μήτρες

Bn, όπου n P N˚ σε κάθε μια από τις πα-

ρακάτω περιπτώσεις:

i) B1 “
„
1 0
1 1


.

ii) B2 “
„
2 a

0 1


.

iii) B3 “
„
2 1
0 3


.

iv) B4 “
„
0 ´a

a 0


.

v) B5 “

»
–
0 0 1
0 1 0
1 0 0

fi
fl.

vi) B6 “

»
–
1 1 0
0 1 1
0 0 1

fi
fl.

vii) B7 “

»
–
1 2 0
0 1 2
0 0 1

fi
fl.

viii) B8 “

»
–
1 0 1
0 0 0
1 0 1

fi
fl.

ix) B9 “

»
–
1 1 1
1 1 1
1 1 1

fi
fl.

x) B10 “

»
–

´5 ´5 ´5
´5 ´5 ´5
´5 ´5 ´5

fi
fl.

xi) B11 “

»
–
0 0 0
1 0 1
0 0 1

fi
fl.

xii) B12 “

»
–
1 1 2
0 1 3
0 0 0

fi
fl.

Σε κάθε περίπτωση, η εικασία σας να α-

ποδειχθεί χρησιμοποιώντας μαθηματική ε-

παγωγή.

4. (Μήτρα στροφής) Αν A “
„

cos a ´ sin a

sin a cos a



να δειχθεί ότι

An “
„

cos na ´ sin na

sin na cos na


,

για κάθε n P N˚.
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5. (Ειδικές μήτρες)

i) Αν A, B P Mn με AB “ BA “ On, να

δειχθεί ότι pA`Bqν “ Aν`Bν, για κάθε

ν P N˚.

ii) Αν A “

»
–
1 0 1
0 0 0
1 0 1

fi
fl, B “

»
–

1 1 ´1
1 1 ´1

´1 ´1 1

fi
fl

και C “

»
–
2 1 0
1 1 ´1
0 ´1 2

fi
fl, να υπολογι-

σθούν οι μήτρες Aν, Bν και Cν, για

κάθε ν P N˚.

6. (Διαγώνιες μήτρες) ´Εστω A, B διαγώνιες μήτρες

με A “ rai js PMnˆn και B “ rbi js PMnˆn.

i) Να δειχθεί ότι At “ A.

ii) Να δειχθεί ότι αν An “ rci js τότε ci j “
an

i j
.

iii) Να εξετασθεί πότε η A αντιστρέφεται

και να βρεθούν τα στοιχεία ci j της A´1.

iv) Να δειχθεί ότι οι μήτρες A ` B, A ´ B,

AB είναι επίσης διαγώνιες μήτρες.

7. (Αντιμετάθεση μητρών) ´Εστω A, B P Mn.

Σε ποια περίπτωση ισχύει η ταυτότητα pA`
Bq2 “ A2 ` 2AB ` B2;

Επίσης, πότε ισχύει η ταυτότητα A2´ B2 “
pA ` BqpA ´ Bq;

8. (Αντιμετάθεση μητρών) ´Εστω A, B,C PMn.

Αν AC “ CA και BC “ CB να δειχθεί ότι

CpAB ` BAq “ pAB ` BAqC.

9. (Αντιμετάθεση μητρών) ´Εστω A, B,C,D P
Mn. Αν ABCD “ I να δειχθεί ότι

ABCD “ DABC “ CDAB “ BCDA “ I.

10. (Πράξεις μητρών) ´Εστω A, B,C μήτρες τύπου

n ˆ n. Ορίζουμε A ˚ B “ AB ´ BA.

Να δειχθεί ότι A ˚ A “ On και

pA ˚ Bq ˚ C ` pB ˚ Cq ˚ A ` pC ˚ Aq ˚ B “ On.

11. (Ορθογώνια μήτρα) Να εξετασθεί αν η μήτρα

A “

»
——–

1 1 1 1
1 1 ´1 ´1
1 ´1 1 ´1

´1 1 1 ´1

fi
ffiffifl

είναι ορθογώνια.

12. (Ορθογώνιες μήτρες) ´Εστω A, B,C PMn.

i) Να δειχθεί ότι αν η A είναι ορθογώνια

τότε και η μήτρα A´1 είναι ορθογώνια.

ii) Να δειχθεί ότι αν A, B είναι ορθογώνιες

τότε και η μήτρα AB είναι ορθογώνια.

iii) Να δειχθεί ότι αν AB “ BA και C είναι

ορθογώνια, τότε οι μήτρες CtAC και

CtBC αντιμετατίθεται.

13. (Συμμετρικές μήτρες) Να βρεθεί ο μέγιστος

αριθμός διαφορετικών στοιχείων που μπο-

ρεί να έχει μια συμμετρική n ˆ n μήτρα A.

14. (Συμμετρικές μήτρες) ´Εστω A, B PMn.

i) Να δειχθεί ότι οι μήτρες AAt και AtA

είναι συμμετρικές.

ii) Να δειχθεί ότι αν η μήτρα A είναι συμ-

μετρική τότε και η μήτρα BtAB είναι

συμμετρική.

15. (´Ιχνος μήτρας) ´Εστω A, B PMn.

i) Να δειχθεί ότι trpA`Bq “ trpAq`trpBq
και trpABq “ trpBAq.

ii) Να δειχθεί ότι η εξίσωση AX´XA “ In

είναι αδύνατη.

16. (Εξισώσεις με μήτρες)

i) ´Εστω A1 “
„

a 0
a a


, όπου a , 0.

Να βρεθούν όλες οι μήτρες B ώστε

A1B “ BA1.

ii) ´Εστω A2 “
„

a b

b a


, όπου ab , 0.

Να βρεθούν όλες οι μήτρες B ώστε

A2B “ BA2.

iii) ´Εστω A3 “
„

a a

b b


, όπου ab , 0.

Να βρεθούν όλες οι μήτρες B ώστε

A3B “ BA3.

iv) Να προσδιορισθούν όλες οι αδύναμες

μήτρες A4 “
„

a b

1 c


, όπου a, b, c P R.

v) Να βρεθούν, αν υπάρχουν, a, b, c P R
ώστε η μήτρα A5 “

„
a b

c 0


να είναι

ορθογώνια.
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17. (Αντιπαραδείγματα)

i) Να δοθεί ένα παράδειγμα δύο μη δια-

γώνιων μητρών A, B για τις οποίες η

μήτρα AB είναι διαγώνια.

ii) Να δοθεί ένα παράδειγμα τριών μη-

τρών A, B,C για τις οποίες trpABCq ,
trpACBq.

iii) Να δοθεί ένα παράδειγμα μητρών A, B

τύπου 2 ˆ 2 ώστε AB “ O2 και BA ,

O2.

iv) Να δοθεί ένα παράδειγμα μη μηδενι-

κών μητρών A, B τύπου 2 ˆ 2 για τις

οποίες A ` B “ AB.

18. (Ειδικές μήτρες) ´Εστω A, B P Mn. Να δει-

χθεί ότι αν A ` B “ AB τότε

(i) pA ´ InqpB ´ Inq “ pB ´ InqpA ´ Inq,
(ii) AB “ BA.

19. (Αντιστρέψιμες μήτρες) ´Εστω A, B P Mn.

Να δειχθεί ότι αν η μήτρα AB είναι αντι-

στρέψιμη, τότε και οι μήτρες A, B είναι ε-

πίσης αντιστρέψιμες.

20. (Αντιστρέψιμες μήτρες) ´Εστω A PMn. Να

δειχθεί ότι αν η μήτρα A4 είναι αντιστρέψι-

μη, τότε και η μήτρα A είναι επίσης αντι-

στρέψιμη.

21. (Αδύναμες μήτρες) ´Εστω A P Mn και A ,

In. Να δειχθεί ότι αν A είναι αδύναμη, τότε

η A δεν αντιστρέφεται.

22. (Αυτοαντίστροφες μήτρες) ´Εστω A P Mn.

Η μήτρα A ονομάζεται αυτοαντίστροφη

αν A2 “ In.

(i) Να δειχθεί ότι αν η A είναι αδύνα-

μη, τότε η μήτρα 2A ´ In είναι αυτοα-

ντίστροφη.

(ii) Να δειχθεί ότι αν η A είναι αυτοα-

ντίστροφη, τότε η μήτρα pA ` Iq{2 ε-

ίναι αδύναμη.

23. (Αντιστρέψιμες μήτρες) ´Εστω A PMn. Να

δειχθεί ότι αν υπάρχει k P N˚ ώστε Ak “
On, τότε η μήτρα A ` I είναι αντιστρέψιμη.

24. (Αντιστρέψιμες μήτρες) ´Εστω A P Mn με

A2 “ A ´ In. Να δειχθεί ότι οι μήτρες A και

A ´ 2In είναι αντιστρέψιμες.

25. (Αντιστρέψιμες μήτρες) ´Εστω A P Mn με

A2 ` 2A ´ 3In “ On.

(i) Να δειχθεί ότι οι μήτρες A, A`2I είναι

αντιστρέψιμες.

(ii) Να δειχθεί ότι η μήτρα A ´ kI είναι

αντιστρέψιμη για κάθε k , 1, 3.

26. (Αντιστρέψιμες μήτρες) ´Εστω A, B αντιστρέψι-

μες n ˆ n μήτρες. Να δειχθεί ότι

(i) pIn ´ B´1ABq´1 “ B´1pIn ´ AqB.

(ii) A´1 ` B´1 “ A´1pB ` AqB´1.

(iii) pA´1 ` B´1q´1 “ ApA ` Bq´1B.

27. (Συμμετρικές μήτρες) ´Εστω A P Mn. Να

δειχθεί ότι η μήτρα A`At είναι συμμετρική,

ενώ η μήτρα A ´ At είναι αντισυμμετρική.

28. (Ανάλυση μητρών σε άθροισμα) Να δειχθε-

ί ότι κάθε τετραγωνική μήτρα γράφεται με

μοναδικό τρόπο ως άθροισμα μιας συμμε-

τρικής και μιας στρεβλά συμμετρικής μήτρας.

29. (Άθροισματα στηλών και γραμμών) Να εξε-

τασθεί αν είναι δυνατό να κατασκευασθεί

μια n ˆ n μήτρα με τις παρακάτω ιδιότητες:

α) το άθροισμα των στοιχείων κάθε γραμ-

μής της να είναι ϑετικό.

β) το άθροισμα των στοιχείων κάθε στήλης

της να είναι αρνητικό.

30. (Πολυπλοκότητα πολλαπλασιασμού μητρών)

i) Να υπολογισθεί ο αριθμός των πολ-

λαπλασιασμών και των προσθέσεων

που πρέπει να κάνουμε για να υπο-

λογίσουμε το γινόμενο μιας μήτρας A

τύπου 1ˆn με μια μήτρα B τύπου nˆ1.

ii) Να υπολογισθεί ο αριθμός των πολ-

λαπλασιασμών και των προσθέσεων

που πρέπει να κάνουμε για να υπο-

λογίσουμε το γινόμενο μιας μήτρας A

τύπου m ˆ n με μια μήτρα B τύπου

n ˆ k.
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31. (Cayley  Hamilton για 2ˆ 2 μήτρες) ´Εστω

η μήτρα A “
„
2 ´1
1 2


.

i) Να δειχθεί ότι η A ικανοποιεί την ε-

ξίσωση A2 ´ 4A ` 5I “ O.

ii) Να δειχθεί ότι η μήτρα An (όπου n ě
2) μπορεί να γραφεί με την μορφή An “
anA ` bnI2.

iii) Να δειχθεί ότι an`1 “ 4an ` bn και

bn`1 “ ´5an.

iv) Να υπολογισθούν οι μήτρες A3, A4,

A5.

v) Να υπολογισθεί η μήτρα A´1.

32. (Τεχνάσματα μητρών) ´Εστω η μήτρα A “»
–

´2 10 3
0 1 0

´1 3 2

fi
fl.

(i) Να δειχθεί ότι για κάθε n P N˚ ισχύει

ότι

An`2 ´ An “ A2 ´ In.

(ii) Να βρεθεί η μήτρα A2016.

33. (LU-ανάλυση μήτρας) Να βρεθεί, αν υπάρ-

χει, μια LU-ανάλυση για τις παρακάτω μήτρες:

i) A1 “
„
1 3
2 4



ii) A2 “

»
–
6 12 18
5 26 35
3 14 25

fi
fl

iii) A3 “

»
–

´3 3 ´6
4 ´2 5

´2 6 ´10

fi
fl

iv) A4 “

»
–
1 2 0
3 6 ´1
1 2 1

fi
fl

v) A1 “

»
——–

3 0 1 2
2 3 0 1
1 2 3 0
0 1 2 3

fi
ffiffifl.

vi) A2 “

»
——–

0 1 2 3
3 0 1 2
2 3 0 1
1 2 3 0

fi
ffiffifl.

Σημείωση: Οι επόμενες ασκήσεις απαιτο-

ύν γνώσεις από το κεφάλαιο των αλγεβρι-

κών δομών.

34. (Ορθογώνιες μήτρες) ´Εστω On το σύνολο

των ορθογωνίων μητρών. Να δειχθεί ότι

σύνολο On εφοδιασμένο με την πράξη του

πολλαπλασιασμού μητρών είναι ομάδα.

35. (Ομάδα Pauli) Να αποδειχθεί ότι το σύνο-

λο των επόμενων μητρών αποτελεί ομάδα

ως προς την πράξη του πολλαπλασιασμού

μητρών:

A “
„
1 0
0 1


, B “

„
0 1

´1 0


, C “

„
0 ´1
1 0


,

D “
„

´1 0
0 ´1


, E “

„
i 0
0 ´1


, F “

„
´i 0
0 i


,

G “
„
0 ´i

´i 0


, H “

„
0 i

i 0


.

η οποία ονομάζεται ομάδα του Pauli.
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Κεφάλαιο 2

Ορίζουσες

2.1 Βασικοί ορισμοί και συμβολισμοί

´Εστω

A “

»
———————–

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1 j ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2 j ¨ ¨ ¨ a2n

...
...

. . .
...

. . .
...

ai1 ai2 ¨ ¨ ¨ ai j ¨ ¨ ¨ ain

...
...

. . .
...

. . .
...

an1 an2 ¨ ¨ ¨ an j ¨ ¨ ¨ ann

fi
ffiffiffiffiffiffiffifl

PMn.

Ορίζουσα της μήτρας A λέγεται το άθροισμα

ÿ

σPS n

εσa1σp1qa2σp2q ¨ ¨ ¨ anσpnq

όπου S n είναι το σύνολο των μεταθέσεων του rns και συμβολίζεται με detpAq ή DpAq ή |A|.

´Ετσι, η ορίζουσα της μήτρας A “

»
–

1 2 1
´1 2 3
0 1 2

fi
fl συμβολίζεται με detpAq, ή DpAq, ή

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 1
´1 2 3
0 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Αν A P Mn, η detpAq λέγεται ορίζουσα τάξης n. Προφανώς, στην περίπτωση όπου n “ 1 και

A “
“
a
‰
ορίζουμε detpAq “ a.

Το άθροισμα ÿ

σPS n

εσa1σp1qa2σp2q ¨ ¨ ¨ anσpnq

έχει n! προσθετέους, όσες και οι μεταθέσεις του S n.

Κάθε προσθετέος είναι γινόμενο n στοιχείων της μήτρας, που κάθε ένα είναι στοιχείο μιας μόνο

γραμμής και μιας μόνο στήλης.

Το εσ (ή sgnpσq) καθορίζει το πρόσημο κάθε προσθετέου, αφού

εσ “
#
1, αν η σ είναι άρτια.

´1, αν η σ είναι περιττή.

Υπενθυμίζουμε ότι μια μετάθεση λέγεται άρτια (αντ. περιττή) αν γράφεται ως γινόμενο άρτιου

(αντ. περιττού) πλήθος αντιμεταθέσεων. (Η ταυτοτική μετάθεση ϑεωρείται άρτια.)
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Παραδείγματα

1. ´Εστω

A “
„

a11 a12

a21 a22


.

Τότε

detpAq “
ÿ

σPS 2

εσa1σp1qa2σp2q.

Αλλά,

S 2 “ tσ1, σ2u
όπου

σ1 “
ˆ
1 2
1 2

˙
, σ2 “

ˆ
1 2
2 1

˙
.

Η (ταυτοτική) μετάθεση σ1 είναι άρτια, ενώ η σ2 “ p12q είναι περιττή. Επομένως, εσ1
“ 1 και

εσ2
“ ´1.

Άρα,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“
ÿ

σPS 2

εσa1σp1qa2σp2q “ εσ1
a1σ1p1qa2σ1p2q ` εσ2

a1σ2p1qa2σ2p2q

“ a11a22 ´ a12a21.

2. ´Εστω

A “

»
–

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

fi
fl .

Τότε

detpAq “
ÿ

σPS 3

εσa1σp1qa2σp2qa3σp3q.

Αλλά, S 3 “ tσ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6u όπου

σ1 “
ˆ
1 2 3
1 2 3

˙
(ταυτοτική) σ2 “

ˆ
1 2 3
1 3 2

˙
“ p23q,

σ3 “
ˆ
1 2 3
2 1 3

˙
“ p12q, σ4 “

ˆ
1 2 3
2 3 1

˙
“ p13qp12q,

σ5 “
ˆ
1 2 3
3 1 2

˙
“ p12qp13q, σ6 “

ˆ
1 2 3
3 2 1

˙
“ p13q,

και

εσ1
“ εσ4

“ εσ5
“ 1,

εσ2
“ εσ3

“ εσ6
“ ´1.

Άρα

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ a11a22a33 ` a12a23a31 ` a13a21a32 ´ a11a23a32 ´ a12a21a33 ´ a13a22a33.
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Παρατήρηση:

Σύμφωνα με τον ορισμό της ορίζουσας, η εύρεση της detpAq απαιτεί τον προσδιορισμό όλων

των μεταθέσεων του συνόλου S n, την εύρεση του εσ για κάθε σ P S n, την εύρεση των n! γινομένων

a1σp1qa2σp2q ¨ ¨ ¨ anσpnq και τέλος την εύρεση του αθροίσματος αυτών!

Στη συνέχεια ϑα αναπτύξουμε μια επιπλέον μέθοδο εύρεσης της ορίζουσας, λιγότερο περίπλοκη

και λιγότερο χρονοβόρα.

Με τη μέθοδο αυτή, η εύρεση της ορίζουσας n τάξης, ανάγεται στην εύρεση οριζουσών n ´ 1
τάξης.

2.2 Υπομήτρα μήτρας

´Εστω η μήτρα A “ rai js PMmˆnpFq, δηλαδή η απεικόνιση A : rms ˆ rns Ñ F, όπου F “ R ή C.

Θα λέμε υπομήτρα της μήτρας A κάθε περιορισμό της απεικόνισης A στο L ˆ K, όπου H ,

L Ď rms και H , K Ď rns.
Η παράσταση μιας υπομήτρας της μήτρας A προκύπτει με την διαγραφή κάποιων γραμμών

ή/και στηλών, από τις γραμμές ή/και τις στήλες της A.

Παράδειγμα: Αν

A “

»
–
2 3 4 0 2
1 3 ´1 1 ´4
2 ´1 3 ´2 5

fi
fl PM3ˆ5

τότε η μήτρα „
2 4
1 ´1



που προκύπτει με διαγραφή της γραμμής R3 και των στηλών C2, C4, C5 είναι υπομήτρα της A και

συμβολίζεται με A
1,3

1,2
. Εδώ L “ t1, 2u Ă r3s και K “ t1, 3u Ă r5s.

Προφανώς, τα L και K δείχνουν τις γραμμές και στήλες της A που δεν διαγράφονται (αν και

τελικά, συνήθως, χάνουν κάποια στοιχεία τους λόγω της διαγραφής άλλων στηλών και γραμμών).

Ονομάζουμε υποορίζουσα της detpAq οποιαδήποτε ορίζουσα μιας (προφανώς τετραγωνικής)

υπομήτρας της A.

2.3 Ανάπτυγμα ορίζουσας

´Εστω A “
“
ai j

‰
PMn, n ě 2. ´Εστω Mi j η pn ´ 1q ˆ pn ´ 1q υπομήτρα της A που προκύπτει με

διαγραφή της i γραμμής και j στήλης.

Η detpMi jq λέγεται ελάσσων ορίζουσα του στοιχείου ai j και συμβολίζεται με Di j.

Αλγεβρικό συμπλήρωμα Ai j του στοιχείου ai j ονομάζεται το γινόμενο

Ai j “ p´1qi` jDi j.

Παράδειγμα: ´Εστω η μήτρα

A “

»
————–

a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 a33 a34 a35

a41 a42 a43 a44 a45

a51 a52 a53 a54 a55

fi
ffiffiffiffifl

PM5.
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Τότε

M13 “

»
——–

a21 a22 a24 a25

a31 a32 a34 a35

a41 a42 a44 a45

a51 a52 a54 a55

fi
ffiffifl PM4,

D13 “ detpM13q
και

A13 “ p´1q1`3D13 “ D13.

´Ομοια

M34 “

»
——–

a11 a12 a13 a15

a21 a22 a23 a25

a41 a42 a43 a45

a51 a52 a53 a55

fi
ffiffifl PM4,

D34 “ detpM34q
και

A34 “ p´1q3`4D34 “ ´D34.

Πρόταση 2.1. ´Εστω A “
“
ai j

‰
PMn. Τότε, για κάθε i, j P rns ισχύει ότι

detpAq “
nÿ

k“1

aikAik “ ai1Ai1 ` ai2Ai2 ` ¨ ¨ ¨ ` ainAin

καθώς επίσης και

detpAq “
nÿ

k“1

ak jAk j “ a1 jA1 j ` a2 jA2 j ` ¨ ¨ ¨ ` an jAn j.

Η πρώτη ισότητα λέγεται ανάπτυγμα της ορίζουσας κατά τα στοιχεία της i γραμμής, ενώ

η δεύτερη λέγεται ανάπτυγμα της ορίζουσας κατά τα στοιχεία της j στήλης.

Παραδείγματα

1.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´1 2
3 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p´1qp´2q ´ 2 ¨ 3 “ 2 ´ 6 “ ´4.

2.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0
2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 1 ¨ 1 ´ 0 ¨ 2 “ 1.

3.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 4
6 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 3 ¨ 8 ´ 4 ¨ 6 “ 0.

4.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 3
4 0 2

´1 2 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 2
2 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´ 1 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 2
´1 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 3 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 0
´1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 2 ¨ p0 ´ 4q ´ 1 ¨ p´4 ` 2q ` 3 ¨ p8 ´ 0q “ 18.

(Ανάπτυγμα κατά τα στοιχεία της πρώτης γραμμής.)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 3
4 0 2

´1 2 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´4 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3
2 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 0 ´ 2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1
´1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´4p´1 ´ 6q ´ 2p4 ` 1q “ 18.

(Ανάπτυγμα κατά τα στοιχεία της δεύτερης γραμμής.)
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 3
4 0 2

´1 2 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´1 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 2
´1 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 0 ´ 2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3
4 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´1p´4 ` 2q ´ 2p4 ´ 12q “ 18.

(Ανάπτυγμα κατά τα στοιχεία της δεύτερης στήλης.)

5.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 1 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 6
8 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´ 2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 6
7 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 3 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 5
7 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 1 ¨ p45 ´ 48q ´ 2 ¨ p36 ´ 42q ` 3 ¨ p32 ´ 35q

“ ´3 ´ 2 ¨ p´6q ` 3 ¨ p´3q “ ´3 ` 12 ´ 9 “ 0.

(Ανάπτυγμα κατά τα στοιχεία της πρώτης γραμμής.)

6.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 3 2
2 0 2 3
0 2 2 3

´2 1 ´1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´2 ¨

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 3 2
2 2 3
1 ´1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 0 ´ 2 ¨

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 2
0 2 3

´2 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 3 ¨

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 3
0 2 2

´2 1 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´2 ¨
ˆ
3 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3
´1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´ 3 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3
1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 2
1 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

˙
´ 2 ¨

ˆ
2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3
1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´ 0 ` p´2q
∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2
2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

˙

` 3 ¨
ˆ
2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 2
1 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´ 0 ` p´2q ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 3
2 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

˙

“ p´2q ¨ p3 ¨ 7 ´ 3 ¨ 1 ` 2 ¨ p´4qq ´ 2 ¨ p2 ¨ 1 ´ 2 ¨ 5q ` 3 ¨ p2 ¨ p´4q ´ 2 ¨ 0q
“ ´2 ¨ 10 ´ 2p´8q ` 3p´8q “ ´20 ` 16 ´ 24 “ ´28.

(Ανάπτυγμα της αρχικής 4 ˆ 4 ορίζουσας κατά τα στοιχεία της δεύτερης γραμμής και μετά,

ανάπτυγμα των τριών 3 ˆ 3 οριζουσών κατά τα στοιχεία της πρώτης γραμμής, της πρώτης

στήλης και της πρώτης στήλης αντίστοιχα.)

Πρόταση 2.2. ´Εστω A “ rai js PMn, p, q P rns και p , q. Τότε

ap1Aq1 ` ap2Aq2 ` ¨ ¨ ¨ ` apnAqn “ 0,

και

a1pA1q ` a2pA2q ` ¨ ¨ ¨ ` anpAnp “ 0.

2.3.1 Κανόνας του Sarrus

Για τον υπολογισμό των 3 ˆ 3 οριζουσών, μπορεί να χρησιμοποιηθεί και ο παρακάτω πρακτι-

κός τρόπος: Αντιγράφουμε τις δύο πρώτες στήλες μετά την ορίζουσα, και παίρνουμε τα γινόμενα

όπως δείχνει το παρακάτω σχήμα:

` ` `

´ ´ ´

a1 b1 c1 a1 b1

a2 b2 c2 a2 b2

a3 b3 c3 a3 b3

“ a1b2c3 ` b1c2a3 ` c1a2b3 ´ a3b2c1 ´ b3c2a1 ´ c3a2b1,

το οποίο είναι το ανάπτυγμα της 3 ˆ 3 ορίζουσας.
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Παράδειγμα:

2 3 1
´1 2 4
5 ´2 ´3

“

` ` `

´ ´ ´

2 3 1 2 3
´1 2 4 ´1 2
5 ´2 ´3 5 ´2

“ 2 ¨ 2 ¨ p´3q ` 3 ¨ 4 ¨ 5 ` 1 ¨ p´1qp´2q ´ 5 ¨ 2 ¨ 1 ´ p´2q ¨ 4 ¨ 2 ´ p´3qp´1q ¨ 3
“ ´12 ` 60 ` 2 ´ 10 ` 16 ´ 9 “ 47.

Παρατήρηση: Τονίζουμε ότι ο παραπάνω πρακτικός τρόπος, που ονομάζεται κανόνας του Sar

rus, μπορεί να εφαρμοστεί μόνο για 3 ˆ 3 ορίζουσες.

2.4 Ιδιότητες των οριζουσών

´Εστω A “ rai js PMn. Ισχύουν οι επόμενες ιδιότητες.

(1) detpInq “ 1.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 1.

(2) detpAq “ detpAtq.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 2 1
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 8 “

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 4 1
2 2 0
3 1 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

(3) Αν A1 είναι η μήτρα που προκύπτει από την A με εναλλαγή δύο γραμμών, τότε

detpA1q “ ´ detpAq.

Προφανής συνέπεια της ιδιότητας αυτής είναι ότι αν A1 είναι η μήτρα που προκύπτει από

την A με p διαδοχικές εναλλαγές γραμμών, τότε

detpA1q “ p´1qp detpAq.

Παραδείγματα
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 2 1
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 2 1
1 2 3
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´p´8q “ 8.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 2 1
1 0 ´2
1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p´1q2
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 2 1
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p´1q2 ¨ 8 “ 8.

(4) Αν δύο γραμμες μιας μήτρας A είναι ίσες, τότε detpAq “ 0.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 2 1
1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0.
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(5) Αν A1 είναι η μήτρα που προκύπτει από την A με πολλαπλασιασμό μιας γραμμής της A επί

λ P R, τότε
detpA1q “ λ detpAq.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
12 6 3
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 2 1
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 3 ¨ 8 “ 24.

(6) Αν η μήτρα A έχει μηδενική γραμμή, τότε detpAq “ 0.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
0 0 0

´1 2 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0.

(7) Αν λ P R, τότε
detpλAq “ λn detpAq.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 4 6
8 4 2
2 0 ´4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 23 ¨

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 2 1
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 8 ¨ 8 “ 64.

(8) ´Εστω A1 η μήτρα που προκύπτει από την A αν σε μια γραμμή της A προσθέσουμε μια άλλη

γραμμή της A πολλαπλασιασμένη επί λ P R. Τότε

detpA1q “ detpAq.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
6 6 7
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 2 1
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 8, αφού η R2 της πρώτης ορίζουσας ισούται με

R2 ` 2R1 της δεύτερης.

(9) Αν μια γραμμή της μήτρας A είναι γραμμικός συνδυασμός k άλλων γραμμών, (k ă n), τότε

detpAq “ 0.

Προφανής συνέπεια της ιδιότητας αυτής είναι ότι αν Ri, R j δύο γραμμές της μήτρας A και

Ri “ λR j, όπου λ P R, τότε detpAq “ 0.

Παραδείγματα
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
5 4 0
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0, αφού R2 “ 2R1 ` 3R3.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
2 4 6
1 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0, αφού R2 “ 2R1.

(10) Αν

A “

»
—————–

a11 ¨ ¨ ¨ a1 j ¨ ¨ ¨ a1n

. . .

bi1 ` ci1 ¨ ¨ ¨ bi j ` ci j ¨ ¨ ¨ bin ` cin

. . .

an1 ¨ ¨ ¨ an j ¨ ¨ ¨ ann

fi
ffiffiffiffiffifl
,
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A1 “

»
—————–

a11 ¨ ¨ ¨ a1 j ¨ ¨ ¨ a1n

. . .

bi1 ¨ ¨ ¨ bi j ¨ ¨ ¨ bin

. . .

an1 ¨ ¨ ¨ an j ¨ ¨ ¨ ann

fi
ffiffiffiffiffifl
, A2 “

»
—————–

a11 ¨ ¨ ¨ a1 j ¨ ¨ ¨ a1n

. . .

ci1 ¨ ¨ ¨ ci j ¨ ¨ ¨ cin

. . .

an1 ¨ ¨ ¨ an j ¨ ¨ ¨ ann

fi
ffiffiffiffiffifl
,

τότε

detpAq “ detpA1q ` detpA2q.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
3 1 ´2
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

`

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
1 1 3
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 2 1
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 8.

Παρατηρήσεις:

(1) Από τις προηγούμενες ιδιότητες προκύπτουν οι εξής κανόνες:

´Εστω A PMn και θ στοιχειώδης μετασχηματισμός γραμμών με θpAq “ A1. Τότε,

i) Αν A
RiØR j„ A1, τότε detpA1q “ ´ detpAq.

ii) Αν A
RiÑkRi„ A1, τότε detpA1q “ k detpAq.

iii) Αν A
RiÑRi`kR j„ A1, τότε detpA1q “ detpAq.

(2) Λόγω της ιδιότητας (2), είναι προφανές ότι όλες οι ιδιότητες, που αναφέρονται σε γραμμές

εξακολουθούν να ισχύουν αν αναφερθούν αντίστοιχα σε στήλες.

2.5 Ορίζουσα τριγωνικής μήτρας

Πρόταση 2.3. ´Εστω A PMn με A “ rai js. Αν η A είναι άνω ή κάτω τριγωνική τότε

detpAq “ a11a22 ¨ ¨ ¨ ann.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 2 3
0 ´2 ´1
0 0 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 2p´2q3 “ ´12.

Παρατήρηση: Η παραπάνω πρόταση σε συνδυασμό με τις προηγούμενες ιδιότητες μας δίνει άλλη

μια μέθοδο υπολογισμού της ορίζουσας μιας τετραγωνικής μήτρας χωρίς την χρήση του ορισμού ή

του αναπτύγματος.

Παράδειγμα. Να υπολογισθεί η ορίζουσα της μήτρας A “

»
–
1 2 3
3 2 1
1 2 1

fi
fl.

Λύση. Ισχύει ότι detpAq
R2ÑR2´3R1
R3ÑR3´R1“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
0 ´4 ´8
0 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 1 ¨ p´4q ¨ p´2q “ 8. �
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Παράδειγμα. Να υπολογισθεί η ορίζουσα

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 3 2
1 2 3 2
1 3 3 1
2 2 4 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Λύση.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 3 2
1 2 3 2
1 3 3 1
2 2 4 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R1ØR2“ ´

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 2
0 1 3 2
1 3 3 1
2 2 4 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R3ÑR3´R1
R4ÑR4´2R1“ ´

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 2
0 1 3 2
0 1 0 ´1
0 ´2 ´2 ´3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R3ÑR3´R2
R4ÑR4`2R2“ ´

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 2
0 1 3 2
0 0 ´3 ´3
0 0 4 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ιδιότ. 5“ ´ p´3q ¨

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 2
0 1 3 2
0 0 1 1
0 0 4 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R4ÑR4´4R3“ 3 ¨

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 2
0 1 3 2
0 0 1 1
0 0 0 ´3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 3 ¨ 1 ¨ 1 ¨ p´3q “ ´9. �

Παράδειγμα. Να λυθεί η εξίσωση

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a x x b

x a b x

x b a x

b x x a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0, όπου a, b είναι πραγματικές παράμετροι.

Λύση. Αν D η ορίζουσα τότε

D
R1ÑR1`R2`R3`R4“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2x ` a ` b 2x ` a ` b 2x ` a ` b 2x ` a ` b

x a b x

x b a x

b x x a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ιδιότ. 5“ p2x ` a ` bq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
x a b x

x b a x

b x x a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C2ÑC2´C1
C3ÑC3´C1
C4ÑC4´C1“

“ p2x ` a ` bq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
x a ´ x b ´ x 0
x b ´ x a ´ x 0
b x ´ b x ´ b a ´ b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p2x ` a ` bqpa ´ bq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
x a ´ x b ´ x

x b ´ x a ´ x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p2x ` a ` bqpa ´ bq
∣

∣

∣

∣

∣

∣

a ´ x b ´ x

b ´ x a ´ x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p2x ` a ` bqpa ´ bqppa ´ xq2 ´ pb ´ xq2q
“ p2x ` a ` bqpa ´ bqpa ´ x ` b ´ xqpa ´ x ´ b ` xq
“ p2x ` a ` bqpa ´ bqpa ` b ´ 2xqpa ´ bq “ pa ´ bq2pa ` b ` 2xqpa ` b ´ 2xq.

Άρα,

• Αν a “ b, τότε D “ 0 για κάθε x P R.

• Αν a , b, τότε D “ 0 ô pa ` b ` 2xqpa ` b ´ 2xq “ 0 ô
#

x “ a`b

2
, ή

x “ ´ a`b

2
.

�
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2.6 Ορίζουσα γινομένου

Πρόταση 2.4. ´Εστω A, B PMn. Τότε detpABq “ detpAq detpBq.

Πρόταση 2.5 (Κριτήριο αντιστρεψιμότητας). ´Εστω A P Mn. Η A είναι αντιστρέψιμη αν και

μόνο αν detpAq , 0.

2.7 Συμπληρωματική μήτρα

´Εστω A “
“
ai j

‰
P Mn και Ai j, 1 ď i, j ď n το αλγεβρικό συμπλήρωμα του στοιχείου ai j της

μήτρας A. Τότε, η μήτρα

“
Ai j

‰t “

»
———–

A11 A12 ¨ ¨ ¨ A1n

A21 A22 ¨ ¨ ¨ A2n

. . .

An1 An2 ¨ ¨ ¨ Ann

fi
ffiffiffifl

t

“

»
———–

A11 A21 ¨ ¨ ¨ An1

A12 A22 ¨ ¨ ¨ An2

. . .

A1n A2n ¨ ¨ ¨ Ann

fi
ffiffiffifl

λέγεται συμπληρωματική της μήτρας A και συμβολίζεται με adjA.
Παραδείγματα

(1) Αν A “
„
3 4

´1 2


, τότε

A11 “ p´1q1`1 ¨ 2 “ 2,

A12 “ p´1q1`2p´1q “ p´1qp´1q “ 1,

A21 “ p´1q2`1 ¨ 4 “ ´4,

A22 “ p´1q2`2 ¨ 3 “ 3.

Άρα,

adjA “
„

A11 A12

A21 A22

t

“
„

A11 A21

A12 A22


“
„
2 ´4
1 3


.

(2) Αν A “

»
–

3 4 1
´1 2 3
2 3 4

fi
fl, τότε A11 “ p´1q1`1

ˇ̌
ˇ̌2 3
3 4

ˇ̌
ˇ̌ “ ´1, A12 “ p´1q1`2

ˇ̌
ˇ̌´1 3
2 4

ˇ̌
ˇ̌ “ 10, κ.ο.κ.

Άρα,

adjA “

»
–

A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

fi
fl

t

“

»
–

A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

fi
fl “

»
–

´1 ´13 10
10 10 ´10
´7 ´1 10

fi
fl .
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Πρόταση 2.6. ´Εστω A PMn. Τότε,

(i) A ¨ adjA “ adjA ¨ A “ detpAq ¨ In.

(ii) Αν detpAq , 0, τότε A´1 “ 1

detpAqadjA.

Απόδειξη. ´Εστω C “ rci js “ adjA ¨ A όπου

adjA “

»
———————–

A11 A21 ¨ ¨ ¨ A j1 ¨ ¨ ¨ An1

A12 A22 ¨ ¨ ¨ A j2 ¨ ¨ ¨ An2

...
...

A1i A2i ¨ ¨ ¨ A ji ¨ ¨ ¨ Ani

...
...

A1n A2n ¨ ¨ ¨ A jn ¨ ¨ ¨ Ann

fi
ffiffiffiffiffiffiffifl

και A “

»
———————–

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1 j ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2 j ¨ ¨ ¨ a2n

...

ai1 ai2 ¨ ¨ ¨ ai j ¨ ¨ ¨ ain

...

an1 an2 ¨ ¨ ¨ an j ¨ ¨ ¨ ann

fi
ffiffiffiffiffiffiffifl

Ισχύει ότι

ci j “ το γινόμενο της γραμμής i του adjA και της στήλης j του A.

“ A1ia1 j ` A2ia2 j ` ¨ ¨ ¨ ` A jiai j ` ¨ ¨ ¨ ` Anian j

Από τις Προτάσεις 2.1 και 2.2 έπεται ότι αν i “ j τότε ci j “ detpAq και αν i , j τότε ci j “ 0,
δηλαδή

C “

»
———–

detpAq 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 detpAq ¨ ¨ ¨ 0

. . .

0 0 ¨ ¨ ¨ detpAq

fi
ffiffiffifl “ detpAqIn.

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι και A ¨ adjA “ detpAqIn.

Επιπλέον, αν detpAq , 0 τότε η A αντιστρέφεται και ισχύει ότι

A ¨ adjA “ detpAq ¨ In ô A ¨
ˆ

1

detpAqadjA
˙

“ In.

Άρα, η αντίστροφή της A´1 είναι η 1
detpAqadjA. �

Παράδειγμα. ´Εστω A “
„
1 3
2 ´4


. Να βρεθεί, (αν υπάρχει), η μήτρα A´1.

Λύση. Είναι detpAq “ 1 ¨ p´4q ´ 2 ¨ 3 “ ´10 , 0. Επομένως υπάρχει η A´1 και ισχύει ότι

A´1 “ 1

detpAqadjA.

Είναι

adjA “
„

´4 ´2
´3 1

t

“
„

´4 ´3
´2 1



και άρα

A´1 “ 1

´10

„
´4 ´3
´2 1


“
„

2

5

3

10
1
5

´ 1
10


. �
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Παρατήρηση: Από την Πρόταση 2.6.(2) προκύπτει ότι μπορούμε να βρίσκουμε απ᾿ ευθείας την

αντίστροφη μιας 2 ˆ 2 αντιστρέψιμης μήτρας

A “
„

a b

c d



(χωρίς να κάνουμε κάθε φορά τη διαδικασία του παραπάνω Παραδείγματος), αφού

A´1 “ 1

|A|

„
d ´b

´c a


.

Παράδειγμα. ´Εστω A “

»
–
1 1 1
2 2 1
3 ´1 2

fi
fl. Να βρεθεί, (αν υπάρχει), η μήτρα A´1.

Λύση. Είναι detpAq “ ´4 , 0, επομένως υπάρχει η A´1 και ισχύει ότι

A´1 “ 1

detpAqadjA

Είναι

adjA “

»
–

5 ´1 ´8
´3 ´1 4
´1 1 0

fi
fl

t

“

»
–

5 ´3 ´1
´1 ´1 1
´8 4 0

fi
fl

και άρα

A´1 “ ´ 1

4

»
–

5 ´3 ´1
´1 ´1 1
´8 4 0

fi
fl . �

2.8 Rank μήτρας

´Εστω A PMmˆn και

W “ă C1,C2, . . . ,Cn ą
όπου C1,C2, . . . ,Cn οι στήλες της μήτρας A.

Ορίζουμε rankpAq “ dim pW, όπου pW είναι ο διανυσματικός χώρος που έχει για φορέα το W .

Παράδειγμα: Για την μήτρα

A “

»
——–

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

fi
ffiffifl

είναι rankpAq “ 3.
Πράγματι,

W “ă C1,C2,C3,C4 ą
“ă p1, 0, 0, 0q, p0, 1, 0, 0q, p0, 0, 0,0q, p0,0,0, 1q ą
“ă p1, 0, 0, 0q, p0, 1, 0, 0q, p0, 0, 0, 1q ą .

Το σύνολο αυτό είναι και ελεύθερο, αφού

λ1p1, 0, 0, 0q`λ2p0, 1, 0, 0q`λ3p0, 0, 0, 1q “ p0, 0, 0, 0q ñ pλ1, λ2, 0, λ3q “ p0, 0, 0, 0q ñ λ1 “ λ2 “ λ3 “ 0

Άρα dim pW “ 3, άρα rankpAq “ 3.
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Πρόταση 2.7. Για το rank μιας μήτρας ισχύουν τα εξής:

(1) Αν A PMmˆn, τότε

rankpAq ď mintm, nu.

(2) ´Εστω A PMmˆn. Τότε rankpAq “ 0 ô A “ Omˆn.

(3) Αν A P Mmˆn, τότε rankpAq “ dim pV , όπου V “ă R1,R2, . . . ,Rm ą και pV ο διανυσματικός

χώρος που έχει για φορέα τις γραμμές R1,R2, . . . ,Rm της μήτρας A.

(4) Αν A
R„ B, ή A

C„ B (δηλαδή ο B προκύπτει από τον A μετά από πεπερασμένο αριθμό

στοιχειωδών μετασχηματισμών γραμμών ή στηλών), τότε rankpAq “ rankpBq.
Κατά συνέπεια, και στην ειδική περίπτωση όπου θ είναι στοιχειώδης μετασχηματισμός

γραμμών (ή στηλών), τότε rankpAq “ rankpθpAqq.

(5) ´Εστω A PMn. Τότε

i) detpAq “ 0 ô rankpAq ă n.

ii) detpAq , 0 ô rankpAq “ n.

(6) ´Εστω A PMmˆn και B PMnˆp. Τότε

rankpABq ď mintrankpAq, rankpBqu.

(7) ´Εστω A, B PMmˆn. Τότε

rankpA ` Bq ď rankpAq ` rankpBq.

(8) ´Εστω A PMmˆn και λ P R˚. Τότε

rankpλAq “ rankpAq.

(9) ´Εστω A PMmˆn. Τότε

rankpAtq “ rankpAq.

Παράδειγμα: ´Εστω A “

»
–
1 2 3
4 5 6
7 8 9

fi
fl . Σύμφωνα με την Πρόταση 2.7 (5)i), είναι rankpAq ă 3, διότι

detpAq “ 1 ¨ p´1q1`1

ˇ̌
ˇ̌5 6
8 9

ˇ̌
ˇ̌ ` 2 ¨ p´1q1`2

ˇ̌
ˇ̌4 6
7 9

ˇ̌
ˇ̌ ` 3 ¨ p´1q1`3

ˇ̌
ˇ̌4 5
7 8

ˇ̌
ˇ̌ “ ´3 ` 12 ´ 9 “ 0.

Πρόταση 2.8. ´Εστω A PMmˆn και έστω ότι B PMp, (p ď mintm, nu), η μεγαλύτερη υπομήτρα

της A για την οποία detpBq , 0. Τότε

rankpAq “ rankpBq.
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Δηλαδή, rankpAq “ p, αν και μόνο αν η μεγαλύτερης τάξης υποορίζουσα της detpAq που είναι

διάφορη του μηδενός, είναι τάξης p.

Παράδειγμα: ´Εστω

A “

»
–
1 0 2 1
0 3 5 ´1
2 0 4 2

fi
fl .

Είναι rankpAq “ 2. Πράγματι,

rankpAq ď mint3, 4u “ 3.

Οι υπομήτρες τύπου 3 ˆ 3 της μήτρας A είναι

A1 “

»
–
1 0 2
0 3 5
2 0 4

fi
fl , A2 “

»
–
1 0 1
0 3 ´1
2 0 2

fi
fl ,

A3 “

»
–
1 2 1
0 5 ´1
2 4 2

fi
fl , A4 “

»
–
0 2 1
3 5 ´1
0 4 2

fi
fl ,

και έχουν όλες ορίζουσα ίση με μηδέν. Άρα rankpAq ă 3.
Αλλά, η υπομήτρα B της A, όπου

B “
„
1 0
0 3



έχει detpBq “ 3 , 0. Άρα

rankpAq “ rankpBq “ 2.

Πρόταση 2.9. ´Εστω A P Mmˆn. Αν υπάρχει υπομήτρα B P Mp της μήτρας A με detpBq , 0,
ενώ για κάθε υπομήτρα C P Mp`1 της A που έχει ως υπομήτρα την B είναι detpCq “ 0, τότε
rankpAq “ p.

Παρατήρηση: Από την προηγούμενη πρόταση προκύπτει ότι για να βρούμε το rank μιας μήτρα

ακολουθούμε την εξής διαδικασία:

Βρίσκουμε μια τετραγωνική υπομήτρα B μικρής τάξης (συνήθως 2) της A με detpBq , 0.
Αν η μήτρα B είναι τύπου p ˆ p, υπολογίζουμε τις ορίζουσες εκείνων μόνο των υπομητρών της

A τύπου pp ` 1q ˆ pp ` 1q που έχουν ως υπομήτρα την B. Αν οι ορίζουσες όλων αυτών των μητρών

είναι 0, τότε ϑα είναι rankpAq “ p.

Αν βρούμε τουλάχιστον μια μήτρα με ορίζουσα μη μηδενική, αρχίζουμε την ίδια διαδικασία από

την αρχή για τη μήτρα αυτή που βρήκαμε.

Παράδειγμα: ´Εστω ότι ϑέλουμε να βρούμε το rank της μήτρας

A “

»
——–

2 ´4 3 1 0
1 ´2 1 ´4 2
0 1 ´1 3 1
4 ´7 4 ´4 5

fi
ffiffifl .

Είναι ˇ̌
ˇ̌´4 3
´2 1

ˇ̌
ˇ̌ “ 2 , 0.

Θεωρούμε τώρα μόνο τις υπομήτρες 3 ˆ 3 της A που περιέχουν την υπομήτρα

„
´4 3
´2 1


.
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Μεταξύ αυτών, έχουμε ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
2 ´4 3
1 ´2 1
0 1 ´1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ 1 , 0.

Επειδή, αυτή η ορίζουσα είναι μη μηδενικη, αρχίζουμε ξανά από την αρχή, και ϑεωρούμε μόνο

τις υπομήτρες 4 ˆ 4 της A που περιεχουν την υπομήτρα

»
–
2 ´4 3
1 ´2 1
0 1 ´1

fi
fl.

Υπάρχουν μόνο δύο τέτοιες μήτρες:

»
——–

2 ´4 3 1
1 ´2 1 ´4
0 1 ´1 3
4 ´7 4 ´4

fi
ffiffifl ,

»
——–

2 ´4 3 0
1 ´2 1 2
0 1 ´1 1
4 ´7 4 5

fi
ffiffifl .

Και οι δύο αυτές μήτρες έχουν μηδενικές ορίζουσες. Άρα, rankpAq “ 3.

Παρατήρηση: Με τον τρόπο αυτό χρειάστηκε να υπολογίσουμε μόνο δύο ‘‘μεγάλες’’ ορίζουσες της

A (τάξης 4) από τις 5 που περιέχει.

Πρόταση 2.10. ´Εστω A PMmˆn. Αν A είναι κλιμακωτή μήτρα και το πλήθος των γραμμών της

A που έχουν κύρια στοιχεία είναι p, τότε rankpAq “ p.

Παρατήρηση: Επειδή ισχύει ότι αν A
R„ B, τότε rankpAq “ rankpBq, έπεται ότι για βρούμε το

rank μιας μήτρας αρκεί να τη μετασχηματίσουμε σε R-ισοδύναμη κλιμακωτή μήτρα B. Ο αριθμός

των γραμμών της B που έχουν κύρια στοιχεία, δηλαδή των μη μηδενικών γραμμών, είναι ίσος με

rankpAq.

Παράδειγμα. Να βρεθεί το rank της μήτρας A όπου

A “

»
————–

0 0 5 35 ´24 1
0 2 1 ´1 1 0
0 3 2 2 ´1 1
0 0 0 0 0 0
0 5 3 1 0 1

fi
ffiffiffiffifl
.

Λύση. Είναι

A
R2Ñ 1

2
R2„

»
————–

0 0 5 35 ´24 1
0 1 1{2 ´1{2 1{2 0
0 3 2 2 ´1 1
0 0 0 0 0 0
0 5 3 1 0 1

fi
ffiffiffiffifl

R1ØR2„

»
————–

0 1 1{2 ´1{2 1{2 0
0 0 5 35 ´24 1
0 3 2 2 ´1 1
0 0 0 0 0 0
0 5 3 1 0 1

fi
ffiffiffiffifl

R3ÑR3´3R1
R5ÑR5´5R1„

»
————–

0 1 1{2 ´1{2 1{2 0
0 0 5 35 ´24 1
0 0 1{2 7{2 ´5{2 1
0 0 0 0 0 0
0 0 1{2 7{2 ´5{2 1

fi
ffiffiffiffifl

R4ØR5„

»
————–

0 1 1{2 ´1{2 1{2 0
0 0 5 35 ´24 1
0 0 1{2 7{2 ´5{2 1
0 0 1{2 7{2 ´5{2 1
0 0 0 0 0 0

fi
ffiffiffiffifl
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R4ÑR4´R3„

»
————–

0 1 1{2 ´1{2 1{2 0
0 0 5 35 ´24 1
0 0 1{2 7{2 ´5{2 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

fi
ffiffiffiffifl

R3ÑR3´ 1
10

R2„

»
————–

0 1 1{2 ´1{2 1{2 0
0 0 5 35 ´24 1
0 0 0 0 ´1{10 9{10
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

fi
ffiffiffiffifl
.

Επομένως, η A είναι R-ισοδύναμη με μια κλιμακωτή μήτρα με 3 μη μηδενικές γραμμές, άρα

rankpAq “ 3. �

Παράδειγμα. Να βρεθεί το rank της μήτρας A όπου

A “

»
——–

1 2 ´1 ´2
2 3 0 1
1 2 1 4
1 3 ´1 0

fi
ffiffifl .

Λύση. Είναι

A

R2ÑR2´2R1
R3ÑR3´R1
R4ÑR4´R1„

»
——–

1 2 ´1 ´2
0 ´1 2 5
0 0 2 6
0 1 0 2

fi
ffiffifl

R4ÑR4`R2„

»
——–

1 2 ´1 ´2
0 ´1 2 5
0 0 2 6
0 0 2 7

fi
ffiffifl

R4ÑR4´R3„

»
——–

1 2 ´1 ´2
0 ´1 2 5
0 0 2 6
0 0 0 1

fi
ffiffifl “ B.

Επομένως, η A είναι R-ισοδύναμη με μια κλιμακωτή μήτρα με 4 μη μηδενικές γραμμές, άρα

rankpAq “ 4. �

Πρόταση 2.11. ´Εστω ένα σύνολο tu1, u2, . . . , umu Ă Rn, όπου m ď n και έστω A P Mmˆn η

μήτρα με γραμμές τα u1, u2, . . ., um. Τότε το σύνολο tu1, u2, . . . , umu είναι ελεύθερο αν και μόνο

αν rankpAq “ m.

Δηλαδή για να δείξουμε ότι m n-άδες (m ď n) είναι γραμμικά ανεξάρτητες, αρκεί να δείξουμε ότι

το rank της μήτρας με γραμμές τις n-αδές αυτές είναι ίσο με m.

Παράδειγμα: ´Εστω οι 4-άδες u1 “ p1, 2,´1,´2q, u2 “ p2, 3, 0, 1q, u3 “ p1, 2, 1, 4q και u4 “ p1, 3,´1, 0q.
Η μήτρα με γραμμές τις τετράδες u1, u2, u3, u4 είναι η μήτρα A του προηγούμενου παραδείγματος

A “

»
——–

1 2 ´1 ´2
2 3 0 1
1 2 1 4
1 3 ´1 0

fi
ffiffifl ,

για την οποία, όπως είδαμε, είναι rankpAq “ 4. Άρα, και οι τέσσερεις 4-άδες είναι γραμμικά

ανεξάρτητες.

Πόρισμα 2.12. ´Εστω ένα σύνολο tu1, u2, . . . , unu Ă Rn και έστω A PMn η μήτρα με γραμμές τα

u1, u2, . . ., un. Τότε το σύνολο tu1, u2, . . . , unu είναι ελεύθερο αν και μόνο detpAq , 0.

Παρατήρηση: ´Ενας άλλος τρόπος λοιπόν για να απαντήσουμε στο προηγούμενο παράδειγμα, ϑα

ήταν να ελέγξουμε απλά ότι |A| , 0, το οποίο πράγματι ισχύει, αφού |A| “ ´2 (Άσκηση).
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Πρόταση 2.13 (Μήτρες με rank 1). Μια m ˆ n μήτρα A “ rai js έχει rank 1 αν και μόνο αν

ai j “ xiy j

όπου X “

»
———–

x1
x2
...

xm

fi
ffiffiffifl και Y “

“
y1 y2 ¨ ¨ ¨ yn

‰
, δηλαδή

A “ XY “

»
———–

x1
x2
...

xm

fi
ffiffiffifl
“
y1 y2 ¨ ¨ ¨ yn

‰
“

»
———–

x1y1 x1y2 ¨ ¨ ¨ x1yn

x2y1 x2y2 ¨ ¨ ¨ x2yn

...
...

. . .
...

xny1 xny2 ¨ ¨ ¨ xnyn

fi
ffiffiffifl

Παράδειγμα: Η μήτρα A “

»
–
3 9 6 3
1 3 2 1
2 6 4 2

fi
fl έχει rank 1 αφού

A “

»
–
3 ¨ 1 3 ¨ 3 3 ¨ 2 3 ¨ 1
1 ¨ 1 1 ¨ 3 1 ¨ 2 1 ¨ 1
2 ¨ 1 2 ¨ 3 2 ¨ 2 2 ¨ 1

fi
fl “

»
–
3
1
2

fi
fl“

1 3 2 1
‰

Παράδειγμα: Η μήτρα A “

»
–
2 ´1 1 5
0 0 0 0
0 0 0 0

fi
fl έχει rank 1 αφού

A “

»
–
1
0
0

fi
fl“

2 ´1 1 5
‰
.

Παρατήρηση: Άρα, μια mˆn μήτρα A έχει rank 1 αν και μόνο αν γράφεται ως γινόμενο μιας μήτρας

στήλης m ˆ 1 επί μιας μήτρας γραμμής 1 ˆ n.

Παρατήρηση: Μια μήτρα A έχει rank 1 αν και μόνο αν όλες οι γραμμές της (αντ. όλες οι στήλες

της) είναι πολλαπλάσια κάποιας γραμμής της (αντ. στήλης της).

Πρόταση 2.14 (Ανάλυση μήτρας σε άθροισμα μητρών με rank 1). Το rank μια μήτρας A ισούται

με τον ελάχιστο αριθμό μητρών με rank 1 που το άθροισμά τους δίνει την A.

Παράδειγμα:

A “

»
–
1 0 2 1
0 3 5 ´1
2 0 4 2

fi
fl R3ÑR3´2R1„

»
–
1 0 2 1
0 3 5 ´1
0 0 0 0

fi
fl

άρα, είναι rankpAq “ 2. Επομένως, η A γράφεται ως άθροισμα δύο μητρών με rank 1. Πράγματι,

A “

»
–
1 0 2 1
0 0 0 0
2 0 4 2

fi
fl `

»
–
0 0 0 0
0 3 5 ´1
0 0 0 0

fi
fl

“

»
–
1
0
2

fi
fl“

1 0 2 1
‰

`

»
–
0
1
0

fi
fl“

0 3 5 ´1
‰
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Παράδειγμα: Σε προηγούμενο παράδειγμα είδαμε ότι η μήτρα A “

»
——–

1 2 ´1 ´2
2 3 0 1
1 2 1 4
1 3 ´1 0

fi
ffiffifl έχει rankpAq “

4 οπότε απαιτούνται 4 μήτρες με rank 1 για να εκφράσουν την A ως άθροισμα:

A “

»
——–

1 2 ´1 ´2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

fi
ffiffifl `

»
——–

0 0 0 0
2 3 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

fi
ffiffifl `

»
——–

0 0 0 0
0 0 0 0
1 2 1 4
0 0 0 0

fi
ffiffifl `

»
——–

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 3 ´1 0

fi
ffiffifl

“

»
——–

1
0
0
0

fi
ffiffifl
“
1 2 ´1 ´2

‰
`

»
——–

0
1
0
0

fi
ffiffifl
“
2 3 0 1

‰
`

»
——–

0
0
1
0

fi
ffiffifl
“
1 2 1 4

‰
`

»
——–

0
0
0
1

fi
ffiffifl
“
1 3 ´1 0

‰

Παρατήρηση: Η ανάλυση μιας μήτρας με rank ą 1 ως άθροισμα μητρών με rank 1 δεν είναι

μονοσήμαντη (δηλαδή μπορεί να γίνει με πολλούς τρόπους).

Παράδειγμα: Για την μήτρα A “
„
1 1 1 1
0 1 1 1


με rankpAq “ 2 έχουμε αφενός

A “
„
1 1 1 1
0 0 0 0


`
„
0 0 0 0
0 1 1 1


“
„
1
0

 “
1 1 1 1

‰
`
„
0
1

 “
0 1 1 1

‰

και αφετέρου

A “
„
1 0 0 0
0 0 0 0


`
„
0 1 1 1
0 1 1 1


“
„
1
0

 “
1 0 0 0

‰
`
„
1
1

 “
0 1 1 1

‰
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2.9 Συμπληρωματικές λυμένες ασκήσεις

Άσκηση 2.1. ´Εστω A, B P Mn με detpAq “ 3 και detpBq “ 2. Να βρεθούν οι detpAB2q, detpA3q
και detpA´1BAq

Λύση. Ισχύει ότι

detpAB2q “ detpAq detpB2q “ detpAqpdetpBqq2 “ 3 ¨ 22 “ 12.

detpA3q “ pdetpAqq3 “ 33 “ 27.

detpA´1BAq “ detpA´1q detpBq detpAq “ detpAq´1 detpBq detpAq “ detpBq “ 2.

�

Άσκηση 2.2. Να δειχθεί ότι

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
a b c

a2 b2 c2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ pa ´ bqpb ´ cqpc ´ aq.

Λύση.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
a b c

a2 b2 c2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C2 “ C2 ´ C1

C3 “ C3 ´ C1“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
a b ´ a c ´ a

a2 b2 ´ a2 c2 ´ a2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Αναπτύσσοντας κατά τα στοιχεία της πρώτης γραμμής καταλήγουμε στον υπολογισμό της ορίζου-

σας

1 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

b ´ a c ´ a

b2 ´ a2 c2 ´ a2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ pb ´ aqpc ´ aqpc ` aq ´ pc ´ aqpb ´ aqpb ` aq

“ pb ´ aqpc ´ aqpc ` a ´ b ´ aq
“ pb ´ aqpc ´ aqpc ´ bq “ pa ´ bqpb ´ cqpc ´ aq. �
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2.10 Ασκήσεις προς επίλυση

1. (Ιδιότητες οριζουσών) ´Εστω detpAq “ x και

detpBq “ y, όπου A, B P Mn αντιστρέψιμες

μήτρες. Να βρεθούν οι τιμές της ορίζουσας

των παρακάτω μητρών:

i) A´1BA.

ii) kArBs, r, s P N˚.

iii) detpkAqB´1.

iv) kpA´1Bqt.

v) pkAq´1.

vi) pkpAtqrB´sq´1.

vii) της μήτρας που προκύπτει, από την

A, αν αλλάξουμε το πρόσημο κάθε στοι-

χείου της;

viii) της μήτρας που προκύπτει, από την

A, αν πολλαπλασιάσουμε κάθε στοι-

χείο ai j με 2i´ j;

2. (Ιδιότητες οριζουσών) ´Εστω

A “

»
–

´4 ´6 2
1 7 ´2
3 ´1 2

fi
fl , B “

»
–
1 7 ´2
3 ´1 2
2 3 ´1

fi
fl .

Να δειχθεί ότι detpAq “ 2 detpBq.
´Εστω

C “

»
–
0 1 5
3 ´6 9
2 6 1

fi
fl ,D “

»
–
1 ´2 3
0 1 5
0 0 1

fi
fl .

Να δειχθεί ότι detpCq “ 165 detpDq.

3. (Υπολογισμός ορίζουσας) Να υπολογισθο-

ύν οι ορίζουσες:

i)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 200 500
0 ´2 623
0 0 7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (Απ. -14.)

ii)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 67 32
0 0 2
2 56 10

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (Απ. 268.)

iii)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

500 20 40
7 ´12 5
50 2 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (Απ. 0.)

iv)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 7 ´3
2 8 4
3 5 ´9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (Απ. -24.)

v)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

8k2 ` 8k 2k ` 1 4k

4k2 ` 4k k ` 1 2k ` 1
4k2 ` 4k ` 1 k 2k ´ 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(Απ. 1)

vi)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a ´ b d ´ e k ´ l

b ´ c e ´ z l ´ m

c ´ a z ´ d m ´ k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (Απ. 0)

vii)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 2 1 7
3 8 0 6
5 0 0 5
7 0 0 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(Απ. 120)

viii)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(Απ. 0)

ix)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 ´2 4
2 6 ´4 8
3 9 1 5
1 1 4 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(Απ. 0)

x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 4 5
5 1 2 3 4
4 5 1 2 3
3 4 5 1 2
2 3 4 5 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(Απ. 1875)

xi)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
5 2 0 0 0
6 1 0 0 0
3 1 0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(Απ. 0)

xii)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 0 1
1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1
1 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(Απ. 5)

4. (Μήτρες Hilbert) Να βρεθούν οι ορίζουσες

των παρακάτω μητρών, που ονομάζονται

μήτρες Hilbert.

i) H2 “
«

1
1

1
2

1

2

1

3

ff
(Απ. 1

12
)

H3 “

»
—–

1

1

1

2

1

3

1

2

1

3

1

4

1
3

1
4

1
5

fi
ffifl (Απ. 1

2160
)
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H4 “

»
————–

1

1

1

2

1

3

1

4

1

2

1

3

1

4

1

5

1
3

1
4

1
5

1
6

1

4

1

5

1

6

1

7

fi
ffiffiffiffifl
. (Απ. 1

6048000
)

ii) ´Εστω Hn “ rhi js όπου hi j “ 1

i ` j ´ 1
.

‹ Να δειχθεί ότι

detpHnq “

˜
n´1ś
j“1

j!

¸4

2n´1ś
j“1

j!

.

iii) Να δειχθεί ότι

detpHn`1q
detpHnq “ pn!q4

p2nq!p2n ` 1q!
.

iv) Να δειχθεί ότι το στοιχείο της i-γραμμής

και j-στήλης της H´1
n ισούται με

p´1qi` jpi ` j ´ 1q
`

n`i´1

n´ j

˘`
n` j´1

n´i

˘`
i` j´2

i´1

˘2
.

5. (Ταυτότητες με ορίζουσες) Να δειχθούν οι

ισότητες:

i)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a a a a

a b b b

a b c c

a b c d

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ apb ´ aqpb ´ cqpc ´ dq.

ii)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a2 ab b2

b2 a2 ab

ab b2 a2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ pa3 ´ b3q2.

iii)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a2 pa ` 1q2 pa ` 2q2
b2 pb ` 1q2 pb ` 2q2
c2 pc ` 1q2 pc ` 2q2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 4pa ´ bqpb ´ cqpa ´ cq.

iv)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 a`d pa`dq2
1 b`d pb`dq2
1 c`d pc`dq2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ pb´aqpb´aqpc´dq.

v)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
sin a sin b sin c

cos a cos b cos c

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ sinpb ´ cq ` sinpc ´ aq ` sinpa ´ bq.

vi)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´2a a ` b a ` c

b ` a ´2b b ` c

c ` a c ` b ´2c

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 4pa ` bqpb ` cqpc ` aq.

vii)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ` x1 x2 ¨ ¨ ¨ xn

x1 1 ` x2 ¨ ¨ ¨ xn

...
...

. . .
...

x1 x2 ¨ ¨ ¨ 1 ` xn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 1` x1` x2`¨ ¨ ¨` xn, για κάθε n P N˚.

viii)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a ` x b ` y c ` z

x ` u y ` v z ` w

u ` a v ` b w ` c

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b c

x y z

u v w

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

ix)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n2 pn ` 1q2 pn ` 2q2
pn ` 1q2 pn ` 2q2 pn ` 3q2
pn ` 2q2 pn ` 3q2 pn ` 4q2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´8.

x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2a 2b b ´ c

2b 2a a ` c

a`b a`b b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´2pa´bq2pa`bq.

xi)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b ` c b c

c c ` a a

b a a ` b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 2apb2 ` c2q.

xii)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
r 1 1 1
r r 1 1
r r r 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p1 ´ rq3.

xiii)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 a2´bc a4

1 b2´ca b4

1 c2´ab c4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ pb´aqpc´aqpc´bqpa`

b ` cqpb2 ` bc ` c2 ` ac ` ab ` a2q

6. (Εξίσωση οριζουσών) Να λυθεί η εξίσωση

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 1 x

3 x 2 0
0 2 x 3
x 1 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0.

(Απ. x “ ˘1,˘3.)

7. (Διαιρετότητα και ορίζουσες)

i) Αν x1, x2, . . . , xn P t0, 1, 2, . . . , 9u να δει-

χθεί ότι

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1 x2 x3
x4 x5 x6
x7 x8 x9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1 x2 100¨x1 ` 10¨x2 ` x3
x4 x5 100¨x4 ` 10¨x5 ` x6
x7 x8 100¨x7 ` 10¨x8 ` x9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

ii) Αν ο αριθμός x διαιρεί τους αριθμούς

204, 527 και 255 να αποδειχθεί ότι ο

x διαιρεί και τον αριθμό

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 0 4
5 2 7
2 5 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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iii) Αν ο αριθμός x διαιρεί τους αριθμο-

ύς 2988, 1245, 5478 και 5229 τότε να

δειχθεί ότι ο x διαιρεί και τον αριθμό
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 9 8 8
1 2 4 5
5 4 7 8
5 2 2 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

8. ´Εστω A PMn για την οποία

A4 ´ A3 ` A3 ´ A ` In “ On.

Να δειχθεί ότι detpAq “ p´1qn.

9. ´Εστω A P Mn. Αν A3 “ 2I, να δειχθεί ότι

η μήτρα

B “ A2 ´ 2A ` 2I

είναι αντιστρέψιμη.

10. (Συμπληρωματική μήτρα) Να βρεθεί ο ad jA

όπου

i) A “
„

a b

c d


, a, b, c, d P R.

ii) A “

»
–
4 9 2
3 5 7
8 1 6

fi
fl.

(Απ.

»
–

23 ´52 53
38 8 ´22

´37 68 ´7

fi
fl.)

iii) A “

»
–

x 1 2
1 y 2
1 2 z

fi
fl, x, y, z P R.

(Απ.

»
–

´4 ` yz 4 ´ z 2 ´ 2y

2 ´ z ´2 ` xz 2 ´ 2x

2 ´ y 1 ´ 2x ´1 ` xy

fi
fl.)

iv) A “

»
–
1 ` a 1 1
1 1 ` b 1
1 1 1 ` c

fi
fl. (Απ.

»
–

b ` c ` bc ´c ´b

´c a ` c ` ac ´a

´b ´a a ` b ` ab

fi
fl.)

v) A “

»
——–

1 1 1 1
1 1 ` a 1 1
1 1 1 ` b 1
1 1 1 1 ` c

fi
ffiffifl. (Απ.

»
——–

bc ` ac ` ab ` abc ´bc ´ac ´ab

´bc bc 0 0
´ac 0 ac 0
´ab 0 0 ab

fi
ffiffifl.)

vi) A “

»
–
1 a c

0 1 b

0 0 1

fi
fl.

(Απ.

»
–
1 ´a ab ´ c

0 1 ´b

0 0 1

fi
fl.)

11. (Ιδιότητες συμπληρωματικής μήτρας)

i) Να δειχθεί ότι αν A P Mn είναι μη α-

ντιστρέψιμη μήτρα, τότε η μήτρα adjA
είναι επίσης μη αντιστρέψιμη.

ii) Να δειχθεί ότι αν A P Mn είναι αντι-

στρέψιμη μήτρα, τότε

detpadjAq “ detpAqn´1.

iii) Να δειχθεί ότι αν A P Mn είναι αντι-

στρέψιμη μήτρα, τότε

adjpadjAq “ |A|n´2A.

iv) Να δειχθεί ότι αν A, B P Mn είναι α-

ντιστρέψιμες μήτρες, τότε

adjAB “ adjB ¨ adjA.

12. (Ορθογώνιες μήτρες)

i) Να δειχθεί ότι αν η A είναι ορθογώνια

μήτρα n ˆ n, τότε detpAq “ ˘1.

ii) Να δειχθεί ότι αν A είναι μια n ˆ n

μήτρα με στοιχεία ακέραιους αριθμο-

ύς τότε detpAq είναι επίσης ακέραιος

αριθμός.

iii) Να δειχθεί ότι αν A είναι μια n ˆ n

μήτρα με στοιχεία ακέραιους αριθμούς

και detpAq “ ˘1, τότε και η μήτρα A´1

έχει στοιχεία ακέραιους αριθμούς.

13. (Rank μήτρας) Να βρεθεί το rank των ε-

πόμενων μητρών

i)

»
——–

2 2 2 2 1
1 2 2 2 2
3 4 4 4 3
2 4 4 4 4

fi
ffiffifl, (Απ. 2)

ii)

»
——–

1 1 1 1 2
2 1 1 1 1
1 1 2 1 1
2 2 1 2 2

fi
ffiffifl, (Απ. 4)
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iii)

»
——–

2 3 4 5 6
3 4 5 6 7
4 5 6 7 8
5 6 7 8 9

fi
ffiffifl. (Απ. 2)

iv)

»
——–

1 2 3 4 5
5 2 1 0 3
3 2 1 1 0
4 1 1 2 5

fi
ffiffifl (Απ. 4)

v)

»
——–

1 1 1 1 2
2 1 1 1 1
1 1 2 1 1
2 2 1 2 2

fi
ffiffifl (Απ. 4)

vi)

»
——–

1 0 1 0 1
0 1 0 1 0
1 0 0 0 1
0 1 1 1 0

fi
ffiffifl (Απ. 3)

vii)

»
——–

1 0 2 1 1
0 2 2 1 ´1
1 ´1 ´1 ´1 1
4 1 1 1 0

fi
ffiffifl (Απ. 4)

viii)

»
——–

1 ´2 ´1 ´8
0 1 3 9
2 ´3 1 ´7
3 ´2 9 12

fi
ffiffifl (Απ. 2)

ix) A “ rai js P M4ˆ4 με ai j “ i ` j για

κάθε i, j P r4s (Απ. 2)

14. (Μήτρες με rank 1) Να δειχθεί ότι αν μια

n ˆ n μήτρα A έχει rank 1 τότε υπαρχει

στήλη της C και γραμμή της R ώστε

A “ 1

λ
CR.

όπου λ είναι το κοινό στοιχείο της γραμμής

R και της στήλης C.

15. (Μήτρα με ελάχιστο rank) Να συμπληρω-

ϑούν οι τιμές που λείπουν ώστε η μήτρα

που προκύπτει να έχει το μικρότερο δυνα-

τό rank.»
——————————————–

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
0 3 6 9 12 15 18 21 24 27
0 4 8 12 ? ? 24 28 32 36
0 5 10 15 ? ? 30 35 40 45
0 6 12 18 24 30 36 42 48 54
0 7 14 21 28 35 42 49 56 63
0 8 16 24 32 40 48 56 64 72
0 9 18 27 36 45 54 63 72 81

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

16. (Ιδιότητες rank)

i) Να δειχθεί ότι αν A, B PMn και

rankpAq ă n τότε detpABq “ 0.

ii) Να δειχθεί ότι αν A P Mmˆn και B P
Mnˆm με m ą n τότε detpABq “ 0.

17. i) (Εξίσωση ευθείας) Να δειχθεί ότι η ευ-

ϑεία που διέρχεται από τα σημεία Apx1, y1q
και Bpx2, y2q ικανοποιεί την εξίσωση

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0.

ii) (´Ελεγχος συγραμμικότητας) Να δειχθε-

ί τρία σημεία του επιπέδου Apx1, y1q,
Bpx2, y2q, Cpx3, y3q είναι συγγραμικά (δη-

λαδή ανήκουν στην ίδια ευθεία) αν
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0.

iii) (Εμβαδόν τριγώνου) Να δειχθεί ότι το

εμβαδόν του τριγώνου που ορίζουν τρία

σημεία του επιπέδου Apx1, y1q, Bpx2, y2q,
Cpx3, y3q ισούται με την απόλυτη τιμή

του

1

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Κεφάλαιο 3

Γραμμικά συστήματα

3.1 Βασικοί ορισμοί και συμβολισμοί

´Εστω ένα σύστημα γραμμικών εξισώσεων με m εξισώσεις και n αγνώστους:

a11x1 ` a12x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1nxn “ b1

a21x1 ` a22x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a2nxn “ b2

...

am1x1 ` am2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` amnxn “ bm.

Αν ϑεωρήσουμε τις μήτρες

A “

»
———–

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 ¨ ¨ ¨ amn

fi
ffiffiffifl , X “

»
———–

x1
x2
...

xn

fi
ffiffiffifl , B “

»
———–

b1

b2

...

bm

fi
ffiffiffifl

όπου A είναι τύπου m ˆ n, X είναι τύπου n ˆ 1 και B είναι τύπου m ˆ 1, τότε το σύστημα γράφεται

AX “ B

όπου

A: Η μήτρα των συντελεστών,

B: Η μήτρα των σταθερών όρων,

X: Η μήτρα των αγνώστων.

Παράδειγμα. Το σύστημα

2x ` 3y ` z “ 1

x ` y ` z “ 0

x ` 4y ` 2z “ 0.

γράφεται προφανώς »
–
2 3 1
1 1 1
1 4 2

fi
fl
»
–

x

y

z

fi
fl “

»
–
1
0
0

fi
fl

δηλαδή

AX “ B,

79



όπου

A “

»
–
2 3 1
1 1 1
1 4 2

fi
fl είναι η μήτρα των συντελεστών,

X “

»
–

x

y

z

fi
fl είναι η μήτρα των αγνώστων όρων,

B “

»
–
1
0
0

fi
fl είναι η μήτρα των σταθερών όρων.

Επίσης, χρησιμοποιείται και ο συμβολισμός

E pή
“
A | B

‰
q “

»
———–

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n b1

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2n b2

...
...

...
. . .

...

am1 am2 ¨ ¨ ¨ amn bm

fi
ffiffiffifl .

Η μήτρα E (ή
“
A | B

‰
) ονομάζεται επαυξημένη μήτρα του συστήματος AX “ B.

Παράδειγμα. Η μήτρα

E “

»
–

2 3 1 1

1 1 1 0

1 4 2 0

fi
fl

είναι η επαυξημένη μήτρα του προηγούμενου παραδείγματος.

Λύση του συστήματος ονομάζεται κάθε μήτρα X P Mnˆ1 η οποία επαληθεύει την εξίσωση

AX “ B.

Αποδεικνύεται ότι ένα σύστημα γραμμικών εξισώσεων,

• είτε δεν έχει καμιά λύση (οπότε λέγεται αδύνατο),

• είτε έχει ακριβώς μια λύση,

• είτε έχει άπειρες λύσεις (οπότε λέγεται αόριστο).

Αν ένα σύστημα έχει τουλάχιστον μια λύση, (δηλαδή δεν είναι αδύνατο), τότε λέγεται συμβιβα-

στό.

Αν B “ Omˆ1 το σύστημα λέγεται ομογενές:

a11x1 ` a12x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1nxn “ 0

a21x1 ` a22x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a2nxn “ 0

...

am1x1 ` am2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` annxn “ 0.
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3.2 Μέθοδοι επίλυσης γραμμικών συστημάτων

3.2.1 Λύση με αντίστροφη μήτρα

´Εστω AX “ B, όπου A μια αντιστρέψιμη τετραγωνική μήτρα. Τότε

AX “ B ô A´1AX “ A´1B ô X “ A´1B.

Παράδειγμα. Να λυθεί το σύστημα

2x ` 3y ` z “ 1

x ` y ` z “ 0

x ` 4y ` 2z “ 0.

Λύση. ´Εστω

A “

»
–
2 3 1
1 1 1
1 4 2

fi
fl , B “

»
–
1
0
0

fi
fl , X “

»
–

x

y

z

fi
fl .

Τότε

AX “ B.

Ισχύει ότι

detpAq “ ´4 , 0.

Επομένως, υπάρχει η αντίστροφη μήτρα A´1 με

A´1 “ ¨ ¨ ¨ “

»
–

1
2

1
2

´ 1
2

1

4
´ 3

4

1

4

´ 3

4

5

4

1

4

fi
fl .

Άρα

X “ A´1B “

»
–

1

2

1

2
´ 1

2
1
4

´ 3
4

1
4

´ 3

4

5

4

1

4

fi
fl
»
–
1
0
0

fi
fl “

»
–

1

2
1
4

´ 3

4

fi
fl

δηλαδή »
–

x

y

z

fi
fl “

»
–

1

2
1

4

´ 3

4

fi
fl

ή,

px, y, zq “
ˆ
1

2
,
1

4
,´3

4

˙
. �
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3.2.2 Λύση με τη μέθοδο οριζουσών (μέθοδος Cramer)

´Εστω το σύστημα

AX “ B, με A PMn.

1. Αν DpAq , 0, τότε

xi “ DipAq
DpAq , i “ 1, 2, . . . , n,

όπου DipAq (ή Dxi
pAq) είναι η ορίζουσα της μήτρας που προκύπτει από την A, αν αντικατα-

στήσουμε την i στήλη της με τη στήλη B.

2. Αν DpAq “ 0 και υπάρχει i P t1, 2, . . . , nu με DipAq , 0, τότε το σύστημα είναι αδύνατο.

3. Αν DpAq “ 0 και DipAq “ 0 για κάθε i P t1, 2, . . . , nu, τότε το σύστημα είναι αδύνατο ή αόριστο.

Σε αυτή την περίπτωση προχωράμε με τη μέθοδο Gauss, ή διερευνούμε με χρήση rank, (όπως
ϑα δούμε στη συνέχεια).

Παράδειγμα. Να λυθεί το σύστημα

2x ` 3y ´ 7w “ 6

3x ´ 2y ` 5w “ 5

4x ` 3y ´ 9w “ 8.

Λύση. Είναι

D “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
2 3 ´7
3 ´2 5
4 3 ´9

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ 28 , 0,

Dx “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
6 3 ´7
5 ´2 5
8 3 ´9

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ 56, Dy “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
2 6 ´7
3 5 5
4 8 ´9

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ 84, Dw “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
2 3 6
3 ´2 5
4 3 8

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ 28.

Άρα

x “ Dx

D
“ 56

28
“ 2, y “ Dy

D
“ 84

28
“ 3, w “ Dw

D
“ 28

28
“ 1. �

Παράδειγμα. Να λυθεί το σύστημα

2x ` 3y ´ 7w “ 6

3x ´ 2y ` 5w “ 5

7x ` 4y ´ 9w “ 18.

Λύση. Είναι

D “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
2 3 ´7
3 ´2 5
7 4 ´9

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ 0,

ενώ

Dx “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
6 3 ´7
5 ´2 5
18 4 ´9

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ 785 , 0.

Άρα, το σύστημα είναι αδύνατο. �
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3.2.3 Λύση με τη μέθοδο Gauss

´Εστω AX “ B ένα mˆn γραμμικό σύστημα (Σ). Εφαρμόζουμε τη μέθοδο Gauss στην επαυξημένη

μήτρα E, μέχρι η A να δώσει μια ισοδύναμη υποβαθμισμένη κλιμακωτή μήτρα

E1 “
“
A1 | B1‰ .

´Εστω

B1 “

»
———–

b1
1

b1
2
...

b1
m

fi
ffiffiffifl .

Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

1. Αν κατά τη διάρκεια της παραπάνω διαδικασίας εμφανισθεί κάποια γραμμή της μορφής”
0 0 ¨ ¨ ¨ 0

... K

ı
, όπου K , 0, τότε το (Σ) είναι αδύνατο, αφού προφανώς αυτή η

γραμμή της επαυξημένης μήτρας ϑα αντιστοιχεί σε μια εξίσωση της μορφής:

0x1 ` 0x2 ` ¨ ¨ ¨ ` 0xn “ K , 0,

το οποίο φυσικά είναι αδύνατο.

2. Αν οι μη μηδενικές γραμμές τις A1 σχηματίζουν την In, τότε έχουμε τη (μοναδική) λύση X “ B1,
δηλαδή xi “ b1

i
pi “ 1, 2, . . . , nq.

3. Αν η A1 έχει m1 μη μηδενικές γραμμές (m1 ă n), τότε γράφουμε το σύστημα εξισώσεων που

αντιστοιχεί στην εξίσωση

A1X “ B1.

Λύνουμε κάθε εξίσωση ως προς εκείνο το xi (κύριος άγνωστος) που αντιστοιχεί σε στήλη

της A1 που περιέχει κύριο στοιχείο, (οι υπόλοιποι άγνωστοι είναι οι ελεύθεροι άγνωστοι),

παίρνοντας έτσι τις (άπειρες) λύσεις του αόριστου συστήματος (Σ).

Παράδειγμα. Να λυθεί το σύστημα

x1 ` 3x2 ´ 2x3 “ 5

4x1 ´ x2 ` 3x3 “ 7

2x1 ´ 7x2 ` 7x3 “ 4.

Λύση. Εδώ

A “

»
–
1 3 ´2
4 ´1 3
2 ´7 7

fi
fl , B “

»
–
5
7
4

fi
fl .

Θεωρούμε την επαυξημένη μήτρα

E “
“
A | B

‰
“

»
–

1 3 -2 5

4 -1 3 7

2 -7 7 4

fi
fl .

Τότε »
–

1 3 -2 5

4 -1 3 7

2 -7 7 4

fi
fl

R2ÑR2´4R1
R3ÑR3´2R1„

»
–

1 3 -2 5

0 -13 11 -13

0 -13 11 -6

fi
fl R3ÑR3´R2„

»
–

1 3 -2 5

0 -13 11 -13

0 0 0 7

fi
fl .

Επειδή, στην διάρκεια της διαδικασίας εμφανίστηκε η γραμμή 0 0 0 | 7, προκύπτει ότι το σύστημα

είναι αδύνατο. �
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Παράδειγμα. Να λυθεί το σύστημα

2x ` 4y ´ 3w “ 1

x ` y ` 2w “ 9

3x ` 6y ´ 5w “ 0.

Λύση. Εδώ

A “

»
–
2 4 ´3
1 1 2
3 6 ´5

fi
fl , B “

»
–
1
9
0

fi
fl .

Θεωρούμε την επαυξημένη μήτρα

E “
“
A | B

‰
“

»
–

2 4 -3 1

1 1 2 9

3 6 -5 0

fi
fl .

Τότε

E
R2ØR1„ ¨ ¨ ¨

R2ÑR2´2R1
R3ÑR3´3R1„ ¨ ¨ ¨ R2Ñ 1

2
R2„ ¨ ¨ ¨

R1ÑR1´R2
R3ÑR3´3R2„ ¨ ¨ ¨

»
–

1 0 0 1

0 1 0 2

0 0 1 3

fi
fl ,

δηλαδή A1 “

»
–
1 0 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl “ I3, B1 “

»
–
1
2
3

fi
fl.

Άρα, το σύστημα έχει μοναδική λύση, την x “ 1, y “ 2, w “ 3, δηλαδή px, y,wq “ p1, 2, 3q. �

Παράδειγμα. Να λυθεί το σύστημα

x1 ` 2x2 ´ x3 ` 3x4 ` x5 “ 2

2x1 ` 4x2 ´ 2x3 ` 6x4 ` 3x5 “ 6

´x1 ´ 2x2 ` x3 ´ x4 ` 3x5 “ 4.

Λύση. Εδώ

A “

»
–

1 2 ´1 3 1
2 4 ´2 6 3

´1 ´2 1 ´1 3

fi
fl , B “

»
–
2
6
4

fi
fl .

Θεωρούμε την επαυξημένη μήτρα

x1 x2 x3 x4 x5

E “
“
A | B

‰
“

»
–

1 2 -1 3 1 2

2 4 -2 6 3 6

-1 -2 1 -1 3 4

fi
fl .

Τότε

E „ (γραμμοπράξεις - άσκηση) „

»
—–

1 2 -1 0 0 3

0 0 0 1 0 -1

0 0 0 0 1 2

fi
ffifl .

Επομένως, έχουμε:
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Κύριοι άγνωστοι: x1, x4, x5.

Ελεύθεροι άγνωστοι: x2, x3.

Επομένως, το σύστημα γράφεται

x1 ` 2x2 ´ x3 “ 3

x4 “ ´1

x5 “ 2.

Λύνουμε ως προς τους κύριους άγνωστους x1, x4, x5 και προκύπτει ότι

x1 “ 3 ´ 2x2 ` x3

x4 “ ´1

x5 “ 2.

Επομένως, οι λύσεις του συστήματος είναι

px1, x2, x3, x4, x5q “ p3 ´ 2x2 ` x3, x2, x3,´1, 2q,

όπου x2, x3 P R, ή, ισοδύναμα,

px1, x2, x3, x4, x5q “ p3 ´ 2a ` b, a, b,´1, 2q,

όπου a, b P R. �

3.2.4 ´Υπαρξη λύσεων (διερεύνηση με rank)

Πρόταση 3.1. ´Εστω (Σ) ένα σύστημα AX “ B όπου A P Mmˆn και E “
“
A | B

‰
η επαυξημένη

μήτρα του συστήματος.

(i) Αν rankpAq , rankpEq, τότε το (Σ) είναι αδύνατο.

(ii) Αν rankpAq “ rankpEq “ n, τότε το (Σ) έχει μοναδική λύση.

(iii) Αν rankpAq “ rankpEq ă n, τότε το (Σ) έχει άπειρες λύσεις (με n ´ rankpAq ελεύθερους

άγνωστους).

Παρατηρήσεις:

(1) Αν m ă n, έχουμε

ή rankpAq , rankpEq (περίπτωση 1, άρα αδύνατο),

ή rankpAq “ rankpEq ď m ă n, (περίπτωση 3, άρα αόριστο).

Άρα, αν m ă n, αποκλείεται η περίπτωση της μοναδικής λύσης.

(2) Η διερεύνηση μάς δίνει απλά το πλήθος των λύσεων, αλλά δεν βρίσκει τις λύσεις (αν υπάρ-

χουν).

Παράδειγμα: Το σύστημα

x ` y ´ z “ 1

x ` y ´ 2z “ 2

2x ` 2y ´ 3z “ 1
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είναι αδύνατο, διότι

A “

»
–
1 1 ´1
1 1 ´2
2 2 ´3

fi
fl

και

E “

»
–
1 1 ´1 1
1 1 ´2 2
2 2 ´3 1

fi
fl ,

με

rankpAq “ 2 , 3 “ rankpEq.

Πράγματι, rankpAq “ 2, αφού DpAq “ 0, ενώ η A έχει την 2 ˆ 2 μήτρα A1 “
„
1 ´1
1 ´2


με DpA1q “

´1 , 0.

Εξάλλου, rankpEq “ 3 αφού η E έχει την 3 ˆ 3 υπομήτρα E1 “

»
–
1 ´1 1
1 ´2 2
2 ´3 1

fi
fl με DpE1q “ 2 , 0.

Ειδικά για τα συστήματα με n ` 1 εξισώσεις και n αγνώστους, ισχύει το παρακάτω αποτέλεσμα:

Πρόταση 3.2. ´Εστω το σύστημα n ` 1 γραμμικών εξισώσεων με n αγνώστους

pΣq

$
’’’&
’’’%

a11x1 ` a12x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1nxn “ b1

a21x1 ` a22x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a2nxn “ b2

¨ ¨ ¨
an`1x1 ` an`1x2 ` ¨ ¨ ¨ ` an`1 nxn “ bn`1

και A “ rai js, B “

»
———–

b1

b2

...

bn`1

fi
ffiffiffifl .

Το σύστημα (Σ) είναι συμβιβαστό αν και μόνο αν detpA|Bq “ 0.

Παραδείγματα

(1) Το 4 ˆ 3 σύστημα

2x1 ` x2 ´ x3 “ 2

x1 ` 2x2 ` x3 “ 7

´3x1 ` x2 ` 2x3 “ 1

2x1 ` 2x2 ` x3 “ 9

είναι συμβιβαστό, αφού

DprA|Bsq “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

2 1 ´1 2
1 2 1 7

´3 1 2 1
2 2 1 9

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

“ ¨ ¨ ¨ “ 0.

(Πράγματι, το παραπάνω σύστημα έχει τη μοναδική λύση px1, x2, x3q “ p2, 1, 3q - Άσκηση.)

(2) Το 4 ˆ 3 σύστημα

2x1 ` x2 ´ x3 “ 2

x1 ` 2x2 ` x3 “ 7

´3x1 ` x2 ` 2x3 “ 1

2x1 ` 2x2 ` x3 “ 8
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είναι αδύνατο, αφού

DprA|Bsq “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

2 1 ´1 2
1 2 1 7

´3 1 2 1
2 2 1 8

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

“ 6 , 0.

3.2.5 ´Υπαρξη λύσεων ομογενούς συστήματος

´Εστω ένα ομογενές σύστημα (Σ)

AX “ Onˆ1 με A PMn.

Το (Σ) έχει πάντα τουλάχιστον μια λύση: Τη (μηδενική) λύση X “ Onˆ1. Άρα, ποτέ δεν είναι

αδύνατο.

Πιο συγκεκριμένα ισχύει ότι:

(i) Αν DpAq , 0, τότε το (Σ) έχει μοναδική λύση, (τη μηδενική).

(ii) Αν DpAq “ 0, τότε έχει άπειρες λύσεις, (οπότε μπορούμε να προχωρήσουμε με Gauss).

3.2.6 Ανακεφαλαίωση τρόπων επίλυσης γραμμικών συστημάτων

Μέθοδος αντικατάστασης:

Μόνο για πολύ απλά συστήματα.

Μέθοδος αντίστροφης μήτρας:

Μόνο για τετραγωνικές μήτρες A. Δεν απαντά στην περίπτωση όπου η A δεν είναι αντιστρέψιμη.

Μέθοδος Cramer:

Μόνο για τετραγωνικές μήτρες A. Δεν απαντά στη περίπτωση όπου DpAq “ DipAq “ 0, για

κάθε i P rns.

Μέθοδος Gauss:

´Οχι μονο για τετραγωνικές μήτρες A. Γενική μέθοδος. Δίνει πάντοτε απάντηση.
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3.3 Λυμένες ασκήσεις

Άσκηση 3.1. Να λυθεί το σύστημα

x ` 2y ´ 3z “ 4

x ` 3y ` z “ 11

2x ` 5y ´ 4z “ 13.

Λύση. 1ος τρόπος (μέθοδος αντίστροφης μήτρας).

Αφού DpAq “ ´2 , 0, προκύπτει ότι η A είναι αντιστρέψιμη, με A´1 “ 1

DpAqadjA.

adjA “

»
–

A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

fi
fl “

»
–

´17 ´7 11
6 2 ´4

´1 ´1 1

fi
fl .

Άρα

A´1 “ 1

´2

»
–

´17 ´7 11
6 2 ´4

´1 ´1 1

fi
fl “

»
–

17

2

7

2
´ 11

2

´3 ´1 2
1

2

1

2
´ 1

2

fi
fl ,

οπότε

X “ A´1B “

»
–

17

2

7

2
´ 11

2

´3 ´1 2
1

2

1

2
´ 1

2

fi
fl
»
–
4
11
13

fi
fl “

»
–
1
3
1

fi
fl .

δηλαδή px, y, zq “ p1, 3, 1q.
2ος τρόπος (μέθοδος Cramer).

D “ DpAq “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
1 2 ´3
1 3 1
2 5 ´4

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ ´2 , 0.

Άρα, μοναδική λύση.

Dx “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
4 2 ´3
11 3 1
13 5 ´4

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ ´2, Dy “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
1 4 ´3
1 11 1
2 13 ´4

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ ´6, Dz “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
1 2 4
1 3 11
2 5 13

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ ´2,

οπότε

x “ Dx

D
“ 1, y “ Dy

D
“ 3, z “ Dz

D
“ 1,

δηλαδή px, y, zq “ p1, 3, 1q.
3ος τρόπος (μέθοδος Gauss).

“
A | B

‰
“

»
–

1 2 -3 4

1 3 1 11

2 5 -4 13

fi
fl

R2ÑR2´R1
R3ÑR3´2R1„

»
–

1 2 -3 4

0 1 4 7

0 1 2 5

fi
fl

R1ÑR1´2R2
R3ÑR3´R2„

»
–

1 0 -11 -10

0 1 4 7

0 0 -2 -2

fi
fl R3Ñ´ 1

2
R3„

»
–

1 0 -11 -10

0 1 4 7

0 0 1 1

fi
fl

R1ÑR1`11R3
R2ÑR2´4R3„

»
–

1 0 0 1

0 1 0 3

0 0 1 1

fi
fl .

Άρα, το σύστημα έχει τη (μοναδική) λύση

px, y, zq “ p1, 3, 1q. �

88



Άσκηση 3.2. Να λυθεί το σύστημα

x ´ 2z “ ´7

2x ´ 7y ` 3z “ 7

´y ` z “ 3.

Λύση. Το σύστημα έχει

A “

»
–
1 0 ´2
2 ´7 3
0 ´1 1

fi
fl

με

DpAq “ 0

και ˇ̌
ˇ̌1 0
2 ´7

ˇ̌
ˇ̌ “ ´7 , 0.

Άρα,

rankpAq “ 2.

Επίσης, έχουμε

E “
“
A | B

‰
“

»
–

1 0 -2 -7

2 -7 3 7

0 -1 1 3

fi
fl ,

με ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
1 0 ´2
2 ´7 3
0 ´1 1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
1 0 ´7
2 ´7 7
0 ´1 3

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
1 ´2 ´7
2 3 7
0 1 3

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
0 ´2 ´7

´7 3 7
´1 1 3

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ 0

και ˇ̌
ˇ̌1 0
2 ´7

ˇ̌
ˇ̌ “ 7 , 0.

Άρα,

rankpEq “ 2.

Επομένως,

rankpAq “ rankpEq “ 2 ă 3 p“ n άγνωστοιq
οπότε το σύστημα (Σ) είναι αόριστο με

n ´ rankpAq “ 3 ´ 2 “ 1

ελεύθερο άγνωστο.

Λύνουμε το σύστημα με τη μέθοδο Gauss

E “

»
–

1 0 -2 -7

2 -7 3 7

0 -1 1 3

fi
fl „ ¨ ¨ ¨ „

»
–

1 0 -2 -7

0 1 -1 -3

0 0 0 0

fi
fl

Άρα

x ´ 2z “ ´7

y ´ z “ ´3,
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οπότε

x “ 2z ´ 7

y “ z ´ 3.

Επομένως, οι λύσεις του συστήματος είναι px, y, zq “ p2z ´ 7, z ´ 3, zq όπου z P R, (ο ελεύθερος

άγνωστος). �

Άσκηση 3.3. Να λυθεί το σύστημα

x ` y ´ w “ 1

2x ` 3y ` 2w “ 3

x ` 2y ` 3w “ 2.

Λύση. Ισχύει ότι

rankpAq “ rankp
“
A | B

‰
q “ 2 ă 3p“ nq

Επομένως, το σύστημα έχει άπειρες λύσεις, με n ´ rankpAq “ 3 ´ 2 “ 1 ελεύθερους άγνωστους.

Εδώ, ϑα χρησιμοποιήσουμε μια παραλλαγή της μεθόδου Cramer, (φυσικά ϑα μπορούσαμε να

χρησιμοποιήσουμε την μέθοδο Gauss): Γράφουμε το σύστημα στη μορφή

x ` y “ 1 ` w

2x ` 3y “ 3 ´ 2w

x ` 2y ` 3w “ 2

και επειδή

ˇ̌
ˇ̌1 1
2 3

ˇ̌
ˇ̌ , 0 χρησιμοποιούμε τη μέθοδο Crammer για το σύστημα

x ` y “ 1 ` w

2x ` 3y “ 3 ´ 2w.

Είναι

x “ Dx

D
“

ˇ̌
ˇ̌ 1 ` w 1
3 ´ 2w 3

ˇ̌
ˇ̌

ˇ̌
ˇ̌1 1
2 3

ˇ̌
ˇ̌

“ 3 ` 3w ´ 3 ` 2w

3 ´ 2
“ 5w,

y “ Dy

D
“

ˇ̌
ˇ̌1 1 ` w

2 3 ´ 2w

ˇ̌
ˇ̌

ˇ̌
ˇ̌1 1
2 3

ˇ̌
ˇ̌

“ 3 ´ 2w ´ 2 ´ 2w

3 ´ 2
“ 1 ´ 4w.

Επομένως, οι λύσεις του συστήματος είναι

px, y,wq “ p5w, 1 ´ 4w,wq

όπου w P R. �
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Άσκηση 3.4. Να λυθεί το σύστημα

x ´ 2y ` z “ 3

2x ` 3y ´ 2z “ 5

3x ` y ´ z “ 6.

Λύση. 1ος τρόπος (μέθοδος αντίστροφης μήτρας).

Η μήτρα A δεν είναι αντιστρέψιμη αφού detpAq “ 0. Άρα, η μέθοδος αυτή δεν μπορεί να

εφαρμοσθεί εδώ.

2ος τρόπος (μέθοδος Cramer)

D “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
1 -2 1

2 3 -2

3 1 -1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ 0,Dx “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
3 -2 1

5 3 -2

6 1 -1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ ´2 , 0.

Άρα, το σύστημα είναι αδύνατο.

3ος τρόπος (μέθοδος Gauss)
»
–

1 -2 1 3

2 3 -2 5

3 1 -1 6

fi
fl „ ¨ ¨ ¨ „

»
–

7 0 -1 19

0 7 -4 -1

0 0 0 -2

fi
fl .

Άρα, το σύστημα είναι αδύνατο.

4ος τρόπος (μέθοδος rank)

A “

»
–

1 -2 1

2 3 -2

3 1 -1

fi
fl , DpAq “ 0, ενώ

ˇ̌
ˇ̌1 ´2
2 3

ˇ̌
ˇ̌ , 0,

Άρα

rankpAq “ 2.

E “

»
–

1 -2 1 3

2 3 -2 5

3 1 -1 6

fi
fl

με ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
-2 1 3

3 -2 5

1 -1 6

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ ´2 , 0.

Άρα

rankpEq “ 3 , 2 “ rankpAq.
Άρα, το σύστημα είναι αδύνατο. �

Άσκηση 3.5. Δίδεται το σύστημα

λx ` y ´ λz “ 0

5λx ´ 5λy ` 2z “ 0

x ` 8y ´ 7z “ 0

όπου λ: ϑετική παράμετρος.
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(i) Να βρεθεί το λ, ώστε το σύστημα να έχει άπειρες λύσεις.

(ii) Αν px1, y1, z1q, px2, y2, z2q είναι δύο διαφορετικές λύσεις του συστήματος αυτού, να δειχθεί

ότι:

px1 ´ x2q2 ` py1 ´ y2q2 “ pz1 ´ z2q2.

Λύση.

(i) Πρέπει

D “ 0 ô

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
λ 1 ´λ
5λ ´5λ 2
1 8 ´7

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ 0

C1ÑC1`C3ðñ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

0 1 ´λ
5λ ` 2 ´5λ 2

´6 8 ´7

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ 0 ô ´

ˇ̌
ˇ̌5λ ` 2 2

´6 ´7

ˇ̌
ˇ̌ ´ λ

ˇ̌
ˇ̌5λ ` 2 ´5λ

´6 8

ˇ̌
ˇ̌ “ 0

ô ¨ ¨ ¨ ô ´10λ2 ` 19λ ` 2 “ 0 ô λ “
#

´ 1

10
ă 0 (απορρίπτεται)

2.

(ii) Για λ “ 2, το σύστημα γίνεται

2x ` y ´ 2z “ 0

10x ´ 10y ` 2z “ 0

x ` 8y ´ 7z “ 0.

Λύνοντας σύμφωνα με την μέθοδο Gauss έχουμε ότι
»
–

2 1 -2 0

10 -10 2 0

1 8 -7 0

fi
fl

R1ØR3

R2Ñ 1
2

R2„

»
–

1 8 -7 0

5 -5 1 0

2 1 -2 0

fi
fl

R2ØR2´5R1
R3ÑR3´2R1„

»
–

1 8 -7 0

0 -45 36 0

0 -15 12 0

fi
fl

R2Ñ´ 1
45

R2

R3Ñ 1
3

R3„

»
–

1 8 -7 0

0 1 ´4

5
0

0 -5 4 0

fi
fl

R1ÑR1´8R2
R3ÑR3`5R2„

»
—–

1 0 ´3

5
0

0 1 ´4

5
0

0 0 0 0

fi
ffifl .

Άρα, το σύστημα ισοδύναμα γράφεται:
#

x ´ 3

5
z “ 0

y ´ 4
5
z “ 0

ô
#

x “ 3

5
z

y “ 4
5
z.

Άρα px, y, zq “
`
3

5
z, 4

5
z, z

˘
, z P R.

Αν λοιπόν

px1, y1, z1q “
ˆ
3

5
z1,

4

5
z1, z1

˙

και

px2, y2, z2q “
ˆ
3

5
z2,

4

5
z2, z2

˙
,

τότε:

px1 ´ x2q2 ` py1 ´ y2q2 “
ˆ
3

5
z1 ´ 3

5
z2

˙2

`
ˆ
4

5
z1 ´ 4

5
z2

˙2

“ 9

25
pz1 ´ z2q2 ` 16

25
pz1 ´ z2q2 “ 25

25
pz1 ´ z2q2

“ pz1 ´ z2q2. �
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Άσκηση 3.6. Να λυθεί (και να διερευνηθεί) το σύστημα

kx ` y ` z “ 1

x ` ky ` z “ k

x ` y ` kz “ k2

όπου k: πραγματική παράμετρος.

Λύση.

D “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
k 1 1
1 k 1
1 1 k

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ kpk2 ´ 1q ´ pk ´ 1q ` p1 ´ kq “ kpk ` 1qpk ´ 1q ´ 2pk ´ 1q

“ pk ´ 1qpk2 ` k ´ 2q “ pk ´ 1qpk ´ 1qpk ` 2q “ pk ´ 1q2pk ` 2q.
Άρα:

• Αν k , ´2, 1 (οπότε D , 0) τότε το σύστημα έχει τη μοναδική λύση

x “ Dx

D
, y “ Dy

D
, z “ Dz

D
.

Dx “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
1 1 1
k k 1
k2 1 k

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

C1ÑC1´C2“

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

0 1 1
0 k 1

k2 ´ 1 1 k

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ pk2 ´ 1qp1 ´ kq “ ´pk ´ 1q2pk ` 1q.

Dy “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
k 1 1
1 k 1
1 k2 k

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ k

ˇ̌
ˇ̌ k 1
k2 k

ˇ̌
ˇ̌ ´

ˇ̌
ˇ̌1 1
1 k

ˇ̌
ˇ̌ `

ˇ̌
ˇ̌1 k

1 k2

ˇ̌
ˇ̌

“ k
`
k2 ´ k2

˘
´ pk ´ 1q ` k2 ´ k “ ´k ` 1 ` k2 ´ k “ k2 ´ 2k ` 1 “ pk ´ 1q2.

Dz “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
k 1 1
1 k k

1 1 k2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

C3ÑC3´C2“

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
k 1 0
1 k 0
1 1 k2 ´ 1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ pk2 ´ 1qpk2 ´ 1q “ pk ´ 1q2pk ` 1q2.

Άρα

x “ Dx

D
“ ´pk ´ 1q2pk ` 1q

pk ´ 1q2pk ` 2q “ ´ k ` 1

k ` 2
,

y “ Dy

D
“ pk ´ 1q2

pk ´ 1q2pk ` 2q “ 1

k ` 2
,

z “ Dz

D
“ pk ´ 1q2pk ` 1q2

pk ´ 1q2pk ` 2q “ pk ` 1q2
k ` 2

.

• Αν k “ 1, τότε το σύστημα γράφεται:
$
’&
’%

x ` y ` z “ 1

x ` y ` z “ 1

x ` y ` z “ 1

ô x ` y ` z “ 1 ô x “ 1 ´ y ´ z.

´Ωστε px, y, zq “ p1 ´ y ´ z, y, zq, y, z P R.

• Αν k “ ´2, τότε
Dx “ ´p´3q2p´1q “ 9 , 0,

οπότε το σύστημα είναι αδύνατο. �
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Άσκηση 3.7. ´Εστω το σύστημα

AX “ B, με A PMn.

i) Να δειχθεί ότι αν DpAq , 0, τότε

xi “ DipAq
DpAq , i “ 1, 2, . . . , n,

όπου DipAq (ή Dxi
pAq) είναι η ορίζουσα της μήτρας που προκύπτει από την A, αν αντικα-

ταστήσουμε την i στήλη της με τη στήλη B.

ii) Να δειχθεί ότι αν DpAq “ 0 και υπάρχει i P t1, 2, . . . , nu με DipAq , 0, τότε το σύστημα

είναι αδύνατο.

Λύση. Χρησιμοποιώντας την Πρόταση 2.6 έχουμε ότι

AX “ B ñ adjA ¨ AX “ adjA ¨ B ñ detpAqInX “ adjA ¨ B

οπότε

detpAqX “ adjA ¨ B.
Επίσης, χρησιμοποιώντας την Πρόταση 2.1, έχουμε ότι

adjA ¨ B “

»
———————–

A11 A21 ¨ ¨ ¨ A j1 ¨ ¨ ¨ An1

A12 A22 ¨ ¨ ¨ A j2 ¨ ¨ ¨ An2

...
...

A1i A2i ¨ ¨ ¨ A ji ¨ ¨ ¨ Ani

...
...

A1n A2n ¨ ¨ ¨ A jn ¨ ¨ ¨ Ann

fi
ffiffiffiffiffiffiffifl

¨

»
———————–

b1

b2

...

b j

...

bn

fi
ffiffiffiffiffiffiffifl

“

»
———————–

A11b1 ` A21b2 ` ¨ ¨ ¨ ` A j1b j ` ¨ ¨ ¨ ` An1 ¨ bn

A12b1 ` A22b2 ` ¨ ¨ ¨ ` A j2b j ` ¨ ¨ ¨ ` An2 ¨ bn

...

A1ib1 ` A2ib2 ` ¨ ¨ ¨ ` A jib j ` ¨ ¨ ¨ ` An j ¨ bn

...

A1nb1 ` A2nb2 ` ¨ ¨ ¨ ` A jnb j ` ¨ ¨ ¨ ` Ann ¨ bn

fi
ffiffiffiffiffiffiffifl

“

»
———————–

D1pAq
D2pAq
...

D jpAq
...

DnpAq

fi
ffiffiffiffiffiffiffifl

i) Αν DpAq , 0 έπεται ότι X “ 1

detpAqadjA ¨ B “ 1

detpAq

»
———————–

D1pAq
D2pAq
...

D jpAq
...

DnpAq

fi
ffiffiffiffiffiffiffifl
, δηλαδή xi “ DipAq

DpAq .

ii) Αν DpAq “ 0, τότε adjA ¨ B “ 0X “ Onˆ1, δηλαδή

»
———————–

D1pAq
D2pAq
...

D jpAq
...

DnpAq

fi
ffiffiffiffiffiffiffifl

“

»
———————–

0
0
...

0
...

0

fi
ffiffiffiffiffiffiffifl
. Επομένως, αν υπάρχει

i P rns ώστε DipAq , 0, τότε η παραπάνω εξίσωση είναι αδύνατη και άρα και το σύστημα

είναι αδύνατο. �

94



3.4 Ασκήσεις προς επίλυση

1. (Σωστό ή λάθος) Για κάθε μία από τις πα-

ρακάτω προτάσεις να εξετασθεί αν είναι

σωστή ή λάθος. Να αιτιολογηθούν οι απα-

ντήσεις.

i) ´Ενα γραμμικό σύστημα με περισσότε-

ρους αγνώστους από ότι εξισώσεις πάντα

έχει λύση.

ii) ´Ενα γραμμικό σύστημα με περισσότε-

ρες εξισώσεις από ότι αγνώστους πάντα

είναι αδύνατο.

iii) Υπάρχει γραμμικό σύστημα με 3 αγνώστους

και 3 εξισώσεις το οποίο έχει ακριβώς

3 λύσεις.

iv) ´Ενα γραμμικό ομογενές σύστημα μπο-

ρεί να είναι αδύνατο.

v) Αν το γραμμικό σύστημα
#

a1x ` b1y “ c1

a2x ` b2y “ c2

είναι αδύνατο, τότε και το σύστημα
#

a1x ` b1y “ c1 ` k

a2x ` b2y “ c2 ` k

όπου k P R, είναι επίσης αδύνατο.

vi) Αν το γραμμικό σύστημα
#

a1x ` b1y “ c1

a2x ` b2y “ c2

είναι αδύνατο, τότε και το σύστημα
#

a1x ` b1y “ kc1

a2x ` b2y “ kc2

όπου k P R, είναι επίσης αδύνατο.

vii) Αν κάθε λύση ενός γραμμικού σύστη-

ματος (Σ) με 2 αγνώστους και 2 εξι-

σώσεις είναι λύση ενός γραμμικού συ-

στήματος (Σ1) με 2 αγνώστους και 2 ε-

ξισώσεις τότε τα δύο συστήματα έχουν

ακριβώς τις ίδιες λύσεις.

viii) Αν δύο γραμμικά συστήματα (Σ) και

(Σ1) έχουν άπειρες λύσεις, τότε το σύστη-

μα (Σ2) που αποτελείται από τις εξι-

σώσεις και των δύο συστημάτων είναι

συμβιβαστό.

2. (Γραμμικά συστήματα) Να λυθούν τα συ-

στήματα:

i)

$
’&
’%

x1 ` x2 ` 2x3 ` x5 “ 5

2x1 ` 3x2 ´ x3 ´ 2x4 “ 2

4x1 ` 5x2 ` 3x3 “ 7.

ii)

$
’’’&
’’’%

3x1 ` 4x2 ´ 5x3 “ 1

4x1 ´ 3x2 ` 4x3 “ 6

7x1 ´ 5x2 ´ 3x3 “ ´9

10x1 ` 3x2 ´ 6x3 “ 10.

iii)

$
’’’&
’’’%

x1 ` 3x2 ´ 2x3 ` 2x5 “ 0

2x1 ` 6x2 ´ 5x3 ´ 2x4 ` 4x5 ´ 3x6 “ ´1

5x3 ` 10x4 ` 15x6 “ 5

2x1 ` 6x2 ` 8x4 ` 4x5 ` 18x6 “ 6.

iv)

$
’’’’’&
’’’’’%

yz ` xz ` xy

xyz
“ 1

3
3yz ` 2xz ´ 2xy

xyz
“ 3

6yz ` xz ` xy

xyz
“ 2.

3. (Γραμμικά συστήματα με παραμέτρους) Να

διερευνηθούν και να λυθούν, για τις διάφο-

ρες τιμές των παραμέτρων a, b τα συστήμα-

τα:

i)

$
’&
’%

x ` ay ` 2z “ 1

x ` p2a ´ 1qy ` 3z “ 1

x ` ay ` pa ´ 3qz “ 2a ´ 1.

ii)

$
’&
’%

ax ` y ` z “ 1

x ` ay ` z “ 2 ´ a

x ` y ` az “ 3a ` 1.

iii)

$
’&
’%

a2x ` y ` z “ 1

x ` a2y ` z “ 1

x ` y ` a2z “ 1.

iv)

$
’&
’%

2pa ´ 1qx ` 2y ` z “ 2pa ` 1q
2x ` 2ay ` 2z “ 4a2 ` 3

4ax`p4a`2qy`p2a`1qz “ 16a3´2a2´a`5.

v)

#
x ` 2y ` az “ 1

2x ` ay ` 8z “ 3

vi)

$
’’’&
’’’%

ax ` y ` z “ 4

2x ` ay ` 3z “ 1

x ` 2y ` az “ 3

4x ` pa ´ 1qy ` z “ 1
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vii)

$
’’’&
’’’%

x ` y ` z ` aw “ b3

x ` y ` az ` w “ b2

x ` ay ` z ` w “ b

ax ` y ` z ` w “ 1

viii)

$
’&
’%

x ` y “ 1

2x ` z “ a

bx ` y ` z “ 4

4. (Γραμμικά συστήματα με παραμέτρους)

i) Να βρεθούν a, b P R έτσι ώστε και τα

δύο συστήματα#
ax ` by “ a ` 2

2x ` y “ b ` 1
,

#
pa ` 1qx ´ y “ a ` 1

´bx ` y “ b ` 2

να έχουν άπειρες λύσεις.

ii) Να βρεθούν a, b P R έτσι ώστε και τα

δύο τα συστήματα#
ax ` by “ 1

2x ´ y “ 3
,

#
ax ´ pb ` 1qy “ ´2

x ` 2y “ 5

να είναι αδύνατα.

5. (Πολυωνυμική παρεμβολή) Να προσδιορι-

σθούν, αν υπάρχουν, a, b, c P R ώστε η πα-

ραβολή y “ ax2 ` bx ` c να διέρχεται από

τα σημεία p2, 5q, p3, 4q και p4, 6q.

6. (Υπολογισμός αθροίσματος) Να υπολογισθε-

ί το άθροισμα

S pnq “
nÿ

k“0

kp3k ` 2q,

δεδομένου ότι είναι γνωστό πως το S pnq
είναι ένα πολυώνυμο του n με βαθμό 3.

7. (Προσδιορισμός εξίσωσης επιπέδου) Στο χώρο

R3 επίπεδο ονομάζεται στο σύνολο των ση-

μείων x “ px1, x2, x3q τα οποία ικανοποιούν

μια εξίσωση της μορφής a1x1`a2x2`a3x3 “
c, όπου a1, a2, a3 και c είναι σταθερές και

|a1|` |a2|` |a3| , 0.

i) Να βρεθεί η εξίσωση του επιπέδου

του R3 το οποίο περιέχει τα σημεία

p0, 0, 1q, p´1, 3, 5q και p1,´1, 0q.
ii) Να δειχθεί, με ένα παράδειγμα, ότι δεν

υπάρχει επίπεδο του R3 που να περι-

έχει κάθε τετράδα σημείων.

8. Να λυθεί το σύστημα AX “ X τριών α-

γνώστων όπου A “ I3 ` 1

2
P ` 1

2
P2 και

P “

»
–
0 1 0
0 0 1
1 0 0

fi
fl .

9. (Παραμετρική εξίσωση ευθείας) ´Εστω u, a

δύο διανύσματα του χώρου Rn με u , 0. Το

σύνολο των διανυσμάτων x του Rn με

x “ a ` tu

όπου t P R ονομάζεται ευθεία που διέρχε-

ται από το a με διεύθυνση το u και η ε-

ξίσωση x “ a ` tu ονομάζεται παραμετρική

εξίσωση της ευθείας ενώ το t ονομάζεται

παράμετρος.

i) Να βρεθεί η παραμετρική εξίσωση της

ευθείας του R2 η οποία περιέχει τα

σημεία p1, 1q και p3, 4q.
ii) Να βρεθεί η παραμετρική εξίσωση της

ευθείας του R2 η οποία περιέχει τα

σημεία pa, bq και pc, dq. Πότε δεν ο-

ρίζεται μονοσήμαντα η εξίσωση;

10. (Κυρτό σύνολο) ´Εστω a, b δύο σημεία του

Rn. Το σύνολο των σημείων x “ px1, x2, . . . , xnq
του Rn με

x “ p1 ´ tqa ` tb, 0 ď t ď 1

ονομάζεται ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει

τα a και b.

´Ενα σύνολο S Ď Rn ονομάζεται κυρτό αν

για κάθε a, b P S όλα τα σημεία x του ευ-

ϑύγραμμου τμήματος που ενώνει τα a και

b ανήκουν και αυτά στο S .

Κάθε σύνολο του Rn που περιέχει μόνο ένα

σημείο είναι κυρτό σύνολο. Επίσης, το κε-

νό σύνολο ϑεωρείται κυρτό σύνολο.

i) Να δειχθεί ότι το σύνολο των σημείων

του R2 που ανήκουν σε μια ευθεία ε-

ίναι κυρτό σύνολο.

ii) Να δειχθεί ότι το σύνολο των σημε-

ίων του R2 που δεν ανήκουν σε μια

συγκεκριμένη ευθεία δεν είναι κυρτό

σύνολο.
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iii) Να δειχθεί ότι αν A είναι μια οικο-

γένεια κυρτών συνόλων του R2 τότε

και η τομή τους είναι κυρτό σύνολο.

iv) Να δειχθεί ότι το σύνολο των λύσεων

του συστήματος AX “ B, όπου A P
M2ˆ2, X P M2ˆ1 και B P M2ˆ1 είναι

κυρτό σύνολο.
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Κεφάλαιο 4

Χαρακτηριστικά μεγέθη

4.1 Βασικοί ορισμοί και συμβολισμοί

´Εστω A: n ˆ n μήτρα, X: n ˆ 1 μήτρα, λ P R (ή C).

Το σύστημα

AX “ λX

(ισοδύναμα AX ´ λX “ Onˆ1, ή pA ´ λInqX “ Onˆ1) ονομάζεται χαρακτηριστικό σύστημα της A.

Η μήτρα

A ´ λIn “

»
———–

a11 ´ λ a12 ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ´ λ ¨ ¨ ¨ a2n

...
...

...
...

an1 an2 ¨ ¨ ¨ ann ´ λ

fi
ffiffiffifl

ονομάζεται χαρακτηριστική μήτρα της A.

Η ορίζουσα

detpA ´ λInq “ f pλq “ βnλ
n ` βn´1λ

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` β0

είναι πολυώνυμο του λ βαθμού n (με βn “ p´1qn) και ονομάζεται χαρακτηριστικό πολυώνυμο της

A.

Η εξίσωση

detpA ´ λInq “ 0

ονομάζεται χαρακτηριστική εξίσωση της A.

Οι ρίζες λi της χαρακτηριστικής εξίσωσης (λi P R ή λi P C) ονομάζονται ιδιοτιμές (ή χαρακτη-

ριστικές τιμές) της A.

Παρατήρηση: Για κάθε ιδιοτιμή λi το ομογενές σύστημα pA ´ λiInqX “ Onˆ1 έχει και μη μηδενικές

λύσεις (αφού detpA ´ λiIq “ 0).
Οι μη μηδενικές λύσεις του συστήματος

pA ´ λInqX “ Onˆ1

ονομάζονται χαρακτηριστικά διανύσματα ή ιδιοδιανύσματα της A, που αντιστοιχούν στην

ιδιοτιμή λi.

Για κάθε ιδιοτιμή λi το σύνολο των ιδιοδιανυσμάτων της A (μαζί με το μηδενικό διάνυσμα) πα-

ράγουν ένα διανυσματικό χώρο που ονομάζεται ιδιόχωρος της A, που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή

λi.

Οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα μιας τετραγωνικής μήτρας A ονομάζονται χαρακτηριστικά

μεγέθη της A.
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Παράδειγμα. Να βρεθούν τα χαρακτηριστικά μεγέθη της μήτρας A όπου

A “

»
–
3 0 0
2 ´1 ´2
3 6 6

fi
fl .

Λύση. Το χαρακτηριστικό σύστημα της A είναι

AX “ λX ô

»
–
3 0 0
2 ´1 ´2
3 6 6

fi
fl
»
–

x1
x2
x3

fi
fl “ λ

»
–

x1
x2
x3

fi
fl

ô

¨
˝
»
–
3 0 0
2 ´1 ´2
3 6 6

fi
fl ´ λI3

˛
‚
»
–

x1
x2
x3

fi
fl “

»
–
0
0
0

fi
fl

ô

¨
˝
»
–
3 0 0
2 ´1 ´2
3 6 6

fi
fl ´

»
–
λ 0 0
0 λ 0
0 0 λ

fi
fl
˛
‚
»
–

x1
x2
x3

fi
fl “

»
–
0
0
0

fi
fl

ô

»
–
3 ´ λ 0 0
2 ´1 ´ λ ´2
3 6 6 ´ λ

fi
fl
»
–

x1
x2
x3

fi
fl “

»
–
0
0
0

fi
fl .

Η παραπάνω 3 ˆ 3 μήτρα είναι η χαρακτηριστική μήτρα της A.

Άρα, προκύπτει το σύστημα

$
’&
’%

p3 ´ λqx1 “ 0

2x1 ` p´1 ´ λqx2 ´ 2x3 “ 0

3x1 ` 6x2 ` p6 ´ λqx3 “ 0.

Επιπλέον,

detpA ´ λInq “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
3 ´ λ 0 0
2 ´1 ´ λ ´2
3 6 6 ´ λ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

“ p3 ´ λq
ˇ̌
ˇ̌´1 ´ λ ´2

6 6 ´ λ

ˇ̌
ˇ̌

“ p3 ´ λq pp´1 ´ λqp6 ´ λq ` 12q
“ p3 ´ λqp´6 ` λ ´ 6λ ` λ2 ` 12q
“ p3 ´ λqpλ2 ´ 5λ ` 6q
“ 3λ2 ´ 15λ ` 18 ´ λ3 ` 5λ2 ´ 6λ

“ ´λ3 ` 8λ2 ´ 21λ` 18.

Το παραπάνω πολυώνυμο είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της A.
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Άρα, η χαρακτηριστική εξίσωση της A είναι

detpA ´ λInq “ 0 ô
´λ3 ` 8λ2 ´ 21λ` 18 “ 0 ô
p3 ´ λqpλ2 ´ 5λ ` 6q “ 0 ô

p3 ´ λqpλ´ 3qpλ ´ 2q “ 0 ô
´pλ ´ 3q2pλ ´ 2q “ 0 ô#
λ1 “ λ2 “ 3 (διπλή)

λ3 “ 2.

Άρα, οι ιδιοτιμές της A είναι οι

λ1 “ λ2 “ 3, λ3 “ 2.

Για λ1 “ λ2 “ 3 ισχύει ότι

pA ´ 3I3q “ O3ˆ1 ô

$
’&
’%

0x1 “ 0

2x1 ´ 4x2 ´ 2x3 “ 0

3x1 ` 6x2 ` 3x3 “ 0

ô

#
x1 ´ 2x2 ´ x3 “ 0

x1 ` 2x2 ` x3 “ 0
ô

#
2x1 “ 0

2x2 ` x3 “ 0
ô

#
x1 “ 0

x3 “ ´2x2.

Άρα, τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή λ1 “ λ2 “ 3 είναι

X “

»
–

0
a

´2a

fi
fl “ a

»
–

0
1

´2

fi
fl , a P R˚.

Για λ3 “ 2 ισχύει ότι

pA ´ 2I3q “ O3ˆ1 ô

$
’&
’%

x1 “ 0

2x1 ´ 3x2 ´ 2x3 “ 0

3x1 ` 6x2 ` 4x3 “ 0

ô

$
’&
’%

x1 “ 0

3x2 ` 2x3 “ 0

3x2 ` 2x3 “ 0

ô
#

x1 “ 0

x3 “ ´3

2
x2.

Άρα, τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή λ3 “ 2 είναι

X “

»
–

0
b

´3

2
b

fi
fl “ b

»
–

0
1

´3

2

fi
fl , b P R˚. �

Παράδειγμα. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα της μήτρας A όπου

A “

»
–

1 ´2 0
´2 4 0
0 0 3

fi
fl .

Λύση. Χαρακτηριστικό σύστημα:
$
’&
’%

p1 ´ λqx1 ´ 2x2 “ 0

´2x1 ` p4 ´ λqx2 “ 0

p3 ´ λqx3 “ 0.
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Χαρακτηριστική μήτρα:

A ´ λI “

»
–
1 ´ λ ´2 0
´2 4 ´ λ 0
0 0 3 ´ λ

fi
fl .

Χαρακτηριστική πολυώνυμο:

detpA ´ λIq “ ´λ3 ` 8λ2 ´ 15λ.

Χαρακτηριστική εξίσωση:

´λ3 ` 8λ2 ´ 15λ “ 0.

Ιδιοτιμές:

λ1 “ 0, λ2 “ 3, λ3 “ 5.

Ιδιοδιανύσματα: (δηλαδή μη μηδενικές λύσεις των αντίστοιχων συστημάτων):

Για λ1 “ 0: $
’&
’%

x1 ´ 2x2 “ 0

´2x1 ` 4x2 “ 0

3x3 “ 0

ñ X “

»
–

x1
x2
x3

fi
fl “

»
–
2a

a

0

fi
fl “ a

»
–
2
1
0

fi
fl , a P R˚.

Για λ2 “ 3: $
’&
’%

´2x1 ´ 2x2 “ 0

´2x1 ` x2 “ 0

0x3 “ 0

ñ X “

»
–

x1
x2
x3

fi
fl “

»
–
0
0
b

fi
fl “ b

»
–
0
0
1

fi
fl , b P R˚.

Για λ3 “ 5:

$
’&
’%

´4x1 ´ 2x2 “ 0

´2x1 ´ x2 “ 0

´2x3 “ 0

ñ X “

»
–

x1
x2
x3

fi
fl “

»
–

c

´2c

0

fi
fl “ c

»
–

1
´2
0

fi
fl , c P R˚. �

Παράδειγμα. Να βρεθούν τα χαρακτηριστικά μεγέθη της μήτρας A όπου

A “

»
–
1 1 1
1 1 1
1 1 1

fi
fl .

Λύση. Χαρακτηριστική μήτρα:

A ´ λI “

»
–
1 ´ λ 1 1
1 1 ´ λ 1
1 1 1 ´ λ

fi
fl .

Χαρακτηριστική εξίσωση:

detpA ´ λIq “ 0 ô ¨ ¨ ¨ ô ´λ3 ` 3λ2 “ 0 ô λ2p3 ´ λq “ 0.

Ιδιοτιμές: λ1 “ λ2 “ 0, λ3 “ 3
Ιδιοδιανύσματα:
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Για λ “ 0 το σύστημα γίνεται

$
’&
’%

x1 ` x2 ` x3 “ 0

x1 ` x2 ` x3 “ 0

x1 ` x2 ` x3 “ 0

ô x1 ` x2 ` x3 “ 0 ô x3 “ ´x1 ´ x2.

Άρα,

X “

»
–

x1
x2
x3

fi
fl “

»
–

a

b

´a ´ b

fi
fl “

»
–

a

0
´a

fi
fl `

»
–

0
b

´b

fi
fl “ a

»
–

1
0

´1

fi
fl ` b

»
–

0
1

´1

fi
fl ,

όπου |a| ` |b| , 0.
Παρατήρηση: ´Οταν τα ιδιοδιανύσματα έχουν πάνω από ένα ελεύθερο άγνωστο, τα διασπάμε (όπως

προηγουμένως) γράφοντάς τα ως γραμμικό συνδυασμό άλλων (γραμμικά ανεξάρτητων) διανυσμάτων.

Για λ “ 3 το σύστημα γίνεται $
’&
’%

´2x1 ` x2 ` x3 “ 0

x1 ´ 2x2 ` x3 “ 0

x1 ` x2 ´ 2x3 “ 0.

Το λύνουμε με τη μέθοδο Gauss
»
–

-2 1 1 0

1 -2 1 0

1 1 -2 0

fi
fl R3ÑR3`R2`R1„

»
–

-2 1 1 0

1 -2 1 0

0 0 0 0

fi
fl R1ØR2„

»
–

1 -2 1 0

-2 1 1 0

0 0 0 0

fi
fl R2ÑR2`2R1„

»
–

1 -2 1 0

0 -3 3 0

0 0 0 0

fi
fl R2Ñ´ 1

3
R2„

»
–

1 -2 1 0

0 1 -1 0

0 0 0 0

fi
fl R1ÑR1`2R2„

»
–

1 0 -1 0

0 1 -1 0

0 0 0 0

fi
fl .

Άρα #
x1 ´ x3 “ 0

x2 ´ x3 “ 0
ô x1 “ x2 “ x3,

οπότε

X “

»
–

c

c

c

fi
fl “ c

»
–
1
1
1

fi
fl , c , 0. �

4.2 Βασικές ιδιότητες χαρακτηριστικών τιμών

Πρόταση 4.1. ´Εστω λ1, λ2, . . . , λn ιδιοτιμές της A PMn. Τότε:

(i) trA “ λ1 ` λ2 ` ¨ ¨ ¨ ` λn.

(ii) det A “ λ1λ2 ¨ ¨ ¨ λn.

Επομένως, η A είναι αντιστρέψιμη αν και μόνο αν το 0 δεν είναι ιδιοτιμή της.

(iii) Αν η A είναι τριγωνική, οι ιδιοτιμές της συμπίπτουν με τα στοιχεία της διαγωνίου της.
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(iv) Αν η A είναι ερμιτιανή, τότε όλες οι ιδιοτιμές της είναι πραγματικές, δηλαδή λi P R, για
κάθε i “ 1, . . . , n.

Επομένως, αν η A είναι συμμετρική, τότε όλες οι ιδιοτιμές της είναι πραγματικές.

(v) Η A επαληθεύει την χαρακτηριστική της εξίσωση (ϑεώρημα Cayley-Hamilton).

(vi) ´Εστω ότι η μήτρα A είναι αντιστρέψιμη. Αν τα λ, X είναι χαρακτηριστικά μεγέθη της

αντιστρέψιμης μήτρας, τότε τα λ´1, X είναι αντίστοιχα χαρακτηριστικά μεγέθη της A´1,

δηλαδή

AX “ λX ô A´1X “ 1

λ
X.

(vii) Αν λ, X είναι χαρακτηριστικά μεγέθη της A, τότε τα λk, X είναι αντίστοιχα χαρακτηριστικά

μεγέθη της Ak, δηλαδή

AX “ λX ñ AkX “ λkX.

Παράδειγμα: Είδαμε ότι για την

A “

»
–
3 0 0
2 ´1 ´2
3 6 6

fi
fl

έχουμε λ1 “ λ2 “ 3 (διπλή), λ3 “ 2. Ισχύει ότι

• trA “ 3 ` p´1q ` 6 “ 8, αλλά και λ1 ` λ2 ` λ3 “ 3 ` 3 ` 2 “ 8, επαληθεύοντας την ιδιότητα 1.

• det A “ 3p´6 ` 12q “ 18, αλλά και λ1 ¨ λ2 ¨ λ3 “ 3 ¨ 3 ¨ 2 “ 18, επαληθεύοντας την ιδιότητα 2.

• Η συμμετρική μήτρα

»
–

1 ´2 0
´2 4 0
0 0 3

fi
fl του παραδείγματος 2 έχει πραγματικές ιδιοτιμές 0, 3, 5,

επαληθεύοντας την ιδιότητα 4.

• Για την μήτρα A του παραδείγματος 2 ισχύει ότι

´A3 ` 8A2 ´ 21A ` 18I3 “ O3

επαληθεύοντας την ιδιότητα 5.

• Οι ιδιοτιμές της μήτρας

A “

»
–
3 0 0
2 ´1 ´2
3 6 6

fi
fl

είναι οι

λ1 “ λ2 “ 3 , 0 (διπλή), λ3 “ 2 , 0,

άρα η μήτρα A είναι αντιστρέψιμη.

Επίσης, στο παράδειγμα 3 βρήκαμε ότι οι ιδιοτιμές της μήτρας

A “

»
–
1 1 1
1 1 1
1 1 1

fi
fl

είναι οι

λ1 “ λ2 “ 0 (διπλή), λ3 “ 3

άρα η μήτρα A δεν είναι αντιστρέψιμη.
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4.3 Διαγωνιοποίηση

´Εστω A PMnpRq. Λέμε ότι η A διαγωνιοποιείται όταν υπάρχει αντιστρέψιμη μήτρα P PMnpRq
με

P´1AP “ D,

όπου D διαγώνια. (Στην περίπτωση αυτή, οι μήτρες D, A λέγονται όμοιες.)

Πρόταση 4.2. ´Εστω A P Mn. Η μήτρα A διαγωνιοποιείται αν και μόνο αν έχει n γραμμικώς

ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα.

Πρόταση 4.3. ´Εστω A P Mn. Τα ιδιοδιανύσματα της A που αντιστοιχούν σε διαφορετικές

ιδιοτιμές είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Πόρισμα 4.4. ´Εστω A PMn. Αν η A έχει διακεκριμένες ιδιοτιμές, τότε διαγωνιοποιείται.

Διαδικασία Διαγωνιοποίησης

1. Βρίσκουμε τις ιδιοτιμές λ1, λ2, . . . , λn της A (όχι κατ´ ανάγκη διαφορετικές μεταξύ τους), λύνο-

ντας τη χαρακτηριστική εξίσωση.

2. Βρίσκουμε τις βάσεις των αντίστοιχων ιδιοχώρων:

• Βρίσκουμε τα ιδιοδιανύσματα για κάθε λi.

• Κάθε ιδιοδιάνυσμα το εκφράζουμε ως γραμμικό συνδυασμό ενός, ή περισσότερων, γραμ-

μικά ανεξάρτητων διανυσμάτων που παράγουν το χώρο. (Το πλήθος των γραμμικά α-

νεξάρτητων αυτών διανυσμάτων πρέπει να είναι συνολικά ίσο με n, αλλιώς η A δεν

διαγωνιοποιείται.)

3. Φτιάχνουμε τη μήτρα P PMn με στήλες τα παραπάνω n γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα, (η

οποία είναι πάντοτε αντιστρέψιμη). Τότε,

P´1AP “ D “

»
———–

λ1 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 λ2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
. . .

...

0 0 ¨ ¨ ¨ λn

fi
ffiffiffifl .

Παράδειγμα. Να διαγωνιοποιηθεί η μήτρα

A “
„
2 ´3
0 1


.

Λύση.

1ο βήμα: Βρίσκουμε τις ιδιοτιμές:

λ1 “ 2, λ2 “ 1.
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2ο βήμα: Βρίσκουμε τα ιδιοδιανύσματα:
„

a

0


“ a

„
1
0


, a P R˚ και

„
3b

b


“ b

„
3
1


, b P R˚.

3ο βήμα: Βρίσκουμε τις μήτρες P και D:

Αν διαλέξουμε τα ιδιοδιανύσματα

„
1
0


, (για a “ 1) και

„
3
1


, (για b “ 1), έχουμε

P “
„
1 3
0 1


.

Τότε, βρίσκουμε την P´1 “
„
1 ´3
0 1


, και έχουμε

D “ P´1AP “
„
1 ´3
0 1

 „
2 ´3
0 1

 „
1 3
0 1


“
„
2 ´6
0 1

 „
1 3
0 1


“
„
2 0
0 1


. �

Παρατήρηση: Για κάθε διαφορετική επιλογή ιδιοδιανύσματος, σχηματίζεται διαφορετική μήτρα P.

Παρατήρηση: Η υπόθεση της προηγούμενης πρότασης (να έχει η A διακεκριμένες ιδιοτιμές) είναι

ικανή αλλά όχι αναγκαία, δηλαδή αν η A δεν έχει διακεκριμένες ιδιοτιμές, δεν γνωρίζουμε αν

διαγωνιοποιείται ή όχι.

´Ετσι, η μήτρα A “

»
–
3 0 0
2 ´1 ´2
3 6 6

fi
fl, που έχει λ1 “ λ2 “ 3 (διπλή) και λ3 “ 2 (δηλ. δεν έχει

διακεκριμένες ιδιοτιμές) δεν διαγωνιοποιείται.

Πράγματι, για λ1 “ λ2 “ 3 τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα είναι τα a

»
–

0
1

´2

fi
fl, a P R˚, ενώ για

λ3 “ 2, είναι τα b

»
–

0
1

´3

2

fi
fl, b P R˚.

Τα ιδιοδιανύσματα αυτά δίνουν προφανώς τα γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα

»
–

0
1

´2

fi
fl,

»
–

0
1

´3
2

fi
fl

που είναι μόνο 2 , 3 “ n.

Άρα, με βάση την σχετική παρατήρηση στο βήμα 2 της διαδικασίας διαγωνιοποίησης, ο A δεν

διαγωνιοποιείται.

Αντίθετα όμως, ας δούμε το παρακάτω παράδειγμα.

Η A “

»
–
1 1 1
1 1 1
1 1 1

fi
fl που επίσης δεν έχει διακεκριμένες ιδιοτιμές (λ1 “ λ2 “ 0, λ3 “ 3) διαγωνιο-

ποιείται. Πράγματι, όπως είδαμε ήδη, τα ιδιοδιανύσματα της A είναι τα

a

»
–

1
0

´1

fi
fl , b

»
–

0
1

´1

fi
fl , c

»
–
1
1
1

fi
fl , όπου a, b, c P R˚.

Σχηματίζουμε λοιπόν την

P “

»
–

1 0 1
0 1 1

´1 ´1 1

fi
fl .
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Βρίσκουμε

P´1 “ 1

3

»
–

2 ´1 ´1
´1 2 ´1
1 1 1

fi
fl

και παίρνουμε

P´1AP “ 1

3

»
–

2 ´1 ´1
´1 2 ´1
1 1 1

fi
fl
»
–
1 1 1
1 1 1
1 1 1

fi
fl
»
–

1 0 1
0 1 1

´1 ´1 1

fi
fl “ ¨ ¨ ¨ “

»
–
0 0 0
0 0 0
0 0 3

fi
fl “ D.

Παράδειγμα. Να διαγωνιοποιηθεί η μήτρα

A “

»
–

4 6 0
´3 ´5 0
´3 ´6 ´5

fi
fl .

Λύση.

1ο βήμα: Βρίσκουμε τις ιδιοτιμές:

detpA ´ λIq “ 0 ô

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
4 ´ λ 6 0
´3 ´5 ´ λ 0
´3 ´6 ´5 ´ λ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ 0 ô ¨ ¨ ¨ ô

ô ´pλ ` 5qpλ2 ` λ ´ 2q “ 0 ô λ1 “ ´5, λ2 “ ´2, λ3 “ 1.

Οι ιδιοτιμές είναι διαφορετικές ανά δύο, άρα η A είναι διαγωνιοποίησιμη.

2ο βήμα: Βρίσκουμε τα ιδιοδιανύσματα και τους ιδιόχωρους: Από το χαρακτηριστικό σύστημα

προκύπτει

»
–
4 ´ λ 6 0

´3 ´5 ´ λ 0
´3 ´6 ´5 ´ λ

fi
fl
»
–

x1
x2
x3

fi
fl “

»
–
0
0
0

fi
fl ô

$
’&
’%

p4 ´ λqx1 ` 6x2 “ 0

´3x1 ´ p5 ` λqx2 “ 0

´3x1 ´ 6x2 ´ p5 ` λqx3 “ 0.

Για λ “ ´5 έχουμε ότι $
’&
’%

9x1 ` 6x2 “ 0

´3x1 “ 0

´3x1 ´ 6x2 “ 0

ô
#

x1 “ 0

x2 “ 0.

Άρα

X “

»
–
0
0
a

fi
fl “ a

»
–
0
0
1

fi
fl , a P R˚.

Για λ “ ´2 έχουμε ότι
$
’&
’%

6x1 ` 6x2 “ 0

´3x1 ´ 3x2 “ 0

´3x1 ´ 6x2 ´ 3x3 “ 0

ô
#

x1 “ ´x2

x3 “ ´x2.

Άρα

X “

»
–

´b

b

´b

fi
fl “ b

»
–

´1
1

´1

fi
fl , b P R˚.
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Για λ “ 1 έχουμε ότι
$
’&
’%

3x1 ` 6x2 “ 0

´3x1 ´ 6x2 “ 0

´3x1 ´ 6x2 ´ 6x3 “ 0

ô
#

x1 “ ´2x2

x3 “ 0.

Άρα

X “

»
–

´2c

c

0

fi
fl “ c

»
–

´2
1
0

fi
fl , c P R˚.

3ο βήμα: Βρίσκουμε τις μήτρες P και D

Από τα προηγούμενα,

P “

»
–
0 ´1 ´2
0 1 1
1 ´1 0

fi
fl .

Βρίσκουμε την

P´1 “

»
–

1 2 1
1 2 0

´1 ´1 0

fi
fl

και άρα,

D “ P´1AP “

»
–

1 2 1
1 2 0

´1 ´1 0

fi
fl
»
–

4 6 0
´3 ´5 0
´3 ´6 ´5

fi
fl
»
–
0 ´1 ´2
0 1 1
1 ´1 0

fi
fl “ ¨ ¨ ¨ “

»
–

´5 0 0
0 ´2 0
0 0 1

fi
fl . �

4.4 Βασική εφαρμογή διαγωνιοποίησης

Θα μας χρειαστούν τα παρακάτω αποτελέσματα:

1. Για κάθε διαγώνια μήτρα

D “

»
———–

a1 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 a2 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
. . .

...

0 0 ¨ ¨ ¨ an

fi
ffiffiffifl

ισχύει ότι

Dk “

»
———–

ak
1

0 ¨ ¨ ¨ 0
0 ak

2
¨ ¨ ¨ 0

...
...

. . .
...

0 0 ¨ ¨ ¨ ak
n

fi
ffiffiffifl

Η απόδειξη γίνεται με επαγωγή. (Άσκηση.)

2. Αν η P είναι αντιστρέψιμη, τότε

pP´1APqk “ P´1AkP.

Η απόδειξη γίνεται με επαγωγή. (Άσκηση.)

´Εστω τώρα A PMnpRq. Αν η A διαγωνιοποιείται, τότε η Ak μπορεί να υπολογισθεί ως εξής:

Αν P´1AP “ D μια διαγωνιοποίηση της A, τότε

pP´1APqk “ Dk 2ñ P´1AkP “ Dk ñ Ak “ PDkP´1.

Δεδομένου ότι η Dk υπολογίζεται εύκολα (λόγω της 1), υπολογίζουμε και την Ak.
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Παράδειγμα. Να βρεθεί η μήτρα Ak, όπου k P N και

A “

»
–

´4 ´4 ´4
6 4 6
2 4 2

fi
fl .

Λύση. Βρίσκουμε τις ιδιοτιμές

λ1 “ 0, λ2 “ 4, λ3 “ ´2,

που δίνουν τα ιδιοδιανύσματα

»
–

´a

0
a

fi
fl ,

»
–

´b

b

b

fi
fl ,

»
–

0
´c

c

fi
fl , όπου a, b, c P R˚,

δηλαδή

a

»
–

´1
0
1

fi
fl , b

»
–

´1
1
1

fi
fl , c

»
–

0
´1
1

fi
fl , όπου a, b, c P R˚.

Σχηματίζουμε λοιπόν την

P “

»
–

´1 ´1 0
0 1 ´1
1 1 1

fi
fl

με στήλες τα ιδιοδιανύσματα (για a “ b “ c “ 1).
Βρίσκουμε

P´1 “

»
–

´2 ´1 ´1
1 1 1
1 0 1

fi
fl .

Τότε

D “ P´1AP “

»
–
0 0 0
0 4 0
0 0 ´2

fi
fl

και άρα,

Ak “ PDkP´1

“

»
–

´1 ´1 0
0 1 ´1
1 1 1

fi
fl
»
–
0 0 0
0 4k 0
0 0 p´2qk

fi
fl
»
–

´2 ´1 ´1
1 1 1
1 0 1

fi
fl

“

»
–
0 ´4k 0
0 4k ´p´2qk

0 4k p´2qk

fi
fl
»
–

´2 ´1 ´1
1 1 1
1 0 1

fi
fl

“

»
–

´4k ´4k ´4k

4k ´ p´2qk 4k 4k ´ p´2qk

4k ` p´2qk 4k 4k ` p´2qk

fi
fl , n P N˚. �
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4.5 Φασματικό ϑεώρημα

Το σύνολο όλων των ιδιοτιμών μιας τετραγωνικής μήτρας A ονομάζεται φάσμα της μήτρας και

συμβολίζεται με sppAq.

Πρόταση 4.5 (Φασματικό ϑεώρημα). Για κάθε μήτρα A P Mn και κάθε πολυώνυμο qpxq ισχύει

ότι

sppqpAqq “ tqpλq : λ P sppAqu.

Απόδειξη. Θα δειχθεί ότι tqpλq : λ P sppAqu Ď sppqpAqq.
(Η απόδειξη της σχέσης sppqpAqq Ď tqpλq : λ P sppAqu παραλείπεται.)

´Εστω

qpxq “ a0 ` a1x ` a2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` amxm με am , 0.

και λ μια ιδιοτιμή της μήτρας A, δηλαδή λ P sppAq. Θα δείξουμε ότι qpλq P sppqpAqq.
Αρκεί, ισοδύναμα, να δείξουμε ότι η μήτρα qpAq ´ qpλqI δεν είναι αντιστρέψιμη. (Υπενθυμίζουμε

ότι αν το λ είναι ιδιοτιμή της μήτρας A, τότε και μόνο τότε η μήτρα A ´ λI δεν είναι αντιστρέψιμη.)

Ισχύει ότι

qpAq ´ qpλqI “ a1pA ´ λIq ` a2pA2 ´ λ2Iq ` ¨ ¨ ¨ ` ampAm ´ λmIq

Από την ταυτότητα

Ak ´ λkI “ pA ´ λIqpAk´1 ` λAk´2 ` ¨ ¨ ¨ ` λk´2A ` λk´1Iq

προκύπτει ότι η μήτρα A ´ λI είναι παράγοντας κάθε όρου του αθροίσματος, οπότε υπάρχει

πολυώνυμο rpAq ώστε

qpAq ´ qpλqI “ pA ´ λIqrpAq.
Αν η μήτρα qpAq ´ qpλqI είναι αντιστρέψιμη, τότε

I “ pA ´ λIqrpAqpqpAq ´ qpλqIq´1

δηλαδή, η μήτρα A ´ λI είναι αντιστρέψιμη, άτοπο.

Άρα, η μήτρα qpAq ´ qpλqI είναι μη αντιστρέψιμη, δηλαδή |qpAq ´ qpλqI| “ 0, οπότε το qpλq είναι

ιδιοτιμή της μήτρας qpAq, δηλαδή qpλq P sppqpAqq. �

Παράδειγμα. ´Εστω A μια 3 ˆ 3 μήτρα με φάσμα sppAq “ t0, 1, 2u. Να βρεθεί το φάσμα της

μήτρας B “ A2 ` 3A ´ I.

Λύση. Η μήτρα B “ A2 ` 3A ´ I, η οποία ισούται με qpAq όπου qpxq “ x2 ` 3x ´ 1 έχει φάσμα

sppqpAqq “ tqp0q, qp1q, qp2qu “ t´1, 3, 9u. �

Παρατήρηση: Από τα παραπάνω, προκύπτει επίσης ότι η ορίζουσα της μήτρας A ισούται με

0 ¨ 1 ¨ 2 “ 0, δηλαδή η μήτρα A είναι μη αντιστρέψιμη, ενώ η ορίζουσα της μήτρας qpAq ισούται με

p´1q ¨ 3 ¨ 9 “ ´27, άρα η μήτρα qpAq είναι αντιστρέψιμη.

Επιπλέον, το ίχνος της μήτρας A ισούται με 0` 1` 2 “ 3, ενώ το ίχνος της μήτρας qpAq ισούται

με ´1 ` 3 ` 9 “ 11.
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4.6 Συμπληρωματικές λυμένες ασκήσεις

Άσκηση 4.1. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα της μήτρας

A “
„

1
2

1
2

1

2

1

2



Λύση. Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της μήτρας A είναι το πολυώνυμο

f pλq “ |A ´ λI2| “
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2
´ λ 1

2
1
2

1
2

´ λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“
ˆ
1

2
´ λ

˙2

´ 1

4

Οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύμου f pλq είναι οι ιδιοτιμές της μήτρας A.

Το f pλq έχει δύο ρίζες τα λ1 “ 0 και λ2 “ 1, άρα οι ιδιοτιμές της μήτρας A είναι οι αριθμοί 0 και

1.
Τα ιδιοδιανύσματα X της μήτρας A προκύπτουν ως λύσεις του συστήματος

AX “ λX

αντικαθιστώντας στη ϑέση του λ τις ιδιοτιμές της μήτρας A.

Για λ “ λ1 “ 0 και X “
„

x1
x2


έχουμε το σύστημα

„
1

2

1

2
1
2

1
2

 „
x1
x2


“
„
0
0



ή, ισοδύναμα

#
1

2
x1 ` 1

2
x2 “ 0

1

2
x1 ` 1

2
x2 “ 0

από όπου προκύπτει ότι

x1 “ ´x2

Επομένως

X “
„

´x2
x2


“ x2

„
´1
1


, x2 P R

Άρα, το διάνυσμα

„
´1
1


είναι ιδιοδιάνυσμα της μήτρας A αντίστοιχο της ιδιοτιμής λ1 “ 0.

Για λ “ λ2 “ 0 και X “
„

x1
x2


έχουμε το σύστημα

„
1
2

1
2

1

2

1

2

 „
x1
x2


“
„

x1
x2



ή, ισοδύναμα

#
1

2
x1 ` 1

2
x2 “ x1

1

2
x1 ` 1

2
x2 “ x2

από όπου προκύπτει ότι

x1 “ x2
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Επομένως

X “
„

x2
x2


“ x2

„
1
1


, x2 P R

Άρα, το διάνυσμα

„
1
1


είναι ιδιοδιάνυσμα της μήτρας A αντίστοιχο της ιδιοτιμής λ2 “ 1. Συνεπώς,

τα ιδιοδιανύσματα της μήτρας A είναι τα

„
´1
1


και

„
1
1


. �

Παρατηρήσεις: ´Οπως βλέπουμε σ᾿ αυτό το παράδειγμα, μια μήτρα μπορεί να έχει και μηδενικές

ιδιοτιμές, αντίθετα τα ιδιοδιανύσματα μιας μήτρας είναι (πάντα) μη μηδενικά.

Οι ιδιοτιμές μιας μήτρας είναι μοναδικές, ενώ για τα ιδιοδιανύσματα μιας μήτρας υπάρχουν

άπειρες επιλογές. Στο παράδειγμα αυτό, αντί του ιδιοδιανύσματος

„
1
1


μπορούσαμε να επιλέξουμε

οποιοδήποτε μη μηδενικό πολλαπλάσιο αυτού, όπως για παράδειγμα το

„
´3
´3


, ομοίως αντί για το

„
´1
1


μπορούσαμε να επιλέξουμε το

„
1

´1


“ p´1q

„
´1
1


.

Ο λόγος για τον οποίο υπάρχουν άπειρες επιλογές είναι ότι αν X1, X2 είναι ιδιοδιανύσματα

που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή λ μιας μήτρας, τότε κάθε γραμμικός συνδυασμός τους c1X1 ` c2X2

είναι επίσης ιδιοδιάνυσμα της μήτρας αντίστοιχο της ιδιοτιμής λ. Λόγω αυτής της ιδιότητας τα

ιδιοδιανύσματα μιας μήτρας A που αντιστοιχούν σε μια ιδιοτιμή λ ορίζουν ένα διανυσματικό χώρο,

ο οποίος ονομάζεται ιδιόχωρος της μήτρας A που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ.

Άσκηση 4.2. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα της μήτρας

A “

»
–
3 2 4
2 0 2
4 2 3

fi
fl

Λύση. Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του A είναι το

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 ´ x 2 4
2 ´x 2
4 2 3 ´ x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´1 ´ x 2 4
0 ´x 2

1 ` x 2 3 ´ x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p1 ` xq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´1 2 4
0 ´x 2
1 2 3 ´ x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p1 ` xq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 4 7 ´ x

0 ´x 2
1 2 3 ´ x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p1 ` xq
∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 7 ´ x

´x 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´px ` 1q2px ´ 8q.

Οι χαρακτηριστικές τιμές είναι -1 και 8.

Τα αντίστοιχα χαρακτηριστικά διανύσματα που αντιστοιχούν στη χαρακτηριστική τιμή λ “ ´1,
προκύπτουν από το γραμμικό σύστημα

$
’&
’%

4x1 ` 2x2 ` 4x3 “ 0

2x1 ` x2 ` 2x3 “ 0

4x1 ` 2x2 ` 4x3 “ 0

το οποίο είναι ισοδύναμο με την εξίσωση

2x1 ` x2 ` 2x3 “ 0
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δηλαδή

x2 “ ´2x1 ´ 2x3

Άρα, τα γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα p1,´2, 0q και p0,´2, 1q παράγουν όλα τα ιδιοδια-

νύσματα που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή λ “ ´1.
Ανάλογα, για λ “ 8 έχουμε το ιδιοδιάνυσμα p2, 1, 2q. �

Άσκηση 4.3. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα της μήτρας

A “

»
–

0 ´1 1
´1 0 1
1 1 0

fi
fl .

Λύση. Ισχύει ότι ppλq “ pλ ` 2qpλ´ 1q2.
Άρα λ1 “ ´2 και λ2 “ λ3 “ 2.
Εύκολα προκύπτει ότι ο ιδιόχωρος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ1 “ ´2 παράγεται από το

ιδιοδιάνυσμα

p´1,´1, 1q
ενώ ο ιδιόχωρος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ2 “ λ3 “ 2 παράγεται από τα ιδιοδιανύσματα

p1, 0, 1q, p´1, 1, 0q �

Άσκηση 4.4. Να δειχθεί ότι το χαρακτηριστικό σύστημα AX “ λX, μια μήτρας A P Mn έχει

πάντα και μη μηδενική λύση, όταν λ είναι ιδιοτιμή της μήτρας A.

Λύση. ´Εστω ότι λ είναι ιδιοτιμή της μήτρας A, τότε το λ είναι ρίζα του χαρακτηριστικού πολυω-

νύμου της A δηλαδή f pλq “ |A ´ λI| “ 0. Επομένως, η μήτρα A ´ λI είναι μη αντιστρέψιμη.

´Εστω λ μια ιδιοτιμή της μήτρας A. Αν το σύστημα AX “ λX έχει ως μοναδική λύση το μηδενικό

διάνυσμα, τότε για το ομογενές σύστημα pA ´ λIqX “ Onˆ1, έπεται ότι |A ´ λI| , 0, το οποίο είναι

άτοπο. �

Παρατήρηση: Από την άσκηση αυτή προκύπτει ότι σε κάθε ιδιοτιμή αντιστοιχεί τουλάχιστον ένα

ιδιοδιάνυσμα της μήτρας.

Άσκηση 4.5. Να δειχθεί ότι αν X1, X2 είναι ιδιοδιανύσματα μιας μήτρας A P Mn που αντιστοι-

χούν σε διαφορετικές ιδιοτιμές λ1, λ2 τότε τα X1, X2 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Λύση. Για να δείξουμε ότι τα X1, X2 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα ϑεωρούμε την εξίσωση

c1X1 ` c2X2 “ Onˆ1 (4.1)

και ϑα δείξουμε c1 “ c2 “ 0.
Πολλαπλασιάζουμε τους όρους της εξίσωσης (4.1) με A (από τα αριστερά)

c1AX1 ` c2AX2 “ Onˆ1

επειδή AX1 “ λ1X1 και AX2 “ λ2X2 προκύπτει ότι

c1λ1X1 ` c2λ2X2 “ Onˆ1 (4.2)
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Πολλαπλασιάζουμε τους όρους της εξίσωσης (4.1) με ´λ1 και προκύπτει ότι

´c1λ1X1 ´ c2λ1X2 “ Onˆ1 (4.3)

Προσθέτοντας κατα μέλη τις σχέσεις (4.2) και (4.3) έχουμε ότι

c2pλ2 ´ λ1qX2 “ Onˆ1

και επειδή X , Onˆ1, λ1 , λ2 έπεται ότι c2 “ 0.
Αντικαθιστώντας το c2 “ 0 στη σχέση (4.1) προκύπτει ότι c1X1 “ Onˆ1, άρα και c1 “ 0.
Επομένως, τα X1, X2 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. �

Παρατήρηση: Στην άσκηση αυτή αποδείξαμε κάτι πολύ σημαντικό. Οποιαδήποτε δύο ιδιοδια-

νύσματα που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιμές μιας μήτρας είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Επομένως, αν για κάθε συγκεκριμένη ιδιοτιμή μιας μήτρας επιλέγονται γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιο-

διανύσματα, η ένωση όλων αυτών των ιδιοδιανυσμάτων που επιλέγχηκαν, ϑα περιέχει διανύσματα

που είναι και αυτά γραμμικώς ανεξάρτητα.

Άσκηση 4.6. Να δειχθεί ότι κάθε μήτρα A PMn γράφεται στη μορφή

AP “ PD

όπου D P Mn είναι μια διαγώνια μήτρα με στοιχεία της ιδιοτιμές λ1, λ2, . . . , λn της μήτρας A

(μερικές από τις οποίες μπορεί να είναι μιγαδικές και να εμφανίζονται περισσότερες από μια

φορά, όσες και η πολλαπλότητά τους ως ρίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύμου της μήτρας

A) και P PMnˆn είναι μια μήτρα με στήλες μια οικογένεια ιδιοδιανύσματων της μήτρας A.

Λύση. ´Εστω D “ rdi js η διαγώνια n ˆ n μήτρα με στοιχεία της ιδιοτιμές της μήτρας A έτσι ώστε

στη στήλη j να εμφανίζεται η ιδιοτιμή λ j (δηλαδή d j j “ λ j) και P “ rpi js η n ˆ n μήτρα της οποίας

η στήλη j είναι κάποιο από τα ιδιοδιανύσματα της μήτρας A αντίστοιχο της ιδιοτιμής λ j, το οποίο

ας συμβολίσουμε με Xgp jq.
Τότε, η στήλη j της μήτρας PD είναι το διάνυσμα λ jXgp jq.

Πράγματι, έστω Xgp jq “

»
———–

c1
c2
...

cn

fi
ffiffiffifl, (δηλαδή pi j “ ci).

Το πρώτο στοιχείο της γραμμής j της μήτρας PD ισούται με

nÿ

k“1

p1kdk j “ p1 j ¨ d j j “ c1λ j

Γενικά, το i-στό στοιχείο της γραμμής j της μήτρας PD ισούται με

nÿ

k“1

pikdk j “ pi j ¨ d j j “ ciλ j

Άρα, η στήλη j της μήτρας PD είναι το διάνυσμα λ j

»
———–

c1
c2
...

cn

fi
ffiffiffifl “ λ jXgp jq.

Αντίστοιχα, η στήλη j της μήτρας AP είναι το διάνυσμα AXgp jq .
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Πράγματι, έστω A “ rai js. Το i-στό στοιχείο της γραμμής j της μήτρας AP ισούται με

nÿ

k“1

aik pk j “
nÿ

k“1

aikck

Άρα, η στήλη j της μήτρας AP είναι το διάνυσμα A

»
———–

c1
c2
...

cn

fi
ffiffiffifl “ AXgp jq

Επειδή

AXgp jq “ λ jXgp jq

προκύπτει ότι οι n ˆ n μήτρες AP και PD έχουν τις ίδιες στήλες, άρα

AP “ PD. �

Παρατηρήσεις: Αν τα ιδιοδιανύσματα της μήτρας P είναι γραμμικώς ανεξάρτητα τότε η μήτρα P

αντιστρέφεται. Πολλαπλασιάζοντας από τα αριστερά την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι

P´1AP “ D

δηλαδή η μήτρα A διαγωνιοποιείται.

Στην περίπτωση αυτή A “ PDP´1. Η σχέση αυτή χρησιμοποιείται στον υπολογισμό δυνάμεων

της μήτρας A αφού ισχύει ότι

An “ PDnP´1.

Άσκηση 4.7. Να δειχθεί ότι δύο όμοιες μήτρες έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυμο.

Λύση. ´Εστω A, B PMn όμοιες μήτρες. Υπάρχει αντιστρέψιμη μήτρα P ώστε

B “ P´1AP.

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της μήτρας B είναι

detpB ´ λInq “ detpP´1AP ´ λInq
“ detpP´1AP ´ λP´1InPq
“ detpP´1pAP ´ λInPqq
“ detpP´1pA ´ λInqPq
“ detpP´1 detpA ´ λInq detpPqq
“ detpA ´ λInq �

Άσκηση 4.8. Να βρεθεί ένας τύπος για την ακολουθία των αριθμών Fibonacci fn όπου f0 “
f1 “ 1 και fn “ fn´1 ` fn´2 για κάθε n ě 2.

Λύση. Παρατηρούμε ότι για κάθε n ě 2 ισχύει ότι

#
fn “ 1 ¨ fn´1 ` 1 ¨ fn´2

fn´1 “ 1 ¨ fn´1 ` 0 ¨ fn´2
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Οι σχέσεις αυτές ορίζουν ένα γραμμικό σύστημα με αγνώστους τα fn, fn´1, fn´2 το οποίο μπορεί

να γραφεί ως ισότητα μητρών ως εξής:

„
fn

fn´1


“
„
1 1
1 0

 „
fn´1

fn´2


,

το οποίο ισχύει για κάθε n ě 2.
Χρησιμοποιώντας την ισότητα αυτή, μπορεί να αποδειχθεί με επαγωγή, ότι για κάθε n ě 2

ισχύει ότι „
fn

fn´1


“
„
1 1
1 0

n´1 „
f1
f0


,

και επειδή f0 “ f1 “ 1 τελικά προκύπτει ότι

„
fn

fn´1


“
„
1 1
1 0

n´1 „
1
1


,

Επομένως, ο υπολογισμός του fn ανάγεται στην εύρεση της πρώτης γραμμής της μήτρας

„
1 1
1 0

n´1

.

Αν a, b είναι τα αντίστοιχα στοιχεία αυτή της γραμμής, τότε fn “ 1 ¨ a ` 1 ¨ b.

Προκειμένου να βρούμε αυτά τα στοιχεία ϑα διαγωνιοποιήσουμε την μήτρα A “
„
1 1
1 0


.

Θεωρούμε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της μήτρας A

f pλq “ |A ´ λI2| “
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ´ λ 1
1 ´λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p1 ´ λqp´λq ´ 1 “ λ2 ´ λ ´ 1.

Οι ρίζες λ1, λ2 της χαρακτηριστικής εξίσωσης f pλq “ 0 είναι οι ιδιοτιμές της μήτρας A και ισχύει ότι

λ1 “ 1 `
?
5

2
, λ2 “ 1 ´

?
5

2

Για λ “ λ1 και X “
„

x1
x2


από το χαρακτηριστικό σύστημα προκύπτει ότι

AX “ λ1X ô
„
1 1
1 0

 „
x1
x2


“ λ1

„
x1
x2


ô

„
x1 ` x2

x1


“
„
λ1x1
λ1x2


ô

#
x1 ` x2 “ λ1x1

x1 “ λ1x2

Δηλαδή

x1 “ λ1x2

επομένως

X “
„
λ1x2
x2


“ x2

„
λ1
1


x2 P R.

Άρα, το διάνυσμα

„
λ1
1


είναι ιδιοδιάνυσμα της μήτρας A αντίστοιχο της ιδιοτιμής λ1.

Ανάλογα, προκύπτει ότι το διάνυσμα

„
λ2
1


είναι ιδιοδιάνυσμα της μήτρας A αντίστοιχο της

ιδιοτιμής λ2.

Επομένως, η μήτρα A διαγωνιοποιείται και γράφεται στη μορφή

A “ PDP´1
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όπου D “
„
λ1 0
0 λ2


“ diagpλ1, λ2q και P “

„
λ1 λ2
1 1


.

Η αντίστροφη της μήτρας P είναι η μήτρα

P´1 “
„

1

λ1´λ2 ,´
λ2

λ1´λ2
´ 1

λ1´λ2 ,
λ1

λ1´λ2


“ 1

λ1 ´ λ2

„
1 ´λ2

´1 λ1



Άρα,

A “ 1

λ1 ´ λ2

„
λ1 λ2
1 1

 „
λ1 0
0 λ2

 „
1 ´λ2

´1 λ1



Επομένως, η ζητούμενη μήτρα An´1 είναι η

An´1 “ 1

λ1 ´ λ2

„
λ1 λ2
1 1

 „
λn´1
1

0
0 λn´1

2

„
1 ´λ2

´1 λ1



Δηλαδή, επιστρέφοντας στο πρόβλημα, έχουμε ότι

„
fn

fn´1


“ 1

λ1 ´ λ2

„
λ1 λ2
1 1

 „
λn´1
1

0
0 λn´1

2

„
1 ´λ2

´1 λ1

 „
1
1


.

´Επομένως

„
fn

fn´1


“ 1

λ1 ´ λ2

„
λ1 λ2
1 1

 „
λn´1
1

0
0 λn´1

2

 „
1 ´ λ2

´1 ` λ1



“ 1

λ1 ´ λ2

„
λ1 λ2
1 1

 „
p1 ´ λ2qλn´1

1

pλ1 ´ 1qλn´1
2



Στο σημείο αυτό, παρατηρήστε ότι

„
fn

fn´1


“ 1

λ1 ´ λ2

„
λ1p1 ´ λ2qλn´1

1
` λ2pλ1 ´ 1qλn´1

2

1p1 ´ λ2qλn´1
1

` 1pλ1 ´ 1qλn´1
2



“ 1

λ1 ´ λ2

ˆ
p1 ´ λ2qλn´1

1

„
λ1
1


` pλ1 ´ 1qλn´1

2

„
λ2
1

˙
.

Τελικά,

„
fn

fn´1


“ 1 ´ λ2

λ1 ´ λ2

„
λ1
1


λn´1
1

` λ1 ´ 1

λ1 ´ λ2

„
λ2
1


λn´1
2

(4.4)

´Οσον αφορά το fn από την σχέση αυτή προκύπτει ότι

fn “ 1 ´ λ2

λ1 ´ λ2
λn
1 ` λ1 ´ 1

λ1 ´ λ2
λn
2

Αντικαθιστώντας τις τιμές των λ1, λ2 προκύπτει ότι

fn “ 1?
5

˜ˆ
1 `

?
5

2

˙n`1

´
ˆ
1 ´

?
5

2

˙n`1
¸

(4.5)

Για παράδειγμα, f2 “ 2, f3 “ 3, f4 “ 5, f5 “ 8, f6 “ 13, f7 “ 21. �
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Παρατηρήσεις: Η μορφή της σχέσης (4.4) είναι ιδιαιτέρως ενδιαφέρουσα.

Η μήτρα

„
fn

fn´1


εκφράζεται ως γραμμικός συνδυασμός των ιδιοδιανυσμάτων της μήτρας A καθώς

και δυνάμεων των ιδιοτιμών της. Οι σταθερές c1, c2 που εμφανίζονται στο άθροισμα εξαρτώνται

από τις αρχικές τιμές της ακολουθίας fn.

Αν αλλάξουν οι αρχικές τιμές, ϑα αλλάξουν μόνο οι σταθερές c1, c2 και πάλι η λύση ϑα έχει τη

μορφή
„

fn

fn´1


“ c1

„
λ1
1


λn´1
1

` c2

„
λ2
1


λn´1
2

(4.6)

οπότε ο fn ϑα εκφράζεται στη μορφή fn “ c1λ
n
1

` c2λ
n
2
.

´Οτι συμβαίνει στο παράδειγμα της άσκησης αυτής δεν είναι συμπτωματικό. ´Ολες οι ακολουθίες

που ικανοποιούν μια γραμμική αναγωγική σχέση, όπως η fn “ fn´1 ` fn´2, έχουν τύπους της μορφής

c1λ
n
1
`c2λ

n
2
`¨ ¨ ¨`cnλ

n
k
όπου λ1, λ2, . . . , λk είναι ιδιοτιμές μιας μήτρας που ορίζεται με τρόπο ανάλογο

με αυτόν της μήτρας A για την ακολουθία των αριθμών Fibonacci.
Επίσης, προσέξτε ότι η μορφή του τύπου για την ακολουθία fn δεν προδίδει πως η ακολουθία

fn λαμβάνει μόνο ακέραιες τιμές. Με κάποιο τρόπο όμως οι άρρητοι αριθμοί που εμφανίζονται στις

δύο δυνάμεις αλληλοαναιρούνται και προκύπτει ακέραια τιμή.

Μια ακόμα ενδιαφέρουσα πληροφορία που μας δίνει η σχέση (4.5) είναι η εξής: Διαιρώντας το

πρώτο και το δεύτερο μέλος με p 1`
?
5

2
qn`1{

?
5 προκύπτει ότι

fn

1?
5

´
1`

?
5

2

¯n`1
“ 1 ´

ˆ
1 ´

?
5

1 `
?
5

˙n`1

Επειδή
∣

∣

∣

∣

1´
?
5

1`
?
5

∣

∣

∣

∣

ă 1 καθώς το n μεγαλώνει η έκφραση
´

1´
?
5

1`
?
5

¯n`1

τείνει στο μηδέν, οπότε το πρώτο

μέλος τείνει στο 1.

Από την ισότητα αυτή προκύπτει ότι καθώς το n μεγαλώνει η fn είναι ‘‘σχεδόν’’ ίση με 1?
5

´
1`

?
5

2

¯n`1

.

Στον επόμενο πίνακα, δίνονται για σύγκριση ορισμένες τιμές της fn και της 1?
5

´
1`

?
5

2

¯n`1

.

n fn
1?
5

´
1`

?
5

2

¯n`1

1 1 1.17

2 2 1.89

3 3 3.06525

4 5 4.95967

10 89 88.9978

20 10946 10945.99998

25 121393 121393.0000016

Παρατηρούμε ότι οι δύο εκφράσεις έχουν τις αντίστοιχες τιμές πολύ ‘`κοντά’’. Συγκεκριμένα, η

τιμής της fn είναι ο πλησιέστερος ακέραιος της δεύτερης έκφρασης.

Τέλος, υπενθυμίζεται ότι η ιδιοτιμή λ1 “ 1`
?
5

2
είναι ο γνωστός αριθμός της χρυσής τομής που

συμβολίζεται με φ.

Άσκηση 4.9. (Μια γεωμετρική ερμηνεία των ιδιοτιμών και ιδιοδιανυσμάτων)

Λύση. ´Εστω η μήτρα

T “
„

´1 2
3 ´2


.
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Η μήτρα T μπορεί να ϑεωρηθεί ως ένας (γραμμικός) μετασχηματισμός των σημείων του επιπέδου

xy, ο οποίος μετασχηματίζει το σημείο P “
„

x

y


στο σημείο P1 “ T P. ´Ετσι, για παράδειγμα, έχουμε:

Το σημείο A “
„
1
0


μέσω της μήτρας T μεταφέρεται στο σημείο A1 “ T A “

„
´1 2
3 ´2

 „
1
0


“

„
´1
3


.

Το σημείο B “
„

1

2

´ 1
2


μέσω της μήτρας T μεταφέρεται στο σημείο B1 “ T B “

„
´3

2
5
2


.

Το σημείο C “
„
0

´1


μέσω της μήτρας T μεταφέρεται στο σημείο C1 “ TC “

„
´2
2


.

Το σημείο D “
„
2
1


μέσω της μήτρας T μεταφέρεται στο σημείο D1 “ T D “

„
0
4


.

Το σημείο E “
„
1
2


μέσω της μήτρας T μεταφέρεται στο σημείο E1 “ T E “

„
3

´1


.

Το σημείο F “
„

´1
0


μέσω της μήτρας T μεταφέρεται στο σημείο F 1 “ T F “

„
1

´3


.

Οι προηγούμενοι μετασχηματισμοί φαίνονται και στο επόμενο σχήμα:

−1

−2

−3

321

1

2

3

4

−1−2−3

A

B

C

D

E

F

T C

T B

T A

T D

T F

T E

Τι ιδιότητες έχει ο μετασχηματισμός T ; Για παράδειγμα, υπάρχουν σημεία P1, P2 με P1 , P2 και

T P1 “ T P2;

Παρατηρούμε ότι |T | “
∣

∣

∣

∣

∣

∣

´1 2
3 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 2 ´ 6 “ ´4 , 0. Άρα, η μήτρα T αντιστρέφεται, επομένως

αν T P1 “ T P2, πολλαπλασιάζοντας από τα αριστερά με την μήτρα T ´1 προκύπτει ότι P1 “ P2,
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δηλαδή ο μετασχηματισμός T είναι 1-1.

Υπάρχουν σημεία P τα οποία παραμένουν αναλλοίωτα από τον μετασχηματισμό T ; Δηλαδή

υπάρχουν P ώστε T P “ P;

Κάθε λύση της εξίσωσης T P “ P, αν υπάρχει τέτοια, ϑα είναι και λύση του χαρακτηριστικού

συστήματος T X “ λX της μήτρας T , οπότε η T πρέπει να έχει ιδιοτιμή λ “ 1 και ιδιοδιάνυσμα το

P.

Στο παράδειγμα μας, έχουμε

f pλq “ |T ´ λI2| “
∣

∣

∣

∣

∣

∣

´1 ´ λ 2
3 ´2 ´ λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p1 ` λqp2 ` λq ´ 6 “ λ2 ` 3λ ´ 4

Οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι τα 1 και ´4.
Άρα, η μήτρα T έχει ιδιοτιμές το λ1 “ 1 και λ2 “ ´4.

Για λ “ λ1 “ 1 και X “
„

x1
x2


από το χαρακτηριστικό σύστημα της T έχουμε ότι

T X “ λX ô
„

´x1 ` 2x2
3x1 ´ 2x2


“
„

x1
x2



από όπου προκύπτει ότι x1 “ x2, άρα το X έχει τη μορφή

X “ x1

„
1
1


x1 P R

Επομένως, το διάνυσμα

„
1
1


είναι ιδιοδιάνυσμα της μήτρας A (όπως και κάθε διάνυσμα

„
c

c


με

c P R˚).
Ειδικά αυτά τα ιδιοδιανύσματα, δεν μεταβάλλονται από τον μετασχηματισμό T , αφού ισχύει

T X “ 1 ¨ X. Για παράδειγμα

T

„
1
1


“
„

´1 ` 2
3 ´ 2


“
„
1
1


.

Παρατηρήστε ότι όλα αυτά τα διανύσματα βρίσκονται πάνω στην ευθεία y “ x.

Τι συμβαίνει όμως με τα ιδιοδιανύσματα της άλλης ιδιοτιμής, της λ2 “ ´4.

Για λ “ λ2 “ ´4 και X “
„

x1
x2


από το χαρακτηριστικό σύστημα της T έχουμε ότι

„
´x1 ` 2x2
3x1 ´ 2x2


“
„

´4x1
´4x2



από όπου προκύπτει ότι x1 “ ´ 2
3
x2, άρα το X έχει τη μορφή

X “ x2

„
´ 2

3

1


x2 P R

Επομένως, το διάνυσμα

„
´ 2

3

1


είναι ιδιοδιάνυσμα της μήτρας A (όπως και μη μηδενικό πολλα-

πλάσιό του). Πολλάπλασιάζοντας με 3 προκύπτει το διάνυσμα

„
´2
3


.

Παρατηρήστε ότι όλα αυτά τα διανύσματα βρίσκονται πάνω στην ευθεία y “ ´3

2
x.

Τι συμβαίνει στο

„
´2
3


όταν εφαρμοσθεί ο μετασχηματισμός T ; Την απάντηση δίνει το χαρακτη-

ριστικό σύστημα T

„
´2
3


“ p´4q

„
´2
3


“

„
8

´12


, δηλαδή το διάνυσμα παραμένει πάνω στην ίδια

ευθεία αλλά αλλάζει φορά και το μήκος του τετραπλασιάζεται.
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Συνοψίζοντας, ο μετασχηματισμός T απεικονίζει κάθε σημείο P του επιπέδου σε ένα μοναδικό

σημείο P1 “ PT . Οι ιδιοτιμές της μήτρας T είναι το 1 και το ´4 και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα

είναι τα σημεία των ευθειών y “ x και y “ ´3

2
x.

Κάθε σημείο αυτών των ευθειών παραμένει πάνω στην ίδια ευθεια. Τα μεν σημεία της ευθείας

y “ x παραμένουν στην ίδια ϑέση, αφού οι συντεταγμένες τους πολλαπλασιάζονται με 1, οι δε

συντεταγμένες των σημείων της ευθείας y “ ´3
2
x πολλαπλασιάζονται με το ´4, την άλλη ιδιοτιμή

της T .

´Ολα τα υπόλοιπα σημεία, εκτός των δύο ευθειών, περιστρέφονται γύρω από την αρχή των

αξόνων και μεταβάλλεται η απόσταση τους από την αρχή των αξόνων.

Στο επόμενο σχήμα απεικονίζονται οι ευθείες y “ x, y “ ´3

2
x, ο κύκλος x2 ` y2 “ 2 καθώς ο

μετασχηματισμός των σημείων αυτού του κύκλου, μέσω του μετασχηματισμού T , τα οποία ανήκουν,

όπως αποδεικνύεται, πάνω σε μια έλλειψη. (Παρατηρήστε ότι οι ευθείες y “ x και y “ ´3

2
x δεν

συμπτίπτουν με τους άξονες της έλλειψης. Μπορείτε να δώσετε μια ερμηνεία γιατί συμβαίνει

αυτό;). (Απάντηση: Οι ευθείες y “ x και y “ ´3
2
x δεν είναι κάθετες.)

-6 -4 -2 2 4 6

-5

5

�
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4.7 Ασκήσεις προς επίλυση

1. (Σωστό ή λάθος) Για κάθε μία από τις πα-

ρακάτω προτάσεις να εξετασθεί αν είναι

σωστή ή λάθος. (Να αιτιολογηθούν οι α-

παντήσεις.)

´Εστω A, B PMn.

i) Αν A2 “ 0 και λ ιδιοτιμή της A, τότε

λ “ 0.

ii) Αν Ak “ 0 για κάθε k ě 2, τότε A “ 0.

iii) Αν Ak “ 0 για κάποιο k P N˚, τότε

trpAq “ 0.

iv) Αν Ak “ 0 για κάποιο k P N˚, τότε

|A| “ 0.

v) Αν trpAq “ 0, τότε |A| “ 0.

vi) Αν όλες οι ιδιοτιμές της A είναι μηδε-

νικές, τότε A “ On.

vii) Αν η A έχει δύο ίδιες ιδιοτιμές, τότε

δεν διαγωνιοποιείται.

viii) Αν η A είναι συμμετρική μήτρα, τότε

όλες οι ιδιοτιμές της είναι πραγματι-

κές.

2. (Χαρακτηριστικά μεγέθη) Να βρεθούν τα

χαρακτηριστικά πολυώνυμα, οι ιδιοτιμές και

τα ιδιοδιανύσματα των παρακάτω μητρών

i)

»
–

1 ´2 2
´2 4 ´4
2 ´4 4

fi
fl.

ii)

»
–

2 ´1 ´1
´1 2 ´1
´1 ´1 2

fi
fl.

iii)

»
–
1 2 1
3 6 3
4 8 4

fi
fl.

iv)

»
–
6 3 3
2 1 1
8 4 4

fi
fl.

v)

»
–

4 6 0
´3 ´5 0
´3 ´6 ´5

fi
fl

vi)

»
–
4 0 0
4 12 0
6 4 2

fi
fl

vii)

»
–

2 ´1 0
´1 2 0
0 0 2

fi
fl

viii)

»
–

0 ´1 1
´1 0 1
1 1 0

fi
fl

ix)

„
a b

b a


.

3. (Διαγωνιοποίηση μήτρας) Να διαγωνιοποι-

ηθούν, όπου είναι δυνατόν, οι μήτρες της

προηγούμενης άσκησης, στη συνέχεια να

βρεθούν οι δυνάμεις των μητρών A που δια-

γωνιοποιούνται καθώς και να υπολογισθεί

το γινόμενο Ak

»
–
1
2
3

fi
fl.

4. (Ιδιοτιμές μήτρας) Να βρεθούν οι τιμές του

k για τις οποίες οι μήτρα

»
–

k 0 0
0 1 k

0 2 1

fi
fl έχει

ιδιοτιμή ίση με 1. Το ίδιο ερώτημα για ιδιο-

τιμή ίση με 2.

5. (Ιδιοδιανύσματα και ιδιοτιμές μήτρας) Να

βρεθεί η 2 ˆ 2 μήτρα A με ιδιοτιμές 1 και

4 και αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα

„
3
1


και

„
2
1


. (Υπόδειξη: Η A είναι διαγωνιοποίησι-

μη.)

6. (Τετραγωνική ρίζα μήτρας) Να βρεθεί μια

μήτρα B ώστε

B2 “

»
–
2 3 2
4 2 1
1 3 3

fi
fl .

Είναι η απάντηση είναι μοναδική;

7. (Ιδιότητες ιδιοδιανυσμάτων) Να δειχθεί ότι

αν X είναι ιδιοδιάνυσμα της μήτρας A, τότε

και το διάνυσμα cX, όπου c , 0, είναι ε-

πίσης ιδιοδιάνυσμα της μήτρας A.

8. (Γραμμική ανεξάρτησία ιδιοδιανυσμάτων) Να

δειχθεί ότι αν X1, X2 είναι ιδιοδιανύσματα

της μήτρας A που αντιστοιχούν στις ιδιο-

τιμές λ1, λ2 αντίστοιχα, με λ1 , λ2, τότε το

διάνυσμα X1`X2 δεν είναι ιδιοδιάνυσμα της

μήτρας A.

122



9. (Στοχαστικές μήτρες)

i) Να δειχθεί ότι κάθε μήτρα A P Mn

στην οποία το άθροισμα των στοιχε-

ίων κάθε γραμμής ισούται με 1, έχει

ως ιδιοτιμή το 1.

ii) Να δειχθεί ότι κάθε μήτρα A P Mn

στη οποία το άθροισμα των στοιχείων

κάθε γραμμής ισούται με c, έχει ως ι-

διοτιμή το c.

10. (Χαρακτηριστικό πολυώνυμο)

i) ´Εστω A PM2ˆ2 να αποδειχθεί ότι

detpλI2 ´ Aq “ λ2 ´ ptrAqλ ` detpAq.

ii) ´Εστω A P M3ˆ3 να αποδειχθεί ότι

detpλI3 ´ Aq
“ λ3 ´ λ2ptrAq ` λptrpadjAqq ´ detpAq.

11. (i) (Χαρακτηριστικό πολυώνυμο) Να δει-

χθεί ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυ-

μο ppxq της μήτρας

A “

»
——–

0 0 0 ´2
1 0 0 ´3
0 1 0 ´4
0 0 1 ´5

fi
ffiffifl

είναι το ppxq “ x4 `5x3 `4x2 `3x `2.

(ii) Να βρεθεί μια 4ˆ 4 μήτρα A με χαρα-

κτηριστικό πολυώνυμο

ppxq “ ´5 ` 3x ` 2x2 ` 6x3 ` x4.

12. (Θεώρημα Cayley  Hamilton) Δίδεται η μήτρα

A “
„
4 3
1 2


.

i) Να δειχθεί ότι A2 ´ 6A ` 5I2 “ O2.

ii) Να δειχθεί ότι A3 “ 31A ´ 30I2.

iii) Να δειχθεί ότι A´1 “ 6

5
I2 ´ 1

5
A.

13. (Θεώρημα Cayley  Hamilton) Δίδεται η μήτρα

A “

»
–

3 ´1 ´1
´2 3 2
4 ´1 ´2

fi
fl.

i) Να βρεθεί το χαρακτηριστικό πολυ-

ώνυμο της μήτρας A.

ii) Να αποδειχθεί ότι

A´1 “ ´ 1

6
A2 ` 2

3
A ´ 1

6
I3.

iii) Να υπολογισθεί η τιμή της ορίζουσας

της μήτρας pA3 ´ 4A2 ` Aq2014.

14. (Φασματικό ϑεώρημα) ´Εστω ότι η 3 ˆ 3
μήτρα A έχει ιδιοτιμές 1, 1, 2. Ποιες από

τις επόμενες προτάσεις είναι αληθείς; Να

δοθεί ένα αντιπαράδειγμα στην περίπτωση

όπου είναι ψευδείς.

i) Η A είναι αντιστρέψιμη.

ii) Η A είναι διαγωνιοποίησιμη.

iii) Η A δεν είναι διαγωνιοποίησιμη.

15. (Φασματικό ϑεώρημα) Μια 5 ˆ 5 μήτρα A

έχει ιδιοτιμές 1, 1, 2, 3, 4.

i) Να δειχθεί ότι η μήτρα A ´ I δεν είναι

αντιστρέψιμη.

ii) Να βρεθούν οι ιδιοτιμές, η ορίζουσα

και το ίχνος της μήτρας A3 ´ 3A ` 5I.

iii) Να βρεθούν οι ιδιοτιμές, η ορίζουσα

και το ίχνος της μήτρας A´2 ´ 3A´1 `
5I.

16. (Φασματικό ϑεώρημα) Αν μια 3ˆ3 μήτρα A

έχει ιδιοτιμές 0, 1, 2, να βρεθούν οι ιδιοτιμές,

η ορίζουσα και το ίχνος της μήτρας ApA ´
IqpA ´ 2Iq.

17. (Ομοιες μήτρες)

i) Να αποδειχθεί ότι η σχέση ομοιότητας

είναι σχέση ισοδυναμίας.

ii) Ποιες n ˆ n μήτρες είναι όμοιες με την

ταυτοτική μήτρα In;

iii) Να δειχθεί ότι δύο όμοιες μήτρες έχουν

το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυμο (και

άρα τις ίδιες ιδιοτιμές).

iv) Να δειχθεί ότι η μήτρα A P Mn δεν

είναι όμοια με τη μήτρα A ` In.

v) Να δειχθεί ότι αν οι μήτρες A, B είναι

όμοιες, τότε και οι μήτρες At, Bt είναι

επίσης όμοιες, καθώς και οι μήτρες Ak,

Bk για κάθε k P N˚. Επίσης, να δειχθεί

ότι αν A είναι αντιστρέψιμη, τότε και

οι μήτρες A´1, B´1 είναι όμοιες. Επι-

πρόσθετα, να δειχθεί ότι trA “ trB.
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18. (Διαγωνιοποίηση αθροίσματος)

i) ´Εστω A “
„
1 2

´1 0


και B “

„
´1 3
2 4


.

Να δειχθεί ότι η A δεν διαγωνιοποιε-

ίται, η B διαγωνιοποιείται και η A ` B

είναι διαγωνιοποιήσιμη.

ii) ´Εστω A “
„
1 ´2

´1 0


και B “

„
´1 3
2 4


.

Να δειχθεί ότι οι A, B είναι διαγωνιο-

ποιήσιμες ενώ η A ` B δεν διαγωνιο-

ποιείται.

19. ´Εστω A P Mn μια αντιστρέψιμη μήτρα με

n διακεκριμένες ιδιοτιμές. Αν για τη μήτρα

B P Mn ισχύει ότι AB “ BA´1, να δειχθεί

ότι η B2 είναι διαγωνιοποιήσιμη.

20. (Γραμμικός μετασχηματισμός του R2) Στα

σημεία του επίπεδου R2 εφαρμόζουμε τον

ακόλουθο μετασχηματισμό T : Κάθε σημε-

ίο του επιπέδου με συντεταγμένες px, yq
μεταφέρεται στο σημείο με συντεταγμένες

p3x ` 2y, x ´ yq, δηλαδή

T px, yq “ p3x ` 2y, x ´ yq.

i) Να αποδειχθεί ότι ο μετασχηματισμός

T είναι αμφιμονοσήμαντος.

ii) Να βρεθούν, αν υπάρχουν, σημεία του

επιπέδου, που διατηρούνται αναλλο-

ίωτα από τον μετασχηματισμό T .

iii) Να βρεθούν, αν υπάρχουν, ευθείες L

του επιπέδου, που διατηρούνται α-

ναλλοίωτες από τον μετασχηματισμό

T , δηλαδή ευθείες L για τις οποίες ι-

σχύει ότι αν px, yq P L τότε και p3x `
2y, x ´ yq P L.

21. ´Εστω ότι η μήτρα A είναι διαγωνιοποιήσι-

μη με

A “ PDP´1

όπου D “ diagpλ1, λ2, ¨ ¨ ¨ , λnq είναι η δια-

γώνια μήτρα με στοιχεία τις ιδιοτιμές της

μήτρας A.

Να δειχθεί ότι η μήτρα qpAq, όπου qpλq πο-

λυώνυμο του λ, είναι επίσης διαγωνιοποίη-

σιμη και επιπλέον ισχύει ότι

qpAq “ PqpDqP´1

όπου qpDq “ diagpqpλ1q, qpλ2q, . . . , qpλnqq.

22. Το φασματικό ϑεώρημα μας δίνει μια κατε-

ύθυνση για το πώς μπορούμε να επεκτε-

ίνουμε τις πράξεις στις διαγωνιοποιήσιμες

τετραγωνικές μήτρες ώστε να ορίσουμε για

παράδειγμα την μήτρα eA, όπου A είναι τε-

τραγωνική μήτρα.

´Εστω A “
„
2 1
0 3


. Η μήτρα A έχει ιδιοτι-

μές 2 και 3 και αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα„
1
0


και

„
1
1


.

Άρα, η A διαγωνιοποιείται και ισχύει ότι

A “
„
1 1
0 1

 „
2 0
0 3

„
1 1
0 1

´1

Αν qpλq είναι πολυώνυμο του λ, σύμφω-

να με το φασματικό ϑέωρημα η μήτρα qpAq
έχει ιδιοτιμές qp2q, qp3q.
Η ιδέα είναι ότι αν λ είναι μια ιδιοτιμή της

μήτρας A, τότε η μήτρα eA είναι ‘‘φυσικό’’

να έχει ως ιδιοτιμή το eλ, δηλαδή ϑεωρο-

ύμε στην περίπτωση αυτή τη συνάρτηση

qpλq “ eλ.

Οπότε, στην περίπτωση αυτή, ορίζουμε

eA “
„
1 1
0 1

 „
e2 0
0 e3

 „
1 1
0 1

´1

“
„

e2 e3 ´ e2

0 e3


.

i) Να υπολογισθεί, με ανάλογο τρόπο, η

μήτρα eB για την μήτρα

B “

»
–
2 0 0
0 0 ´1
0 0 ´1

fi
fl .

ii) Χρησιμοποιώντας, ανάλογες ιδέες, να

ορισθούν οι μήτρες cospAq και cospBq.

23. Να βρεθεί ένας ‘‘φυσικός’’ τρόπος να ορι-

σθεί η μήτρα eA, όταν η τετραγωνική μήτρα

A δεν είναι απαραίτητα διαγωνιοποιήσιμη.

Στην περίπτωση όπου η μήτρα A είναι δια-

γωνιοποιήσιμη ο τρόπος αυτός πρέπει να

δίνει τα ίδια αποτελέσματα με τον ορισμό

της προηγούμενης άσκησης. (Υπόδειξη: η

συνάρτηση eλ είναι πολυώνυμο του λ αν

αναπτυχθεί σε σειρά Taylor).
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Μέρος II
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Κεφάλαιο 5

Μεταθέσεις

5.1 Βασικοί ορισμοί και αποτελέσματα

Αν X , ∅ και σ : X ÞÑ X μια απεικόνιση, τότε η σ είναι μια μετάθεση των στοιχείων του X

αν και μόνο αν η σ είναι αμφιμονοσήμαντη (ένα προς ένα και επί).

Δηλαδή, μετάθεση των στοιχείων ενός συνόλου καλούμε μια αναδιάταξη των στοιχείων ενός

συνόλου.

Παράδειγμα:

1 ÝÑ 4

2 ÝÑ 2

3 ÝÑ 5

4 ÝÑ 3

5 ÝÑ 1

Δηλαδή, τα στοιχεία 1, 2, 3, 4, 5 μπορούμε να τα αναδιατάξουμε, παίρνοντας 4, 2, 5, 3, 1.
Προφανώς, για να είναι μια απεικόνιση μετάθεση, ϑα πρέπει κάθε στοιχείο του συνόλου να

εμφανίζεται ακριβώς μία φορά στη δεξιά στήλη.

Παράδειγμα: Η επόμενη απεικόνιση δεν είναι μετάθεση

1 ÝÑ 3

2 ÝÑ 2

3 ÝÑ 4

4 ÝÑ 3

5 ÝÑ 5

Το σύνολο των μεταθέσεων του X συμβολίζεται με SpXq.
Ειδικά, το σύνολο των μεταθέσεων του συνόλου rns “ t1, 2, 3, . . . , nu συμβολίζεται με Sn.

Μια μετάθεση σ στο S n συμβολίζεται ως εξής:

σ “
ˆ

1 2 3 ¨ ¨ ¨ n

σp1q σp2q σp3q ¨ ¨ ¨ σpnq

˙
.

Στην πρώτη γραμμή γράφουμε τα στοιχεία του συνόλου rns, ενώ η δεύτερη γραμμή γράφουμε τις

εικόνες τους.

Γράφουμε την εικόνα κάθε στοιχείου του συνόλου ακριβώς κάτω από το στοιχείο αυτό.

Τα στοιχεία του rns στην πρώτη γραμμή γράφονται συνήθως σε αύξουσα σειρά. Με βάση αυτή

τη σύμβαση, συχνά παραλείπουμε την πάνω γραμμή και σημειώνουμε μόνο την κάτω γραμμή χωρίς

παρενθέσεις. Γράφουμε δηλαδή

σ “ σp1q σp2q ¨ ¨ ¨ σpnq.
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Παραδείγματα

1. Η σ P S 4 με σp1q “ 2, σp2q “ 4, σp3q “ 3, σp4q “ 1, γράφεται

σ “
ˆ
1 2 3 4
2 4 3 1

˙
,

ή, απλούστερα σ “ 2431.

2. Η σ P S 6 με σp1q “ 1, σp2q “ 5, σp3q “ 2, σp4q “ 4, σp5q “ 6, σp6q “ 3, γράφεται

σ “
ˆ
1 2 3 4 5 6
1 5 2 4 6 3

˙
,

ή, απλούστερα σ “ 152463.

3. Η σ “ 2 1 5 4 3 P S 5, δηλαδή η σ “
ˆ
1 2 3 4 5
2 1 5 4 3

˙
είναι η μετάθεση με σp1q “ 2, σp2q “ 1,

σp3q “ 5, σp4q “ 4, σp5q “ 3.

4. Προσοχή! Η μετάθεση σ “
ˆ
2 3 1 4 5
2 1 5 3 4

˙
P S 5 δεν γράφεται απλούστερα σ “ 21534,

αφού τα στοιχεία της πρώτης γραμμής της δεν είναι σε αύξουσα σειρά. Η σ γράφεται ισο-

δύναμα σ “
ˆ
1 2 3 4 5
5 2 1 3 4

˙
οπότε, απλούστερα, σ “ 52134.

Δύο μεταθέσεις σ και τ στο S pXq είναι ίσες και γράφουμε σ “ τ, αν και μόνο αν

σpxq “ τpxq, για κάθε x P X.

Παράδειγμα: ´Εστω σ, τ P S 3, με

σ “
ˆ
1 2 3
3 2 1

˙
και τ “

ˆ
2 3 1
2 1 3

˙
.

Είναι σ “ τ, διότι

σp1q “ 3 “ τp1q
σp2q “ 2 “ τp2q
σp3q “ 1 “ τp3q

Πρόταση 5.1. Το πλήθος των μεταθέσεων ενός συνόλου X με n στοιχεία, ισούται με n!, για

κάθε n P N˚.

Απόδειξη. (1ος τρόπος) ´Εστω X “ ta1, a2, . . . , an´1, anu και σ “ σpa1qσpa2q ¨ ¨ ¨σpanq P S pXq. Επειδή
η σ είναι αμφιμονοσήμαντη στα πρότυπα ai, a j με ai , a j ϑα αντιστοιχούν διαφορετικές εικόνες

σpaiq, σpa jq.
Για το σpa1q υπάρχουν n επιλογές.

Για το σpa2q υπάρχουν n ´ 1 επιλογές.
...

Για το σpaiq υπάρχουν n ´ i ` 1 επιλογές.
...

Για το σpan´1q υπάρχουν 2 επιλογές.

Για το σpanq υπάρχει 1 επιλογή.

Άρα, συνολικά υπάρχουν npn ´ 1q ¨ ¨ ¨ 2 ¨ 1 “ n! διαφορετικές μεταθέσεις σ P S pXq.
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(2ος τρόπος) Για n “ 1 είναι προφανές. ´Εστω ότι ισχύει για n “ k ´ 1 στοιχεία.

Θα το δείξουμε για n “ k: ´Εστω

X “ ta1, a2, . . . , ai´1, ai, ai`1, . . . , aku

και

Xi “ ta1, a2, . . . , ai´1, ai`1, . . . , aku,
για κάποιο i P t1, 2, . . . , ku.

Από την υπόθεση της επαγωγής, αφού το Xi έχει k´1 στοιχεία προκύπτουν pk´1q! διαφορετικές

μεταθέσεις των στοιχείων του.

Εξάλλου, από κάθε μετάθεση του Xi προκύπτουν k διαφορετικές μεταθέσεις του X.

Πράγματι, έστω σ μια μετάθεση του Xi, δηλαδή

σ “
ˆ

a1 a2 ¨ ¨ ¨ ai´1 ai`1 ¨ ¨ ¨ ak

σpa1q σpa2q ¨ ¨ ¨ σpai´1q σpai`1q ¨ ¨ ¨ σpakq

˙
.

Τότε, προκύπτουν οι παρακάτω k (διαφορετικές μεταξύ τους) μεταθέσεις του X:

ˆ
a1 a2 a3 ¨ ¨ ¨ ai´1 ai ai`1 ¨ ¨ ¨ ak

ai σpa1q σpa2q ¨ ¨ ¨ σpai´2q σpai´1q σpai`1q ¨ ¨ ¨ σpakq

˙

ˆ
a1 a2 a3 ¨ ¨ ¨ ai´1 ai ai`1 ¨ ¨ ¨ ak

σpa1q ai σpa2q ¨ ¨ ¨ σpai´2q σpai´1q σpai`1q ¨ ¨ ¨ σpakq

˙

ˆ
a1 a2 a3 ¨ ¨ ¨ ai´1 ai ai`1 ¨ ¨ ¨ ak

σpa1q σpa2q ai ¨ ¨ ¨ σpai´2q σpai´1q σpai`1q ¨ ¨ ¨ σpakq

˙

...ˆ
a1 a2 a3 ¨ ¨ ¨ ai´1 ai ai`1 ¨ ¨ ¨ ak

σpa1q σpa2q σpa3q ¨ ¨ ¨ σpai´1q σpai`1q σpai`2q ¨ ¨ ¨ ai

˙
.

´Ωστε από κάθε μια από τις pk ´ 1q! μεταθέσεις του Xi προκύπτουν k μεταθέσεις του X. Άρα,

συνολικά προκύπτουν pk ´ 1q!k “ k! μεταθέσεις, οι οποίες είναι όλες οι μεταθέσεις του X. �

5.2 Σύνθεση μεταθέσεων - Αντιστροφή μεταθέσεων

Ως πολλαπλασιασμό ή γινόμενο μεταθέσεων, ορίζουμε τη σύνθεση των μεταθέσεων.

´Εστω X ένα μη κενό σύνολο και σ, τ P S pXq. Η σύνθεση

σ ˝ τ “ σpτpxqq, x P X,

είναι επίσης μια απεικόνιση με σύνολο ορισμού και πεδίο τιμών το X. Είναι καλά ορισμένη, αφού

το πεδίο τιμών της τ ταυτίζεται με το πεδίο ορισμού της σ.

Δηλαδή, αν

σ “
ˆ

x1 x2 ¨ ¨ ¨ xn

σpx1q σpx2q ¨ ¨ ¨ σpxnq

˙

και

τ “
ˆ

x1 x2 ¨ ¨ ¨ xn

τpx1q τpx2q ¨ ¨ ¨ τpxnq

˙
,

τότε

σ ˝ τ “
ˆ

x1 x2 ¨ ¨ ¨ xn

σpτpx1qq σpτpx2qq ¨ ¨ ¨ σpτpxnqq

˙
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Προκειμένου να δείξουμε ότι σ ˝ τ P S pXq, αρκεί να δείξουμε ότι είναι μια αμφιμονοσήμαντη

απεικόνιση. Θα δείξουμε λοιπόν ότι είναι ένα προς ένα και επί.

Ως γνωστό, μια απεικόνιση f είναι ένα προς ένα, αν και μόνο αν για κάθε x1, x2 στο πεδίο

ορισμού της ισχύει ότι

f px1q “ f px2q ñ x1 “ x2.

´Εστω λοιπόν x1, x2 P X, τέτοια ώστε

pσ ˝ τqpx1q “ pσ ˝ τqpx2q. Τότε έχουμε ότι

pσ ˝ τqpx1q “ pσ ˝ τqpx2q ñ
σpτpx1qq “ σpτpx2qq ñ (αφού η σ είναι 1-1)

τpx1q “ τpx2q ñ (αφού η τ είναι 1-1)

x1 “ x2

Για να δείξουμε ότι η σ ˝ τ είναι επί, αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε y P X, υπάρχει x P X τέτοιο

ώστε pσ ˝ τqpxq “ y.

´Εστω λοιπόν y P X. Τότε, αφού η σ είναι επί, υπάρχει z P X τέτοιο ώστε σpzq “ y. Επιπλέον,

επειδή η τ είναι επί, υπάρχει x P X τέτοιο ώστε τpxq “ z.

Σχηματικά, έχουμε ότι

x
τÝÑ z

σÝÑ y

´Ετσι, έχουμε ότι

pσ ˝ τqpxq “ σpτpxqq “ σpzq “ y.

Παρατήρηση:

´Οπως φαίνεται και στο προηγούμενο σχήμα, για να βρούμε τη σύνθεση σ ˝ τ, εφαρμόζουμε πρώτα

τη δεύτερη μετάθεση, δηλαδή την τ, και έπειτα την σ.

Παράδειγμα: ´Εστω

σ “
ˆ
1 2 3 4 5
4 2 5 3 1

˙
, τ “

ˆ
1 2 3 4 5
3 5 4 2 1

˙
.

Τότε,

pσ ˝ τqp1q “ σpτp1qq “ σp3q “ 5

pσ ˝ τqp2q “ σpτp2qq “ σp5q “ 1

pσ ˝ τqp3q “ σpτp3qq “ σp4q “ 3

pσ ˝ τqp4q “ σpτp4qq “ σp2q “ 2

pσ ˝ τqp5q “ σpτp5qq “ σp1q “ 4

οπότε σ ˝ τ “
ˆ
1 2 3 4 5
5 1 3 2 4

˙
.

Πρακτικά, για να βρούμε την σ ˝ τ, γράφουμε πρώτα τις δύο γραμμές της τ και στη συνέχεια

γράφουμε σε μια τρίτη γραμμή τις εικόνες των στοιχείων της δεύτερης γραμμής, όπως αυτές ορίζο-

νται από την σ.
1 2 3 4 5
3 5 4 2 1
5 1 3 2 4

Ο συνδυασμός πρώτης και τρίτης γραμμής, δίνει την σ ˝ τ, δηλαδή σ ˝ τ “
ˆ
1 2 3 4 5
5 1 3 2 4

˙
.

130



Παρατήρηση: Προσοχή! Η σύνθεση απεικονίσεων δεν είναι αντιμεταθετική πράξη, γι᾿ αυτό οι

μεταθέσεις σ ˝ τ και τ ˝ σ δεν είναι απαραίτητα ίσες.

Παράδειγμα: Για τις προηγούμενες μεταθέσεις σ, τ είναι

τ ˝ σ “
ˆ
1 2 3 4 5
2 5 1 4 3

˙
,

ˆ
1 2 3 4 5
5 1 3 2 4

˙
“ σ ˝ τ

Παρατήρηση: Η σύνθεση απεικονίσεων είναι προσεταιριστική πράξη, δηλαδή αν σ, τ, π είναι με-

ταθέσεις του X τότε

σ ˝ pτ ˝ πq “ pσ ˝ τq ˝ π.
Η μετάθεση IX στο S pXq, για την οποία ισχύει IXpiq “ i, για κάθε i P X, ονομάζεται ταυτοτική

μετάθεση.

Δηλαδή, η IX είναι η απεικόνιση που απεικονίζει κάθε στοιχείο του X στον εαυτό του.

Ειδικά, η ταυτοτική μετάθεση στο S n είναι η

In “
ˆ
1 2 3 ¨ ¨ ¨ n

1 2 3 ¨ ¨ ¨ n

˙
.

Παρατηρήστε ότι, για κάθε μετάθεση σ P S pXq, ισχύει ότι
σ ˝ IX “ IX ˝ σ “ σ,

δηλαδή η IX είναι το ουδέτερο στοιχείο του S pXq ως προς την πράξη ˝.
Πράγματι, έχουμε ότι

pσ ˝ IXqpiq “ σpIXpiqq “ σpiq
και

pIX ˝ σqpiq “ IXpσpiqq “ σpiq,
για κάθε i P X.

Πρόταση 5.2. Για κάθε σ P S pXq, υπάρχει τ P S pXq τέτοια ώστε

τpyq “ x ô σpxq “ y,

για κάθε x, y P X.

Απόδειξη. Αρχικά ϑα δείξουμε ότι η τ είναι μια καλά ορισμένη απεικόνιση με πεδίο ορισμού και

σύνολο τιμών το X. Για να είναι καλά ορισμένη, ϑα πρέπει κάθε πρότυπό της να αντιστοιχεί σε

ακριβώς μία εικόνα. ´Εστω ότι ισχύει το αντίθετο, δηλαδή για κάποιο y P X, υπάρχουν x1, x2 P X με

x1 , x2, τέτοια ώστε

τpyq “ x1 και τpyq “ x2.

#
τpyq “ x1

τpyq “ x2
ñ

#
σpx1q “ y

σpx2q “ y
ñ

σpx1q “ σpx2q σ:1´1“ x1 “ x2, άτοπο.

Στη συνέχεια ϑα δείξουμε ότι είναι αμφιμονοσήμαντη, δηλαδή μια μετάθεση στο S pXq.
´Εστω y1, y2, x1, x2 P X με τpy1q “ x1 και τpy2q “ x2. ´Εχουμε ότι

τpy1q “ τpy2q ñ x1 “ x2 ñ
σpx1q “ σpx2q ñ y1 “ y2, άρα τ: 1-1.

Επιπλέον, αν x P X, τότε υπάρχει y P X με σpxq “ y, επομένως (από τον ορισμό) τpyq “ x,

δηλαδή η τ είναι επί. �
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Για τις μεταθέσεις σ και τ του προηγούμενου ϑεωρήματος, ισχύει ότι σ ˝ τ “ τ ˝σ “ IX , δηλαδή

η μία είναι αντίστροφη της άλλης.

Πράγματι, αν σpxq “ y (οπότε τpyq “ xq τότε είναι

pτ ˝ σqpxq “ τpσpxqq “ τpyq “ x, για κάθε x P X.

και

pσ ˝ τqpxq “ σpτpxqq “ σpyq “ x, για κάθε y P X.

Η μετάθεση τ του προηγούμενου ϑεωρήματος ονομάζεται αντίστροφη μετάθεση της μετάθεσης

σ P S pXq και συμβολίζεται με σ´1. Ισχύει δηλαδή ότι

σ´1pyq “ x ô σpxq “ y, για κάθε x, y, P X.

Παρατήρηση: Προφανώς, για την εύρεση της σ´1 αρκεί να εναλλάξουμε τις δύο γραμμές της.

Παράδειγμα:

Αν σ “
ˆ
1 2 3 4 5 6
2 5 3 1 6 4

˙
, τότε σ´1 “

ˆ
2 5 3 1 6 4
1 2 3 4 5 6

˙
, δηλαδή (γράφοντας τα στοιχεία

της πρώτης γραμμής σε αύξουσα σειρά) σ´1 “
ˆ
1 2 3 4 5 6
4 1 3 6 2 5

˙
.

Παρατήρηση: Αν σ, τ είναι μεταθέσεις του X τότε εύκολα προκύπτει ότι

pσ´1q´1 “ σ

και

pσ ˝ τq´1 “ τ´1 ˝ σ´1.

Πρόταση 5.3. ´Εστω X ένα μη κενό σύνολο και S pXq το σύνολο των μεταθέσεων του X. Η

αλγεβρική δομή pS pXq, ˝q είναι ομάδα.

Για κάθε σ P S pXq και n P N, ορίζουμε τη δύναμη σn επαγωγικά ως εξής:

σ0 “ IX και σn “ σ ˝ σn´1

Επιπλέον, ορίζουμε τη δύναμη σ´n ως εξής:

σ´n “ pσ´1qn.

Άμεσα προκύπτει ότι

pσ´1qn “ pσnq´1.

σn`m “ σn ˝ σm,

και

pσnqm “ σnm,

για κάθε n,m P Z.
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5.3 Τροχιές μιας μετάθεσης

´Εστω η μετάθεση σ P S pXq, για κάποιο μη κενό σύνολο X. Για κάθε a, b P X, ορίζουμε τη σχέση

‘‘„’’ στο X ως εξής:

a „ b ô υπάρχει n P Z τέτοιο ώστε b “ σnpaq.
Παράδειγμα: Για τη μετάθεση

σ “
ˆ
1 2 3 4 5 6 7 8
3 2 4 6 8 1 5 7

˙

έχουμε

σ3p1q “ σpσpσp1qqq “ σpσp3qq “ σp4q “ 6,

άρα 1 „ 6.
Επίσης,

σ1p2q “ 2,

άρα 2 „ 2.
Επίσης,

σ2p5q “ σpσp5qq “ σp8q “ 7,

άρα 5 „ 7, κ.τ.λ.
Για κάθε a, b, c P X, ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες:

1. Ανακλαστική: a „ a, αφού

σ0paq “ IXpaq “ a.

2. Συμμετρική: a „ b ñ b „ a, αφού

a „ b ñ b “ σnpaq
ñ σ´npbq “ σ´npσnpaqq
ñ σ´npbq “ σ0paq
ñ σ´npbq “ a ñ b „ a.

3. Μεταβατική: a „ b και b „ c ñ a „ c, αφού ϑα υπάρχουν n,m P Z με b “ σnpaq και

c “ σmpbq, οπότε

c “ σmpbq “ σmpσnpaqq “ σm`npaq,

δηλαδή, a „ c.

´Ετσι, η σχέση ‘‘„’’ είναι μια σχέση ισοδυναμίας, οπότε ορίζει μια διαμέριση του X.

Οι κλάσεις ισοδυναμίας που προκύπτουν ονομάζονται τροχιές της σ.

Παράδειγμα: Να βρεθούν οι τροχιές της

σ “
ˆ
1 2 3 4 5 6 7 8
3 8 6 7 4 1 5 2

˙
.

Ξεκινάμε με το 1 και έχουμε ότι σp1q “ 3, σp3q “ 6, σp6q “ 1, ή, σχηματικά:

1 Ñ 3 Ñ 6 Ñ 1,

επομένως 1 „ 3 „ 6, δηλαδή το σύνολο t1, 3, 6u είναι μια τροχιά της σ.
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Συνεχίζουμε ομοίως με ένα στοιχείο που δεν έχουμε χρησιμοποιήσει, για παράδειγμα το 2.

´Εχουμε ότι

2 Ñ 8 Ñ 2,

οπότε μια άλλη τροχιά της σ είναι το σύνολο t2, 8u.
Τέλος, ξεκινώντας από το 4, έχουμε ότι

4 Ñ 7 Ñ 5,

οπότε μια τρίτη τροχιά της σ είναι το σύνολο t4, 5, 7u.
´Ετσι, τελικά οι τροχιές της σ είναι οι

t1, 3, 6u, t2, 8u, t4, 5, 7u.

5.4 Κύκλοι

Μια μετάθεση ονομάζεται κύκλος αν και μόνο αν έχει το πολύ μία τροχιά με περισσότερα από

ένα στοιχεία. Το μήκος ενός κύκλου είναι το πλήθος των στοιχείων της μεγαλύτερης τροχιάς του.

´Εστω tai, σpaiq, σ2paiq, . . . , σkpaiqu, k ě 2, η τροχιά ενός κύκλου σ η οποία έχει περισσότερα από

ένα στοιχεία. Για λόγους απλότητας συμβολίζουμε συνήθως τον κύκλο σ με pai σpaiq σ2paiq ¨ ¨ ¨ σkpaiqq.
Οι εξωτερικές περενθέσεις στη γραφή αυτή ενός κύκλου είναι απαραίτητες, ώστε να μην προκα-

λείται σύγχυση με το συμβολισμό μιας μετάθεσης με μια γραμμή (όπου, όπως ήδη σημειώσαμε, δεν

μπαίνουν παρενθέσεις).

Παραδείγματα

1. Η μετάθεση

ˆ
1 2 3 4 5 6
1 4 6 3 5 2

˙
έχει τροχιές

t1u, t2, 3, 4, 6u, t5u,
άρα είναι κύκλος μήκους 4, τον οποίο συνήθως συμβολίζουμε με p2 4 3 6q. Προφανώς μπορο-

ύμε να ξεκινήσουμε από οποιοδήποτε στοιχείο σ jpaiq p j ď kq της τροχιάς και να συνεχίσουμε

διατηρώντας τη διάταξη, και μεταβαίνοντας στο ai μετά το σkpaiq. ´Ετσι, ο κύκλος p2 4 3 6q
μπορεί να γραφεί ισοδύναμα και ως p4 3 6 2q, ή p3 6 2 4q, ή p6 2 4 3q.

2. Η μετάθεση

ˆ
1 2 3 4 5
1 3 2 4 5

˙
έχει τροχιές

t1u, t2, 3u, t4u, t5u,
άρα είναι κύκλος μήκους 2, ο p2 3q.

3. Η μετάθεση

ˆ
1 2 3 4 5 6 7
3 7 2 1 6 4 5

˙
έχει τροχιά

t1, 3, 2, 7, 5, 6, 4u,
άρα είναι κύκλος μήκους 7, ο p1 3 2 7 5 6 7q.

4. Η μετάθεση σ P S 8 με

σ “
ˆ
1 2 3 4 5 6 7 8
3 8 6 7 4 1 5 2

˙
,

έχει, όπως είδαμε τρεις τροχιές, τις

t1, 3, 6u, t2, 8u, t4, 5, 7u,
οπότε δεν είναι κύκλος. Οι τροχιές αυτές αντιστοιχούν στους ακόλουθους κύκλους του S 8:

σ1 “ p1 3 6q, σ2 “ p2 8q, σ3 “ p4 5 7q.
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5. ´Εστω ο κύκλος p1 3 5 4q P S 5. Ο κύκλος αυτός είναι η μετάθεση

p1 3 5 4q “
ˆ
1 2 3 4 5
3 2 5 1 4

˙
.

Παρατηρήσεις:

1. Για m , n, οι κύκλοι pa1 a2 ¨ ¨ ¨ akq P S m και pa1 a2 ¨ ¨ ¨ akq P S n είναι διαφορετικοί, αφού

παριστάνουν μεταθέσεις με διαφορετικά πεδία ορισμού.

2. Μπορούμε να πολλαπλασιάζουμε κύκλους με τον ίδιο τρόπο όπως τις μεταθέσεις. Συχνά,

στον πολλαπλασιασμό κύκλων παραλείπουμε το σύμβολο ˝.

3. Το αποτέλεσμα του πολλαπλασιασμού δύο κύκλων δεν είναι απαραίτητα κύκλος.

Παράδειγμα: Για τους κύκλους σ “ p2 4q P S 6, τ “ p1 5 6q P S 6, δηλαδή για τις

σ “
ˆ
1 2 3 4 5 6
1 4 3 2 5 6

˙
, τ “

ˆ
1 2 3 4 5 6
5 2 3 4 6 1

˙

έχουμε

σ ˝ τ “
ˆ
1 2 3 4 5 6
5 4 3 2 6 1

˙
,

η οποία δεν είναι κύκλος, αφού οι τροχιές της είναι οι

t1, 5, 6u, t2, 4u, t3u.

Δύο κύκλοι ονομάζονται ξένοι όταν δεν έχουν κανένα κοινό στοιχείο.

Πρόταση 5.4. Κάθε μετάθεση σ ενός πεπερασμένου συνόλου είναι ένα γινόμενο ξένων κύκλων.

Παράδειγμα: Για τη μετάθεση

σ “
ˆ
1 2 3 4 5 6 7 8
3 8 6 7 4 1 5 2

˙

του παραδείγματος 4 μετά τον ορισμό του κύκλου, είναι

σ “ p1 3 6qp2 8qp4 7 5q.

Παρατήρηση: Ο πολλαπλασιασμός ξένων κύκλων είναι αντιμεταθετικός, άρα η διάταξη του γινο-

μένου δεν έχει σημασία. ´Ετσι, για παράδειγμα, για την προηγούμενη μετάθεση σ ισχύει επίσης

σ “ p2 8qp4 7 5qp1 3 6q.

Επιπλέον, αν σ “ σ1 ˝ σ2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ σr όπου σi, i P rrs είναι ξένοι ανά δύο κύκλοι, τότε για κάθε

k P Z ισχύει ότι

σk “ σk
1 ˝ σk

2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ σk
r .
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5.5 Άρτιες και περιττές μεταθέσεις

´Ενας κύκλος μήκους 2 ονομάζεται αντιμετάθεση.

Δηλαδή, μια αντιμετάθεση αφήνει όλα τα στοιχεία αμετάβλητα, εκτός από δύο, τα οποία απει-

κονίζει το ένα στο άλλο (δηλαδή τα αντιμεταθέτει).

Παράδειγμα: Οι μεταθέσεις

ˆ
1 2 3 4 5 6
1 5 3 4 2 6

˙
“ p2 5q και

ˆ
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 6 5

˙
“ p5 6q είναι

αντιμεταθέσεις, ενώ η

ˆ
1 2 3 4 5 6
1 4 3 2 6 5

˙
“ p2 4qp5 6q δεν είναι.

Πρόταση 5.5. Για κάθε αντιμετάθεση σ P S pXq, ισχύει ότι σ2 “ IpXq.

Απόδειξη. ´Εστω ότι σpakq “ ak, για κάθε k , i, j, και σpaiq “ a j, σpa jq “ ai. Τότε

σ2pakq “ σpσpakqq “ σpakq “ ak

σ2pa jq “ σpσpa jqq “ σpaiq “ a j

σ2paiq “ σpσpaiqq “ σpa jq “ ai

Άρα, σ2pamq “ am, για κάθε am P X, οπότε πράγματι είναι σ2 “ IX . �

Πρόταση 5.6. Ισχύει ότι

pa1 a2 ¨ ¨ ¨ an´1 anq “ pa1 anqpa1 an´1q ¨ ¨ ¨ pa1 a3qpa1 a2q
“ pan´1 anqpan´2 anq ¨ ¨ ¨ pa2 anqpa1 anq.

Πόρισμα 5.7. Κάθε μετάθεση ενός πεπερασμένου συνόλου που περιέχει τουλάχιστον 2 στοι-

χεία είναι ένα γινόμενο αντιμεταθέσεων.

Παράδειγμα: Η μετάθεση

ˆ
1 2 3 4 5 6
6 5 2 4 3 1

˙
είναι ίση με p1 6qp2 5 3q και άρα είναι ίση με

p1 6qp2 3qp2 5q

Παρατήρηση: Η αναπαράσταση μιας μετάθεσης ως γινόμενο αντιμεταθέσεων, δεν είναι μοναδική.

Για παράδειγμα, η μετάθεση

ˆ
1 2 3 4 5 6
6 5 2 4 3 1

˙
που, όπως είδαμε, γράφεται ως p1 6qp2 3qp2 5q,

μπορεί να γραφεί και ως p1 6qp5 3qp2 3q.
Το πλήθος των αντιμεταθέσεων που χρησιμοποιείται για τις αναπαραστάσεις της ίδιας μετάθε-

σης είναι πάντα άρτιο ή πάντα περιττό, όπως δείχνει η επόμενη πρόταση.

Πρόταση 5.8. Καμία μετάθεση δεν μπορεί να γραφτεί ως γινόμενο άρτιου πλήθους αντιμετα-

ϑέσεων και ως γινόμενο περιττού πλήθους αντιμεταθέσεων.

Μια μετάθεση ενός πεπερασμένου συνόλου ονομάζεται άρτια (αντίστοιχα περιττή) αν γράφεται

ως γινόμενο άρτιου (αντίστοιχα περιττού) πλήθους αντιμεταθέσεων.

Γράφουμε sgnpσq “ 1 ή εpσq “ 1 αν η σ είναι άρτια, ή sgnpσq “ ´1 ή εpσq “ ´1 αν η σ είναι

περιττή. Ο αριθμός sgnpσq ονομάζεται πρόσημο της μετάθεσης σ.

Παρατηρήσεις:
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• Αν οι σ, τ είναι άρτιες, τότε η σ ˝ τ είναι άρτια.

• Αν οι σ, τ είναι περιττές, τότε η σ ˝ τ είναι άρτια.

• Αν η σ είναι άρτια και η τ είναι περιττή, τότε η σ ˝ τ είναι περιττή.

• Αν η σ είναι άρτια, τότε η σ´1 είναι άρτια.

• Αν η σ είναι περιττή, τότε η σ´1 είναι περιττή.

´Εστω σ P S n. Το ζεύγος pi, jq P N2 είναι μια παράβαση (ή αντιστροφή) για τη σ, αν ισχύει ότι

i ă j ô σpiq ą σp jq.

Παράδειγμα: Για τη μετάθεση σ “
ˆ
1 2 3 4 5 6
2 4 1 6 3 5

˙
υπάρχουν 5 παραβάσεις, οι p1, 3q, p2, 3q,

p2, 5q, p4, 5q και p4, 6q, αφού

1 ă 3 ενώ σp1q “ 2 ą 1 “ σp3q,
2 ă 3 ενώ σp2q “ 4 ą 1 “ σp3q,
2 ă 5 ενώ σp2q “ 4 ą 3 “ σp5q,
4 ă 5 ενώ σp4q “ 6 ą 3 “ σp5q,
4 ă 6 ενώ σp4q “ 6 ą 5 “ σp6q.

Πρόταση 5.9. Οι μεταθέσεις σ και σ´1 έχουν τον ίδιο αριθμό παραβάσεων.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι αν pi, jq είναι μια παράβαση της σ, τότε pσp jq, σpiqq είναι μια

παράβαση της σ´1. Πράγματι, έστω pi, jq μια παράβαση της σ με i ă j. Τότε σp jq ă σpiq, ενώ
σ´1pσp jqq “ j ą i “ σ´1pσpiqq. Άρα, πράγματι pσp jq, σpiqq είναι μια παράβαση της σ´1. �

Πρόταση 5.10. Μια μετάθεση είναι άρτια αν και μόνο αν έχει άρτιο αριθμό παραβάσεων.

Πρόταση 5.11. Το πλήθος των άρτιων μεταθέσεων του S n είναι ίσο με το πλήθος των περιττών

μεταθέσεων του S n και ίσο με n!
2
.

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι υπάρχει μια αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση μεταξύ των άρτιων και των

περιττών μεταθέσεων του S n.

Πράγματι, σε κάθε μετάθεση σ P S n, αντιστοιχούμε τη μετάθεση π P S n με πp1q “ σp2q, πp2q “
σp1q και πpkq “ σpkq για κάθε k “ 3, 4, . . . , n. Η απεικόνιση αυτή είναι προφανώς αμφιμονοσήμαντη.

Αν σp1q ă σp2q ϑα έχουμε πp2q ă πp1q, (οπότε η π ϑα έχει μια παράβαση παραπάνω από τη σ)

και αν σp1q ą σp2q τότε πp2q ą πp1q, (οπότε η π ϑα έχει μια παράβαση λιγότερη από τη σq). Αρα,

αν η σ είναι άρτια (αντίστοιχα περιττή), η π ϑα είναι περιττή (αντίστοιχα άρτια).

Αφού τώρα το πλήθος των άρτιων είναι ίσο με το πλήθος των περιττών και το άθροισμά τους

(δηλαδή, το σύνολο των μεταθέσεων του S n) ισούται με n!, κάθε ένα από τα σύνολα τών άρτιων

και περιττών μεταθέσεων του S n ϑα έχει πλήθος ίσο με n!
2
. �
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5.6 Το 8–puzzle

´Ενα παιχνίδι αποτελείται από 8 αριθμημένα τετράγωνα που βρίσκονται μέσα στο επόμενο

3 ˆ 3 πλαίσιο

7 8

4 5 6

1 2 3

στο οποίο υπάρχει μια κενή ϑέση.

Δύο τετράγωνα ϑεωρούνται γειτονικά αν έχουν κοινή πλευρά.

Επιτρεπτή κίνηση στο παιχνίδι είναι κατάληψη της κενής ϑέσης από ένα γειτονικό της τε-

τράγωνο και μετακινησή του σ᾿ αυτή.

Δύο τοποθετήσεις ονομάζονται ισοδύναμες αν υπάρχει ακολουθία επιτρεπτών κινήσεων ώστε

να καταλήξουμε από την μια στην άλλη.

Σκοπός του παιχνιδιού είναι ξεκινώντας από οποιαδήποτε τοποθέτηση των τετραγώνων, χρησι-

μοποιώντας επιτρεπτές κινήσεις, να καταλήξουμε στην παραπάνω τοποθέτηση, η οποία ονομάζεται

τελική.

Παράδειγμα: Με την επόμενη ακολουθία επιτρεπτών κινήσεων επιτυγχάνεται ο σκοπός του παι-

χνιδιού στην περίπτωση όπου ξεκινάμε από την τοποθέτηση 1.

1 3 5

4 2

7 8 6

1 3

4 2 5

7 8 6

1 3

4 2 5

7 8 6

1 2 3

1 2 3

4 5

7 8 6

1 2 3

4 5

7 8 6

1 2 3

4 5 6

7 8

4 5 6

´Ενα ερώτημα που προκύπτει σ᾿ αυτό το παιχνίδι είναι αν από όλες τις δυνατές τοποθετήσεις

των 8 τετραγώνων μπορούμε να βρούμε μια ακολουθία επιτρεπτών κινήσεων που καταλήγουν στην

τελική τοποθέτηση.

Για παράδειγμα, υπάρχει ακολουθία επιτρεπτών κινήσεων που οδηγεί στην τελική τοποθέτηση

αν ξεκινήσουμε από την επόμενη τοποθέτηση:

1 2 3

4 5 6

8 7

Η απάντηση είναι αρνητική για τη συγκεκριμένη τοποθέτηση. Πράγματι, αν αριθμήσουμε τις

9 ϑέσεις του 3 ˆ 3 τετραγώνου γραμμή προς γραμμή από αριστερά προς τα δεξιά, τότε σε κάθε

τοποθέτηση των 8 τετραγώνων αντιστοιχεί μια μετάθεση σ του r9s όπου στη κενή ϑέση αντιστοιχεί

ο αριθμός 9.
´Ετσι, στις τοποθετήσεις
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1 3 5

4 2

7 8 6

1 3

4 2 5

7 8 6

1 3

4 2 5

7 8 6

1 2 3

1 2 3

4 5

7 8 6

1 2 3

4 5

7 8 6

1 2 3

4 5 6

7 8

4 5 6

αντιστοιχούν οι μεταθέσεις

135429786 139425786 193425786
1 2 3

123495786 123459786 123456789
4 5 6

ενώ, στην αρχική τοποθέτηση που εξετάζουμε αντιστοιχεί η μετάθεση 123456879.
´Εστω σ η μετάθεση που αντιστοιχεί σε μια τοποθέτηση των τετραγώνων.

Κάθε επιτρεπτή κίνηση στο παιχνίδι αντιστοιχεί σε μια αντιμετάθεση του 9 στη σ με κάποιο

αριθμό από 1 εως 8 (αρκεί τα αντίστοιχα τετράγωνα να είναι γειτονικά) ώστε να προκύψει μια νέα

μετάθεση τ.

´Εστω σ1, τ1 οι μεταθέσεις που προκύπτουν από τις σ, τ ‘‘σβήνοντας’’ το ψηφίο 9.
´Οπως μπορούμε να ελέγξουμε (άσκηση) σε κάθε μία από τις επιτρεπτές κινήσεις οι αριθμοί

των παραβάσεων των σ1 και τ1 είτε είναι ίσοι, είτε διαφέρουν κατά δύο. Επομένως, οι επιτρεπτές

κινήσεις διατηρούν την αρτιότητα της σ1.
Άρα, δεν μπορούμε ξεκινώντας από μια μετάθεση σ για την οποία η σ1 είναι περιττή και να

καταλήξουμε σε μια μετάθεση τ για την οποία η τ1 είναι άρτια.
Για τη μετάθεση σ “ 123456879, η σ1 “ 12345687 έχει 1 παράβαση, δηλαδή είναι περιττή, ενώ

για τη μετάθεση τ “ 123456789, η τ1 “ 12345678 έχει 0 παραβάσεις, δηλαδή είναι άρτια. Επομένως,

δεν υπάρχει τρόπος να λύσουμε το παιχνίδι ξεκινώντας από την τοποθέτηση 123456879.

Παρατήρηση: Η παραπάνω ιδέα μας λέει ότι αν οι μεταθέσεις σ1 και τ1 έχουν διαφορετική αρτι-

ότητα δεν μπορούμε να καταλήξουμε από τη σ στη τ. Στην περίπτωση όμως που οι σ, τ έχουν

την ίδια αρτιότητα δεν μας δίνει καμιά πληροφορία για το αν υπάρχει ή όχι λύση.

Αποδεικνύεται όμως ότι αν οι σ1 και τ1 έχουν την ίδια αρτιότητα, τότε υπάρχει ακολουθία

επιτρεπτών κινήσεων για να καταλήξουμε στην τ από την σ.

´Ετσι, υπάρχουν μόνο δύο μη ισοδύναμες τοποθετήσεις σ στο παιχνίδι: Οι τοποθετήσεις με σ1

άρτια μετάθεση και οι τοποθετήσεις με σ1 περιττή μετάθεση.
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5.7 Τάξη μιας μετάθεσης

Πρόταση 5.12. ´Εστω X ένα μη κενό πεπερασμένο σύνολο. Για κάθε σ P S pXq υπάρχει k P N˚

ώστε

σk “ IX.

Απόδειξη. Επειδή το σύνολο X είναι πεπερασμένο, έπεται ότι και το σύνολο S pXq είναι πεπερα-

σμένο. Επομένως, η ακολουθία

σ, σ2, σ3, . . .

του S pXq έχει πεπερασμένο πεδίο τιμών, δηλαδή περιέχει επαναλήψεις.

Άρα, υπάρχουν m, n P N˚ με m ă n ώστε

σm “ σn.

Επομένως, για k “ n ´ m P N˚ έχουμε ότι

σk “ σn´m “ σn ˝ σ´m

“ σn ˝ pσmq´1 “ σn ˝ pσnq´1 “ IX. �

Παρατήρηση: Προφανώς, ο αριθμός k της Πρότασης 5.12 δεν είναι μοναδικός, αφού και για n “ 2k

έχουμε σ2k “ pσkq2 “ pIXq2 “ IX , ομοίως για n “ 3k έχουμε σ3k “ IX , κ.ο.κ.

Ο ελάχιστος μη μηδενικός αριθμός k ώστε

σk “ IX.

ονομάζεται τάξη της μετάθεσης σ και συμβολίζεται με ordpσq.
Παράδειγμα: Για τη μετάθεση σ “

ˆ
1 2 3 4 5 6
5 4 3 2 6 1

˙
P S 6 έχουμε ότι

σ2 “ σ ˝ σ “
ˆ
1 2 3 4 5 6
6 2 3 4 1 5

˙

σ3 “ σ ˝ σ2 “
ˆ
1 2 3 4 5 6
1 4 3 2 5 6

˙

σ4 “ σ ˝ σ3 “
ˆ
1 2 3 4 5 6
5 2 3 4 6 1

˙

σ5 “ σ ˝ σ4 “
ˆ
1 2 3 4 5 6
6 4 3 2 1 5

˙

σ6 “ σ ˝ σ5 “
ˆ
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

˙
“ I6

άρα, η τάξη της σ ισούται με 6, δηλαδή ordpσq “ 6.
Στην επόμενη πρόταση δίνονται ορισμένες βασικές ιδιότητες της τάξης μιας μετάθεσης.

Πρόταση 5.13. ´Εστω X ένα μη κενό πεπερασμένο σύνολο και σ P S pXq.

(i) Αν ordpσq “ k, τότε για κάθε m, n P rks με m , n ισχύει ότι σm
, σn.

(ii) Αν ordpσq “ k, τότε για κάθε m P rks ισχύει ότι ordpσmq | k.

(iii) Αν σ είναι κύκλος μήκους k, τότε ordpσq “ k.
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(iv) Αν σ είναι γινόμενο r ξένων κύκλων με μήκη k1, k2, . . . , kr αντίστοιχα, τότε η τάξη της σ

είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των k1, k2, . . . , kr.

Απόδειξη.

(i) ´Εστω ότι υπάρχουν m, n P rks με m ă n και σm “ σn.

Τότε, για r “ n ´ m με 0 ă r ă k έχουμε ότι

σr “ σn´m “ σn ˝ σ´m “ σn ˝ pσmq´1 “ σn ˝ pσnq´1 “ IX

το οποίο είναι άτοπο.

(ii) ´Εστω ότι ordpσmq “ λ. Αν k “ πλ ` υ, όπου π, υ P N με 0 ď υ ă λ τότε

pσmqk “ pσkqm “ pIXqm “ IX.

Επιπλέον,

pσmqk “ pσmqπλ`υ

“ ppσmqλqπ ˝ pσmqυ
“ pIXqπ ˝ pσmqυ
“ IX ˝ pσmqυ “ pσmqυ

Επομένως,

pσmqυ “ IX

το οποίο μπορεί να συμβαίνει μόνο αν υ “ 0. Άρα k “ πλ, δηλαδή λ | k, δηλαδή ordpσmq | k.

(iii) Άσκηση.

(iv) ´Εστω σ “ σ1 ˝ σ2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ σr όπου σ1, σ2, . . ., σr ξένοι ανά δύο κύκλοι μήκους k1, k2, . . ., kr

αντίστοιχα.

Αρχικά, ϑα δείξουμε ότι σk “ IX όπου k οποιοδήποτε κοινό πολλαπλάσιο των k1, k2, . . . , kr.

Πράγματι, έστω k “ b1k1 “ b2k2 “ ¨ ¨ ¨ “ brkr.

Ισχύει ότι

σk “ σk
1 ˝ σk

2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ σk
r

“ σ
b1k1
1

˝ σb2k2
2

˝ ¨ ¨ ¨ ˝ σbrkr

r

“ pσk1
1

qb1 ˝ pσk2
2

qb2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ pσkr

r qbr

“ pIXqb1 ˝ pIXqb2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ pIXqbr “ IX.

Τέλος, ϑα δείξουμε ότι η τάξη της σ είναι κοινό πολλαπλάσιο των k1, k2, . . ., kr. ´Εστω

ordpσq “ λ τότε ϑα δείξουμε ότι ki | λ, για κάθε i P rrs.
Πράγματι, έστω λ “ πiki ` υi, όπου πi, υi P N με 0 ď υi ă ki για κάθε i P rrs.
Τότε έχουμε ότι

IX “ σλ

“ σλ
1 ˝ σλ

2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ σλ
r

“ σ
π1k1`υ1
1

˝ σπ2k2`υ2
2

˝ ¨ ¨ ¨ ˝ σπrkr`υr

r

“ pσk1
1

qπ1 ˝ pσ1qυ1 ˝ pσk2
2

qπ2 ˝ pσ2qυ2 ¨ ¨ ¨ pσkr
r qπr ˝ pσrqυr

“ pIXqπ1 ˝ pσ1qυ1 ˝ pIXqπ2 ˝ pσ2qυ2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ pIXqπr ˝ pσrqυr

“ pσ1qυ1 ˝ pσ2qυ2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ pσrqυr
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Επειδή οι κύκλοι pσiqυi , i P rrs, είναι ανά δύο ξένοι (γιατί;) έπεται ότι pσiqυi “ IX , για κάθε

i P rrs (γιατί;), άρα υi “ 0 για κάθε i P rrs, δηλαδή λ είναι πολλαπλάσιο των k1, k2, . . . , kr.

Άρα, ordpσq είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των k1, k2, . . . , kr. �

Παράδειγμα: Απο την προηγούμενη πρόταση προκύπτει αφού σ “
ˆ
1 2 3 4 5 6
5 4 3 2 6 1

˙
“ p156qp24qp3q

έπεται ότι ordpσq “ ε.κ.π.p3, 2, 1q “ 6.
Παρατήρηση: Με τη βοήθεια της Πρότασης 5.13 μπορούν να υπολογισθούν εύκολα όλες οι δυνατές

τιμές των τάξεων των μεταθέσεων του S n.

Παράδειγμα: Κάθε σ P S 7 γράφεται ως γινόμενο ξένων κύκλων με μήκη (σε φθίνουσα σειρά)

7 6, 1 5, 2 5, 1, 1

4, 3 4, 2, 1 4, 1, 1, 1

3, 3, 1 3, 2, 2 3, 2, 1, 1 3, 1, 1, 1, 1

2, 2, 2, 1 2, 2, 1, 1, 1 2, 1, 1, 1, 1, 1

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1

Επομένως, οι δυνατές τάξεις των 7! “ 5040 μεταθέσεων του S 7 είναι 12, 10, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1.

5.8 Μεταθέσεις και κώδικες ανίχνευσης σφαλμάτων

´Εστω ένα κανονικό πεντάγωνο στο επίπεδο στις κορυφές του οποίου έχουν τοποθετηθεί ως

ετικέτες οι αριθμοί 1, 2, 3, 4, 5.

34

5

1

2

Αν περιστρέψουμε το πεντάγωνο ως προς το κέντρο του κατά ακέραιο πολλαπλάσιο της γωνίας

2π{5 τότε τα σημεία των κορυφών του ϑα συμπίπτουν με τα σημεία των κορυφών του πριν την

περιστροφή, αλλά οι ετικέτες τους μπορεί να αλλάζουν.

Για παράδειγμα, με περιστροφή κατά τη φορά των δεικτών του ρολογιού κατά γωνία 6π{5 το

πεντάγωνο που ϑα προκύψει ϑα είναι το ακόλουθο:

51

2

3

4

Επιπλέον, αν ϑεωρήσουμε τις ανακλάσεις ως προς τις διχοτόμους κάθε μιας από τις 5 γω-

νίες, τότε τα σημεία των κορυφών του ϑα συμπίπτουν με τα σημεία των κορυφών του πριν την

ανάκλαση, αλλά οι ετικέτες τους ϑα αλλάξουν.

Για παράδειγμα, με ανάκλαση ως προς τη διχοτόμο της γωνίας με ετικέτα 3 το πεντάγωνο που

ϑα προκύψει ϑα είναι το ακόλουθο:
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32

1

5

4

Οι παραπάνω μετασχηματισμοί μπορούν περιγραφούν από τις μεταθέσεις των ετικετών των

κορυφών.

Για παράδειγμα, η ανάκλαση ως προς τη διχοτόμο της γωνίας με ετικέτα 3 αντιστοιχεί στην

μετάθεση

ˆ
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1

˙
“ 54321

34

5

1

2

32

1

5

4

Η ετικέτα 1 μεταφέρεται στη ϑέση της ετικέτας 5.

Η ετικέτα 2 μεταφέρεται στη ϑέση της ετικέτας 4.

Η ετικέτα 3 μεταφέρεται στη ϑέση της ετικέτας 3.

Η ετικέτα 4 μεταφέρεται στη ϑέση της ετικέτας 2.

Η ετικέτα 5 μεταφέρεται στη ϑέση της ετικέτας 1.

32

1

5

4

34

5

1

2

Υπάρχουν 10 διαφορετικές μεταθέσεις των ετικετών του πενταγώνου (5 με στροφή γύρω από το

κέντρο του και 5 με ανάκλαση ως προς τις διχοτόμους των 5 κορυφών του).

σ0 “
ˆ
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

˙
σ1 “

ˆ
1 2 3 4 5
2 3 4 5 1

˙

σ2 “
ˆ
1 2 3 4 5
3 4 5 1 2

˙
σ3 “

ˆ
1 2 3 4 5
4 5 1 2 3

˙

σ4 “
ˆ
1 2 3 4 5
5 1 2 3 4

˙
σ5 “

ˆ
1 2 3 4 5
1 5 4 3 2

˙

σ6 “
ˆ
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1

˙
σ7 “

ˆ
1 2 3 4 5
4 3 2 1 5

˙

σ8 “
ˆ
1 2 3 4 5
3 2 1 5 4

˙
σ9 “

ˆ
1 2 3 4 5
2 1 5 4 3

˙

Οι μεταθέσεις αυτές ονομάζονται συμμετρίες του κανονικού πενταγώνου.

Εύκολα προκύπτει ότι η σύνθεση δύο οποιονδήποτε από τις παραπάνω 10 μεταθέσεις είναι

επίσης μια από αυτές τις 10 μεταθέσεις.

Οι 10 συμμετρίες του κανονικού πενταγώνου
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34

5

1

2

34

5

1

2

σ0 “ 12345

23

4

5

1

34

5

1

2

12

3

4

5

34

5

1

2

51

2

3

4

34

5

1

2

σ1 “ 23451 σ2 “ 34512 σ3 “ 45123

45

1

2

3

34

5

1

2

43

2

1

5

34

5

1

2

15

4

3

2

34

5

1

2

σ4 “ 51234 σ5 “ 15432 σ8 “ 32154

32

1

5

4

34

5

1

2

54

3

2

1

34

5

1

2

21

5

4

3

34

5

1

2

σ6 “ 54321 σ9 “ 21543 σ7 “ 43215

Στον επόμενο πίνακα δίνονται οι συνθέσεις των συμμετριών του πενταγώνου για κάθε ζεύγος

μεταθέσεων.

˝ σ0 σ1 σ2 σ3 σ4 σ5 σ6 σ7 σ8 σ9

σ0 σ0 σ1 σ2 σ3 σ4 σ5 σ6 σ7 σ8 σ9

σ1 σ1 σ2 σ3 σ4 σ0 σ6 σ7 σ8 σ9 σ5

σ2 σ2 σ3 σ4 σ0 σ1 σ7 σ8 σ9 σ5 σ6

σ3 σ3 σ4 σ0 σ1 σ2 σ8 σ9 σ5 σ6 σ7

σ4 σ4 σ0 σ1 σ2 σ3 σ9 σ5 σ6 σ7 σ8

σ5 σ5 σ9 σ8 σ7 σ6 σ0 σ4 σ3 σ2 σ1

σ6 σ6 σ5 σ9 σ8 σ7 σ1 σ0 σ4 σ3 σ2

σ7 σ7 σ6 σ5 σ9 σ8 σ2 σ1 σ0 σ4 σ3

σ8 σ8 σ7 σ6 σ5 σ9 σ3 σ2 σ1 σ0 σ4

σ9 σ9 σ8 σ7 σ6 σ5 σ4 σ3 σ2 σ1 σ0

Για παράδειγμα σ6 ˝ σ3 “ σ9 και σ3 ˝ σ6 “ σ8.

Πράγματι,

σ6 ˝ σ3 “
ˆ
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1

˙
˝
ˆ
1 2 3 4 5
4 5 1 2 3

˙
“
ˆ
1 2 3 4 5
2 1 5 4 3

˙
“ σ9

144



σ3 ˝ σ6 “
ˆ
1 2 3 4 5
4 5 1 2 3

˙
˝
ˆ
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1

˙
“
ˆ
1 2 3 4 5
3 2 1 5 4

˙
“ σ8

5.8.1 Ο αλγόριθμος του Verhoeff

Είναι γνωστό ότι σε κάθε βιβλίο αντιστοιχεί ένας μοναδικός κωδικός αριθμός ο οποίος ονομάζε-

ται ISBN και αποτελείται από τα ψηφία 0, 1, 2, . . . , 9 καθώς και από το γράμμα X. Αντίστοιχοι

κωδικοί υπάρχουν για εμπορικά προϊόντα, καθώς και σε μητρώα οργανισμών και δημόσιων υπηρε-

σιών όπως για παράδειγμα ο αριθμός ΑΦΜ.

Σε κάθε περίπτωση, οι κωδικοί αυτοί έχουν εκτός των άλλων και ένα ψηφίο το οποίο ονομάζε-

ται ψηφίο ελέγχου και χρησιμοποιείται για την ανίχνευση τυχόν σφαλμάτων.

Για παράδειγμα, στα βιβλία χρησιμοποιούνται 10-ψήφιοι κωδικοί a1a2a3a4a5a6a7a8a9a10. Το ψη-

φίο ελέγχου είναι το a10 και καθορίζεται από τα υπόλοιπα 9 ώστε να ισχύει η εξίσωση

10a1 ` 9a2 ` 8a3 ` 7a4 ` 6a5 ` 5a6 ` 4a7 ` 3a8 ` 2a9 ` a10 “ 0 pmod 11q
Επειδή, χρησιμοποιούμε τα υπόλοιπα της διαίρεσης με το 11 ενδέχεται το a10 να πρέπει να ισούται

με 10. Σ´ αυτή την περίπτωση χρησιμοποιείται το γράμμα X.

Στην περίπτωση όπου συμβεί μία ακριβώς αλλαγή σε κάποιο από τα ψηφία αυτά ή συμβεί

μια ακριβώς αντιμετάθεση δύο γειτονικών ψηφίων αποδεικνύεται ότι η παραπάνω εξίσωση δεν ϑα

επαληθεύεται και μ᾿ αυτό τον τρόπο ανιχνεύεται η ύπαρξη σφάλματος.

Το μειονέκτημα του παραπάνω τρόπου είναι ότι ισχύει μόνο για λέξεις που έχουν μήκος 10 και

επιπλέον είναι υποχρεωτικό να χρησιμοποιηθεί εκτός των 10 ψηφίων και το γράμμα X.

Το 1969 ο J. Verhoeff δημοσίευσε μια μέθοδο κατασκευής ψηφίων ελέγχου για κώδικες οσο-

δήποτε μήκους με την ιδιότητα να ανιχνεύουν οποιαδήποτε αλλαγή ενός ψηφίου ή οποιαδήποτε

αντιμετάθεση ενός ζεύγους γειτονικών ψηφίων και επιπλέον να χρησιμοποιούν μόνο τα ψηφία

t0, 1, 2, . . . , 9u.
Ο αλγόριθμός του χρησιμοποιεί τις συμμετρίες του κανονικού n-γώνου. Για κώδικες με ψηφία

t0, 1, 2, . . . , 9u χρησιμοποιούνται οι 10 συμμετρίες του κανονικού πενταγώνου.

Σε κάθε ένα από τα ψηφία t0, 1, 2, . . . , 9u αντιστοιχούμε μια από τις 10 μεταθέσεις των συμμε-

τριών του κανονικού πενταγώνου.

Για παράδειγμα, ας ϑεωρήσουμε την αντιστοιχία
0 ÝÑ σ0 1 ÝÑ σ1 2 ÝÑ σ3 3 ÝÑ σ3 4 ÝÑ σ4

5 ÝÑ σ5 6 ÝÑ σ6 7 ÝÑ σ7 8 ÝÑ σ8 9 ÝÑ σ9

Χρησιμοποιώντας αυτή την αντιστοιχία μπορούμε να ταυτίζουμε τα ψηφία και τις αντίστοιχες

μεταθέσεις.

Επιπλέον, η μέθοδός του χρησιμοποιεί μια ειδική μετάθεση σ : t0, 1, 2, . . . , 9u Ñ t0, 1, 2, . . . , 9u,
οι ιδιότητες της οποίας ϑα φανούν παρακάτω.

Εδώ ϑα χρησιμοποιήσουμε τη μετάθεση

σ “ p0, 1, 5, 8, 9, 4, 2, 7qp3, 6q.
´Εστω ότι ϑέλουμε να βρούμε ένα ψηφίο ελέγχου για την ακολουθία a1a2a3 ¨ ¨ ¨ an. Θα υπολο-

γίσουμε το ψηφίο an`1 έτσι ώστε

σpa1q ˝ σ2pa2q ˝ σ3pa3q ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ σnpanq ˝ an`1 “ 0 (5.1)

όπου η πράξη της σύνθεσης αναφέρεται στη σύνθεση των μεταθέσεων των συμμετριών του κανο-

νικού πενταγώνου.

Χρησιμοποιώντας την ταύτιση των μεταθέσεων και των αντίστοιχων ψηφίων ο πίνακας των

συνθέσεων μπορεί να γραφεί ως εξής:
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˝ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 2 3 4 0 6 7 8 9 5

2 2 3 4 0 1 7 8 9 5 6

3 3 4 0 1 2 8 9 5 6 7

4 4 0 1 2 3 9 5 6 7 8

5 5 9 8 7 6 0 4 3 2 1

6 6 5 9 8 7 1 0 4 3 2

7 7 6 5 9 8 2 1 0 4 3

8 8 7 6 5 9 3 2 1 0 4

9 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Για παράδειγμα, το ψηφίο ελέγχου a6 που αντιστοιχεί στην ακολουθία a1a2a3a4a5 “ 53121 είναι

το εξής

σpa1q ˝ σ2pa2q ˝ σ3pa3q ˝ σ4pa4q ˝ σ5pa5q ˝ a6 “ 0 ô
σp5q ˝ σ2p3q ˝ σ3p1q ˝ σ4p2q ˝ σ5p1q ˝ a6 “ 0 ô

8 ˝ 3 ˝ 9 ˝ 5 ˝ 2 ˝ a6 “ 0 ô
6 ˝ 9 ˝ 5 ˝ 2 ˝ a6 “ 0 ô

3 ˝ 5 ˝ 2 ˝ a6 “ 0 ô
7 ˝ 2 ˝ a6 “ 0 ô

9 ˝ a6 “ 0 ô
a6 “ 9

Άρα, ο κωδικός με ψηφίο ελέγχου είναι η ακολουθία 531219.
Αν συμβεί οποιαδήποτε αλλαγή σε ένα ψηφίο της ακολουθίας ή αν γίνει οποιαδήποτε αλλαγή

σε ένα ζεύγος διαδοχικών ψηφίων της, τότε δεν ϑα ισχύει η εξίσωση (5.1). (Άσκηση)

Στην επόμενη πρόταση δίνονται οι ιδιότητες που ικανοποιούν οι μεταθέσεις των συμμετριών

του κανονικού πενταγώνου και η ειδική μετάθεση σ.

Πρόταση 5.14. Για κάθε a, b P t0, 1, 2, . . . , 9u με a , b και για σ “ p0, 1, 5, 8, 9, 4, 2, 7qp3, 6q ισχύει
ότι

(i) σ jpaq , σ jpbq για κάθε j P N˚.

(ii) a ˝ σpbq , b ˝ σpaq

(iii) σ jpaq ˝ σ j`1pbq , σ jpbq ˝ σ j`1paq για κάθε j P N.

Παρατηρήσεις:

(i) Η απόδειξη της ιδιότητας piq είναι άμεση, διότι η μετάθεση είναι αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση.

Η απόδειξη της ιδιότητας piiq γίνεται με έλεγχο όλων των περιπτώσεων. Η επιλογή της σ

γίνεται ώστε να έχει την ιδιότητα piiq. Η ιδιότητα piiiq είναι συνέπεια της piiq.

(ii) Από την ιδιότητα piq προκύπτει ότι αν συμβεί ακριβώς μια αλλαγή στα ψηφία του κώδικα

δεν ϑα επαληθεύεται η εξίσωση (5.1).

(iii) Από την ιδιότητα piiiq προκύπτει ότι αν συμβεί ακριβώς μια αντιμετάθεση δύο γειτονικών

ψηφίων του κώδικα επίσης δεν ϑα επαληθεύεται η εξίσωση (5.1).
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5.9 Συμπληρωματικές λυμένες ασκήσεις

Άσκηση 5.1. Να γραφούν ως γινόμενο ξένων κύκλων οι παρακάτω μεταθέσεις:

i) µ1 “
ˆ
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
7 2 4 3 1 6 8 5 10 9

˙

ii) µ2 “ p1258qp6854qp358qp7185q P S 8

Λύση.

i) µ1 “ p1785qp34qp910q
Πράγματι, υπολογίζοντας επαναληπτικά για κάθε στοιχείο του r10s την εικόνα του μέσω της

µ1 προκύπτουν οι (προσανατολισμένες) τροχιές που αποτελούν τους κύκλους της µ1

Για να ξεκινήσουμε επιλέγουμε οποιοδήποτε στοιχείο του r10s. Εδώ ξεκινάμε από το 1 και

βρίσκουμε την τροχιά

1
µ1Ñ 7

µ1Ñ 8
µ1Ñ 5

µ1Ñ 1

Επειδή η τροχιά του 1 δεν περιέχει όλα τα στοιχεία του r10s επιλέγουμε οποιοδήποτε στοιχείο

του r10s που δεν περιέχεται στην τροχιά του 1. Εδώ επιλέγουμε το 3 και βρίσκουμε την τροχιά

3
µ1Ñ 4

µ1Ñ 3

Επειδή οι τροχιές του 1 και 3 δεν περιέχουν όλα τα στοιχεία του r10s επιλέγουμε κάποιο

στοιχείο που δεν περιέχεται σ᾿ αυτές. Εδώ επιλέγουμε το 10 και βρίσκουμε την τροχιά

10
µ1Ñ 9

µ1Ñ 10.

Οι τρεις παραπάνω τροχιές περιέχουν όλα τα στοιχεία του r10s και η μετάθεση µ1 γράφεται

ως γινόμενο των τριών ξένων κύκλων που ορίζονται από τις τροχιές αυτές.

ii) Εδώ έχουμε μια μετάθεση του S 8 η οποία είναι γινόμενο τεσσάρων (όχι ξένων) κύκλων. ´Οπως

και στο πρώτο ερώτημα ξεκινάμε από οποιαδήποτε στοιχείο του r8s. Εδώ διαλέγουμε το 1.

Το 1 μέσω του τέταρτου κύκλου απεικονίζεται στο 8, το 8 μέσω του τρίτου κύκλου απει-

κονίζεται στο 3, το 3 μέσω του 2 κύκλου απεικονίζεται στο 3 και το 3 μέσω του πρώτου

κύκλου απεικονίζεται στο 3, άρα

1
µ2Ñ 3

µ2Ñ?.

Συνεχίζουμε με το 3: Το 3 μέσω του τέταρτου κύκλου απεικονίζεται στο 3, το 3 μέσω του

τρίτου κύκλου απεικονίζεται στο 5, το 5 μέσω του δεύτερου κύκλου απεικονίζεται στο 4, το
4 μέσω του πρώτου κύκλου απεικονίζεται στο 4, άρα

1
µ2Ñ 3

µ2Ñ 4
µ2Ñ?.

Συνεχίζουμε με το 4: Το 4 μέσω του τέταρτου κύκλου απεικονίζεται στο 4, το 4 μέσω του

τρίτου κύκλου απεικονίζεται στο 4, το 4 μέσω του δεύτερου κύκλου απεικονίζεται στο 6, το
6 μέσω του πρώτου κύκλου απεικονίζεται στο 6, άρα

1
µ2Ñ 3

µ2Ñ 4
µ2Ñ 6

µ2Ñ?.

Συνεχίζουμε με το 6: Το 6 μέσω του τέταρτου κύκλου απεικονίζεται στο 6, το 6 μέσω του

τρίτου κύκλου απεικονίζεται στο 6, το 6 μέσω του δεύτερου κύκλου απεικονίζεται στο 8, το
8 μέσω του πρώτου κύκλου απεικονίζεται στο 1, άρα η τροχιά του 1 είναι η

1
µ2Ñ 3

µ2Ñ 4
µ2Ñ 6

µ2Ñ 1.
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Επειδή η τροχιά του 1 δεν περιέχει όλα τα στοιχεία του r8s, όπως και στο πρώτο ερώτημα,

διαλέγουμε κάποιο από τα υπόλοιπα στοιχεία του r8s. Εδώ διαλέγουμε το 2: Το 2 μέσω του

τέταρτου κύκλου απεικονίζεται στο 2, το 2 μέσω του τρίτου κύκλου απεικονίζεται στο 2, το 2
μέσω του δεύτερου κύκλου απεικονίζεται στο 2, το 2 μέσω του πρώτου κύκλου απεικονίζεται

στο 5, άρα

2
µ2Ñ 5

µ2Ñ?.

Συνεχίζουμε με το 5: Το 5 μέσω του τέταρτου κύκλου απεικονίζεται στο 7, το 7 μέσω του

τρίτου κύκλου απεικονίζεται στο 7, το 7 μέσω του δεύτερου κύκλου απεικονίζεται στο 7, το
7 μέσω του πρώτου κύκλου απεικονίζεται στο 7, άρα

2
µ2Ñ 5

µ2Ñ 7
µ2Ñ?.

Συνεχίζουμε με το 7: Το 7 μέσω του τέταρτου κύκλου απεικονίζεται στο 1, το 1 μέσω του

τρίτου κύκλου απεικονίζεται στο 1, το 1 μέσω του δεύτερου κύκλου απεικονίζεται στο 1, το
1 μέσω του πρώτου κύκλου απεικονίζεται στο 2, άρα η τροχιά του 2 είναι η

2
µ2Ñ 5

µ2Ñ 7
µ2Ñ 2.

Επειδή οι τροχιές των 1 και 2 δεν περιέχουν όλα τα στοιχεία του r8], όπως και στο πρώτο

ερώτημα, διαλέγουμε κάποιο από τα υπόλοιπα στοιχεία του r8s. Εδώ υποχρεωτικά διαλέγουμε

το 8: Το 8 μέσω του τέταρτου κύκλου απεικονίζεται στο 5, το 5 μέσω του τρίτου κύκλου

απεικονίζεται στο 8, το 8 μέσω του δεύτερου κύκλου απεικονίζεται στο 5, το 5 μέσω του

πρώτου κύκλου απεικονίζεται στο 8, άρα η τροχιά του 8 είναι η

8
µ2Ñ 8.

Οι τρεις παραπάνω τροχιές περιέχουν όλα τα στοιχεία του r8s και η μετάθεση µ2 γράφεται

ως γινόμενο των τριών ξένων κύκλων που ορίζονται από τις τροχιές αυτές:

µ2 “ p1346qp257qp8q
Συνήθως παραλείπουμε τις τροχιές μήκους 1 και γράφουμε

µ2 “ p1346qp257q.

�

Άσκηση 5.2. Να εκφραστούν ως γινόμενο αντιμεταθέσεων και να βρεθεί η αρτιότητα των πα-

ρακάτω μεταθέσεων:

i) µ1 “
ˆ
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
7 2 4 3 1 6 8 5 10 9

˙

ii) µ2 “ p1258qp6854qp358qp7185q P S 8

Λύση.

i) Από την προηγούμενη άσκηση προκύπτει ότι µ1 “ p1785qp34qp910q, οπότε η µ1 γράφεται ως

γινόμενο των παρακάτω 5 αντιμεταθέσεων µ1 “ p15qp18qp17qp34qp910q, επομένως είναι περιττή.

ii) Η µ2 “ p1258qp6854qp358qp7185q γράφεται ως γινόμενο των παρακάτω 11 αντιμεταθέσεων

µ2 “ p18qp15qp12qp64qp65qp68qp38qp35qp75qp78qp71q επομένως είναι περιττή.

�
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5.10 Ασκήσεις προς επίλυση

1. ´Εστω οι μεταθέσεις του S 6:

σ “
ˆ
1 2 3 4 5 6
2 4 1 6 5 3

˙
, τ “

`
2 3 5

˘

ρ “
`
1 6

˘
˝
`
1 5

˘
˝
`
1 3

˘
,

µ “
ˆ
1 2 3 4 5 6
3 4 1 6 5 2

˙

(i) Να βρεθούν οι σ´1, τ´1, σ ˝ τ, ρ ˝ σ,
ρ ˝ σ ˝ τ.

(ii) Να βρεθούν τα σp5q, σ´1p5q, τp5q, ρp5q,
pρ ˝ σqp2q, pτ´1 ˝ ρqp3q

(iii) Να γραφούν οι σ, τ, ρ, µ ως γινόμενα

ξένων κύκλων.

(iv) Να γραφούν οι σ, τ, ρ, µ ως σύνθεση

αντιμεταθέσεων.

(v) Να βρεθεί ποιες από τις σ, τ, ρ και µ

είναι άρτιες και ποιες περιττές.

(vi) Να βρεθεί ο αριθμός των παραβάσεων

των σ, τ, ρ και µ´1.

2. Να βρεθεί αν είναι άρτια ή περιττή η με-

τάθεση

σ “
ˆ
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
3 2 7 6 9 12 1 11 4 8 10 5

˙
.

Επίσης να βρεθούν οι σ ˝ σ, σ´1 και το

σpσpσp5qqq.

3. Να γραφούν οι επόμενες μεταθέσεις του S 6

ως γινόμενο ξένων κύκλων και ως σύνθεση

αντιμεταθέσεων.

(i) p1234qp513q.
(ii) p13526qp53qp46215q.
(iii) p13qp12qp32qp143q.

4. Να βρεθεί η τάξη των παρακάτω μεταθέσε-

ων:

(i) σ1 “ p23q.
(ii) σ2 “ p234q.
(iii) σ3 “ p23467q.
(iv) σ4 “ p124qp357q.
(v) σ5 “ p124qp3567q.

(vi) σ6 “ p124qp35q.
(vii) σ7 “ p124qp357896q.
(viii) σ8 “ p1235qp24567q.
(ix) σ9 “ p345qp245q.

(x) σ10 “
ˆ
1 2 3 4 5 6
2 1 5 4 6 3

˙
.

Ποιες από αυτές είναι άρτιες και ποιες πε-

ριττές; Να βρεθεί η σ100
i

για i “ 1, 2, . . . , 10.

5. Να βρεθεί η τάξη μιας μετάθεσης που είναι

γινόμενο δύο ξένων κύκλων μήκους 4 και 6
αντίστοιχα.

6. Να βρεθεί η τάξη μιας μετάθεσης που είναι

γινόμενο δύο ξένων κύκλων μήκους 444 και

703 αντίστοιχα.

7. ´Εστω σ : X Ñ X με σpσpxqq “ x για κάθε

x P X. Να δειχθεί ότι η σ είναι μετάθεση

των στοιχείων του X.

8. ´Εστω X πεπερασμένο σύνολο και σ : X Ñ
X. Να δειχθεί ότι αν η σ είναι 1-1, τότε

είναι και επί του X. Επίσης, να δειχθεί ότι

αν η σ είναι επί του X, τότε είναι και 1-1.

9. Να βρεθεί μια αναλογία μεταξύ της σύνθε-

σης αρτίων-περιττών μεταθέσεων και του

προσήμου μιας μετάθεσης.

10. Να βρεθεί ο αριθμός των μεταθέσεων του

S 7 με τάξη 3.

11. ´Εστω σ, τ P S n.

(i) Να εξετασθεί αν η μετάθεση σ´1˝τ´1˝
σ ˝ τ είναι άρτια ή περιττή.

(ii) Να δειχθεί ότι οι μεταθέσεις σ˝τ˝σ´1

και τ είναι ή και οι δύο άρτιες ή και

οι δύο περιττές.

12. Να δειχθεί ότι μια μετάθεση περιττής τάξης

είναι άρτια μετάθεση.

13. Να δοθεί ένα παράδειγμα μετάθεσης άρτιας

τάξης η οποία είναι άρτια μετάθεση και ένα

παράδειγμα μετάθεσης άρτιας τάξης η οπο-

ία είναι περιττή μετάθεση.

14. Να βρεθούν όλες οι δυνατές τιμές τάξης

των μεταθέσεων του S 8 και S 9.

149



15. Δίδεται η μετάθεση σ “ pq

16. Να βρεθεί το ψηφίο ελέγχου για τις ακο-

λουθίες 12345, 1221231 και 999333 χρησι-

μοποιώντας τον αλγόριθμο του Verhoeff.

17. ´Ενα αυτόματο μηχάνημα ανακατέματος των

52 φύλλων της τράπουλας εκτελεί την ε-

πόμενη διαδικασία: Αρχικά χωρίζει (‘‘κόβει’’)

την τράπουλα σε δύο ίσα μέρη: το πάνω

και το κάτω μέρος. Στη συνέχεια ξανασχη-

ματίζει την τράπουλα χρησιμοποιώντας ε-

ναλλάξ ένα φύλλο από το κάθε μέρος, αρ-

χίζοντας από το κάτω μέρος. ´Ετσι, για

παράδειγμα αν η τράπουλα είχε 10 φύλ-

λα με τη σειρά 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
10. Το μηχάνημα αρχικά ϑα δημιουργούσε

δύο σωρούς 5 φύλλων: Το πάνω μέρος ϑα

αποτελούνταν από τα φύλλα 1, 2, 3, 4,
5 και το κάτω μέρος από τα φύλλα 6, 7,
8, 9, 10. Στη συνέχεια ϑα ξανασχημάτι-

ζε την τράπουλα χρησιμοποιώντας εναλλάξ

ένα φύλλο από κάθε μέρος και τελικά τα

φύλλα ϑα είχαν την εξής σειρά: 6, 1, 7, 2,
8, 3, 9, 4, 10, 5.

i) Να βρεθεί πόσες φορές πρέπει να χρη-

σιμοποιήσουμε το παραπάνω μηχάνη-

μα για να βρεθούν και πάλι τα φύλλα

στην αρχική τους σειρά1.

ii) Να περιγραφεί ποια διαδικασία πρέπει

να ακολουθήσουμε για να αναιρέσου-

με το ανακάτεμα του συγκεκριμένου

μηχανήματος.

Σημείωση: Οι επόμενες ασκήσεις απαιτο-

ύν γνώσεις από το κεφάλαιο των αλγεβρι-

κών δομών.

18. Να δειχθεί ότι το σύνολο H “ tI3, p12qu Ă
S 3 είναι υποομάδα της ομάδας pS 3, ˝q.

19. Να βρεθούν όλες οι υποομάδες της pS 3, ˝q.

20. Να αποδειχθεί ότι σύνολο An όλων των άρ-

τιων μεταθέσεων του S n με την πράξη της

σύνθεσης είναι υποομάδα του S n.

21. Να δοθούν δύο λόγοι που εξηγούν γιατί το

σύνολο των περιττών μεταθέσεων του S n

1Δηλαδή στην σειρά που βρίσκονταν όταν τα πρωτοτο-

ποθετήσαμε στο μηχάνημα

με την πράξη της σύνθεσης δεν είναι υπο-

ομάδα του S n.
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Κεφάλαιο 6

Αλγεβρικές δομές

6.1 Διμελείς πράξεις

Δίνονται τρία μη κενά σύνολα E, F,G. Κάθε απεικόνιση του συνόλου E ˆ F στο σύνολο G

ονομάζεται διμελής πράξη (ή απλά πράξη).

Αν E “ F “ G, τότε η πράξη ονομάζεται εσωτερική πράξη στο σύνολο E.

Αν F “ G (αντ. E “ G), τότε η πράξη ονομάζεται εξωτερική πράξη στο G με σύνολο τελεστών

το E (αντ. F) προς τα αριστερά (αντ. δεξιά).

Προφανώς, κάθε εσωτερική πράξη στο E μπορεί να ϑεωρηθεί ως εξωτερική πράξη με σύνολο

τελεστών το E ως προς τα αριστερά και ως προς τα δεξιά.

Για τις πράξεις χρησιμοποιούνται συνήθως σύμβολα όπως:

`, ¨,‘,d, ˚, ˝,�,△, T,K .

Παραδείγματα

1. Οι συνήθεις πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού είναι εσωτερικές πράξεις στο

σύνολο R.

2. Οι πράξεις ˚ και ˝ με

x ˚ y “ 3x ´ 2y ` 5

και

x ˝ y “ x2 ´ y2

είναι δύο εσωτερικές πράξεις στο σύνολο R.

3. Η πράξη ˚ με x ˚ y “ x
y
είναι μια εσωτερική πράξη στο σύνολο Q˚, ενώ δεν είναι εσωτερική

στο σύνολο Z˚.

4. Η πράξη � με λ�pa ` biq “ λa ` λbi είναι μια εξωτερική πράξη στο σύνολο C, με σύνολο

τελεστών το R προς τα αριστερά.

5. Η πράξη △ με x△n “ n
?

x2 ` 1 είναι μια εξωτερική πράξη στο R, με σύνολο τελεστών το N˚

προς τα δεξιά.

´Ενα σύνολο E εφοδιασμένο με ορισμένες πράξεις T1, T2, . . . , Tn (εσωτερικές ή εξωτερικές) ονο-

μάζεται αλγεβρική δομή και σημειώνεται με pE, T1, T2, . . . , Tnq. Στην περίπτωση αυτή, το σύνολο

E ονομάζεται φορέας της δομής.

Παράδειγμα: Η τετράδα pR, ˝, ˚,△q, όπου ˝, ˚,△ είναι οι πράξεις των προηγούμενων παραδειγμάτων

2 και 5, είναι μια αλγεβρική δομή.
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´Εστω E, A μη κενά σύνολα, A Ď E και ˚ είναι μια εσωτερική πράξη (αντ. εξωτερική πράξη με

σύνολο τελεστών το F προς τα αριστερά) στο E. Το A είναι κλειστό ως προς την πράξη ˚ αν και

μόνο αν x ˚ y P A, για κάθε x, y P A (αντ. λ ˚ x P A, για κάθε x P A και λ P F).

Παρατήρηση: Αν ένα σύνολο A είναι κλειστό ως προς όλες τις πράξεις μιας δομής με φορέα το

σύνολο E, τότε ορίζεται μια καινούργια δομή με φορέα το A και τις ίδιες πράξεις. Συγκεκριμένα, αν

˚ είναι μια εσωτερική πράξη (αντ. εξωτερική πράξη με σύνολο τελεστών το F προς τα αριστερά)

της αρχικής δομής, τότε ο περιορισμός της στο σύνολο A ˆ A (αντ. F ˆ A) ϑα είναι μία από τις

πράξεις της καινούργιας δομής.

Πίνακες Cayley

Μια εσωτερική πράξη ˚ ορισμένη σε ένα πεπερασμένο σύνολο

E “ tx1, x2, . . . , xnu

μπορεί να αποδοθεί με ένα n ˆ n πίνακα, ο οποίος περιέχει όλα τα αποτελέσματα της πράξης και

ονομάζεται πίνακας Cayley. Συγκεκριμένα, το στοιχείο xi ˚ x j είναι το στοιχείο της i γραμμής και

j στήλης του πίνακα Cayley.

˚ x1 x2 ¨ ¨ ¨ x j ¨ ¨ ¨ xn

x1
x2
...

xi xi ˚ x j

...

xn

Παράδειγμα: Ο πίνακας Cayley της πράξης του πολλαπλασιασμού στο σύνολο E “ t1,´1, i,´iu
είναι

¨ 1 ´1 i ´i

1 1 ´1 i ´i

´1 ´1 1 ´i i

i i ´i ´1 1
´i ´i i 1 ´1

Παρατήρηση: Αν |E| “ n, αποδεικνύεται ότι υπάρχουν nn2 διαφορετικοί πίνακες Cayley, δηλαδή
υπάρχουν nn2 διαφορετικές διμελείς εσωτερικές πράξεις στο E.

Ιδιότητες εσωτερικών πράξεων

´Εστω η εσωτερική πράξη ˚ στο σύνολο E.

1. Η πράξη είναι αντιμεταθετική αν

x ˚ y “ y ˚ x, για κάθε x, y P E.

2. Η πράξη είναι προσεταιριστική αν

x ˚ py ˚ zq “ px ˚ yq ˚ z, για κάθε x, y, z P E.
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3. Η πράξη είναι επιμεριστική ως προς μια άλλη πράξη ˝ στο E αν

x ˚ py ˝ zq “ px ˚ yq ˝ px ˚ zq και py ˝ zq ˚ x “ py ˚ xq ˝ pz ˚ xq,

για κάθε x, y, z P E.

4. Η πράξη έχει ουδέτερο στοιχείο το e P E αν

e ˚ x “ x ˚ e “ x, για κάθε x P E.

Αποδεικνύεται ότι αν υπάρχει το ουδέτερο στοιχείο μιας πράξης, τότε αυτό είναι μοναδικό.

Αν η πράξη ˚ έχει ουδέτερο στοιχείο το e και για x P E υπάρχει y P E, τέτοιο ώστε

x ˚ y “ y ˚ x “ e,

τότε το y ονομάζεται συμμετρικό στοιχείο του x και σημειώνεται με x1.
Αποδεικνύεται ότι αν μια πράξη έχει ουδέτερο στοιχείο και είναι προσεταιριστική, τότε το

συμμετρικό κάθε στοιχείου, αν υπάρχει, είναι μοναδικό.

Επιπλέον, αποδεικνύεται ότι αν δύο στοιχεία x, y έχουν συμμετρικά, τότε ϑα έχει συμμετρικό

και το στοιχείο x ˚ y και είναι

px ˚ yq1 “ y1 ˚ x1. (6.1)

Παρατήρηση: Προφανώς, οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού των πραγματικών

αριθμών είναι αντιμεταθετικές, προσεταιριστικές και έχουν ουδέτερα στοιχεία τα 0 και 1 αντίστοιχα.

Επιπλέον, κάθε x P R (αντ. x P R˚) έχει συμμετρικό ως προς την πράξη της πρόσθεσης (αντ.

πολλαπλασιασμού) το αντίθετό του (αντ. αντίστροφό του).

Κατόπιν τούτων, αν μια πράξη σε ένα σύνολο E συμβολίζεται με ` (αντ. ¨), τότε συνήθως

ονομάζεται πρόσθεση (αντ. πολλαπλασιασμός), το ουδέτερο στοιχείο της συμβολίζεται με 0 (αντ.

1) και ονομάζεται μηδενικό (αντ. μοναδιαίο) στοιχείο, και το συμμετρικό ενός στοιχείου x συμβο-

λίζεται με ´x (αντ. x´1) και ονομάζεται αντίθετο (αντ. αντίστροφο) του x. Στην περίπτωση αυτή,

η σχέση (6.1) γράφεται

´px ` yq “ p´yq ` p´xq και px ¨ yq´1 “ y´1 ¨ x´1.

Η πρόσθεση των x και ´y, συμβολίζεται με x ´ y, για λόγους απλότητας, δηλαδή

x ´ y “ x ` p´yq.

Παραδείγματα

1. Στο σύνολο R ορίζεται η πράξη ˚ ως εξής:

x ˚ y “ x ` y ` 2.

Η πράξη αυτή είναι αντιμεταθετική, διότι για κάθε x, y P R είναι

x ˚ y “ x ` y ` 2 “ y ` x ` 2 “ y ˚ x.

Είναι προσεταιριστική, διότι για κάθε x, y, z P R είναι

x ˚ py ˚ zq “ x ˚ py ` z ` 2q
“ x ` py ` z ` 2q ` 2

“ px ` y ` 2q ` z ` 2

“ px ˚ yq ` z ` 2 “ px ˚ yq ˚ z
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Προκειμένου να εξετασθεί η ύπαρξη ουδέτερου στοιχείου, ϑεωρείται η εξίσωση1 x ˚ e “ x.

Πράγματι, για κάθε x P R είναι

x ˚ e “ x ô x ` e ` 2 “ x ô e “ ´2.

Κατόπιν τούτου, και επειδή η πράξη είναι αντιμεταθετική, ισχύει ότι

x ˚ p´2q “ p´2q ˚ x “ x,

για κάθε x P R, οπότε το ουδέτερο στοιχείο είναι το e “ ´2.

Τέλος, προκειμένου να ευρεθούν τα στοιχεία που έχουν συμμετρικό, ϑεωρείται η εξίσωση

x ˚ x1 “ ´2. Πράγματι, είναι

x ˚ x1 “ ´2 ô x ` x1 ` 2 “ ´2 ô x1 “ ´x ´ 4.

Κατόπιν τούτου, και επειδή η πράξη είναι αντιμεταθετική, ισχύει ότι

x ˚ p´x ´ 4q “ p´x ´ 4q ˚ x “ ´2,

για κάθε x P R, οπότε το συμμετρικό του x P R ως προς την πράξη ˚ είναι το ´x ´ 4.

2. Στο διάστημα r0,`8q ορίζεται η πράξη ˚ ως εξής:

x ˚ y “
a

x2 ` y2

Η πράξη αυτή είναι αντιμεταθετική, διότι για κάθε x, y P r0,`8q είναι

x ˚ y “
a

x2 ` y2 “
a

y2 ` x2 “ y ˚ x,

και προσεταιριστική, διότι για κάθε x, y, z P r0,`8q είναι

x ˚ py ˚ zq “ x ˚
a

y2 ` z2

“
b

x2 ` p
a

y2 ` z2q2

“
a

x2 ` y2 ` z2

“
b

p
a

x2 ` y2q2 ` z2

“
a

x2 ` y2 ˚ z “ px ˚ yq ˚ z.

Προκειμένου να εξετασθεί η ύπαρξη ουδέτερου στοιχείου, ϑεωρείται η εξίσωση x ˚ e “ x.

Πράγματι, για κάθε x P r0,`8q είναι

x ˚ e “ x ô
a

x2 ` e2 “ x ô x2 ` e2 “ x2 ô e “ 0.

Κατόπιν τούτου, και επειδή η πράξη είναι αντιμεταθετική, ισχύει ότι

x ˚ 0 “ 0 ˚ x “ x,

για κάθε x P r0,`8q, και επιπλέον e P r0,`8q, οπότε το ουδέτερο στοιχείο είναι το e “ 0.

Προκειμένου να ευρεθούν τα στοιχεία που έχουν συμμετρικό, ϑεωρείται η εξίσωση x ˚ x1 “ 0.
Πράγματι, είναι

x ˚ x1 “ 0 ô
b

x2 ` px1q2 “ 0 ô x “ x1 “ 0.

1Γενικά, για να υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, πρέπει η λύση της εξίσωσης να μην εξαρτάται από το x.
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Άρα, το μοναδικό στοιχείο που έχει συμμετρικό είναι το 0.

Τέλος, ϑα εξετασθεί η επιμεριστικότητα του συνήθους πολλαπλασιασμού ως προς την πράξη

˚. Για κάθε x, y, z P r0,`8q είναι

xpy ˚ zq “ x
a

y2 ` z2 “
b

pxyq2 ` pxzq2 “ pxyq ˚ pxzq.

Άρα, ο πολλαπλασιασμός είναι πράξη επιμεριστική ως προς την πράξη ˚.

3. Στο σύνολο C των μιγαδικών αριθμών ορίζεται η πράξη ˚ ως εξής:

x ˚ y “ ixy.

Η πράξη αυτή είναι αντιμεταθετική, διότι για κάθε x, y P C είναι

x ˚ y “ ixy “ iyx “ y ˚ x

και προσεταιριστική, αφού για κάθε x, y, z P C είναι

x ˚ py ˚ zq “ x ˚ piyzq “ ixpiyzq “ ´xyz

και

px ˚ yq ˚ z “ pixyq ˚ z “ ipixyqz “ ´xyz

και επομένως x ˚ py ˚ zq “ px ˚ yq ˚ z.

Προκειμένου να εξετασθεί η ύπαρξη ουδέτερου στοιχείου, ϑεωρούμε την εξίσωση

x ˚ e “ x ô ixe “ x,

η οποία, για x , 0, δίνει e “ ´i. Άρα, το ουδέτερο στοιχείο της πράξης αυτής είναι το e “ ´i.

Τέλος, προκειμένου να ευρεθούν τα στοιχεία x P C που έχουν συμμετρικό, ϑεωρούμε την

εξίσωση

x ˚ x1 “ e ô ixx1 “ ´i ô xx1 “ ´1,

η οποία δίνει ότι x1 “ ´ 1

x
, για κάθε x P C˚. Άρα, κάθε στοιχείο x P C˚ έχει συμμετρικό

στοιχείο το ´ 1

x
.

6.2 Ομάδες

Μια δομή pG, ˚q ονομάζεται ομάδα αν η πράξη ˚ είναι προσεταιριστική, υπάρχει το ουδέτερο

στοιχείο του G ως προς την πράξη ˚ και κάθε στοιχείο του G έχει συμμετρικό ως προς την πράξη

αυτή. Δηλαδή, η δομή pG, ˚q είναι ομάδα αν και μόνο αν ισχύουν οι σχέσεις:

1. px ˚ yq ˚ z “ x ˚ py ˚ zq, για κάθε x, y, z, P G.

2. Υπάρχει e P G, τέτοιο ώστε e ˚ x “ x ˚ e “ x, για κάθε x P G.

3. Για κάθε x P G, υπάρχει x1 P G, τέτοιο ώστε x1 ˚ x “ x ˚ x1 “ e.

Αν επιπλέον η πράξη ˚ ικανοποιεί την αντιμεταθετική ιδιότητα, τότε η ομάδα ονομάζεται αντι-

μεταθετική ή αβελιανή.

Παραδείγματα

1. Οι δομές pR,`q και pR˚, ¨q είναι αβελιανές ομάδες.
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2. Η δομή pZ,`q είναι αβελιανή ομάδα, ενώ η δομή pN,`q δεν είναι ομάδα, αφού κάθε μη

μηδενικό στοιχείο του N δεν έχει συμμετρικό (αντίθετο) στοιχείο στο N.

3. Η δομή pRA,`q, όπου RA είναι το σύνολο των πραγματικών συναρτήσεων με πεδίο ορισμού το

σύνολο A Ď R και ` η πράξη της πρόσθεσης συναρτήσεων, είναι αβελιανή ομάδα. Η πράξη

αυτή ορίζεται ως γνωστόν από τη σχέση

p f ` gqpxq “ f pxq ` gpxq, για κάθε x P A,

όπου f , g P RA.

4. Για n P N˚, ϑεωρούμε τη σχέση ισοδυναμίας mod n στο Z, με

x ” y pmod nq ô υπάρχει k P Z, με y ´ x “ kn.

Στο σύνολο πηλίκο Zn “ t0̄, 1̄, . . . , n ´ 1u της ισοδυναμίας αυτής, ορίζουμε την πράξη ‘ ως

εξής:

x ‘ y “ x ` y.

Η πράξη είναι καλά ορισμένη στο Zn, αφού η ισοδυναμία αυτή είναι συμβιβαστή με την

πρόσθεση των ακεραίων, δηλαδή ισχύει

#
x1 ” x2 pmod nq
y1 ” y2 pmod nq ñ x1 ` y1 ” x2 ` y2 pmod nq

Θα αποδειχθεί ότι η δομή pZn,‘q είναι αβελιανή ομάδα.

Επειδή, για κάθε x, y P Zn, είναι

x ‘ y “ x ` y “ y ` x “ y ‘ x,

η πράξη ‘ είναι αντιμεταθετική.

Επειδή, για κάθε x, y, z P Zn, είναι

x ‘ py ‘ zq “ x ‘ y ` z “ x ` y ` z “ x ` y ‘ z “ px ‘ yq ‘ z,

η πράξη ‘ είναι προσεταιριστική.

Για κάθε x P Zn, είναι

x ‘ 0 “ x ` 0 “ x,

οπότε η πράξη ‘ έχει ουδέτερο (μηδενικό) στοιχείο το 0.

Τέλος, για κάθε x P Zn, είναι

x ‘ n ´ x “ x ` n ´ x “ n “ 0,

οπότε το συμμετρικό του x είναι το n ´ x.

Κατόπιν τούτων, η δομή pZn,‘q είναι αβελιανή ομάδα.

5. Η δομή pA, ˝q, όπου A είναι το σύνολο των αμφιμονοσήμαντων απεικονίσεων από ένα σύνολο

Q στον εαυτό του, και ˝ η πράξη της σύνθεσης απεικονίσεων, είναι μια ομάδα με ουδέτερο

στοιχείο την ταυτοτική συνάρτηση. Η ομάδα αυτή δεν είναι αβελιανή.
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Νόμος διαγραφής

Σε κάθε ομάδα pG, ˚q ισχύουν οι συνεπαγωγές:

x ˚ y “ x ˚ z ñ y “ z

και

y ˚ x “ z ˚ x ñ y “ z.

Πράγματι, για την απόδειξη της πρώτης συνεπαγωγής, υποτίθεται ότι x ˚ y “ x ˚ z, έστω ότι e είναι

το ουδέτερο στοιχείο της ομάδας και x1 το συμμετρικό του x. Τότε, είναι

y “ e ˚ y

“ px1 ˚ xq ˚ y

“ x1 ˚ px ˚ yq
“ x1 ˚ px ˚ zq
“ px1 ˚ xq ˚ z

“ e ˚ z

“ z

Ανάλογα, αποδεικνύεται και η δεύτερη συνεπαγωγή.

Δυνάμεις

Αν για την πράξη της ομάδας χρησιμοποιείται το σύμβολο ¨, τότε η ομάδα ονομάζεται πολλα-

πλασιαστική. ´Οπως έχει ήδη λεχθεί, στην περίπτωση αυτή, το ουδέτερο στοιχείο παριστάνεται

με 1 και ονομάζεται μοναδιαίο, ενώ το συμμετρικό του x παριστάνεται με x´1 και ονομάζεται α-

ντίστροφο.

Σε μια πολλαπλασιαστική ομάδα pG, ¨q, ορίζονται οι δυνάμεις xk, k P Z, ως εξής:

x0 “ 1, xn “ x ¨ x ¨ ¨ ¨ xlooomooon
n φορές

, x´n “ px´1qn, όπου n P N˚.

Εύκολα αποδεικνύονται οι ιδιότητες των δυνάμεων

xk ¨ xm “ xk`m και pxkqm “ xkm,

για κάθε k,m P Z.
Παρατήρηση: Ανάλογα, στην προσθετική ομάδα pG,`q ορίζονται τα πολλαπλάσια kx, k P Z, του
στοιχείου x, δηλαδή

0x “ 0, nx “ x ` x ` ¨ ¨ ¨ ` xlooooooomooooooon
n φορές

, p´nqx “ np´xq,

όπου n P N˚, τα οποία ικανοποιούν τις ιδιότητες

kx ` mx “ pk ` mqx και mpkxq “ pmkqx “ mkx.

Ισοδύναμος ορισμός ομάδας

Αποδεικνύεται ότι η ομάδα μπορεί να ορισθεί με φαινομενικά ασθενέστερες συνθήκες. Συγκε-

κριμένα, ισχύει:

Η δομή pG, ˚q είναι ομάδα αν και μόνο αν ικανοποιούνται οι ιδιότητες:
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1. (Προσεταιριστικότητα.)

x ˚ py ˚ zq “ px ˚ yq ˚ z, για κάθε x, y, z, P G.

2. (´Υπαρξη αριστερού ουδέτερου στοιχείου.) Υπάρχει e P G, τέτοιο ώστε

e ˚ x “ x, για κάθε x P G.

3. (´Υπαρξη αριστερού συμμετρικού στοιχείου.) Για κάθε x P G, υπάρχει x1 P G, τέτοιο ώστε

x1 ˚ x “ e.

Υποομάδες

Αν pG, ˚q είναι μια ομάδα και H είναι ένα μη κενό υποσύνολο του G, κλειστό ως προς την πράξη

˚, τότε ο περιορισμός της πράξης ˚ στο H είναι μια πράξη στο H, η οποία ονομάζεται επαγόμενη

πράξη στο H από το G και, χάριν απλότητας, συμβολίζεται επίσης με ˚. Αν επιπλέον η δομή

pH, ˚q είναι ομάδα, τότε ονομάζεται υποομάδα της pG, ˚q.
Κάθε ομάδα pG, ˚q μπορεί να ϑεωρηθεί ως υποομάδα του εαυτού της. Κάθε άλλη ομάδα ονο-

μάζεται γνήσια υποομάδα.

Αν e είναι το ουδέτερο στοιχείο της ομάδας pG, ˚q, τότε προφανώς η δομή pteu, ˚q είναι υποομάδα
της pG, ˚q και ονομάζεται τετριμμένη υποομάδα της pG, ˚q.

Εύκολα προκύπτει ότι, αν e είναι το ουδέτερο στοιχείο της ομάδας pG, ˚q, τότε το e είναι το

ουδέτερο στοιχείο σε κάθε υποομάδα της. Δηλαδή, κάθε υποομάδα έχει ως ουδέτερο στοιχείο, το

ουδέτερο στοιχείο της αρχικής ομάδας. Βάσει αυτού, ανάλογο συμπέρασμα προκύπτει και για το

συμμετρικό ενός στοιχείου υποομάδας.

Παραδείγματα

1. Η δομή pQ˚, ¨q είναι μια γνήσια υποομάδα της ομάδας pR˚, ¨q.

2. Αν RR είναι το σύνολο των συναρτήσεων από το R στο R και E, F είναι τα υποσύνολα του

RR που αποτελούνται από τις συνεχείς και παραγωγίσιμες συναρτήσεις αντίστοιχα, τότε η

δομή pE,`q είναι υποομάδα της ομάδας pRR,`q και η δομή pF,`q είναι υποομάδα της ομάδας

pE,`q (και προφανώς και της pRR,`q), όπου η πράξη ` είναι η πρόσθεση συναρτήσεων.

3. ´Εστω η ομάδα pZ4,‘q. Ζητείται να βρεθούν (αν υπάρχουν) οι γνήσιες, μη τετριμμένες υποο-

μάδες της.

Λύση. ´Εστω pH,‘q είναι μια μη τετριμμένη υποομάδα της, τότε πρέπει 0 P H και (1 P H ή

2 P H ή 3 P H). Αν 1 P H, τότε 2 “ 1‘ 1 P H οπότε και 3 “ 1‘ 2 P H, οπότε H “ G, το οποίο

είναι άτοπο. Άρα, 1 < H.

Ανάλογα αποδεικνύεται ότι 3 < H.

Επειδή η δομή pt0, 2u,‘q είναι προφανώς ομάδα, ϑα είναι και η μοναδική γνήσια μη τετριμμένη

υποομάδα της pZ4,‘q. �

Στα επόμενα, για λόγους απλότητας, ϑα ταυτίζουμε τον φορέα μιας υποομάδας με την υποο-

μάδα, ϑα γράφουμε δηλαδή H υποομάδα της pG, ˚q αντί H φορέας υποομάδας της pG, ˚q.
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Ισοδύναμοι ορισμοί υποομάδας

Είναι προφανές ότι αν pG, ˚q είναι μια ομάδα και H , H Ď G, τότε το H είναι υποομάδα της

pG, ˚q αν και μόνο αν ισχύουν οι ιδιότητες:

i) Το H είναι κλειστό ως προς την πράξη ˚.

ii) e P H.

iii) x P H ñ x1 P H.

Παρατηρούμε ότι η ιδιότητα (ii) μπορεί να παραληφθεί, διότι προκύπτει από τις (i) και (iii),
αφού H ,H άρα υπάρχει x P H, οπότε e “ x ˚ x1 P H.

Επιπλέον, οι ιδιότητες (i) και (iii) μπορούν να αντικατασταθούν από την ιδιότητα

(iv) Για κάθε x, y P H, έπεται ότι x ˚ y1 P H.

Πράγματι, αν ισχύουν οι (i) και (iii) και x, y P H, τότε από την (iii) έπεται ότι y1 P H, οπότε από

την (i) έπεται ότι x ˚ y1 P H.

Αντίστροφα, αν ισχύει η (iv) και x P H, τότε επειδή x1 “ e ˚ x1, από την ιδιότητα (iv) προκύπτει
ότι x1 P H, δηλαδή ισχύει η (iii). Επιπλέον, αν x, y P H, τότε, επειδή x ˚ y “ x ˚ py1q1, από τις

ιδιότητες (iii) και (iv), προκύπτει ότι x ˚ y P H, δηλαδή ισχύει η (i).
Κατόπιν τούτων, ισχύει η πρόταση

Πρόταση 6.1. Αν pG, ˚q είναι μια ομάδα και H μη κενό υποσύνολο του G, τότε H υποομάδα

της pG, ˚q αν και μόνο αν ισχύει ότι

x ˚ y1 P H, για κάθε x, y P H.

6.3 Δακτύλιοι

Η αλγεβρική δομή pA, ˚, ˝q, όπου A ,H και ˚, ˝ είναι δύο εσωτερικές πράξεις στο A, ονομάζεται

δακτύλιος αν ισχύουν οι ιδιότητες:

(i) Η δομή pA, ˚q είναι αβελιανή ομάδα.

(ii) Η πράξη ˝ είναι προσεταιριστική.

(iii) Η πράξη ˝ είναι επιμεριστική ως προς την ˚.

Στους δακτυλίους, όπως συνηθίζεται, χρησιμοποιούνται τα σύμβολα ` (της πρόσθεσης) και ¨
(του πολλαπλασιασμού) αντί των συμβόλων ˚ και ˝ αντίστοιχα. Το ουδέτερο στοιχείο της πρόσθε-

σης είναι το 0 (μηδενικό στοιχείο) και του πολλαπλασιασμού, εφόσον υπάρχει, είναι το 1 (μοναδιαίο

στοιχείο).

Στην περίπτωση που η πράξη ¨ είναι αντιμεταθετική (αντ. έχει μοναδιαίο στοιχείο), ο δακτύλιος

ονομάζεται αντιμεταθετικός δακτύλιος (αντ. δακτύλιος με μοναδιαίο στοιχείο).

Ο δακτύλιος pt0u,`, ¨q ονομάζεται μηδενικός δακτύλιος.

Παραδείγματα

(1) Οι αλγεβρικές δομές pZ,`, ¨q, pQ,`, ¨q, pR,`, ¨q και pC,`, ¨q είναι αντιμεταθετικοί δακτύλιοι με

μοναδιαίο στοιχείο.

(2) Η δομή pPpS q,△,Xq είναι αντιμεταθετικός δακτύλιος με μοναδιαίο στοιχείο το S .
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(3) Η δομή pZn,‘,dq, n ě 2, με Zn “ t0, 1, . . . , n ´ 1u και

x ‘ y “ x ` y και x d y “ x ¨ y

είναι αντιμεταθετικός δακτύλιος με μοναδιαίο στοιχείο το 1, διότι η δομή pZn,‘q είναι αβελιανή

ομάδα και ισχύουν:

x d py d zq “ x d yz “ xpyzq “ pxyqz “ xy d z “ px d yq d z

και

x d py ‘ zq “ x d y ` z “ xpy ` zq “ xy ` yz “ xy ‘ yz

“ px d yq ‘ px d zq.

Ο δακτύλιος pZn,‘,dq ονομάζεται δακτύλιος κλάσεων υπολοίπων modulo n.

(4) Στο σύνολο M2 όλων των 2 ˆ 2 μητρών

„
a b

c d


, με a, b, c, d P R, ορίζονται οι πράξεις της

πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού ως εξής:

„
a1 b1

c1 d1


`
„

a2 b2

c2 d2


“
„

a1 ` a2 b1 ` b2

c1 ` c2 d1 ` d2



και „
a1 b1

c1 d1


¨
„

a2 b2

c2 d2


“
„

a1a2 ` b1c2 a1b2 ` b1d2

c1a2 ` d1c2 c1b2 ` d1d2



Θα αποδειχθεί ότι η δομή pM2,`, ¨q είναι ένας μη αντιμεταθετικός δακτύλιος με μοναδιαίο

στοιχείο.

Επειδή
„

a1 b1

c1 d1


`
„

a2 b2

c2 d2


“
„

a1 ` a2 b1 ` b2

c1 ` c2 d1 ` d2


“
„

a2 ` a1 b2 ` b1

c2 ` c1 d2 ` d1


“
„

a2 b2

c2 d2


`
„

a1 b1

c1 d1


,

η πράξη ` είναι αντιμεταθετική.

Επειδή
„

a1 b1

c1 d1


`
ˆ„

a2 b2

c2 d2


`
„

a3 b3

c3 d3

˙
“
„

a1 b1

c1 d1


`
„

a2 ` a3 b2 ` b3

c2 ` c3 d2 ` d3



“
„

a1 ` a2 ` a3 b1 ` b2 ` b3

c1 ` c2 ` c3 d1 ` d2 ` d3



“
„

a1 ` a2 b1 ` b2

c1 ` c2 d1 ` d2


`
„

a3 b3

c3 d3



“
ˆ„

a1 b1

c1 d1


`
„

a2 b2

c2 d2

˙
`
„

a3 b3

c3 d3


,

η πράξη ` είναι προσεταιριστική.

Επειδή
„

a b

c d


`
„
0 0
0 0


“
„

a ` 0 b ` 0
c ` 0 d ` 0


“
„

a b

c d


,

προκύπτει ότι η πράξη ` έχει ουδέτερο στοιχείο το

„
0 0
0 0


.
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Επειδή
„

a b

c d


`
„

´a ´b

´c ´d


“
„

a ´ a b ´ b

c ´ c d ´ d


“
„
0 0
0 0


,

προκύπτει ότι κάθε στοιχείο του M2 έχει συμμετρικό ως προς την πράξη `.

Άρα, η δομή pM2,`q είναι αβελιανή ομάδα.

Επειδή
„

a1 b1

c1 d1


¨
ˆ„

a2 b2

c2 d2


¨
„

a3 b3

c3 d3

˙
“
„

a1 b1

c1 d1


¨
„

a2a3 ` b2c3 a2b3 ` b2d3

c2a3 ` d2c3 c2b3 ` d2d3



“
„

a1a2a3 ` a1b2c3 ` b1c2a3 ` b1d2c3 a1a2b3 ` a1b2d3 ` b1c2b3 ` b1d2d3

c1a2a3 ` c1b2c3 ` d1c2a3 ` d1d2c3 c1a2b3 ` c1b2d3 ` d1c2b3 ` d1d2d3



και
ˆ„

a1 b1

c1 d1


¨
„

a2 b2

c2 d2

˙
¨
„

a3 b3

c3 d3


“
„

a1a2 ` b1c2 a1b2 ` b1d2

c1a2 ` d1c2 c1b2 ` d1d2


¨
„

a3 b3

c3 d3



“
„

a1a2a3 ` a1b2c3 ` b1c2a3 ` b1d2c3 a1a2b3 ` a1b2d3 ` b1c2b3 ` b1d2d3

c1a2a3 ` c1b2c3 ` d1c2a3 ` d1d2c3 c1a2b3 ` c1b2d3 ` d1c2b3 ` d1d2d3



η πράξη ¨ είναι προσεταιριστική.
Επειδή
„

a1 b1

c1 d1


¨
ˆ„

a2 b2

c2 d2


`
„

a3 b3

c3 d3

˙
“
„

a1 b1

c1 d1


¨
„

a2 ` a3 b2 ` b3

c2 ` c3 d2 ` d3



“
„

a1a2 ` a1a3 ` b1c2 ` b1c3 a1b2 ` a1b3 ` b1d2 ` b1d3

c1a2 ` c1a3 ` d1c2 ` d1c3 c1b2 ` c1b3 ` d1d2 ` d1d3



“
„

a1a2 ` b1c2 a1b2 ` b1d2

c1a2 ` d1c2 c1b2 ` d1d2


`
„

a1a3 ` b1c3 a1b3 ` b1d3

c1a3 ` d1c3 c1b3 ` d1d3



“
ˆ„

a1 b1

c1 d1


¨
„

a2 b2

c2 d2

˙
`
ˆ„

a1 b1

c1 d1


¨
„

a3 b3

c3 d3

˙
,

έπεται ότι η πράξη ¨ είναι επιμεριστική ως προς την πράξη `.

Άρα, η δομή pM2,`, ¨q είναι δακτύλιος.

Επιπλέον το μοναδιαίο στοιχείο είναι η μήτρα

„
1 0
0 1


, αφού

„
a b

c d


¨
„
1 0
0 1


“
„

a1 ` b0 a0 ` b1
c1 ` d0 c0 ` d1


“
„

a b

c d



και
„
1 0
0 1


¨
„

a b

c d


“
„
1a ` 0c 1b ` 0d

0a ` 1c 0b ` 1d


“
„

a b

c d


.

Τέλος, ο δακτύλιος δεν είναι αντιμεταθετικός, αφού η πράξη ¨ δεν είναι αντιμεταθετική, όπως

φαίνεται και από το επόμενο παράδειγμα:

„
1 0
0 0


¨
„
1 1
0 0


“
„
1 1
0 0


,

„
1 0
0 0


“
„
1 1
0 0


¨
„
1 0
0 0


.
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Μηδενοδιαιρέτες

Αν για έναν δακτύλιο pA,`, ¨q υπάρχουν στοιχεία x, y P A˚ “ Azt0u, με x ¨y “ 0, τότε τα στοιχεία

x, y ονομάζονται μηδενοδιαιρέτες ή διαιρέτες του μηδενός.

Παραδείγματα

1. Στον δακτύλιο pZ6,‘,dq των κλάσεων υπολοίπων modulo 6, τα στοιχεία 2, 3 είναι μηδενο-

διαιρέτες, αφού

2 d 3 “ 6 “ 0

2. Στον δακτύλιο pM2,`, ¨q των 2 ˆ 2 μητρών, τα στοιχεία

„
2 0
2 0


και

„
0 0
1 1


είναι μηδενοδιαι-

ρέτες, αφού „
2 0
2 0


¨
„
0 0
1 1


“
„
0 0
0 0


.

6.4 Ακέραιες περιοχές

´Ενας μη μηδενικός αντιμεταθετικός δακτύλιος

pA,`, ¨q με μοναδιαίο στοιχείο ονομάζεται ακέραια περιοχή αν και μόνο αν δεν έχει μηδενοδιαι-

ρέτες, δηλαδή

x ¨ y “ 0 ñ x “ 0 ή y “ 0, για κάθε x, y P A.

Παραδείγματα

1. Οι δομές pZ,`, ¨q, pQ,`, ¨q και pR,`, ¨q είναι ακέραιες περιοχές.

2. Η δομή pZn,‘,dq είναι ακέραια περιοχή αν και μόνο αν ο αριθμός n είναι πρώτος.2

Πράγματι, αν n είναι πρώτος και x, y P Zn, με x d y “ 0, ϑα αποδειχθεί ότι x “ 0 ή y “ 0.
Είναι

x d y “ 0 ô xy “ 0 ô xy ” 0 pmod nq
3

ô pn διαιρεί τον x ή n διαιρεί τον yq
ô

´
x “ 0 ή y “ 0

¯
.

Αντίστροφα, αν pZn,‘,dq είναι ακέραια περιοχή και n δεν είναι πρώτος, ϑα υπάρχουν m, k P
t1, 2, . . . , n ´ 1u με n “ mk. Τότε, είναι

0 “ n “ mk “ m d k ñ pm “ 0 ή k “ 0q,

το οποίο είναι άτοπο, αφού m, k P t1, 2, . . . , n ´ 1u. Άρα, ο n είναι πρώτος αριθμός.

6.5 Σώματα

´Ενας μη μηδενικός αντιμεταθετικός δακτύλιος pF,`, ¨q με μοναδιαίο στοιχείο ονομάζεται σώμα

αν και μόνο αν κάθε στοιχείο x P F˚ “ Fzt0u έχει συμμετρικό (αντίστροφο) ως προς την πράξη ¨.
Με άλλα λόγια, η δομή pF,`, ¨q είναι σώμα αν και μόνο αν ισχύουν τα παρακάτω:

2´Ενας φυσικός n ą 1 λέγεται πρώτος όταν οι μόνοι διαιρέτες του είναι ο εαυτός του και το 1.
3Ισχύει, διότι ο n είναι πρώτος.
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1. Η δομή pF,`q είναι αβελιανή ομάδα.

2. Η δομή pF˚, ¨q είναι αβελιανή ομάδα.

3. Η πράξη ¨ είναι επιμεριστική ως προς την πράξη `.

Παρατήρηση: Ορισμένοι συγγραφείς δεν απαιτούν στον ορισμό του σώματος την αντιμεταθετικότη-

τα του πολλαπλασιασμού. Στη δική τους προσέγγιση, αν επιπλέον η πράξη ¨ είναι αντιμεταθετική,
τότε ονομάζουν το σώμα αντιμεταθετικό ή αβελιανό.

Παραδείγματα

1. Οι δομές pQ,`, ¨q, pR,`, ¨q και pC,`, ¨q είναι σώματα.

2. Η δομή pZ,`, ¨q είναι ακέραια περιοχή αλλά όχι σώμα, αφού η δομή pZ˚, ¨q δεν είναι ομάδα.

Τα σώματα και οι ακέραιες περιοχές είναι στενά συνδεδεμένα, όπως προκύπτει και από τις

επόμενες προτάσεις.

Πρόταση 6.2. Κάθε σώμα είναι ακέραια περιοχή.

Το αντίστροφο της προηγούμενης πρότασης δεν ισχύει πάντα. ένα αντιπαράδειγμα αποτελεί η

ακέραια περιοχή pZ,`, ¨q. Εντούτοις, για πεπερασμένες ακέραιες περιοχές, ισχύει ότι

Πρόταση 6.3. Κάθε πεπερασμένη ακέραια περιοχή είναι σώμα.
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6.6 Λυμένες Ασκήσεις

Άσκηση 6.1. Στο σύνολο των ϑετικών αριθμών, ορίζεται η εσωτερική πράξη ˚ ως εξής:

x ˚ y “ x ` y

1 ` xy
.

Να αποδειχθεί ότι το ανοικτό διάστημα p0, 1q είναι κλειστό σύνολο ως προς την πράξη αυτή.

Λύση. Αρκεί να δειχθεί ότι x ˚ y P p0, 1q, για κάθε x, y P p0, 1q.
Επειδή x, y ą 0, έπεται ότι x ˚ y ą 0. Επιπλέον, είναι

x ` y

1 ` xy
ă 1 ô x ` y ă 1 ` xy ô 1 ` xy ´ x ´ y ą 0 ô 1 ´ y ´ xp1 ´ yq ą 0 ô p1 ´ xqp1 ´ yq ą 0.

Οπότε, επειδή x, y P p0, 1q, έπεται ότι p1 ´ xqp1 ´ yq ą 0 και συνεπώς
x`y

1`xy
ă 1. Άρα, x ˚ y P p0, 1q για

κάθε x, y P p0, 1q και επομένως το διάστημα p0, 1q είναι κλειστό ως προς την πράξη ˚. �

Άσκηση 6.2. Στο σύνολο R, ορίζεται η εσωτερική πράξη ˚ ως εξής:

x ˚ y “ x ` y

2
.

Να αποδειχθεί ότι το σύνολο

A “ tx P R : x2 ă 5u
είναι κλειστό ως προς την πράξη αυτή.

Λύση. Για x, y P A, είναι

px ˚ yq2 “ px ` yq2
4

ď px ` yq2 ` px ´ yq2
4

ď x2 ` y2 ` 2xy ` x2 ` y2 ´ 2xy

4

ď 2x2 ` 2y2

4
“ x2 ` y2

2
ă 5 ` 5

2
“ 5.

Άρα x ˚ y P A και επομένως το σύνολο A είναι κλειστό ως προς την πράξη ˚. �

Άσκηση 6.3. Να αποδειχθεί ότι αν |E| “ n, τότε υπάρχουν nn2 διαφορετικοί πίνακες Cayley.

Λύση. Κάθε πίνακας Cayley περιέχει n2 το πλήθος στοιχεία. Επειδή κάθε στοιχείο του πίνακα

Cayley ανήκει στο E, μπορεί να επιλεγεί κατά n τρόπους, οπότε ο πίνακας Cayley μπορεί να

επιλεγεί κατά

n ¨ n ¨ ¨ ¨ nlooomooon
n2 φορές

“ nn2

τρόπους. �

Άσκηση 6.4. Να αποδειχθεί ότι αν μια πράξη ˚ έχει ουδέτερο στοιχείο, τότε αυτό είναι μοναδικό.
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Λύση. Αν υπάρχουν δύο ουδέτερα στοιχεία, τα e1, e2, τότε ϑα ισχύει ότι

e2 “ e1 ˚ e2 (ϑεωρώντας το e1 ως ουδέτερο στοιχείο)

και

e1 “ e1 ˚ e2 (ϑεωρώντας το e2 ως ουδέτερο στοιχείο)

οπότε e1 “ e2. �

Άσκηση 6.5. Να αποδειχθεί ότι αν μια πράξη ˚ έχει ουδέτερο στοιχείο και είναι προσεταιριστι-

κή, τότε το συμμετρικό κάθε στοιχείου (αν υπάρχει) είναι μοναδικό.

Λύση. ´Εστω το στοιχείο x και έστω ότι τα y, z είναι συμμετρικά στοιχεία του x, δηλαδή

x ˚ y “ y ˚ x “ e και x ˚ z “ z ˚ x “ e,

όπου e το ουδέτερο στοιχείο της πράξης. Οπότε, με τη βοήθεια της προσεταιριστικής ιδιότητας

της πράξης, προκύπτει ότι

y “ y ˚ e “ y ˚ px ˚ zq “ py ˚ xq ˚ z “ e ˚ z “ z,

δηλαδή y “ z. �

Άσκηση 6.6. ´Εστω μια πράξη ˚ στο σύνολο E, η οποία έχει ουδέτερο στοιχείο και είναι προ-

σεταιριστική. Να αποδειχθεί ότι αν τα στοιχεία x, y P E έχουν συμμετρικά στοιχεία τα x1, y1

αντίστοιχα, τότε και το στοιχείο x ˚ y έχει συμμετρικό και ισχύει

px ˚ yq1 “ y1 ˚ x1.

Λύση. Αρκεί να δειχθεί ότι

px ˚ yq ˚ py1 ˚ x1q “ py1 ˚ x1q ˚ px ˚ yq “ e,

όπου e το ουδέτερο στοιχείο της πράξης ˚.
Πράγματι, λόγω της προσεταιριστικής ιδιότητας της πράξης, προκύπτει ότι

px ˚ yq ˚ py1 ˚ x1q “ x ˚ py ˚ py1 ˚ x1qq “ x ˚ ppy ˚ y1q ˚ x1q “ x ˚ pe ˚ x1q “ x ˚ x1 “ e.

Ανάλογα αποδεικνύεται και ότι py1 ˚ x1q ˚ px ˚ yq “ e, οπότε τελικά είναι px ˚ yq1 “ y1 ˚ x1. �

Άσκηση 6.7. Στο σύνολο R, ορίζεται η πράξη ˚ ως εξής:

x ˚ y “ x ` y ´ 3xy.

Να αποδειχθεί ότι η πράξη αυτή είναι αντιμεταθετική, προσεταιριστική, έχει ουδέτερο στοιχείο

και κάθε στοιχείο στο Rzt 1

3
u έχει συμμετρικό.
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Λύση. Επειδή, για κάθε x, y P R, ισχύει ότι

x ˚ y “ x ` y ´ 3xy “ y ` x ´ 3yx “ y ˚ x,

η πράξη είναι αντιμεταθετική.

Επιπλέον, για κάθε x, y, z P R, ισχύει ότι

x ˚ py ˚ zq “ x ˚ py ` z ´ 3yzq “ x ` py ` z ´ 3yzq ´ 3xpy ` z ´ 3yzq
“ x ` y ` z ´ 3xy ´ 3yz ´ 3xz ` 9xyz

και

px ˚ yq ˚ z “ px ` y ´ 3xyq ˚ z “ px ` y ´ 3xyq ` z ´ 3px ` y ´ 3xyqz

“ x ` y ` z ´ 3xy ´ 3yz ´ 3xz ` 9xyz,

οπότε x ˚ py ˚ zq “ px ˚ yq ˚ z, και επομένως η πράξη είναι προσεταιριστική.

Στη συνέχεια, ϑεωρούμε την εξίσωση

x ˚ e “ x ô x ` e ´ 3xe “ x ô p3x ´ 1qe “ 0.

Προκειμένου να ισχύει η παραπάνω σχέση για κάθε x P R, πρέπει να είναι e “ 0. Επιπλέον,

επειδή ισχύει η αντιμεταθετική ιδιότητα, ϑα ισχύει επίσης ότι 0 ˚ x “ x, και επομένως το 0 είναι το

ουδέτερο στοιχείο της πράξης ˚.
Τέλος, αν x P Rzt 1

3
u, τότε

x ˚ x1 “ 0 ô x ` x1 ´ 3xx1 “ 0 ô x1 “ x

3x ´ 1
.

Άρα, κάθε x P Rzt 1
3
u έχει συμμετρικό στοιχείο ως προς την πράξη ˚ το x

3x´1
. �

Άσκηση 6.8. ´Εστω η αλγεβρική δομή pR, ˚q, με

x ˚ y “ axy ` bpx ` yq ` c,

όπου a, b P R˚ και c P R.

(i) Να αποδειχθεί ότι η πράξη ˚ είναι αντιμεταθετική.

(ii) Να αποδειχθεί ότι η πράξη ˚ είναι προσεταιριστική αν και μόνο αν έχει ουδέτερο στοιχείο.

(iii) Αν η πράξη ˚ έχει ουδέτερο στοιχείο, να βρεθούν τα στοιχεία του R που έχουν συμμετρικό

ως προς την πράξη αυτή.

Λύση. (i) Επειδή για κάθε x, y P R ισχύει ότι

x ˚ y “ axy ` bpx ` yq ` c “ ayx ` bpy ` xq ` c “ y ˚ x,

η πράξη ˚ είναι αντιμεταθετική.

(ii) Για κάθε x, y, z P R είναι

x ˚ py ˚ zq “ x ˚ payz ` bpy ` zq ` cq
“ axpayz ` bpy ` zq ` cq ` bpx ` payz ` bpy ` zq ` cqq ` c

“ a2xyz ` abpxy ` xz ` yzq ` b2py ` zq ` pac ` bqx ` bc ` c
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και

px ˚ yq ˚ z “ paxy ` bpx ` yq ` cq ˚ z

“ apaxy ` bpx ` yq ` cqz ` bpaxy ` bpx ` yq ` c ` zq ` c

“ a2xyz ` abpxy ` xz ` yzq ` b2px ` yq ` pac ` bqz ` bc ` c.

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι

x ˚ py ˚ zq “ px ˚ yq ˚ z ô b2z ` pac ` bqx “ b2x ` pac ` bqz ô px ´ zqpb2 ´ ac ´ bq “ 0.

Οπότε, η πράξη είναι προσεταιριστική αν και μόνο αν ισχύει η σχέση

b2 “ ac ` b (6.2)

Από την άλλη, επειδή η πράξη είναι αντιμεταθετική, έχει ουδέτερο στοιχείο το e P R αν και

μόνο αν ισχύει ότι x ˚ e “ x, για κάθε x P R. Επειδή

x ˚ e “ x ô axe ` bpx ` eq ` c “ x ô pae ` b ´ 1qx ` be ` c “ 0,

προκύπτει ότι η πράξη έχει ουδέτερο στοιχείο το e αν και μόνο αν ισχύει ότι

pae ` b ´ 1qx ` be ` c “ 0,

για κάθε x P R, ή ισοδύναμα όταν

ae ` b ´ 1 “ 0 be ` c “ 0. (6.3)

Από τις τελευταίες 2 ισότητες, προκύπτει ότι e “ ´ c
b

“ 1´b

a
και τελικά ότι b2 “ ac ` b.

Κατόπιν τούτων, προκύπτει ότι αν η πράξη ˚ έχει ουδέτερο στοιχείο, τότε πρέπει να ισχύει

η σχέση (6.2). Από την άλλη, αν ισχύει η σχέση (6.2), τότε ϑέτοντας e “ ´ c
b
, ικανοποιούνται οι

ισότητες της σχέσης (6.3), οπότε η πράξη έχει ουδέτερο στοιχείο το ´ c
b
.

Από τα προηγούμενα, προκύπτει ότι η πράξη ˚ είναι προσεταιριστική αν και μόνο αν ισχύει η

σχέση (6.2) αν και μόνο αν έχει ουδέτερο στοιχείο.

(iii) Υποτίθεται ότι υπάρχει το ουδέτερο στοιχείο e της πράξης ˚. Τότε, σύμφωνα με το (ii),
ισχύει η σχέση (6.2) και είναι e “ ´ c

b
.

Προκειμένου να υπάρχει το συμμετρικό x1 ενός στοιχείου x P R, πρέπει να ισχύει ότι

x ˚ x1 “ ´ c

b
ô axx1 ` bpx ` x1q ` c “ ´ c

b

ô pax ` bqx1 “ ´b2x ` bc ` c

b
(6.4)

Αν ax ` b “ 0, δηλαδή αν x “ ´ b
a
, τότε χρησιμοποιώντας τη σχέση (6.2) προκύπτει ότι

´b2x ` bc ` c

b
“ ´

b2
`
´ b

a

˘
` pb ` 1q b2´b

a

b
“ ´´b2 ` pb ` 1qpb ´ 1q

a
“ 1

a
, 0.

Οπότε, η σχέση (6.4) δεν ισχύει για x “ ´ b
a
.

Αντίθετα, για x , ´ b
a
, η σχέση (6.4) δίνει

x1 “ ´b2x ` bc ` c

bpax ` bq ,

οπότε κάθε x P Rzt´ b
a
u έχει συμμετρικό στοιχείο. �
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Άσκηση 6.9. ´Εστω η αλγεβρική δομή pp0,`8q, ˚, ˝q, με

x ˚ y “ x ` 3y και x ˝ y “ 3xy.

(i) Να αποδειχθεί ότι η πράξη ˝ είναι αντιμεταθετική, προσεταιριστική, έχει ουδέτερο στοιχείο

και κάθε στοιχείο του p0,`8q έχει συμμετρικό ως προς την πράξη ˝.

(ii) Να αποδειχθεί ότι η πράξη ˚ δεν είναι αντιμεταθετική ούτε προσεταιριστική.

(iii) Να εξετασθεί η επιμεριστικότητα κάθε πράξης ως προς την άλλη.

Λύση. (i) Επειδή για κάθε x, y P p0,`8q ισχύει ότι

x ˝ y “ 3xy “ 3yx “ y ˝ x,

η πράξη ˝ είναι αντιμεταθετική.

Επειδή για κάθε x, y, z P p0,`8q ισχύει ότι

x ˝ py ˝ zq “ x ˝ p3yzq “ 3xp3yzq “ 3p3xyqz “ p3xyq ˝ z “ px ˝ yq ˝ z,

η πράξη ˝ είναι προσεταιριστική.

Επιπλέον, για x P p0,`8q, είναι

x ˝ e “ x ô 3xe “ x ô e “ 1

3
.

Επομένως, δεδομένου ότι η πράξη ˝ είναι αντιμεταθετική, το 1

3
είναι το ουδέτερο στοιχείο της.

Τέλος, για x P p0,`8q, είναι

x ˝ x1 “ 1

3
ô 3xx1 “ 1

3
ô x1 “ 1

9x
.

Επομένως, κάθε x P p0,`8q έχει συμμετρικό το 1

9x
ως προς την πράξη ˝.

(ii) Επειδή
x ˚ y “ y ˚ x ô x ` 3y “ y ` 3x ô x “ y,

αν ληφθούν x, y P p0,`8q, με x , y, τότε είναι x ˚ y , y ˚ x, και επομένως η πράξη ˚ δεν είναι

αντιμεταθετική.

Επειδή

x ˚ py ˚ zq “ x ˚ py ` 3zq “ x ` 3py ` 3zq “ x ` 3y ` 9z

και

px ˚ yq ˚ z “ px ` 3yq ˚ z “ x ` 3y ` 3z,

προκύπτει ότι x ˚ py ˚ zq , px ˚ yq ˚ z, για κάθε x, y, z P p0,`8q, και επομένως η πράξη ˚ δεν είναι

προσεταιριστική.

(iii) Επειδή
x ˚ py ˝ zq “ x ˚ p3yzq “ x ` 3p3yzq “ x ` 9yz

και

px ˚ yq ˝ px ˚ zq “ px ` 3yq ˝ px ` 3zq “ 3px ` 3yqpx ` 3zq “ 3x2 ` 9xy ` 9xz ` 27yz,

έπεται ότι η πράξη ˚ δεν είναι επιμεριστική ως προς την πράξη ˝.
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Από την άλλη, επειδή

x ˝ py ˚ zq “ x ˝ py ` 3zq “ 3xpy ` 3zq “ 3xy ` 9xz

και

px ˝ yq ˚ px ˝ zq “ p3xyq ˚ p3xzq “ 3xy ` 9xz,

προκύπτει ότι

x ˝ py ˚ zq “ px ˝ yq ˚ px ˝ zq,
για κάθε x, y, z P p0,`8q. Επιπλέον, επειδή η πράξη ˝ είναι αντιμεταθετική, από την τελευταία

ισότητα προκύπτει ότι

py ˚ zq ˝ x “ py ˝ xq ˚ pz ˝ xq,
για κάθε x, y, z P p0,`8q, και επομένως η πράξη ˝ είναι επιμεριστική ως προς την πράξη ˚. �

Άσκηση 6.10. Να αποδειχθεί ότι η αλγεβρική δομή pp2,`8q, ˚q, με

x ˚ y “ xy ´ 2px ` yq ` 6,

είναι αβελιανή ομάδα.

Λύση. Επειδή, για κάθε x, y P p2,`8q, ισχύει ότι

x ˚ y “ xy ´ 2px ` yq ` 6,“ yx ´ 2py ` xq ` 6 “ y ˚ x,

έπεται ότι η πράξη ˚ είναι αντιμεταθετική.

Για κάθε x, y, z P p2,`8q, είναι

x ˚ py ˚ zq “ x ˚ pyz ´ 2py ` zq ` 6q
“ xpyz ´ 2py ` zq ` 6q ´ 2px ` pyz ´ 2py ` zq ` 6qq ` 6

“ xyz ´ 2pxy ` xz ` yzq ` 4px ` y ` zq ´ 6

και

px ˚ yq ˚ z “ pxy ´ 2px ` yq ` 6q ˚ z

“ pxy ´ 2px ` yq ` 6qz ´ 2ppxy ´ 2px ` yq ` 6q ` zq ` 6

“ xyz ´ 2pxy ` xz ` yzq ` 4px ` y ` zq ´ 6,

οπότε

x ˚ py ˚ zq “ px ˚ yq ˚ z,

για κάθε x, y, z P p2,`8q και επομένως η πράξη ˚ είναι προσεταιριστική.

Για x P p2,`8q, είναι

x ˚ e “ x ô xe ´ 2px ` eq ` 6 “ x

ô xe ´ 3x ´ 2e ` 6 “ 0

ô xpe ´ 3q ´ 2pe ´ 3q “ 0

ô px ´ 2qpe ´ 3q “ 0

ô e “ 3.

Οπότε, το 3 είναι το ουδέτερο στοιχείο της πράξης ˚.
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Τέλος, για x P p2,`8q, είναι
x ˚ x1 “ 3 ô xx1 ´ 2px ` x1q ` 6 “ 3

ô x1px ´ 2q “ 2x ´ 3

ô x1 “ 2x ´ 3

x ´ 2
.

Επειδή x ą 2, έπεται ότι

x1 “ 2x ´ 3

x ´ 2
ą 2x ´ 4

x ´ 2
“ 2,

οπότε x1 P p2,`8q και επομένως κάθε στοιχείο x P p2,`8q έχει συμμετρικό το 2x´3

x´2
.

Άρα, η δομή pp2,`8q, ˚q είναι αβελιανή ομάδα. �

Άσκηση 6.11. ´Εστω E “ R˚ ˆ R. Να αποδειχθεί ότι η αλγεβρική δομή pE, ˝q, με

px1, x2q ˝ py1, y2q “ px1y1, x2y1 ` y2q

είναι ομάδα. Είναι αβελιανή ομάδα;

Λύση. Για px1, x2q, py1, y2q P E, είναι

px1, x2q ˝ py1, y2q “ px1y1, x2y1 ` y2q
και

py1, y2q ˝ px1, x2q “ py1x1, y2x1 ` x2q
τα οποία δεν είναι εν γένει ίσα. Για παράδειγμα,

p1, 2q ˝ p2, 1q “ p2, 5q , p2, 3q “ p2, 1q ˝ p1, 2q.
Άρα η πράξη δεν είναι αντιμεταθετική και επομένως η δομή pE, ˝q δεν είναι αβελιανή ομάδα.

Για px1, x2q, py1, y2q, pz1, z2q P E, είναι

px1, x2q ˝ ppy1, y2q ˝ pz1, z2qq “ px1, x2q ˝ py1z1, y2z1 ` z2q “ px1y1z1, x2y1z1 ` y2z1 ` z2q
και

ppx1, x2q ˝ py1, y2qq ˝ pz1, z2q “ px1y1, x2y1 ` y2q ˝ pz1, z2q “ px1y1z1, px2y1 ` y2qz1 ` z2q
“ px1y1z1, x2y1z1 ` y2z1 ` z2q.

Άρα, px1, x2q ˝ ppy1, y2q ˝ pz1, z2qq “ ppx1, x2q ˝ py1, y2qq ˝ pz1, z2q, και επομένως η πράξη είναι προσεται-

ριστική.

Για να υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e “ pe1, e2q P E για την πράξη ˝, πρέπει για κάθε px1, x2q P E

να ισχύει

px1, x2q ˝ pe1, e2q “ pe1, e2q ˝ px1, x2q “ px1, x2q ô px1e1, x2e1 ` e2q “ pe1x1, e2x1 ` x2q “ px1, x2q

ô
#

x1e1 “ e1x1 “ x1 και

x2e1 ` e2 “ e2x1 ` x2 “ x2

ô
#

e1 “ 1 και

x2 ` e2 “ e2x1 ` x2 “ x2

ô
#

e1 “ 1 και

e2 “ 0

ô pe1, e2q “ p1, 0q.
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Άρα, το E έχει ουδέτερο στοιχείο το p1, 0q για την πράξη ˝.
Στη συνέχεια, εξετάζεται, για κάθε px1, x2q P E, η ύπαρξη συμμετρικού στοιχείου px1

1
, x21q P E.

Είναι

px1, x2q ˝ px1
1, x1

2q “ px1
1, x21q ˝ px1, x2q “ p1, 0q ôpx1x

1
1, x2x1

1 ` x1
2q “ px1

1x1, x1
2x1 ` x2q “ p1, 0q

ôpx1
1, x1

2q “ p 1

x1
,´ x2

x1
q.

Άρα, κάθε px1, x2q P E έχει συμμετρικό στοιχείο το p 1

x1
,´ x2

x1
q P E.

Κατόπιν τούτων, η δομή pE, ˝q είναι ομάδα. �

Άσκηση 6.12. ´Εστω η ομάδα pR˚, ¨q και H “ t4k : k P Zu. Να αποδειχθεί ότι το H είναι φορέας

υποομάδας της pR˚, ¨q.

Λύση. Βάσει του ισοδύναμου ορισμού υποομάδας (Πρόταση 6.1), αρκεί να αποδειχθεί ότι xy´1 P H,

για κάθε x, y P H.

Αν x, y P H, τότε x “ 4k, y “ 4λ, με k, λ P Z, οπότε

xy´1 “ 4kp4λq´1 “ 4k4´λ “ 4k´λ P H,

αφού k ´ λ P Z. Επομένως, το σύνολο H είναι φορέας υποομάδας της pR˚, ¨q. �

Άσκηση 6.13. Αν pG, ˚q είναι ομάδα και H,K υποομάδες της, να αποδειχθεί ότι

(i) το H X K είναι υποομάδα της pG, ˚q.

(ii) Αν το H Y K είναι υποομάδα της pG, ˚q, τότε H Ď K ή K Ď H.

Λύση. (i) Το σύνολο H X K είναι μη κενό. Πράγματι, αν e είναι το ουδέτερο στοιχείο της pG, ˚q,
τότε επειδή H,K είναι υποομάδες της pG, ˚q, έπεται ότι e P H και e P K, άρα e P H X K. Επομένως,

βάσει του ισοδύναμου ορισμού υποομάδας (Πρόταση 6.1), αρκεί να αποδειχθεί ότι x ˚ y1 P H X K,

για κάθε x, y P H X K.

Πράγματι, αν x, y P H X K, τότε x, y P H και x, y P K και επειδή H,K είναι υποομάδες της pG, ˚q,
έπεται ότι x ˚ y1 P H και x ˚ y1 P K, άρα x ˚ y1 P H X K.

(ii) Αρκεί να αποδειχθεί ότι αν K * H, τότε H Ď K. ´Εστω K * H, τότε υπάρχει y P KzH. Αν

x P H, ϑα δειχθεί ότι x P K.

Επειδή x, y P H Y K και H Y K υποομάδα της pG, ˚q, έπεται ότι x ˚ y P H Y K. Αν x ˚ y P H, τότε

επειδή

y “ e ˚ y “ px1 ˚ xq ˚ y “ x1 ˚ px ˚ yq,
και H υποομάδα της pG, ˚q (οπότε x1 P H), έπεται ότι y P H, το οποίο είναι άτοπο. Άρα, x ˚ y P K.

Τότε, επειδή

x “ x ˚ e “ x ˚ py ˚ y1q “ px ˚ yq ˚ y1

και K υποομάδα της pG, ˚q (οπότε y1 P K), έπεται ότι x P K. �

Άσκηση 6.14. Να αποδειχθεί ότι η δομή pZ,‘,dq, με

x ‘ y “ x ` y ` 1 και x d y “ xy ` x ` y
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είναι αντιμεταθετικός δακτύλιος με μοναδιαίο στοιχείο. Είναι ακέραια περιοχή;

Λύση. Αρχικά, ϑα αποδειχθεί ότι η δομή pZ,‘q είναι αβελιανή ομάδα.

Επειδή, για κάθε x, y P Z, ισχύει ότι

x ‘ y “ x ` y ` 1 “ y ` x ` 1 “ y ‘ x,

έπεται ότι η πράξη ‘ είναι αντιμεταθετική.

Επειδή, για κάθε x, y, z P Z, ισχύει ότι

x ‘ py ‘ zq “ x ‘ py ` z ` 1q “ x ` py ` z ` 1q ` 1 “ x ` y ` z ` 2

και

px ‘ yq ‘ z “ px ` y ` 1q ‘ z “ px ` y ` 1q ` z ` 1 “ x ` y ` z ` 2,

έπεται ότι x ‘ py ‘ zq “ px ‘ yq ‘ z, οπότε η πράξη ‘ είναι προσεταιριστική.

Στη συνέχεια, εξετάζεται η ύπαρξη ουδέτερου στοιχείου του Z ως προς την πράξη ‘. Είναι

x ‘ y “ x ô x ` y ` 1 “ x ô y “ ´1,

επομένως το ´1 P Z είναι το ουδέτερο στοιχείο ως προς την πράξη ‘.

Στη συνέχεια, εξετάζεται η ύπαρξη συμμετρικού στοιχείου ως προς την πράξη ‘, για κάθε x P Z.
Επειδή,

x ˚ y “ ´1 ô x ` y ` 1 “ ´1 ô y “ ´x ´ 2,

έπεται ότι το στοιχείο ´x ´ 2 P Z είναι το συμμετρικό του x, για κάθε x P Z.
Άρα, η δομή pZ,‘q είναι αβελιανή ομάδα.

Κατόπιν, εξετάζονται οι ιδιότητες της πράξης d.

Επειδή, για κάθε x, y P Z, ισχύει ότι

x d y “ xy ` x ` y “ yx ` y ` x “ y d x,

έπεται ότι η πράξη d είναι αντιμεταθετική.

Επειδή, για κάθε x, y, z P Z, ισχύει ότι

x d py d zq “ x d pyz ` y ` zq
“ xpyz ` y ` zq ` x ` pyz ` y ` zq
“ x ` y ` z ` xy ` yz ` zx ` xyz

και

px d yq d z “ pxy ` x ` yq d z

“ pxy ` x ` yqz ` pxy ` x ` yq ` z

“ x ` y ` z ` xy ` yz ` zx ` xyz,

έπεται ότι x d py d zq “ px d yq d z, οπότε η πράξη d είναι προσεταιριστική.

Επειδή, για κάθε x, y, z P Z, ισχύει ότι

x d py ‘ zq “ x d py ` z ` 1q
“ xpy ` z ` 1q ` x ` py ` z ` 1q
“ 2x ` y ` z ` xy ` xz ` 1
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και

px d yq ‘ px d zq “ pxy ` x ` yq ‘ pxz ` x ` zq
“ pxy ` x ` yq ` pxz ` x ` zq ` 1

“ 2x ` y ` z ` xy ` xz ` 1,

έπεται ότι x d py ‘ zq “ px d yq ‘ px d zq, οπότε η πράξη d είναι επιμεριστική ως προς την πράξη

‘.

Τέλος, εξετάζεται η ύπαρξη ουδέτερου στοιχείου ως προς την πράξη d. Είναι

x d y “ x ô xy ` x ` y “ x ô px ` 1qy “ 0.

Η τελευταία ισότητα ισχύει για κάθε x P Z αν και μόνο αν y “ 0, επομένως το 0 P Z είναι το

ουδέτερο στοιχείο της πράξης d.

Άρα η δομή pZ,‘,dq είναι αντιμεταθετικός δακτύλιος με μοναδιαίο στοιχείο.

Δεδομένου ότι το ουδέτερο στοιχείο της πράξης ‘ είναι το ´1, η δομή pZ,‘,dq είναι ακέραια

περιοχή αν και μόνο αν ισχύει

x d y “ ´1 ñ x “ ´1 ή y “ ´1, x, y P Z.

´Ομως

x d y “ ´1 ñ xy ` x ` y “ ´1 ñ px ` 1qpy ` 1q “ 0 ñ x “ ´1 ή y “ ´1,

επομένως, η δομή είναι ακέραια περιοχή. �

Άσκηση 6.15. Να αποδειχθεί ότι κάθε σώμα είναι ακέραια περιοχή.

Λύση. ´Εστω σώμα pF,`, ¨q και x, y P F, με xy “ 0. Αρκεί να δειχθεί ότι αν x , 0, τότε y “ 0.
Επειδή x , 0, υπάρχει το αντίστροφό του, έστω το x´1, οπότε

y “ 1y “ px´1xqy “ x´1pxyq “ x´10 “ 0. �

Άσκηση 6.16. Να αποδειχθεί ότι κάθε πεπερασμένη ακέραια περιοχή είναι σώμα.

Λύση. ´Εστω ακέραια περιοχή pA,`, ¨q. Αρκεί να δειχθεί ότι κάθε στοιχείο a P A˚ έχει αντίστροφο.

Θεωρούμε την απεικόνιση f : A Ñ A, με f pxq “ ax. Η απεικόνιση αυτή είναι ένα προς ένα.

Πράγματι, αν x1, x2 P A, με f px1q “ f px2q, τότε

f px1q “ f px2q ñ ax1 “ ax2

ñ ax1 ` p´ax2q “ 0 pΠροσθέτοντας κατά μέλη το ´ ax2.q
ñ ax1 ` ap´x2q “ 0 pβλ. Παρατήρηση σελ. 157.q
ñ apx1 ` p´x2qq “ 0 pΕπιμεριστική ιδιότητα.q
ñ x1 ` p´x2q “ 0 pΔιότι a , 0 και A ακέραια περιοχή.q
ñ x1 “ x2. pΠροσθέτοντας κατά μέλη το x2.q

Επομένως, τα σύνολα A, f pAq είναι ισοδύναμα και επειδή A Ď f pAq και το A είναι πεπερασμένο,

προκύπτει ότι f pAq “ A. Κατόπιν τούτων, αφού 1 P A, ϑα είναι 1 P f pAq, οπότε υπάρχει x P A με

1 “ f pxq “ ax. Το στοιχείο x είναι το αντίστροφο του a. �
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Άσκηση 6.17. ´Εστω η δομή pR,‘,dq, με

x ‘ y “ x ` y ´ 4 και x d y “ xy ´ 4px ` yq ` 20,

για κάθε x, y P R. Να αποδειχθεί ότι η δομή αυτή είναι σώμα.

Λύση. Επειδή, για κάθε x, y P R, είναι

x ‘ y “ x ` y ´ 4 “ y ` x ´ 4 “ y ‘ x,

η πράξη ‘ είναι αντιμεταθετική.

Επειδή, για κάθε x, y, z P R, είναι

x ‘ py ‘ zq “ x ‘ py ` z ´ 4q “ x ` py ` z ´ 4q ´ 4 “ x ` y ` z ´ 8

και

px ‘ yq ‘ z “ px ` y ´ 4q ‘ z “ px ` y ´ 4q ` z ´ 4 “ x ` y ` z ´ 8,

έπεται ότι x ‘ py ‘ zq “ px ‘ yq ‘ z, οπότε η πράξη ‘ είναι προσεταιριστική.

Η πράξη ‘ έχει ουδέτερο στοιχείο το 4 P R, διότι, για κάθε x P R, είναι

4 ‘ x “ x ‘ 4 “ x ` 4 ´ 4 “ x.

Για το συμμετρικό στοιχείο x1 του x P R ως προς την πράξη ‘, είναι

x ‘ x1 “ 4 ô x ` x1 ´ 4 “ 4 ô x1 “ 8 ´ x.

Άρα η δομή pR,‘q είναι αβελιανή ομάδα.

Επειδή, για κάθε x, y P R, είναι

x d y “ xy ´ 4px ` yq ` 20 “ yx ´ 4py ` xq ` 20 “ y d x,

η πράξη d είναι αντιμεταθετική.

Επειδή, για κάθε x, y, z P Rzt4u, είναι

x d py d zq “ x d pyz ´ 4py ` zq ` 20q
“ xpyz ´ 4py ` zq ` 20q ´ 4px ` pyz ´ 4py ` zq ` 20qq ` 20

“ xyz ´ 4pxy ` yz ` zxq ` 16px ` y ` zq ´ 60

και

px d yq d z “ pxy ´ 4px ` yq ` 20q d z

“ pxy ´ 4px ` yq ` 20qz ´ 4ppxy ´ 4px ` yq ` 20q ` zq ` 20

“ xyz ´ 4pxy ` yz ` zxq ` 16px ` y ` zq ´ 60,

έπεται ότι x d py d zq “ px d yq d z, οπότε η πράξη d είναι προσεταιριστική.

Η πράξη d έχει ουδέτερο στοιχείο το 5 P R, διότι, για κάθε x P Rzt4u, είναι

x d y “ x ô xy ´ 4px ` yq ` 20 “ x ô px ´ 4qy “ 5px ´ 4q,

και για να ισχύει η τελευταία σχέση για κάθε x P Rzt4u, πρέπει να είναι y “ 5.
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Για το συμμετρικό στοιχείο του x P Rzt4u ως προς την πράξη d, είναι

x d y “ 5 ô xy ´ 4px ` yq ` 20 “ 5

ô px ´ 4qy “ 4x ´ 15

ô y “ 4x ´ 15

x ´ 4
,

οπότε το 4x´15

x´4
είναι το συμμετρικό του x P Rzt4u, ως προς την πράξη d.

Άρα η δομή pRzt4u,dq είναι αβελιανή ομάδα.

Τέλος,επειδή

x d py ‘ zq “ x d py ` z ´ 4q
“ xpy ` z ´ 4q ´ 4px ` y ` z ´ 4q ` 20

“ xy ` xz ´ 8x ´ 4py ` zq ` 36

και

px d yq ‘ px d zq “ pxy ´ 4px ` yq ` 20q ‘ pxz ´ 4px ` zq ` 20q
“ pxy ´ 4px ` yq ` 20q ` pxz ´ 4px ` zq ` 20q ´ 4

“ xy ` xz ´ 8x ´ 4py ` zq ` 36,

έπεται ότι x d py ‘ zq “ px d yq ‘ px d zq, οπότε η πράξη d είναι επιμεριστική ως προς την πράξη

‘.

Κατόπιν τούτων, η δομή pR,‘,dq είναι σώμα. �
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6.7 Ασκήσεις προς επίλυση

1. Ποιά από τα παρακάτω σύνολα είναι κλει-

στά ως προς την πράξη της πρόσθεσης και

ποιά ως προς την πράξη του πολλαπλα-

σιασμού των πραγματικών αριθμών.

i) A “ tx P R : x ă 1u.
ii) B “ tx P R : x2 ą 1u.
iii) Γ “

 
a ` b

?
2 : a, b P R

(
.

2. Στο σύνολο R ορίζεται εσωτερικά η πράξη

˚ ως εξής:

x ˚ y “ xy ´ x ` y

2
.

Να αποδειχθεί ότι το σύνολο των άρτιων

αριθμών είναι κλειστό ως προς την πράξη

αυτή, ενώ το σύνολο των φυσικών αριθμών

δεν είναι.

3. Στο σύνολο R ορίζεται η εξωτερική πράξη

˚, με σύνολο τελεστών προς τα αριστερά

το N, από την ισότητα:

λ ˚ y “ λx.

Να αποδειχθεί ότι το σύνολο των άρτιων

αριθμών είναι κλειστό ως προς την πράξη

αυτή, ενώ το σύνολο των περιττών αριθμών

δεν είναι.

4. Στο σύνολο των πραγματικών αριθμών ο-

ρίζεται η εσωτερική πράξη ˚ ως εξής:

x ˚ y “ 3x ` 3y ´ xy ´ 6.

Να αποδειχθεί ότι το σύνολο Rz t3u είναι

κλειστό ως προς την πράξη αυτή.

5. Ποιές από τις παρακάτω ισότητες ορίζουν

εσωτερικές πράξεις στο σύνολο των ακερα-

ίων; Ποιές από αυτές είναι προσεταιριστι-

κές, ποιές είναι αντιμεταθετικές και ποιές

έχουν ουδέτερο στοιχείο;

i) x ˚ y “ xy ` 1

ii) x ˚ y “ x`y

3

iii) x ˚ y “ y

iv) x ˚ y “ xy2

v) x ˚ y “ x2 ` y2

vi) x ˚ y “ 2xy

6. Στο σύνολο R ορίζεται η πράξη ˚ ως εξής:

x ˚ y “ x ` y ` xy.

Να αποδειχθεί ότι η πράξη αυτή είναι αντι-

μεταθετική, προσεταιριστική, υπάρχει ου-

δέτερο στοιχείο και κάθε στοιχείο του Rz t1u
έχει συμμετρικό.

7. ´Εστω η αλγεβρική δομή pR, ˚, ˝q, όπου

x ˚ y “ x ` y

2
και x ˝ y “ 2y ´ x.

i) Να εξετασθεί αν οι πράξεις αυτές ε-

ίναι αντιμεταθετικές, προσεταιριστικές

και αν έχουν ουδέτερο στοιχείο.

ii) Να εξετασθεί αν κάθε μια από τις πα-

ραπάνω πράξεις είναι επιμεριστική ως

προς την άλλη.

8. ´Εστω η αλγεβρική δομή pR, ˚q, με

x ˚ y “ ax ` by ` xy ` c,

όπου a, b, c P R. Να βρεθούν τα a, b, c,

ώστε το ουδέτερο στοιχείο του R ως προς

την πράξη ˚ να είναι το 3. Στη συνέχεια,

να βρεθούν τα στοιχεία του R που έχουν

συμμετρικό ως προς την πράξη ˚.

9. ´Εστω η αλγεβρική δομή pR, ˚q, με

x ˚ y “ x2y ` xy2 ` xy ` x ` y.

i) Να αποδειχθεί ότι η πράξη ˚ είναι α-

ντιμεταθετική.

ii) Να αποδειχθεί ότι το 0 είναι το ου-

δέτερο στοιχείο ως προς την πράξη

αυτή.

iii) Να βρεθεί το σύνολο των στοιχείων

του R που έχουν συμμετρικό ως προς

την πράξη ˚.
iv) Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν στοιχεία

του R που έχουν δύο συμμετρικά και

στοιχεία του R που έχουν ένα συμμε-

τρικό.

10. ´Εστω η αλγεβρική δομή pr0,`8q, ˚q, με

x ˚ y “ max tx, yu .
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i) Να αποδειχθεί ότι η πράξη αυτή είναι

αντιμεταθετική και προσεταιριστική.

ii) Να βρεθεί, αν υπάρχει, το ουδέτερο

στοιχείο του R ως προς την πράξη ˚.
iii) Να εξετασθεί αν υπάρχουν στοιχεία

του R που έχουν συμμετρικό ως προς

την πράξη ˚.

11. Να συμπληρωθεί ο ακόλουθος πίνακας Cay
ley, έτσι ώστε η πράξη ˚ να είναι αντιμετα-

ϑετική, να έχει ουδέτερο στοιχείο και κάθε

στοιχείο να έχει συμμετρικό.

˚ w x y z

w y x

x z w

y

z w

12. Να αποδειχθεί ότι η διμελής σχέση x ˚ y “
x ´ 3xy ` y ορίζει μια πράξη στο Rz

 
1

3

(

και στη συνέχεια να αποδειχθεί ότι η δομή`
Rz

 
1

3

(
, ˚
˘
είναι αβελιανή ομάδα.

13. Να αποδειχθεί ότι η δομή pΕ, ˚q, με E “
ta ` b

?
2 : a, b P Ru και

pa ` b
?
2q ˚ pc ` d

?
2q “ ac ` bd

?
2

είναι αβελιανή ομάδα.

14. Αν pG, ¨q είναι μια αβελιανή ομάδα με ου-

δέτερο στοιχείο το e και H “
 

x P G : xk “ e
(
,

όπου k P Z, να αποδειχθεί ότι το H είναι

υποομάδα της pG, ¨q.

15. Αν pG, ˚q είναι μια ομάδα και H,K υποο-

μάδες της, να αποδειχθεί οτι

∆ “ tx P G : x “ a ˚ b, a P H, b P Ku

είναι υποομάδα της G.

16. ´Εστω η ομάδα pR˚, ¨qκαι H “
!

2k`1

3´2λ
: k, λ P Z

)
.

Να αποδειχθεί ότι το H είναι η υποομάδα

της pR˚, ¨q.

17. ´Εστω pG, ¨q μια πεπερασμένη ομάδα και H

ένα υποσύνολο κλειστό ως προς την πράξη

¨. Να αποδειχθεί4 ότι η H είναι υποομάδα

της G.

4Αρχικά να αποδειχθεί ότι για κάθε x P H, υπάρχει

k P N, με xk “ e, όπου e το ουδέτερο στοιχείο της ομάδας.

18. Θεωρούμε το σύνολο A “ ta` 3
?
2b` 3

?
4c :

a, b, c P Zu.

i) Να αποδειχθεί ότι το σύνολο A είναι

κλειστό ως προς τις πράξεις της πρόσθε-

σης και του πολλαπλασιασμού των πραγ-

ματικών αριθμών.

ii) Να αποδειχθεί ότι η δομή pA,`, ¨q ε-

ίναι αντιμεταθετικός δακτύλιος με μο-

ναδιαίο στοιχείο.

19. Να αποδειχθεί ότι η δομή pZ,‘,dq, με

x‘y “ x`y`2 και xdy “ xy`2px`yq`2

είναι αντιμεταθετικός δακτύλιος με μονα-

διαίο στοιχείο. Είναι ακέραια περιοχή;

20. Να αποδειχθεί ότι σε κάθε δακτύλιο pA,`, ¨q
ισχύουν οι ιδιότητες:

i) x ¨ 0 “ 0 ¨ x “ 0.

ii) x ¨ p´yq “ p´xq ¨ y “ ´pxyq.

21. Θεωρούμε το σύνολο F “ ta ` b
?
3 : a, b P

Qu. Αφού πρώτα αποδειχθεί ότι το F είναι

κλειστό ως προς τις πράξεις της πρόσθε-

σης ` και του πολλαπλασιασμού ¨ στο R,
στη συνέχεια να αποδειχθεί ότι η δομή pF,`, ¨q
είναι σώμα.

22. Να αποδειχθεί ότι η δομή pQ2,‘,dq, με

px1, x2q ‘ py1, y2q “ px1 ` x2, y1 ` y2q

και

px1, x2q d py1, y2q “ px1y1 ` 2x2y2, x1y2 ` x2y1q

είναι σώμα.

23. Αν pA,`, ¨q είναι ένας μη μηδενικός, αντιμε-

ταθετικός δακτύλιος με μοναδιαίο στοιχείο

το 1, για τον οποίο ισχύει ότι, για κάθε

a P Azt1u, η εξίσωση

a ` x “ a ¨ x

έχει λύση στο A, να αποδειχθεί ότι ο δα-

κτύλιος αυτός είναι σώμα.
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Κεφάλαιο 7

Διανυσματικοί χώροι

7.1 Βασικές έννοιες και ορισμοί

Θεωρούμε ένα σώμα pF,‘,dq, με μοναδιαίο στοιχείο το 1 και ένα μη κενό σύνολο V εφοδιασμένο

με μια εσωτερική πράξη ` και μια εξωτερική πράξη ¨ με σύνολο τελεστών το F προς τα αριστερά.

Η αλγεβρική δομή pV,`, ¨q ονομάζεται προς τα αριστερά διανυσματικός χώρος (ή γραμμικός

χώρος) επί του σώματος pF,‘,dq αν και μόνο αν

1. Η δομή pV,`q είναι αβελιανή ομάδα.

2. Για κάθε λ, µ P F και x, y P V ισχύουν:

(i) λ ¨ px ` yq “ λ ¨ x ` λ ¨ y.

(ii) pλ ‘ µq ¨ x “ λ ¨ x ` µ ¨ x.

(iii) pλ d µq ¨ x “ λ ¨ pµ ¨ xq.

(iv) 1 ¨ x “ x.

Παρατηρήσεις:

1. Τα στοιχεία του συνόλου F ονομάζονται τελεστές και σημειώνονται με ελληνικά γράμματα

(συνήθως τα α, β, γ, κ, λ, µ), ενώ τα στοιχεία του V ονομάζονται διανύσματα και σημειώνονται

με λατινικά γράμματα (συνήθως τα x, y, z,u, v,w). Για να μην υπάρχει σύγχυση, τα διανύσματα

ϑα δίδονται με έντονη γραφή (όπως φαίνεται και στον ορισμό του διανυσματικού χώρου).

2. Οι εσωτερικές πράξεις ‘, d του σώματος, για απλότητα ϑα συμβολίζονται με ` και ¨ α-

ντίστοιχα.

3. Η εξωτερική πράξη του συνόλου των διανυσμάτων ονομάζεται βαθμωτός (ή αριθμητικός)

πολλαπλασιασμός. Στα επόμενα, ϑα παραλείπεται το σύμβολο ¨ του βαθμωτού πολλαπλα-

σιασμού, δηλαδή για λ P F και x P V , ϑα γράφουμε λx αντί λ ¨ x.

4. Αν η εξωτερική πράξη ¨ με σύνολο τελεστών προς τα αριστερά αντικατασταθεί στον παρα-

πάνω ορισμό από εξωτερική πράξη ¨ με σύνολο τελεστών προς τα δεξιά, και επομένως κάθε

όρος της μορφής λ ¨ x στην ιδιότητα 2 αντικατασταθεί από x ¨ λ, τότε προκύπτει ο ορισμός

του προς τα δεξιά διανυσματικού χώρου.

Επειδή υπάρχει πλήρης αναλογία μεταξύ των δύο αυτών εννοιών, όπως και των αποτελε-

σμάτων που τις διέπουν, ϑα περιοριστούμε στη μελέτη των προς τα αριστερά διανυσματικών

χώρων, τους οποίους ϑα ονομάζουμε απλά διανυσματικούς χώρους (ή γραμμικούς χώρους).
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Κάθε διανυσματικός χώρος επί του σώματος pR,`, ¨q (αντ. pC,`, ¨q) ονομάζεται πραγματικός

(αντ. μιγαδικός) διανυσματικός χώρος.

Ο διανυσματικός χώρος του οποίου ο φορέας περιέχει ένα μόνο στοιχείο (το 0) ονομάζεται

μηδενικός διανυσματικός χώρος.

Παραδείγματα

1. Η δομή pR2,`, ¨q με τελεστές από το σώμα pR,`, ¨q, όπου για κάθε x, y P R2 με x “ px1, x2q,
y “ py1, y2q και για κάθε λ P R ορίζουμε

x ` y “ px1, x2q ` py1, y2q “ px1 ` y1, x2 ` y2q

και

λx “ λpx1, x2q “ pλx1, λx2q
είναι πραγματικός διανυσματικός χώρος.

2. Γενικά, για κάθε σώμα pF,`, ¨q, η δομή pFn,`, ¨q, n ě 2, όπου για κάθε x “ px1, x2, . . . , xnq,
y “ py1, y2, . . . , ynq P Fn και για κάθε λ P F ορίζουμε

x ` y “ px1, x2, . . . , xnq ` py1, y2, . . . , ynq “ px1 ` y1, x2 ` y2, . . . , xn ` ynq

και

λx “ λpx1, x2, . . . , xnq “ pλx1, λx2, . . . , λxnq
είναι διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q με μηδενικό στοιχείο το 0 “ p0, 0, . . . , 0q.
Πράγματι, για κάθε x, y, z P Fn με x “ px1, x2, . . . , xnq, y “ py1, y2, . . . , ynq και z “ pz1, z2, . . . , znq
ισχύει ότι

x ` y “ px1 ` y1, x2 ` y2, . . . , xn ` ynq “ py1 ` x1, y2 ` x2, . . . , yn ` xnq “ y ` x (Αντιμετάθεση)

x ` py ` zq “ px1, x2, . . . , xnq ` py1 ` z1, y2 ` z2, . . . , yn ` znq
“ px1 ` py1 ` z1q, x2 ` py2 ` z2q, . . . , xn ` pyn ` znqq
“ ppx1 ` y1q ` z1, px2 ` y2q ` z2, . . . , pxn ` ynq ` znq
“ px1 ` y1, x2 ` y2, . . . , xn ` ynq ` z

“ px ` yq ` z (Προσεταίριση)

x ` 0 “ px1, x2, . . . , xnq ` p0, 0, . . . , 0q “ px1 ` 0, x2 ` 0, . . . , xn ` 0q
“ px1, x2, . . . , xnq “ x (Ουδέτερο στοιχείο)

px1, x2, . . . , xnq ` p´x1,´x2, . . . ,´xnq “ px1 ´ x1, x2 ´ x2, . . . , xn ´ xnq
“ p0, 0, . . . , 0q “ 0 (Συμμετρικό στοιχείο)

Οπότε, το p´x1,´x2, . . . ,´xnq είναι το αντίθετο του x “ px1, x2, . . . , xnq.
Άρα η δομή pFn,`q είναι αβελιανή ομάδα.

Επιπλέον, αν λ, µ P F, είναι

λpx ` yq “ λpx1 ` y1, x2 ` y2, . . . , xn ` ynq “ pλpx1 ` y1q, λpx2 ` y2q, . . . , λpxn ` ynqq
“ pλx1 ` λy1, λx2 ` λy2, . . . , λxn ` λynq “ pλx1, λx2, . . . , λxnq ` pλy1, λy2, . . . , λynq
“ λx ` λy
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pλ ` µqx “ ppλ ` µqx1, pλ` µqx2, . . . , pλ ` µqxnq “ pλx1 ` µx1, λx2 ` µx2, . . . , λxn ` µxnq
“ pλx1, λx2, . . . , λxnq ` pµx1, µx2, . . . , µxnq
“ λx ` µx

pλµqx “ ppλµqx1, pλµqx2, . . . , pλµqxnq “ pλpµx1q, λpµx2q, . . . , λpµxnqq “ λpµx1, µx2, . . . , µxnq
“ λpµxq

1x “ p1x1, 1x2, . . . , 1xnq “ px1, x2, . . . , xnq “ x

Άρα, η δομή pFn,`, ¨q είναι ένας διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q.

Παρατήρηση: Γενικότερα, αν

pV1,`, ¨q, pV2,`, ¨q, . . . , pVn,`, ¨q, n ě 2,

είναι διανυσματικοί χώροι επί του σώματος

pF,`, ¨q, τότε στο σύνολο V “ V1 ˆ V2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vn, ορίζονται οι πράξεις

px1, x2, . . . , xnq ` py1, y2, . . . , ynq “ px1 ` y1, x2 ` y2, . . . , xn ` ynq

και

λpx1, x2, . . . , xnq “ pλx1, λx2, . . . , λxnq,
όπου λ P F και xi, yi P Vi, για κάθε i P rns.
Αποδεικνύεται ανάλογα ότι η δομή pV,`, ¨q είναι διανυσματικός χώρος επί του σώματος

pF,`, ¨q, ο οποίος ονομάζεται διανυσματικός χώρος γινόμενο των διανυσματικών χώρων

pVi,`, ¨q, i P rns.

3. Κάθε σώμα pF,`, ¨q είναι διανυσματικός χώρος επί του εαυτού του (όπου η πράξη ¨ του

σώματος ϑεωρείται και ως βαθμωτός πολλαπλασιασμός).

4. ´Εστω Pn το σύνολο των πολυωνύμων, με πραγματικούς συντελεστές, βαθμού μικρότερου ή

ίσου με n. Το σύνολο Pn, εφοδιασμένο με τις ακόλουθες πράξεις ορίζει πραγματικό διανυσμα-

τικό χώρο: ´Εστω ppxq, qpxq P Pn, με

ppxq “ anxn ` an´1x
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1x ` a0

και

qpxq “ bnxn ` bn´1x
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` b1x ` b0.

Τότε, οι πράξεις της πρόσθεσης και του βαθμωτού πολλαπλασιασμού ορίζονται αντίστοιχα

από τις ακόλουθες σχέσεις

pp ` qqpxq “ pan ` bnqxn ` pan´1 ` bn´1qxn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` pa1 ` b1qx ` a0 ` b0

pλpqpxq “ λanxn ` λan´1x
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` λa1x ` λa0, λ P R

5. Το σύνολο των μιγαδικών αριθμών C ορίζει πραγματικό διανυσματικό χώρο. Οι πράξεις ορίζο-

νται ως εξής: ´Εστω α, β, γ, δ, λ P R με x “ α ` iβ, y “ γ ` iδ. Τότε

x ` y “ α ` iβ` γ ` iδ “ α ` γ ` ipβ` δq P C,

λx “ λpα ` iβq “ λα ` iλβ P C,
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6. Στο σύνολο M2 όλων των 2 ˆ 2 μητρών με στοιχεία στο R, δηλαδή της μορφής

„
α β

γ δ


, όπου

α, β, γ, δ P R, ορίζονται οι παρακάτω δύο πράξεις

„
α1 β1
γ1 δ1


`
„
α2 β2
γ2 δ2


“
„
α1 ` α2 β1 ` β2
γ1 ` γ2 δ1 ` δ2



και

λ

„
α β

γ δ


“
„
λα λβ

λγ λδ


.

Θα αποδειχθεί ότι η δομή pM2,`, ¨q είναι ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος. Πράγματι,

για την πράξη ` του M2 είναι

„
α1 β1
γ1 δ1


`
„
α2 β2
γ2 δ2


“
„
α1 ` α2 β1 ` β2
γ1 ` γ2 δ1 ` δ2


“
„
α2 ` α1 β2 ` β1
γ2 ` γ1 δ2 ` δ1


“
„
α2 β2
γ2 δ2


`
„
α1 β1
γ1 δ1


,

οπότε η πράξη είναι αντιμεταθετική.

„
α1 β1
γ1 δ1


`
ˆ„

α2 β2
γ2 δ2


`
„
α3 β3
γ3 δ3

˙
“
„
α1 β1
γ1 δ1


`
„
α2 ` α3 β2 ` β3
γ2 ` γ3 δ2 ` δ3



“
„
α1 ` α2 ` α3 β1 ` β2 ` β3
γ1 ` γ2 ` γ3 δ1 ` δ2 ` δ3



“
„
α1 ` α2 β1 ` β2
γ1 ` γ2 δ1 ` δ2


`
„
α3 β3
γ3 δ3



“
ˆ„

α1 β1
γ1 δ1


`
„
α2 β2
γ2 δ2

˙
`
„
α3 β3
γ3 δ3


,

οπότε η πράξη ` είναι προσεταιριστική.

Επιπλέον,

„
α β

γ δ


`
„
0 0
0 0


“
„
α β

γ δ


,

οπότε η μήτρα

„
0 0
0 0


είναι το μηδενικό στοιχείο του M2 ως προς την πράξη `.

Τέλος, επειδή

„
α β

γ δ


`
„
α1 β1

γ1 δ1


“
„
0 0
0 0


ô

„
α ` α1 β ` β1

γ ` γ1 δ ` δ1


“
„
0 0
0 0


ô

α ` α1 “ β ` β1 “ γ ` γ1 “ δ ` δ1 “ 0 ô

$
’’’&
’’’%

α1 “ ´α
β1 “ ´β
γ1 “ ´γ
δ1 “ ´δ

έπεται ότι κάθε

„
α β

γ δ


PM2 έχει αντίθετο στοιχείο το

„
´α ´β
´γ ´δ


.

Άρα, η δομή pM2,`q είναι αβελιανή ομάδα.
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Επιπλέον, για λ, µ P R είναι

λ

ˆ„
α1 β1
γ1 δ1


`
„
α2 β2
γ2 δ2

˙
“ λ

„
α1 ` α2 β1 ` β2
γ1 ` γ2 δ1 ` δ2


“
„
λpα1 ` α2q λpβ1 ` β2q
λpγ1 ` γ2q λpδ1 ` δ2q



“
„
λα1 ` λα2 λβ1 ` λβ2
λγ1 ` λγ2 λδ1 ` λδ2


“
„
λα1 λβ1
λγ1 λδ1


`
„
λα2 λβ2
λγ2 λδ2



“ λ

„
α1 β1
γ1 δ1


` λ

„
α2 β2
γ2 δ2


,

pλ ` µq
„
α β

γ δ


“
„

pλ ` µqα pλ` µqβ
pλ` µqγ pλ ` µqδ


“
„
λα ` µα λβ ` µβ

λγ ` µγ λδ ` µδ



“
„
λα λβ

λγ λδ


`
„
µα µβ

µγ µδ


“ λ

„
α β

γ δ


` µ

„
α β

γ δ


,

λ

ˆ
µ

„
α β

γ δ

˙
“ λ

„
µα µβ

µγ µδ


“
„
λpµαq λpµβq
λpµγq λpµδq


“
„

pλµqα pλµqβ
pλµqγ pλµqδ


“ pλµq

„
α β

γ δ



και

1

„
α β

γ δ


“
„
1α 1β
1γ 1δ


“
„
α β

γ δ


.

Άρα, η δομή pM2,`, ¨q είναι ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος.

Παρατήρηση: Γενικότερα, αποδεικνύεται ότι το σύνολο όλων των n ˆ m μητρών, n,m P N˚, από
στοιχεία ενός σώματος pF,`, ¨q, εφοδιασμένο με τις πράξεις της πρόσθεσης και του βαθμωτού

πολλαπλασιασμού μητρών, είναι ένας διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q.

7.2 Ιδιότητες διανυσματικών χώρων

´Εστω pV,`, ¨q ένας μη μηδενικός διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q. Τότε, για κάθε

λ, µ P F, x, y P V , ισχύουν τα ακόλουθα:

1. λ0 “ 0, όπου 0 είναι το μηδενικό στοιχείο της ομάδας pV,`q.
2. 0x “ 0, όπου 0 είναι το μηδενικό στοιχείο της ομάδας pF,`q.
3. Αν λx “ 0, τότε λ “ 0 ή x “ 0.

4. λp´xq “ ´pλxq.
5. p´λqx “ ´pλxq.
6. p´1qx “ ´x.

7. p´λqp´xq “ λx.

8. Αν λ P F˚, τότε λx “ λy ñ x “ y. (Νόμος διαγραφής για τους τελεστές.)

9. Αν x P V˚, τότε λx “ µx ñ λ “ µ. (Νόμος διαγραφής για τα διανύσματα.)

10. λpx ´ yq “ λx ´ λy.

11. pλ ´ µqx “ λx ´ µx.
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7.3 Διανυσματικοί υπόχωροι

Αν pV,`, ¨q είναι ένας διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q και W ένα μη κενό υπο-

σύνολο του V , κλειστό ως προς τις πράξεις ` και ¨ του V , τότε οι περιορισμοί των πράξεων αυτών

στο σύνολο W ˆ W και F ˆ W αντίστοιχα ονομάζονται επαγόμενες πράξεις στο W από το V και,

χάριν απλότητας, συμβολίζονται επίσης με ` και ¨ αντίστοιχα.
Αν επιπλέον η δομή pW,`, ¨q είναι ένας διανυσματικός χώρος, τότε ονομάζεται διανυσματικός

(ή γραμμικός) υπόχωρος (ή απλά υπόχωρος) του pV,`, ¨q.
Κάθε διανυσματικός χώρος μπορεί να ϑεωρηθεί ως υπόχωρος του εαυτού του. Αν 0 είναι

το ουδέτερο στοιχείο της ομάδας pV,`q, τότε η δομή pt0u,`, ¨q είναι υπόχωρος του pV,`, ¨q και

ονομάζεται μηδενικός υπόχωρος.

Κάθε φορέας υποχώρου pW,`, ¨q περιέχει το 0, αφού για x P W είναι 0 “ 0x και W κλειστό ως

προς την πράξη ¨.
Στα επόμενα, για λόγους απλότητας, ϑα ταυτίζουμε τον φορέα ενός υπόχωρου με τον υπόχωρο,

δηλαδή ϑα γράφουμε W υπόχωρος του pV,`, ¨q αντί W φορέας υποχώρου του pV,`, ¨q.

Πρόταση 7.1. ´Εστω pV,`, ¨q διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q και W ένα μη κενό

υποσύνολο του V . Τότε, τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

(i) το W είναι υπόχωρος του pV,`, ¨q.

(ii) λx P W, και x ` y P W, για κάθε λ P F και x, y P W.

(iii) λx ` µy P W, για κάθε λ, µ P F και x, y P W.

(iv) λx ` y P W, για κάθε λ P F και x, y P W.

Παραδείγματα

1. Θεωρούμε τον πραγματικό διανυσματικό χώρο

pR3,`, ¨q (δηλαδή τον τρισδιάστατο χώρο) και τα διανύσματα v,w P R3. Τότε, τα σύνολα

W1 “ tαv : α P Ru

και

W2 “ tαv ` βw : α, β P Ru
ορίζουν διανυσματικούς υποχώρους του pR3,`, ¨q.
Πράγματι για κάθε a1v, a2v P W1 και λ P R ισχύει ότι

α1v ` α2v “ pα1 ` α2qv P W1,

λpαvq “ pλαqv P W1

Επίσης, για κάθε a1v ` b1w, a2v ` b2w P W2 και λ P R ισχύει ότι

pα1v ` β1wq ` pα2v ` β2wq “ pα1 ` α2qv ` pβ1 ` β2qw P W2,

λpαv ` βwq “ pλαqv ` pλβqw P W2.

Γεωμετρικά, ο υπόχωρος W1, όταν v , p0, 0, 0q, παριστάνει την ευθεία που περνά από την

αρχή των αξόνων και περιέχει το διάνυσμα v.
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x

y

z

O

b
v

Αν επιπλέον τα διανύσματα w, v δεν είναι συγγραμμικά, (δηλαδή ισχύει ότι w , λv, για κάθε

λ P R) τότε ο υπόχωρος W2 παριστάνει το επίπεδο που περιέχει την αρχή των αξόνων και τα

διανύσματα v και w.

x

y

z

O

b

v

b
w

2. Θεωρούμε τον διανυσματικό χώρο pR3,`, ¨q και τα σύνολα

W1 “ tpx1, x2, x3q P R3 : 2x1 ´ 4x2 ` 2x3 “ 5u

και

W2 “ tpx1, x2, x3q P R3 : 3x1 ` 2x2 ´ 4x3 “ 0u.
Θα μελετήσουμε ποιά από τα παραπάνω σύνολα είναι διανυσματικοί υπόχωροι του pR3,`, ¨q.
Αρχικά, παρατηρούμε ότι το μηδενικό στοιχείο p0, 0, 0q της ομάδας pR3,`q δεν ανήκει στο W1,

αφού 2 ¨ 0 ´ 4 ¨ 0 ` 2 ¨ 0 “ 0 , 5, οπότε το W1 δεν είναι υπόχωρος του pR3,`, ¨q.
Αντίθετα, p0, 0, 0q P W2, οπότε W2 ,H. Επιπλέον, αν λ, µ P R και x, y P W2, με

x “ px1, x2, x3q, y “ py1, y2, y3q, τότε

3x1 ` 2x2 ´ 4x3 “ 0 και 3y1 ` 2y2 ´ 4y3 “ 0.

Πολλαπλασιάζοντας τις παραπάνω δύο ισότητες με λ και µ αντίστοιχα και προσθέτοντας τις

ισότητες που προκύπτουν, έπεται ότι

λp3x1 ` 2x2 ´ 4x3q ` µp3y1 ` 2y2 ´ 4y3q “ 0,

οπότε

3pλx1 ` µy1q ` 2pλx2 ` µy2q ´ 4pλx3 ` µy3q “ 0

και επομένως,

λx ` µy “ pλx1 ` µy1, λx2 ` µy2, λx3 ` µy3q P W2,

άρα, βάσει της Πρότασης 7.1, το W2 είναι υπόχωρος του pR3,`, ¨q.
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3. ´Εστω pM2,`, ¨q ο πραγματικός διανυσματικός χώρος των 2ˆ2 μητρών με πραγματικά στοιχεία

και

W1 “ t
„
α ´β
2γ 1


u, W2 “ t

„
4α 3β
´γ 0


u, α, β, γ P R

Θα μελετήσουμε ποιά από τα παραπάνω σύνολα είναι υπόχωροι του pM2,`, ¨q.

Παρατηρούμε ότι το μηδενικό στοιχείο

„
0 0
0 0


δεν ανήκει στο W1, οπότε το W1 δεν είναι

υπόχωρος του pM2,`, ¨q.

Αντίθετα,

„
0 0
0 0


P W2, οπότε W2 ,H.

Επιπλέον, αν

„
4α1 3β1
´γ1 0


,

„
4α2 3β2
´γ2 0


P W2 και λ, µ P R , τότε είναι

λ

„
4α1 3β1
´γ1 0


` µ

„
4α2 3β2
´γ2 0


“
„
4λα1 3λβ1
´λγ1 0


`
„
4µα2 3µβ2
´µγ2 0


“
„
4pλα1 ` µα2q 3pλβ1 ` µβ2q
´pλγ1 ` µγ2q 0


P W2.

Άρα, βάσει της Πρότασης 7.1, το W2 είναι υπόχωρος του pM2,`, ¨q.

7.4 Τομή διανυσματικών υποχώρων

Η τομή δύο ή περισσότερων υποχώρων ενός διανυσματικού χώρου είναι υπόχωρος. Συγκεκρι-

μένα, αν V1,V2 είναι υπόχωροι του pV,`, ¨q, τότε V1 X V2 είναι υπόχωρος του pV,`, ¨q.
Πράγματι, επειδή 0 P V1 και 0 P V2, έπεται ότι 0 P V1 X V2, οπότε V1 X V2 ,H.

Αν λ, µ P F και x, y P V1 X V2, τότε επειδή τα V1, V2 είναι υπόχωροι και x, y P V1 και x, y P V2,

έπεται ότι

λx ` µy P V1 και λx ` µy P V2.

Οπότε, λx ` µy P V1 X V2 και σύμφωνα με την Πρόταση 7.1, έπεται ότι V1 X V2 είναι υπόχωρος του

pV,`, ¨q.

7.5 ´Ενωση διανυσματικών υποχώρων

Η ένωση δύο ή περισσότερων υποχώρων ενός διανυσματικού χώρου δεν είναι εν γένει υπόχωρος.

Συγκεκριμένα, αν V1,V2 είναι υπόχωροι του pV,`, ¨q, τότε V1 Y V2 είναι υπόχωρος του pV,`, ¨q αν

και μόνο αν V1 Ď V2 ή V2 Ď V1.

Πράγματι, αν V1 Y V2 είναι υπόχωρος του pV,`, ¨q και V1 * V2, ϑα αποδειχθεί ότι V2 Ď V1.

´Εστω, x P V2. Επειδή V1 * V2, ϑα υπάρχει y P V1, με y < V2. Επειδή x, y P V1 Y V2, έπεται ότι

x ` y P V1 Y V2, οπότε x ` y P V1 ή x ` y P V2. Αν x ` y P V2, τότε επειδή ´x P V2 (αφού x P V2),

έπεται ότι y “ ´x ` px ` yq P V2, το οποίο είναι άτοπο. Άρα, x ` y < V2, οπότε x ` y P V1 και

επειδή ´y P V1 (αφού y P V1), έπεται ότι x “ px ` yq ` p´yq P V1. Άρα, V2 Ď V1.

7.6 Άθροισμα διανυσματικών υποχώρων

Το άθροισμα δύο ή περισσότερων υποχώρων ενός διανυσματικού χώρου είναι υπόχωρος. Συγκε-

κριμένα, αν V1,V2 είναι υπόχωροι του pV,`, ¨q, τότε το σύνολο

V1 ` V2 “ tx1 ` x2 : x1 P V1, x2 P V2u
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ονομάζεται άθροισμα των υποχώρων V1, V2 και είναι υπόχωρος του pV,`, ¨q.
Πράγματι, επειδή 0 P V1 και 0 P V2, έπεται ότι 0 “ 0 ` 0 P V1 ` V2, οπότε V1 ` V2 , H.

Επιπλέον, αν λ, µ P F και x, y P V1 ` V2, τότε x “ x1 ` x2 και y “ y1 ` y2, όπου x1, y1 P V1 και

x2, y2 P V2. Επειδή οι V1,V2 είναι υπόχωροι, έπεται ότι

λx1 ` µy1 P V1 και λx2 ` µy2 P V2.

Τότε όμως, επειδή

λx ` µy “ λpx1 ` x2q ` µpy1 ` y2q “pλx1 ` µy1q ` pλx2 ` µy2q P V1 ` V2

και σύμφωνα με την Πρόταση 7.1, έπεται ότι V1 ` V2 είναι υπόχωρος.

Σημειώνουμε ότι V1YV2 Ď V1`V2. Πράγματι, επειδή για κάθε x P V1 ισχύει ότι x “ x`0 P V1`V2,

έπεται ότι V1 Ď V1 ` V2. Ομοίως αποδεικνύεται ότι V2 Ď V1 ` V2, οπότε τελικά V1 Y V2 Ď V1 ` V2.

7.7 Γραμμικός συνδυασμός

´Εστω pV,`, ¨q διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q και

x1, x2, . . . , xn P V.

Τότε, κάθε στοιχείο x P V που μπορεί να γραφεί στη μορφή

x “ λ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxn,

όπου λ1, λ1, . . . , λn P F, ονομάζεται γραμμικός συνδυασμός των x1, x2, . . . , xn.

Οι τελεστές λ1, λ2, . . . , λn ονομάζονται συντελεστές του γραμμικού συνδυασμού. Προφανώς, κάθε

γραμμικός συνδυασμός είναι στοιχείο του V .

Παράδειγμα: ´Εστω ο πραγματικός διανυσματικός χώρος pR3,`, ¨q. Να εξετασθεί αν το διάνυσμα

x “ p10,´5, 5q P R3 είναι γραμμικός συνδυασμός των διανυσμάτων

x1 “ p3,´1, 2q, x2 “ p1, 0, 4q, x3 “ p´1, 1, 1q.

Θα εξετάσουμε αν υπάρχουν λ1, λ2, λ3 P R, με x “ λ1x1 ` λ2x2 ` λ3x3. Είναι

x “ λ1x1 ` λ2x2 ` λ3x3 ôp10,´5, 5q “ λ1p3,´1, 2q ` λ2p1, 0, 4q ` λ3p´1, 1, 1q
ôp10,´5, 5q “ p3λ1,´λ1, 2λ1q ` pλ2, 0, 4λ2q ` p´λ3, λ3, λ3q
ôp10,´5, 5q “ p3λ1 ` λ2 ´ λ3,´λ1 ` λ3, 2λ1 ` 4λ2 ` λ3q

ô

$
’&
’%

3λ1 ` λ2 ´ λ3 “ 10

´λ1 ` λ3 “ ´5

2λ1 ` 4λ2 ` λ3 “ 5

Επιλύοντας το παραπάνω σύστημα, προκύπτει ότι λ1 “ 2, λ2 “ 1 και λ3 “ ´3, οπότε

x “ 2x1 ` x2 ´ 3x3

και επομένως το x είναι γραμμικός συνδυασμός των x1, x2, x3.
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7.8 Γραμμική ϑήκη συνόλου

´Εστω pV,`, ¨q διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q και έστω S “ tx1, x2, . . . , xnu ένα

πεπερασμένο υποσύνολο του V . Το σύνολο όλων των γραμμικών συνδυασμών των x1, x2, . . . , xn

ονομάζεται γραμμική ϑήκη (ή απλά ϑήκη ) του S και συμβολίζεται με ă S ą ή ă x1, x2, . . . , xn ą,

δηλαδή

ă x1, x2, . . . , xn ą“ tλ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxn : λ1, λ1, . . . , λn P Fu.

Αν U “ă x1, x2, . . . , xn ą, τότε λέγεται ότι το σύνολο U παράγεται ή γεννάται από τα δια-

νύσματα x1, x2, . . . , xn (ή από το σύνολο S ). Μια άλλη ισοδύναμη έκφραση είναι ότι τα διανύσματα

x1, x2, . . . , xn (ή το σύνολο S ) παράγουν ή γεννούν το σύνολο U.

Το σύνολο ă x1, x2, . . . , xn ą είναι υπόχωρος του pV,`, ¨q, αφού για λ, µ P F και

x “ λ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxn,

y “ µ1x1 ` µ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` µnxn,

το στοιχείο

λx ` µy “ pλλ1 ` µµ1qx1 ` pλλ2 ` µµ2qx2 ` ¨ ¨ ¨ ` pλλn ` µµnqxn

ανήκει στο ă x1, x2, . . . , xn ą.

Επιπλέον xi Pă x1, x2, . . . , xn ą, για κάθε i P rns, αφού

xi “ 0x1 ` ¨ ¨ ¨ ` 0xi´1 ` 1xi ` 0xi`1 ` ¨ ¨ ¨ ` 0xn.

Τέλος, αν W υπόχωρος του pV,`, ¨q, με xi P W, για κάθε i P rns, τότε ă x1, x2, . . . , xn ąĎ W,

αφού κάθε γραμμικός συνδυασμός από στοιχεία ενός διανυσματικού χώρου (του W) είναι στοιχείο

του.

Από τα προηγούμενα προκύπτει η επόμενη πρόταση.

Πρόταση 7.2. Η γραμμική ϑήκη ă x1, x2, . . . , xn ą είναι ο μικρότερος διανυσματικός χώρος που

περιέχει τα x1, x2, . . . , xn.

Παρατήρηση: Από την προηγούμενη πρόταση προκύπτει ότι αν τα διανύσματα y1, y2, . . . , yn είναι

γραμμικοί συνδυασμοί των διανυσμάτων x1, x2, . . . , xn, τότε ισχύει ότι

ă x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn ą“ă x1, x2, . . . , xn ą .

Παράδειγμα: Στον πραγματικό διανυσματικό χώρο pRn,`, ¨q αν

ei “ p0, 0, . . . , 0, 1
i
, 0, . . . , 0q, i P rns,

τότε κάθε x P Rn είναι γραμμικός συνδυασμός των e1, e2, . . . , en, αφού, αν x “ px1, x2, . . . , xnq, τότε

x “ x1p1, 0, 0, . . . , 0q ` x2p0, 1, 0, . . . , 0q ` ¨ ¨ ¨ ` xnp0, . . . , 0, 1q “ x1e1 ` x2e2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnen.

Άρα, ισχύει ότι Rn “ă e1, e2, . . . , en ą. Εξάλλου, από την προηγούμενη παρατήρηση, προκύπτει

ότι

Rn “ă e1, e2, . . . , en ą“ă e1 ` e2, e1, e2, . . . , en ą“ă e1 ` e2, e2, . . . , en ą,

δηλαδή για έναν διανυσματικό χώρο μπορεί να υπάρχουν περισσότερα από ένα σύνολα, με το ίδιο

πλήθος στοιχείων, που τον παράγουν.
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7.9 Γραμμική ανεξαρτησία

´Εστω pV,`, ¨q διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q. Τα διανύσματα x1, x2, . . . , xn P V

είναι γραμμικώς εξαρτημένα όταν υπάρχουν

λ1, λ2, . . . , λn P F,

όχι όλα ίσα με το μηδενικό στοιχείο του F, τέτοια ώστε

λ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxn “ 0.

Αν τα x1, x2, . . . , xn δεν είναι γραμμικώς εξαρτημένα, τότε είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Ισοδύναμα, τα x1, x2, . . . , xn είναι γραμμικώς ανεξάρτητα αν και μόνο αν, για κάθε λ1, λ2, . . . , λn P
F, ισχύει

λ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxn “ 0 ñ λ1 “ λ2 “ ¨ ¨ ¨ “ λn “ 0.

´Ενα σύνολο tx1, x2, . . . , xnu από γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα ονομάζεται ελεύθερο.

Παραδείγματα

1. Τα διανύσματα

ei “ p0, 0, . . . , 0, 1
i
, 0, . . . , 0q, i P rns,

του διανυσματικού χώρου pRn,`, ¨q είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, αφού, για κάθε λ1, λ2, . . . , λn P
R, είναι

λ1e1 ` λ2e2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnen “ 0 ô λ1p1, 0, 0, . . . , 0q ` λ2p0, 1, 0, . . . , 0q ` ¨ ¨ ¨ ` λnp0, . . . , 0, 1q “ p0, 0, . . . , 0q
ô pλ1, 0, 0, . . . , 0q ` p0, λ2, 0, . . . , 0q ` ¨ ¨ ¨ ` p0, . . . , 0, λnq “ p0, 0, . . . , 0q
ô pλ1, λ2, . . . , λnq “ p0, 0, . . . , 0q
ô λ1 “ λ2 “ ¨ ¨ ¨ “ λn “ 0.

2. Τα διανύσματα

x1 “ p2,´1, 0q, x2 “ p´5, 2, 2q, x3 “ p´1, 0, 2q
του διανυσματικού χώρου pR3,`, ¨q είναι γραμμικώς εξαρτημένα, αφού ισχύει ότι

´2x1 ´ 1x2 ` 1x3 “ 0

3. Τα διανύσματα

x1 “ p2,´1, 0q, x2 “ p1, 3, 1q, x3 “ p´1, 0, 2q
του διανυσματικού χώρου pR3,`, ¨q είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, αφού για κάθε λ1, λ2, λ3 P R,
ισχύει ότι

λ1x1 ` λ2x2 ` λ3x3 “ 0 ôλ1p2,´1, 0q ` λ2p1, 3, 1q ` λ3p´1, 0, 2q “ p0, 0, 0q
ôp2λ1,´λ1, 0q ` pλ2, 3λ2, λ2q ` p´λ3, 0, 2λ3q “ p0, 0, 0q

ô

$
’&
’%

2λ1 ` λ2 ´ λ3 “ 0

´λ1 ` 3λ2 “ 0

λ2 ` 2λ3 “ 0

ôλ1 “ λ2 “ λ3 “ 0.

4. Τα διανύσματα

x1 “ p2, 4,´1q, x2 “ p1, 1, 1q x3 “ p6, 12,´3q
του διανυσματικού χώρου pR3,`, ¨q είναι γραμμικώς εξαρτημένα, αφού ισχύει ότι

´3x1 ` 0x2 ` 1x3 “ 0
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Παρατηρήσεις:

1. Στον ορισμό της γραμμικής εξάρτησης, το σώμα παίζει σημαντικό ρόλο. Για παράδειγμα, αν

V “ C, με τις συνήθεις πράξεις των μιγαδικών αριθμών και x1 “ 1, x2 “ i, τότε αν F “ R, τα
x1, x2 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, αφού, για κάθε λ1, λ2 P R είναι

λ1x1 ` λ2x2 “ 0 ô λ1 ` λ2i “ 0 ô λ1 “ λ2 “ 0,

ενώ αν F “ C, τότε για λ1 “ 1 και λ2 “ i P C˚, ισχύει

λ1x1 ` λ2x2 “ 0.

2. Αν κάποιο από τα διανύσματα x1, x2, . . . , xn είναι ίσο με 0, τότε αυτά είναι γραμμικώς εξαρ-

τημένα, διότι αν για παράδειγμα xn “ 0, τότε είναι

0x1 ` 0x2 ` ¨ ¨ ¨ ` 1xn “ 0

και επειδή υπάρχει μη μηδενικός συντελεστής (στην περίπτωση αυτή, το 1) κάποιου από τα

xi (στην περίπτωση αυτή, του xn), προκύπτει ότι τα

x1, x2, . . . , xn είναι γραμμικώς εξαρτημένα.

3. Αν τα διανύσματα x1, x2, . . . , xn είναι γραμμικώς ανεξάρτητα τότε οποιαδήποτε m (με m ď n)

από αυτά ϑα είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Για παράδειγμα, τα διανύσματα x1, x2, . . . , xm είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, αφού για κάθε

λ1, λ2, . . . , λm P F είναι

λ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λmxm “ 0 ôλ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λmxm ` 0xm`1 ` ¨ ¨ ¨ ` 0xn “ 0

ôλ1 “ λ2 “ ¨ ¨ ¨ “ λm “ 0.

4. Τα διανύσματα x1, x2, . . . , xn είναι γραμμικώς εξαρτημένα αν και μόνο αν ένα τουλάχιστον από

αυτά ανήκει στον υπόχωρο που παράγουν τα υπόλοιπα. Πράγματι, αν x1, x2, . . . , xn είναι

γραμμικώς εξαρτημένα, ϑα υπάρχουν λ1, λ2, . . . , λn P F, όχι όλοι 0, ώστε

λ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxn “ 0.

Αν για παράδειγμα λi , 0, όπου i P rns, τότε ισχύουν οι ισοδύναμες σχέσεις:

λixi “ ´λ1x1 ´ λ2x2 ´ ¨ ¨ ¨ ´ λi´1xi´1 ´ λi`1xi`1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ λnxnxi

“ p´λ´1
i
λ1qx1 ` p´λ´1

i
λ2qx2 ` ¨ ¨ ¨ p´λ´1

i
λi´1qxi´1 ` p´λ´1

i
λi`1qxi`1 ` ¨ ¨ ¨ ` p´λ´1

i
λnqxn

Οπότε xi Pă x1, x2, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xn ą.

Αντίστροφα, αν

xi Pă x1, x2, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xn ą,
για κάποιο i P rns, τότε υπάρχουν

λ1, λ2, . . . , λi´1, λi`1, . . . , λn P F,

με

xi “ λ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λi´1xi´1 ` λi`1xi`1 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxn,

οπότε

λ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ `λi´1xi´1 ` p´1qxi ` λi`1xi`1 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxn “ 0.

Από την προηγούμενη ισότητα, αφού οι συντελεστές των x1, x2, . . . , xn δεν είναι όλοι ίσοι με

0, προκύπτει ότι τα x1, x2, . . . , xn είναι γραμμικώς εξαρτημένα.
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7.10 Βάση και διάσταση διανυσματικού χώρου

´Εστω pV,`, ¨q ένας διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q. ´Ενα υποσύνολο

S “ tx1, x2, . . . , xnu,

του V ονομάζεται βάση του V αν και μόνο αν

1. το S παράγει τον V , δηλαδή

V “ă x1, x2, . . . , xn ą
και

2. τα x1, x2, . . . , xn είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Παραδείγματα

1. Το σύνολο S “ te1, e2, . . . , enu με

ei “ p0, 0, . . . , 0, 1
i
, 0, . . . , 0q, i P rns,

είναι μια βάση του πραγματικού διανυσματικού χώρου pRn,`, ¨q. Η βάση αυτή ονομάζεται

κανονική βάση του pRn,`, ¨q.

2. Το σύνολο S “ t1, x, x2, . . . , xnu είναι μια βάση του πραγματικού διανυσματικού χώρου pPn,`, ¨q
όλων των πολυωνύμων βαθμού μικρότερου ή ίσου του n με πραγματικούς συντελεστές.

3. Το σύνολο

S “ t
„
1 0
0 0


,

„
0 1
0 0


,

„
0 0
1 0


,

„
0 0
0 1


u

είναι μια βάση του διανυσματικού χώρου pM2,`, ¨q, όλων των 2 ˆ 2 μητρών με πραγματικά

στοιχεία.

Δεχόμαστε ότι ο μηδενικός χώρος, δηλαδή ο χώρος με φορέα το V “ t0u έχει ως βάση το κενό

σύνολο.

Παρατηρήσεις:

1. ´Ενας διανυσματικός χώρος που έχει μια βάση S , ϑα έχει και άλλες βάσεις. Για παράδειγμα,

αν S “ tx1, x2, . . . , xnu και λ P Fzt0, 1u, τότε το σύνολο S 1 “ tλx1, λx2, . . . , λxnu ϑα είναι μια

άλλη βάση του διανυσματικού χώρου.

2. Αν pV,`, ¨q είναι ένας διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q και S “ tx1, x2, . . . , xnu
μια βάση του V , τότε κάθε διάνυσμα x P V γράφεται κατά μοναδικό τρόπο ως γραμμικός

συνδυασμός των x1, x2, . . . , xn, αφού αν

x “ λ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxn “ µ1x1 ` µ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` µnxn,

τότε

pλ1 ´ µ1qx1 ` pλ2 ´ µ2qx2 ` ¨ ¨ ¨ ` pλn ´ µnqxn “ 0 ô λi ´ µi “ 0, για κάθε i P rns
ô λi “ µi, για κάθε i P rns.

Κατόπιν τούτων, αν x P V με x “ λ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxn, οι τελεστές λ1, λ2, . . . , λn P F

ονομάζονται συντελεστές του x ως προς τη βάση S .
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Πρόταση 7.3. ´Εστω pV,`, ¨q είναι ένας διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q. Αν για

τα διανύσματα x1, x2, . . . , xm P V ισχύει ότι

V “ă x1, x2, . . . , xm ą,

τότε υπάρχει μια βάση του χώρου αυτού, η οποία αποτελείται από κάποια από τα διανύσματα

x1, x2, . . . , xm.

´Ενας διανυσματικός χώρος pV,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q ονομάζεται πεπερασμένης δι-

άστασης, όταν παράγεται από πεπερασμένο πλήθος διανυσμάτων.

Προφανώς, από την προηγούμενη πρόταση, προκύπτει ότι κάθε διανυσματικός χώρος πεπερα-

σμένης διάστασης έχει μια τουλάχιστον βάση.

Επιπλέον, ισχύουν οι επόμενες προτάσεις.

Πρόταση 7.4. Αν pV,`, ¨q είναι ένας πεπερασμένης διάστασης διανυσματικός χώρος επί του

σώματος pF,`, ¨q και τα διανύσματα x1, x2, . . . , xn P V είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, τότε υπάρχει

βάση του V που περιέχει τα διανύσματα αυτά.

Πρόταση 7.5. ´Εστω pV,`, ¨q ένας μη μηδενικός διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q,
ο οποίος έχει μια βάση με n στοιχεία. Αν τα διανύσματα x1, x2, . . . , xm P V είναι γραμμικώς

ανεξάρτητα, τότε m ď n.

Από την προηγούμενη πρόταση, προκύπτει ότι δύο βάσεις ενός διανυσματικού χώρου έχουν το

ίδιο πλήθος στοιχείων.

Πράγματι, αν S “ tv1, v2, . . . , vnu και S 1 “ tx1, x2, . . . , xmu δύο βάσεις του διανυσματικού χώρου,

τότε ϑεωρώντας το S ως βάση (με n στοιχεία) και επειδή τα x1, x2, . . . , xm είναι γραμμικώς ανεξάρ-

τητα (ως στοιχεία της βάσης S 1), προκύπτει ότι m ď n. Από την άλλη, ϑεωρώντας το S 1 ως βάση

(με m στοιχεία) και επειδή τα v1, v2, . . . , vn είναι γραμμικώς ανεξάρτητα (ως στοιχεία της βάσης S ),

προκύπτει ότι n ď m. Οπότε τελικά m “ n.

Το πλήθος των στοιχείων μιας βάσης ενός πεπερασμένης διάστασης διανυσματικού χώρου

pV,`, ¨q ονομάζεται διάσταση του διανυσματικού χώρου και συμβολίζεται με dim V . Προφανώς

είναι dim V “ 0 αν και μόνο αν V “ t0u (μηδενικός διανυσματικός χώρος).

Από τις προηγούμενες Προτάσεις, προκύπτουν οι επόμενες παρατηρήσεις:

Παρατηρήσεις:

1. Για έναν πεπερασμένης διάστασης διανυσματικό χώρο pV,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q, οι
επόμενοι ισχυρισμοί είναι ισοδύναμοι:

i) dim V “ n.

ii) Το μέγιστο πλήθος γραμμικώς ανεξάρτητων διανυσμάτων του V είναι n.

iii) Το ελάχιστο πλήθος διανυσμάτων που παράγουν το V είναι n.

2. ´Εστω pV,`, ¨q ένας μη μηδενικός διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q, με dim V “ n.

Αν τα x1, x2, . . . , xn P V είναι γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα, τότε το σύνολο tx1, x2, . . . , xnu
είναι μια βάση του pV,`, ¨q.

3. ´Εστω pV,`, ¨q ένας μη μηδενικός διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q, με dim V “ n.

Αν τα x1, x2, . . . , xn P V παράγουν τον pV,`, ¨q, τότε το σύνολο tx1, x2, . . . , xnu είναι μια βάση

του pV,`, ¨q.
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Παραδείγματα

1. Για τον πραγματικό διανυσματικό χώρο pRn,`, ¨q ισχύει ότι dimRn “ n, αφού η κανονική του

βάση έχει n στοιχεία.

2. Για τον πραγματικό διανυσματικό χώρο pPn,`, ¨q, όλων των πολυωνύμων βαθμού μικρότερου

ή ίσου με n, ισχύει ότι dim Pn “ n ` 1, αφού το σύνολο

t1, x, x2, . . . , xnu

είναι μια βάση του.

3. Για τον πραγματικό διανυσματικό χώρο pC,`, ¨q ισχύει ότι dimC “ 2, αφού το σύνολο t1, iu
είναι μια βάση του.

4. Για τον πραγματικό διανυσματικό χώρο pM2,`, ¨q, όλων των 2ˆ2 μητρών, ισχύει ότι dimM2 “
4, αφού το σύνολο

S “ t
„
1 0
0 0


,

„
0 1
0 0


,

„
0 0
1 0


,

„
0 0
0 1


u

είναι μια βάση του.

5. Για τον διανυσματικό χώρο γινόμενο pV ˆW,`, ¨q δύο πεπερασμένης διάστασης διανυσματικών

χώρων pV,`, ¨q και pW,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q, ισχύει ο τύπος

dimpV ˆ Wq “ dim V ` dim W.

Πράγματι, αν

tx1, x2, . . . , xnu και ty1, y2, . . . , ymu
είναι βάσεις των χώρων pV,`, ¨q και pW,`, ¨q αντίστοιχα, τότε εύκολα αποδεικνύεται ότι το

σύνολο

S “ tpx1, 0q, px2, 0q, . . . , pxn, 0q, p0, y1q,p0, y2q, . . . , p0, ymqu

είναι βάση του pV ˆ W,`, ¨q, οπότε

dimpV ˆ Wq “ |S | “ n ` m “ dim V ` dim W.

Γενικότερα, αποδεικνύεται επαγωγικά ο τύπος

dimpV1 ˆ V2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vnq “ dim V1 ` dim V2 ` ¨ ¨ ¨ ` dim Vn.
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Εφαρμογές:

Εφαρμογή 7.1. Να αποδειχθεί ότι τα διανύσματα

x “ p2, 1,´3q, y “ p3, 2,´3q, z “ p1,´1, 1q

αποτελούν βάση του πραγματικού διανυσματικού χώρου pR3,`, ¨q.

Λύση. Επειδή dimR3 “ 3, αρκεί να αποδειχθεί ότι τα διανύσματα x, y, z είναι γραμμικώς ανεξάρ-

τητα.

λ1x ` λ2y ` λ3z “ 0 ñλ1p2, 1,´3q ` λ2p3, 2,´3q ` λ3p1,´1, 1q “ p0, 0, 0q
ñp2λ1 ` 3λ2 ` λ3, λ1 ` 2λ2 ´ λ3,´3λ1 ´ 3λ2 ` λ3q “ p0, 0, 0q

ñ

$
’&
’%

2λ1 ` 3λ2 ` λ3 “ 0

λ1 ` 2λ2 ´ λ3 “ 0

´3λ1 ´ 3λ2 ` λ3 “ 0

ñλ1 “ λ2 “ λ3 “ 0.

Άρα, τα x, y, z είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και επομένως αποτελούν βάση του χώρου. �

Εφαρμογή 7.2. Να βρεθεί μια βάση του πραγματικού διανυσματικού χώρου pR4,`, ¨q που

περιέχει τα διανύσματα

x “ p´1, 1, 0, 0q, y “ p0, 0, 2, 1q.

Λύση. Επειδή dimR4 “ 4, αρκεί να βρεθούν δύο διανύσματα z,w P R4, τέτοια ώστε το σύνολο

tx, y, z,wu να είναι βάση του χώρου. Τα διανύσματα z,w ϑα αναζητηθούν μεταξύ των στοιχείων της

κανονικής βάσης.

Αρχικά, ελέγχεται η γραμμική ανεξαρτησία των διανυσμάτων x, y, e1. Είναι

λ1x ` λ2y ` λ3e1 “ 0 ñλ1p´1, 1, 0, 0q ` λ2p0, 0, 2, 1q ` λ3p1, 0, 0, 0q “ p0, 0, 0, 0q
ñp´λ1 ` λ3, λ1, 2λ2, λ2q “ p0, 0, 0, 0q

ñ

$
’&
’%

´λ1 ` λ3 “ 0

λ1 “ 0

λ2 “ 0

ñ λ1 “ λ2 “ λ3 “ 0.

Άρα, τα διανύσματα x, y, e1 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Στη συνέχεια, ελέγχεται η γραμμική ανεξαρτησία των διανυσμάτων x, y, e1, e2. Είναι

λ1x ` λ2y ` λ3e1 ` λ4e2 “ 0 ñλ1p´1, 1, 0, 0q ` λ2p0, 0, 2, 1q ` λ3p1, 0, 0, 0q ` λ4p0, 1, 0, 0q “ p0, 0, 0, 0q
ñp´λ1 ` λ3, λ1 ` λ4, 2λ2, λ2q “ p0, 0, 0, 0q

ñ

$
’&
’%

´λ1 ` λ3 “ 0

λ1 ` λ4 “ 0

λ2 “ 0

ñ λ3 “ λ1, λ4 “ ´λ1, λ2 “ 0.

Επειδή το παραπάνω σύστημα έχει άπειρες μη μηδενικές λύσεις, προκύπτει ότι τα διανύσματα

x, y, e1, e2
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είναι γραμμικώς εξαρτημένα.

Κατόπιν τούτου, ελέγχεται η γραμμική ανεξαρτησία των διανυσμάτων x, y, e1, e3. Είναι

λ1x ` λ2y ` λ3e1 ` λ4e3 “ 0 ñλ1p´1, 1, 0, 0q ` λ2p0, 0, 2, 1q ` λ3p1, 0, 0, 0q ` λ4p0, 0, 1, 0q “ p0, 0, 0, 0q
ñp´λ1 ` λ3, λ1, 2λ2 ` λ4, λ2q “ p0, 0, 0, 0q

ñ

$
’’’&
’’’%

´λ1 ` λ3 “ 0

λ1 “ 0

2λ2 ` λ4 “ 0

λ2 “ 0

ñ λ1 “ λ2 “ λ3 “ λ4 “ 0.

Άρα, τα διανύσματα x, y, e1, e3 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και επομένως αποτελούν μια βάση του

χώρου. �

Στην επόμενη πρόταση, δίδονται οι κυριότερες ιδιότητες της διάστασης των διανυσματικών

υποχώρων.

Πρόταση 7.6. Αν pV,`, ¨q είναι ένας πεπερασμένης διάστασης μη μηδενικός διανυσματικός

χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q και V1, V2 δύο υπόχωροί του, τότε ισχύουν τα παρακάτω:

(i) V1 Ď V2 ñ dim V1 ď dim V2.

Επιπλέον, αν V1 Ď V2, τότε dim V1 “ dim V2 αν και μόνο αν V1 “ V2.

(ii) dimpV1 ` V2q “ dim V1 ` dim V2 ´ dimpV1 X V2q.

Εφαρμογή 7.3. Δίνονται οι διανυσματικοί υπόχωροι V1,V2 του πραγματικού διανυσματικού

χώρου pR3,`, ¨q, με

V1 “ tpx, y, zq P R3 : x ` y ` z “ 0u
V2 “ tpx, y, zq P R3 : x “ yu.

Να βρεθούν οι διαστάσεις των υποχώρων

V1,V2,V1 X V2,V1 ` V2

και να αποδειχθεί ότι V1 ` V2 “ R3.

Λύση. Αν v “ px, y, zq P V1, τότε είναι

x ` y ` z “ 0 ô x “ ´y ´ z,

οπότε

v “ p´y ´ z, y, zq “ p´y, y, 0q ` p´z, 0, zq “ yp´1, 1, 0q ` zp´1, 0, 1q.

Άρα, V1 “ă p´1, 1, 0q, p´1, 0, 1q ą.

Επιπλέον, τα p´1, 1, 0q, p´1, 0, 1q είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, διότι για λ, µ P R είναι

λp´1, 1, 0q ` µp´1, 0, 1q “ p0, 0, 0q ñp´λ ´ µ, λ, µq “ p0, 0, 0q ñ λ “ µ “ 0.

Άρα το σύνολο tp´1, 1, 0q, p´1, 0,´1qu αποτελεί μια βάση του V1 και συνεπώς dim V1 “ 2.
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Για τον υπόχωρο V2 έχουμε

v “ px, y, zq P V2 ô v “ px, x, zq ô v “ xp1, 1, 0q ` zp0, 0, 1q.

Άρα, V2 “ă p1, 1, 0q, p0, 0, 1q ą.

Επιπλέον, τα p1, 1, 0q, p0, 0, 1q είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, διότι για λ, µ P R είναι

λp1, 1, 0q ` µp0, 0, 1q “ p0, 0, 0q ñ pλ, λ, µq “ p0, 0, 0q ñ λ “ µ “ 0.

Άρα το σύνολο tp1, 1, 0q, p0, 0, 1qu αποτελεί μια βάση του V2 και συνεπώς dim V2 “ 2.
Για τον υπόχωρο V1 X V2, αν v “ px, y, zq P R3, ισχύει ότι

v P V1 X V2 ô
#

px, y, zq P V1

px, y, zq P V2

ô
#

z “ ´x ´ y

x “ y
ô

#
z “ ´2y

x “ y
ô v “ py, y,´2yq ô v “ yp1, 1,´2q

Άρα, V1 X V2 “ă p1, 1,´2q ą και επομένως το σύνολο tp1, 1,´2qu αποτελεί μια βάση του V1 X V2.

Άρα, dimpV1 X V2q “ 1.
Επιπλέον, από την Πρόταση 7.6.iiq, προκύπτει ότι

dimpV1 ` V2q “ dim V1 ` dim V2 ´ dimpV1 X V2q “ 2 ` 2 ´ 1 “ 3.

Τέλος, επειδή ο V1 ` V2 είναι υπόχωρος του διανυσματικού χώρου pR3,`, ¨q και

dimpV1 ` V2q “ dimR3 “ 3,

από την Πρόταση 7.6.iq, προκύπτει ότι V1 ` V2 “ R3. �
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7.11 Λυμένες Ασκήσεις

Άσκηση 7.1. Στο σύνολο V “ F2, όπου pF,`, ¨q είναι ένα σώμα, ορίζονται τρεις πράξεις: Οι

εσωτερικές ⊞ και ‘, με

px1, x2q ⊞ py1, y2q “ px1y1, x2y2q
και

px1, x2q ‘ py1, y2q “ px1 ` y1, x2 ` y2q,
καθώς και η εξωτερική πράξη ¨, με

λpx1, x2q “ pλx1, x2q,

όπου λ P F. Να εξεταστεί ποιες από τις δομές pV,⊞, ¨q, pV,‘, ¨q είναι διανυσματικοί χώροι επί

του σώματος pF,`, ¨q.

Λύση. Για τη δομή pV,⊞, ¨q έχουμε ότι

px1, x2q ⊞ py1, y2q “ px1y1, x2y2q “ py1x1, y2x2q “ py1, y2q ⊞ px1, x2q,

για κάθε px1, x2q, py1, y2q P V , άρα η πράξη ⊞ είναι αντιμεταθετική.

Επίσης, για κάθε px1, x2q, py1, y2q, pz1, z2q P V , είναι

px1, x2q ⊞ ppy1, y2q ⊞ pz1, z2qq “px1, x2q ⊞ py1z1, y2z2q “ px1py1z1q, x2py2z2qq
“ppx1y1qz1, px2y2qz2q “ px1y1, x2y2q ⊞ pz1, z2q “ ppx1, x2q ⊞ py1, y2qq ⊞ pz1, z2q,

άρα η πράξη ⊞ είναι προσεταιριστική.

Το ουδέτερο στοιχείο της πράξης ⊞ είναι το p1, 1q (όπου 1 είναι το μοναδιαίο στοιχείο του

σώματος), διότι για κάθε px1, x2q P V , είναι

px1, x2q ⊞ p1, 1q “ p1, 1q ⊞ px1, x2q “ p1x1, 1x2q “ px1, x2q.

Κατόπιν τούτων, το στοιχείο p0, 0q P V (όπου 0 είναι το μηδενικό στοιχείο του σώματος) δεν

έχει συμμετρικό, αφού για κάθε px1, x2q P V είναι

p0, 0q ⊞ px1, x2q “ p0x1, 0x2q “ p0, 0q , p1, 1q,

επομένως η δομή pV,⊞q δεν είναι ομάδα και συνεπώς η δομή pV,⊞, ¨q δεν είναι διανυσματικός χώρος.

Για τη δομή pV,‘, ¨q, ϑα αποδειχθεί ότι δεν ισχύει πάντα η ιδιότητα

pλ ` µqx “ λx ‘ µx, λ, µ P F, x P V,

του ορισμού του διανυσματικού χώρου. Πραγματικά, για λ, µ P F, και x “ px1, x2q P V , είναι

pλ ` µqpx1, x2q “ ppλ` µqx1, x2q “ pλx1 ` µx1, x2q

και

λpx1, x2q ‘ µpx1, x2q “ pλx1, x2q ‘ pµx1, x2q “ pλx1 ` µx1, x2 ` x2q,

οπότε

pλ` µqpx1, x2q “ λpx1, x2q ‘ µpx1, x2q ô x2 “ x2 ` x2 ô x2 “ 0,

δηλαδή η ιδιότητα δεν ισχύει για κάθε x P V , οπότε η δομή pV,‘, ¨q δεν είναι διανυσματικός

χώρος. �
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Άσκηση 7.2. Να αποδειχθεί ότι η αντιμεταθετικότητα της πρόσθεσης ` ενός διανυσματικού

χώρου pV,`, ¨q μπορεί να προκύψει από τις υπόλοιπες συνθήκες του ορισμού του διανυσματι-

κού χώρου.

Λύση. Για κάθε x, y P V , χρησιμοποιώντας τις συνθήκες 2i) και 2ii) του ορισμού του διανυσματικού

χώρου, είναι

p1 ` 1qpx ` yq “ p1 ` 1qx ` p1 ` 1qy “ x ` x ` y ` y

και

p1 ` 1qpx ` yq “ 1px ` yq ` 1px ` yq “ x ` y ` x ` y.

Κατόπιν τούτων, είναι

x ` y ` x ` y “ x ` x ` y ` y.

Επειδή η δομή pV,`q είναι ομάδα, ισχύει ο νόμος της διαγραφής, οπότε εφαρμόζοντάς τον δύο

φορές, από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι y ` x “ x ` y, και επομένως η πράξη ` είναι

αντιμεταθετική. �

Άσκηση 7.3. Να αποδειχθούν οι ιδιότητες των διανυσματικών χώρων:

(i) λ0 “ 0, (iii) λx “ 0 ñ λ “ 0 ή x “ 0,

(ii) 0x “ 0, (iv) λp´xq “ ´pλxq,

για κάθε λ P F, x P V , όπου pV,`, ¨q διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q.

Λύση. (i) Για λ P F, x P V , είναι

λx ` λ0 “ λpx ` 0q “ λx,

οπότε, από τον νόμο διαγραφής της ομάδας pV,`q, προκύπτει ότι λ0 “ 0.

(ii) Για λ P F, x P V , είναι

λx ` 0x “ pλ` 0qx “ λx,

οπότε, από τον νόμο διαγραφής της ομάδας pV,`q, προκύπτει ότι 0x “ 0.

(iii) Αν λ , 0, ϑα δειχθεί ότι x “ 0. Πράγματι, τότε ϑα υπάρχει το αντίστροφο λ´1 P F και

x “ 1x “ pλ´1λqx “ λ´1pλxq “ λ´10 “ 0.

(iv) Επειδή λp´xq ` λx “ λp´x ` xq “ λ0 “ 0, έπεται ότι το λp´xq είναι το αντίθετο του λx,

δηλαδή λp´xq “ ´pλxq. �

Άσκηση 7.4 (βλ. Πρόταση 7.1). ´Εστω pV,`, ¨q διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q
και W ένα μη κενό υποσύνολο του V . Να αποδειχθεί ότι το W είναι υπόχωρος του pV,`, ¨q αν

και μόνο αν

λx ` µy P W, για κάθε λ, µ P F και x, y P W. (7.1)

Λύση. Αρχικά, υποτίθεται ότι το W είναι υπόχωρος του pV,`, ¨q και ϑα δειχθεί ότι ισχύει η συνθήκη

7.1. Αν λ, µ P F και x, y P W, τότε, επειδή το W είναι κλειστό ως προς την πράξη ¨, έπεται ότι
λx, µy P W, οπότε, επειδή το W είναι κλειστό ως προς την πράξη `, έπεται ότι λx ` µy P W .

Αντίστροφα, υποτίθεται ότι ισχύει η συνθήκη (7.1) και ϑα δειχθεί ότι το W είναι υπόχωρος του

pV,`, ¨q. Αρκεί να δειχθεί ότι το σύνολο W είναι μη κενό, κλειστό ως προς την πράξη ¨ και ότι

η δομή pW,`q είναι υποομάδα της pV,`q. (Η συνθήκη 2 του ορισμού του διανυσματικού χώρου,

προφανώς ισχύει και για τα στοιχεία του W, αφού W Ď V .)
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´Ετσι, αν x, y P W, τότε, εφαρμόζοντας τη συνθήκη (7.1) για λ “ µ “ 0, έπεται ότι

0x ` 0y P W ñ 0 ` 0 P W ñ 0 P W,

άρα το W είναι μη κενό και μάλιστα περιέχει το μηδενικό στοιχείο της ομάδας pV,`q. Επιπλέον,

εφαρμόζοντας τη συνθήκη (7.1) για µ “ 0, έπεται ότι

λx ` 0y P W ñ λx ` 0 P W ñ λx P W,

άρα το W είναι κλειστό ως προς την πράξη ¨.
Τέλος, για να είναι η δομή pW,`q υποομάδα της pV,`q, αρκεί να ισχύει

x, y P W ñ x ´ y P W,

το οποίο όμως προκύπτει άμεσα, εφαρμόζοντας τη συνθήκη (7.1) για λ “ 1 και µ “ ´1.
Επομένως, η δομή pW,`q είναι αβελιανή ομάδα και άρα η δομή pW,`, ¨q είναι υπόχωρος του

pV,`, ¨q. �

Άσκηση 7.5. Να εξεταστεί ποιά από τα παρακάτω σύνολα είναι υπόχωροι του πραγματικού

διανυσματικού χώρου pR3,`, ¨q:

W1 “ tpx1, x2, x3q P R3 : x21 ` x22 ` x23 ď 1u
W2 “ tpx1, x2, x3q P R3 : 4x1 ´ 2x2 ` x3 “ 0u.

Λύση. Το μηδενικό στοιχείο p0, 0, 0q του R3 ανήκει στα W1,W2, αφού

02 ` 02 ` 02 ď 1 και 4 ¨ 0 ´ 2 ¨ 0 ` 0 “ 0,

άρα τα σύνολα W1,W2 είναι μη κενά.

Παρατηρούμε ότι p0, 0, 1q P W1, αφού 02 ` 02 ` 12 ď 1, ενώ 2p0, 0, 1q “ p0, 0, 2q < W1, διότι

02 ` 02 ` 22 “ 4 ą 1. Άρα, το σύνολο W1 δεν είναι κλειστό ως προς την πράξη ¨ και επομένως δεν

είναι υπόχωρος του pR3,`, ¨q.
´Εστω λ, µ P R3 και px1, x2, x3q, py1, y2, y3q P W2. Τότε, είναι

4x1 ´ 2x2 ` x3 “ 0 και 4y1 ´ 2y2 ` y3 “ 0.

Πολλαπλασιάζοντας τις δύο αυτές ισότητες με λ και µ αντίστοιχα, και προσθέτοντας τις ισότητες

που προκύπτουν, έπεται ότι

λp4x1 ´ 2x2 ` x3q ` µp4y1 ´ 2y2 ` y3q “ 0,

οπότε

4pλx1 ` µy1q ´ 2pλx2 ` µy2q ` pλx3 ` µy3q “ 0,

και επομένως

λpx1, x2, x3q ` µpy1, y2, y3q “pλx1 ` µy1, λx2 ` µy2, λx3 ` µy3q P W2.

Άρα, βάσει της Πρότασης 7.1, το W2 είναι υπόχωρος του pR3,`, ¨q. �
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Άσκηση 7.6. ´Εστω ο πραγματικός διανυσματικός χώρος pRR,`, ¨q, όπου RR είναι το σύνολο

των συναρτήσεων από το R στο R και οι πράξεις `, ¨ ορίζονται ως εξής:

p f ` gqpxq “ f pxq ` gpxq και pλ f qpxq “ λ f pxq,

για κάθε f , g P RR και λ P R. Να εξεταστεί ποιά από τα παρακάτω σύνολα είναι υπόχωροι του

pRR,`, ¨q:

W1 “ t f P RR : f παραγωγίσιμη, u
W2 “ t f P RR : f περιττήu,
W3 “ t f P RR : f p1q ` 2 f p2q ` ¨ ¨ ¨ ` 9 f p9q “ 10u.

Λύση. Επειδή, για κάθε λ, µ P R και f , g P RR, ισχύει

f , g παραγωγίσιμες (αντ. περιττές) ñλ f ` µg παραγωγίσιμη (αντ. περιττή),

έπεται ότι τα σύνολα W1,W2 είναι υπόχωροι του

pRR,`, ¨q.
Αντίθετα, το W3 δεν είναι υπόχωρος, διότι η μηδενική συνάρτηση δεν ανήκει σε αυτό. �

Άσκηση 7.7. ´Εστω ο πραγματικός διανυσματικός χώρος pR4,`, ¨q, και τα διανύσματά του

x1 “ p1, 2,´1, 0q, x2 “ p1, 0,´1, 3q, x3 “ p0,´1, 1, 1q

και x “ p´1, 0, 5, aq. Να βρεθεί το a P R, ώστε το x να είναι γραμμικός συνδυασμός των x1, x2, x3.

Λύση. Είναι

x “ λ1x1 ` λ2x2 ` λ3x3 ôp´1, 0, 5, aq “ λ1p1, 2,´1, 0q ` λ2p1, 0,´1, 3q ` λ3p0,´1, 1, 1q
ôp´1, 0, 5, aq “ pλ1 ` λ2, 2λ1 ´ λ3,´λ1 ´ λ2 ` λ3, 3λ2 ` λ3q

ô

$
’’’&
’’’%

λ1 ` λ2 “ ´1

2λ1 ´ λ3 “ 0

´λ1 ´ λ2 ` λ3 “ 5

3λ2 ` λ3 “ a

Επιλύοντας το σύστημα των τριών πρώτων από τις παραπάνω εξισώσεις, προκύπτει ότι

λ1 “ 2, λ2 “ ´3, λ3 “ 4.

Οπότε είναι a “ 3λ2 ` λ3 “ ´5. �

Άσκηση 7.8. Στον πραγματικό διανυσματικό χώρο

pR3,`, ¨q, να εξεταστεί αν τα διανύσματα του x1, x2, x3 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, όταν:

(i) x1 “ p0, 1,´3q, x2 “ p´2, 1, 2q, x3 “ p4, 1, 0q.

(ii) x1 “ p2, 1,´1q, x2 “ p´1, 2, 3q, x3 “ p4, 7, 3q.
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Λύση. (i) Για λ1, λ2, λ3 P R, είναι
λ1x1 ` λ2x2 ` λ3x3 “ 0 ôλ1p0, 1,´3q ` λ2p´2, 1, 2q ` λ3p4, 1, 0q “ p0, 0, 0q

ôp0, λ1,´3λ1q ` p´2λ2, λ2, 2λ2q ` p4λ3, λ3, 0q “ p0, 0, 0q
ôp´2λ2 ` 4λ3, λ1 ` λ2 ` λ3,´3λ1 ` 2λ2q “ p0, 0, 0q

ô

$
’&
’%

´2λ2 ` 4λ3 “ 0

λ1 ` λ2 ` λ3 “ 0

´3λ1 ` 2λ2 “ 0

ô λ1 “ λ2 “ λ3 “ 0.

Άρα τα διανύσματα x1, x2, x3 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

(ii) Για λ1, λ2, λ3 P R, είναι
λ1x1 ` λ2x2 ` λ3x3 “ 0 ôλ1p2, 1,´1q ` λ2p´1, 2, 3q ` λ3p4, 7, 3q “ p0, 0, 0q

ôp2λ1, λ1,´λ1q ` p´λ2, 2λ2, 3λ2q ` p4λ3, 7λ3, 3λ3q “ p0, 0, 0q
ôp2λ1 ´ λ2 ` 4λ3, λ1 ` 2λ2 ` 7λ3,´λ1 ` 3λ2 ` 3λ3q “ p0, 0, 0q

ô

$
’&
’%

2λ1 ´ λ2 ` 4λ3 “ 0

λ1 ` 2λ2 ` 7λ3 “ 0

´λ1 ` 3λ2 ` 3λ3 “ 0

ô

$
’&
’%

2λ1 ´ λ2 ` 4λ3 “ 0

λ1 “ ´3λ3

λ2 “ ´2λ3

ô
#
λ1 “ ´3λ3
λ2 “ ´2λ3

Αν τεθεί, λ3 “ 1, τότε λ1 “ ´3, λ2 “ ´2, οπότε ισχύει ότι

λ1x1 ` λ2x2 ` λ3x3 “ 0.

Επειδή οι συντελεστές των x1, x2, x3 δεν είναι όλοι 0, προκύπτει ότι τα διανύσματα x1, x2, x3 είναι

γραμμικώς εξαρτημένα. �

Άσκηση 7.9. Στον πραγματικό διανυσματικό χώρο pM2,`, ¨q, όλων των 2 ˆ 2 μητρών, να εξε-

ταστεί αν οι μήτρες A, B, Γ,∆ είναι γραμμικώς ανεξάρτητες, όταν:

(i) A “
„
1 2
3 4


, B “

„
´1 0
2 1


, Γ “

„
1 1
0 1


,∆ “

„
0 1
1 0


.

(ii) A “
„
1 0
1 ´2


, B “

„
´1 1
0 1


, Γ “

„
´2 0
1 1


,∆ “

„
´7 2
4 3


.

Λύση.

(i) Για λ1, λ2, λ3, λ4 P R, είναι

λ1A ` λ2B ` λ3Γ` λ4∆ “ Oôλ1

„
1 2
3 4


` λ2

„
´1 0
2 1


` λ3

„
1 1
0 1


` λ4

„
0 1
1 0


“
„
0 0
0 0



ô
„
λ1 2λ1
3λ1 4λ1


`
„

´λ2 0
2λ2 λ2


`
„
λ3 λ3
0 λ3


`
„
0 λ4
λ4 0


“
„
0 0
0 0



ô
„
λ1 ´ λ2 ` λ3 2λ1 ` λ3 ` λ4

3λ1 ` 2λ2 ` λ4 4λ1 ` λ2 ` λ3


“
„
0 0
0 0



ô

$
’’’&
’’’%

λ1 ´ λ2 ` λ3 “ 0

2λ1 ` λ3 ` λ4 “ 0

3λ1 ` 2λ2 ` λ4 “ 0

4λ1 ` λ2 ` λ3 “ 0

ô λ1 “ λ2 “ λ3 “ λ4 “ 0.

Άρα, οι A, B, Γ,∆ είναι γραμμικώς ανεξάρτητες.
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(ii) Για λ1, λ2, λ3, λ4 P R, είναι

λ1A ` λ2B ` λ3Γ` λ4∆ “ Oôλ1

„
1 0
1 ´2


` λ2

„
´1 1
0 1


` λ3

„
´2 0
1 1


` λ4

„
´7 2
4 3


“ O

ô
„
λ1 0
λ1 ´2λ1


`
„

´λ2 λ2
0 λ2


`
„

´2λ3 0
λ3 λ3


`
„

´7λ4 2λ4
4λ4 3λ4


“ O

ô
„
λ1 ´ λ2 ´ 2λ3 ´ 7λ4 λ2 ` 2λ4

λ1 ` λ3 ` 4λ4 ´2λ1 ` λ2 ` λ3 ` 3λ4


“
„
0 0
0 0



ô

$
’’’&
’’’%

λ1 ´ λ2 ´ 2λ3 ´ 7λ4 “ 0

λ2 ` 2λ4 “ 0

λ1 ` λ3 ` 4λ4 “ 0

´2λ1 ` λ2 ` λ3 ` 3λ4 “ 0

ô

$
’&
’%

λ2 “ ´2λ4
λ1 ` λ3 ` 4λ4 “ 0

´2λ1 ` λ2 ` λ3 ` 3λ4 “ 0

ô

$
’&
’%

λ2 “ ´2λ4
λ1 “ ´λ4
λ3 “ ´3λ4

Αν τεθεί λ4 “ 1, προκύπτει ότι λ1 “ ´1, λ2 “ ´2, λ3 “ ´3 και ισχύει ότι

λ1A ` λ2B ` λ3Γ` λ4∆ “ O.
Άρα, οι A, B, Γ,∆ είναι γραμμικώς εξαρτημένες. �

Άσκηση 7.10. Να αποδειχθεί ότι τα διανύσματα

x “ p1,´2, 0q, y “ p0, 1, 2q, z “ p´1,´1, 3q.

αποτελούν βάση του πραγματικού διανυσματικού χώρου pR3,`, ¨q, και να βρεθούν οι συντεταγ-

μένες του διανύσματος v “ p3,´1, 4q ως προς τη βάση αυτή.

Λύση. Επειδή dimR3 “ 3, αρκεί να δειχθεί ότι τα διανύσματα x, y, z είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Είναι

κx ` λx ` µz “ 0 ñκp1,´2, 0q ` λp0, 1, 2q ` µp´1,´1, 3q “ p0, 0, 0q
ñpκ ´ µ,´2κ ` λ ´ µ, 2λ ` 3µq “ p0, 0, 0q

ñ

$
’&
’%

κ ´ µ “ 0

´2κ ` λ ´ µ “ 0

2λ` 3µ “ 0

ñ κ “ λ “ µ “ 0.

Άρα, τα διανύσματα x, y, z είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και επομένως αποτελούν μια βάση του

pR3,`, ¨q.
Αν κ, λ, µ P R είναι οι συντεταγμένες του διανύσματος v “ p3,´1, 4q ως προς τη βάση tx, y, zu,

τότε είναι

κx ` λx ` µz “ v ñκp1,´2, 0q ` λp0, 1, 2q ` µp´1,´1, 3q “ p3,´1, 4q
ñpκ ´ µ,´2κ ` λ ´ µ, 2λ` 3µq “ p3,´1, 4q

ñ

$
’&
’%

κ ´ µ “ 3

´2κ ` λ ´ µ “ ´1

2λ ` 3µ “ 4

ñ

$
’&
’%

κ “ 7
3

λ “ 3

µ “ ´ 2
3

�
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Άσκηση 7.11. Να βρεθεί μια βάση του πραγματικού διανυσματικού χώρου pP3,`, ¨q, των πο-

λυωνύμων με πραγματικούς συντελεστές και βαθμό μικρότερο ή ίσο του 3, που να περιέχει τα

πολυώνυμα

p1pxq “ 2x2 ` 5x ` 6, p2pxq “ x3 ´ 4x2 ` 3x ` 4.

Λύση. Τα p1, p2 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, αφού

κp1pxq ` λp2pxq “ 0 ñκp2x2 ` 5x ` 6q ` λpx3 ´ 4x2 ` 3x ` 4q “ 0

ñλx3 ` p2κ ´ 4λqx2 ` p5κ ` 3λqx ` 6κ ` 4λ “ 0

ñκ “ λ “ 0.

Επιπλέον, είναι dim P3 “ 4, οπότε αρκεί να βρεθούν 2 πολυώνυμα p3, p4 του P3, τέτοια ώστε τα

p1, p2, p3, p4 να είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Τα πολυώνυμα p3, p4 ϑα αναζητηθούν μεταξύ των στοιχείων της βάσης S “ t1, x, x2, x3u.
Αν τεθούν p3pxq “ 1 και p4pxq “ x, τότε, για λ1, λ2, λ3, λ4 P R, είναι

λ1p1pxq ` λ2p2pxq ` λ3p3pxq ` λ4p4pxq “ 0 ñλ1p2x2 ` 5x ` 6q ` λ2px3 ´ 4x2 ` 3x ` 4q ` λ3 ` λ4x “ 0

ñλ2x3 ` p2λ1 ´ 4λ2qx2 ` p5λ1 ` 3λ2 ` λ4qx ` 6λ1 ` 4λ2 ` λ3 “ 0

ñ

$
’’’&
’’’%

λ2 “ 0

2λ1 ´ 4λ2 “ 0

5λ1 ` 3λ2 ` λ4 “ 0

6λ1 ` 4λ2 ` λ3 “ 0

ñ λ1 “ λ2 “ λ3 “ λ4 “ 0.

Άρα, τα πολυώνυμα p1, p2, p3, p4 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και επομένως το σύνολο tp1, p2, p3, p4u
είναι μια βάση του pP3,`, ¨q. �

Άσκηση 7.12. Θεωρούμε την ακολουθία pFnqnPN των παραγοντικών πολυωνύμων, τα οποία

ορίζονται ως εξής: F0pxq “ 1 και

Fnpxq “ xpx ´ 1qpx ´ 2q ¨ ¨ ¨ px ´ n ` 1q, n P N˚.

Να αποδειχθεί ότι, για κάθε n P N, το σύνολο Bn “ tF0, F1, . . . , Fnu αποτελεί μια βάση του

πραγματικού διανυσματικού χώρου pPn,`, ¨q, των πολυωνύμων με πραγματικούς συντελεστές

και βαθμό μικρότερο ή ίσο του n.

Λύση. Επειδή dim Pn “ n ` 1 “ |Bn|, αρκεί να δειχθεί ότι

Pn “ă F0, F1, . . . , Fn ą,

για κάθε n P N. Για το σκοπό αυτό, ϑα χρησιμοποιηθεί επαγωγή.

Για n “ 0, ο ισχυρισμός ισχύει, αφού P0 “ă 1 ą“ă F0 ą.

Ας υποτεθεί ότι Pk “ă F0, F1, . . . , Fk ą. Θα αποδειχθεί ότι

Pk`1 “ă F0, F1, . . . , Fk`1 ą .

Επειδή Fk`1pxq “ xpx ´ 1qpx ´ 2q ¨ ¨ ¨ px ´ k ` 1qpx ´ kq, εύκολα προκύπτει ότι υπάρχει πολυώνυμο

qpxq P Pk, τέτοιο ώστε Fk`1pxq “ xk`1 ` qpxq. Τότε όμως, κάθε πολυώνυμο ppxq P Pk`1 γράφεται ως

εξής:

ppxq “ ak`1x
k`1 ` akxk ` ¨ ¨ ¨ ` a1x ` a0 “ ak`1pFk`1pxq ´ qpxqq ` ak xk ` ¨ ¨ ¨ ` a1x ` a0
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Θέτοντας spxq “ ak xk ` ¨ ¨ ¨ ` a1x ` a0, προκύπτει ότι

ppxq “ ak`1Fk`1pxq ` spxq ´ ak`1qpxq.

´Ομως spxq, qpxq P Pk, άρα και το πολυώνυμο spxq ´ ak`1qpxq είναι στοιχείο του Pk, και σύμφωνα με

την υπόθεση της επαγωγής, ϑα είναι γραμμικός συνδυασμός των F0, F1, . . . , Fk, έστω

spxq ´ ak`1qpxq “ bkFkpxq ` ¨ ¨ ¨ ` b1F1pxq ` b0F0pxq.

Επομένως, είναι

ppxq “ ak`1Fk`1pxq ` bkFkpxq ` ¨ ¨ ¨ ` b1F1pxq ` b0F0pxq,
δηλαδή το ppxq είναι γραμμικός συνδυασμός των F0, F1, . . . , Fk`1, και επομένως

Pk`1 “ă F0, F1, . . . , Fk`1 ą . �

Άσκηση 7.13. ´Εστω pRR,`, ¨q ο πραγματικός διανυσματικός χώρος των συναρτήσεων από το

R στο R και f1, f2, f3 P RR, με

f1pxq “ cos x, f2pxq “ cos3 x, f3pxq “ cos 3x.

Να βρεθεί η διάσταση του υποχώρου ă f1, f2, f3 ą που παράγεται από τις συναρτήσεις f1, f2, f3.

Λύση. Χρησιμοποιώντας τον τριγωνομετρικό τύπο

cos 3x “ 4 cos3 x ´ 3 cos x,

προκύπτει ότι

ă f1, f2, f3 ą“ă f1, f2,´3 f1 ` 4 f2 ą“ă f1, f2 ą .

Στη συνέχεια, ϑα δειχθεί ότι οι f1, f2 είναι γραμμικώς ανεξάρτητες. Πράγματι, αν λ1, λ2 P R,
τέτοια ώστε

λ1 f1pxq ` λ2 f2pxq “ 0 ô λ1 cos x ` λ2 cos3 x “ 0,

τότε, επειδή η τελευταία σχέση ισχύει για κάθε x P R, ϑέτοντας x “ 0 και x “ π

3
, προκύπτουν

αντίστοιχα οι σχέσεις

#
λ1 cos 0 ` λ2 cos3 0 “ 0

λ1 cos π

3
` λ2 cos3 π

3
“ 0

ñ
#
λ1 ` λ2 “ 0

λ1 ` λ2
4

“ 0
ñ λ1 “ λ2 “ 0,

οπότε οι f1, f2 είναι γραμμικώς ανεξάρτητες, και επομένως

dim ă f1, f2, f3 ą“ dim ă f1, f2 ą“ 2. �

Άσκηση 7.14. ´Εστω pV,`, ¨q ο πραγματικός διανυσματικός χώρος των πραγματικών ακολου-

ϑιών με τις συνήθεις πράξεις των ακολουθιών. Να αποδειχθεί ότι το σύνολο

W “ tpanq P V : an`2 “ an`1 ` 2anu

είναι ένας υπόχωρος του pV,`, ¨q και να βρεθεί μια βάση του.
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Λύση. Προφανώς, W ,H, αφού περιέχει την ακολουθία panq, με an “ 0, για κάθε n P N˚.
Επειδή, για κάθε λ, µ P R και panq, pbnq P W, για την ακολουθία pcnq “ pλan ` µbnq ισχύει ότι

cn`2 “ λan`2 ` µbn`2

“ λpan`1 ` 2anq ` µpbn`1 ` 2bnq
“ λan`1 ` µbn`1 ` 2pλan ` µbnq
“ cn`1 ` 2cn,

προκύπτει ότι pcnq P W, και επομένως το W είναι υπόχωρος του pV,`, ¨q.
Για να βρεθεί μια βάση του W, αναζητούνται λ P R˚, για τα οποία η ακολουθία pλnq ανήκει στο

W . Είναι

pλnq P W ô λn`2 “ λn`1 ` 2λn

ô λ2 “ λ ` 2

ô λ “ ´1 ή λ “ 2.

Άρα οι ακολουθίες pp´1qnq, p2nq ανήκουν στο W .

Θα αποδειχθεί ότι W “ă pp´1qnq, p2nq ą. Για το σκοπό αυτό, αρκεί να δειχθεί ότι, για κάθε

ακολουθία panq P W, υπάρχουν µ, ν P R, τέτοια ώστε

an “ µp´1qn ` ν2n,

για κάθε n P N˚.
Εφαρμόζοντας την παραπάνω σχέση για n “ 1 και n “ 2, προκύπτει ότι

#
´µ ` 2ν “ a1

µ ` 4ν “ a2

ô
#
µ “ a2´2a1

3

ν “ a1`a2
6

Άρα

an “ a2 ´ 2a1

3
p´1qn ` a1 ` a2

6
2n, (7.2)

για n “ 1 και n “ 2.
Θα αποδειχθεί επαγωγικά ότι η σχέση (7.2) ισχύει για κάθε n P N˚. Πράγματι, αν ισχύει για

n “ k και n “ k ` 1, όπου k P N˚, τότε ϑα ισχύει και για n “ k ` 2, αφού είναι

ak`2 “ ak`1 ` 2ak “ a2´2a1
3

p´1qk`1 ` a1`a2
6

2k`1

` 2
`

a2´2a1
3

p´1qk ` a1`a2
6

2k
˘

“ a2´2a1
3

p´1qkp´1 ` 2q ` a1`a2
6

2k`1p1 ` 1q
“ a2´2a1

3
p´1qk ` a1`a2

6
2k`2

“ a2´2a1
3

p´1qk`2 ` a1`a2
6

2k`2.

Άρα, η σχέση (7.2) ισχύει για κάθε n P N˚, και επομένως οι ακολουθίες pp´1qnq, p2nq παράγουν τον

υπόχωρο W .

Επιπλέον, οι ακολουθίες pp´1qnq, p2nq είναι γραμμικώς ανεξάρτητες. Πράγματι, αν λ1, λ2 P R,
τέτοια ώστε

λ1p´1qn ` λ22
n “ 0, n P N˚

τότε, εφαρμόζοντας την τελευταία ισότητα για n “ 1 και n “ 2, προκύπτει ότι
#

´λ1 ` 2λ2 “ 0

λ1 ` 4λ2 “ 0
ô λ1 “ λ2 “ 0.

Επομένως, οι ακολουθίες pp´1qnq, p2nq αποτελούν μια βάση του W, οπότε dim W “ 2. �
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Άσκηση 7.15. Δίνονται οι υπόχωροι V1,V2 του πραγματικού διανυσματικού χώρου pR4,`, ¨q, με

V1 “tpx1, x2, x3, x4q P R4 : x1 ` x2 ´ x3 ´ x4 “ 0u,
V2 “tpx1, x2, x3, x4q P R4 : x1 ´ 2x2 ` x4 “ 0u.

Να βρεθούν οι διαστάσεις των υποχώρων

V1,V2,V1 X V2,V1 ` V2

και να αποδειχθεί ότι V1 ` V2 “ R4.

Λύση. Για τον υπόχωρο V1 είναι

v “ px1, x2, x3, x4q P V1 ôv “ p´x2 ` x3 ` x4, x2, x3, x4q
ôv “ p´x2, x2, 0, 0q ` px3, 0, x3, 0q ` px4, 0, 0, x4q
ôv “ x2p´1, 1, 0, 0q ` x3p1, 0, 1, 0q ` x4p1, 0, 0, 1q
ôv Pă p´1, 1, 0, 0q, p1, 0, 1, 0q, p1,0,0, 1q ą .

Άρα, V1 “ă p´1, 1, 0, 0q, p1, 0, 1, 0q, p1,0, 0, 1q ą.

Θα δειχθεί ότι τα διανύσματα

p´1, 1, 0, 0q, p1, 0, 1, 0q, p1, 0,0, 1q
είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Πράγματι, για λ1, λ2, λ3 P R, είναι
λ1p´1, 1, 0, 0q ` λ2p1, 0, 1, 0q ` λ3p1, 0, 0, 1q “ p0, 0, 0, 0q ñ

p´λ1 ` λ2 ` λ3, λ1, λ2, λ3q “ p0, 0, 0, 0q ñ

$
’’’&
’’’%

´λ1 ` λ2 ` λ3 “ 0

λ1 “ 0

λ2 “ 0

λ3 “ 0

ñ λ1 “ λ2 “ λ3 “ 0,

οπότε τα διανύσματα p´1, 1, 0, 0q, p1, 0, 1, 0q, p1, 0, 0, 1q αποτελούν μια βάση του V1, άρα dim V1 “ 3.
Για τον υπόχωρο V2 είναι

v “ px1, x2, x3, x4q P V2 ôv “ p2x2 ´ x4, x2, x3, x4q
ôv “ p2x2, x2, 0, 0q ` p0, 0, x3, 0q ` p´x4, 0, 0, x4q
ôv “ x2p2, 1, 0, 0q ` x3p0, 0, 1, 0q ` x4p´1, 0, 0, 1q
ôv Pă p2, 1, 0, 0q, p0, 0, 1, 0q, p´1,0,0, 1q ą .

Άρα, V2 “ă p2, 1, 0, 0q, p0, 0, 1, 0q, p´1, 0, 0, 1q ą.

Θα δειχθεί ότι τα διανύσματα

p2, 1, 0, 0q, p0, 0, 1, 0q, p´1,0,0, 1q
είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Πράγματι, για λ1, λ2, λ3 P R, είναι
λ1p2, 1, 0, 0q ` λ2p0, 0, 1, 0q ` λ3p´1, 0, 0, 1q “ p0, 0, 0, 0q ñ

p2λ1 ´ λ3, λ1, λ2, λ3q “ p0, 0, 0, 0q ñ

$
’’’&
’’’%

2λ1 ´ λ3 “ 0

λ1 “ 0

λ2 “ 0

λ3 “ 0

ñ λ1 “ λ2 “ λ3 “ 0,
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οπότε τα διανύσματα p2, 1, 0, 0q, p0, 0, 1, 0q, p´1,0,0, 1q αποτελούν μια βάση του V2, άρα dim V2 “ 3.
Στη συνέχεια, υπολογίζουμε μια βάση για τον υπόχωρο V1 X V2. Αν v “ px1, x2, x3, x4q P V1 X V2,

τότε είναι

v P V1 X V2 ô v P V1 και v P V2

ô x1 “ ´x2 ` x3 ` x4 και x1 “ 2x2 ´ x4

ô x3 “ 3x2 ´ 2x4 και x1 “ 2x2 ´ x4

ô v “ p2x2 ´ x4, x2, 3x2 ´ 2x4, x4q
ô v “ x2p2, 1, 3, 0q ` x4p´1, 0,´2, 1q
ô v Pă p2, 1, 3, 0q, p´1, 0,´2, 1q ą .

Άρα, V1 X V2 “ă p2, 1, 3, 0q, p´1, 0,´2, 1q ą.

Επιπλέον, τα διανύσματα p2, 1, 3, 0q, p´1, 0,´2, 1q είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, αφού, για λ1, λ2 P
R, είναι

λ1p2, 1, 3, 0q ` λ2p´1, 0,´2, 0q “ p0, 0, 0, 0q ñ

p2λ1 ´ λ2, λ1, 3λ1 ´ 2λ2, λ2q “ p0, 0, 0, 0q ñ

$
’’’&
’’’%

2λ1 ´ λ2 “ 0

λ1 “ 0

3λ1 ´ 2λ2 “ 0

λ2 “ 0

ñ λ1 “ λ2 “ 0,

οπότε τα διανύσματα p2, 1, 3, 0q, p´1, 0,´2, 1q αποτελούν μια βάση του V1XV2, άρα dimpV1 XV2q “ 2.
Επιπλέον, από την Πρόταση 7.6, προκύπτει ότι

dimpV1 ` V2q “ dim V1 ` dim V2 ´ dimpV1 X V2q “ 3 ` 3 ´ 2 “ 4.

Τέλος, επειδή V1 ` V2 είναι υπόχωρος του pR4,`, ¨q και dimpV1 ` V2q “ dimR4 “ 4, από την

Πρόταση 7.6, προκύπτει ότι V1 ` V2 “ R4. �

Άσκηση 7.16. Δίνονται οι υπόχωροι V1,V2 του πραγματικού διανυσματικού χώρου pM2,`, ¨q,
των 2 ˆ 2 μητρών με πραγματικά στοιχεία, με

V1 “t
„

a b

0 2a


PM2 : a, b P Ru,

V2 “t
„

a ` b a ´ b

a ` c a ´ c


PM2 : a, b, c P Ru.

Να βρεθούν οι διαστάσεις των υποχώρων

V1,V2,V1 X V2,V1 ` V2

και να αποδειχθεί ότι V1 ` V2 “M2.

Λύση. Για τον υπόχωρο V1 είναι

A “
„

a b

0 2a


P V1 ô A “

„
a 0
0 2a


`
„
0 b

0 0


ô A “ a

„
1 0
0 2


` b

„
0 1
0 0


ô A Pă

„
1 0
0 2


,

„
0 1
0 0


ą,

άρα

V1 “ă
„
1 0
0 2


,

„
0 1
0 0


ą .
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Επιπλέον, τα στοιχεία

„
1 0
0 2


,

„
0 1
0 0


είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, αφού, για λ, µ P R, είναι

λ

„
1 0
0 2


` µ

„
0 1
0 0


“
„
0 0
0 0


ô

„
λ 0
0 2λ


`
„
0 µ

0 0


“
„
0 0
0 0


ô

„
λ µ

0 2λ


“
„
0 0
0 0


ô λ “ µ “ 0.

Επομένως τα στοιχεία

„
1 0
0 2


,

„
0 1
0 0


αποτελούν μια βάση του V1, άρα dim V1 “ 2.

Για τον υπόχωρο V2 είναι

A “
„

a ` b a ´ b

a ` c a ´ c


P V2 ôA “

„
a a

a a


`
„

b ´b

0 0


`
„
0 0
c ´c


ô A “ a

„
1 1
1 1


` b

„
1 ´1
0 0


` c

„
0 0
1 ´1



ôA Pă
„
1 1
1 1


,

„
1 ´1
0 0


,

„
0 0
1 ´1


ą,

άρα

V2 “ă
„
1 1
1 1


,

„
1 ´1
0 0


,

„
0 0
1 ´1


ą .

Επιπλέον, τα στοιχεία

„
1 1
1 1


,

„
1 ´1
0 0


,

„
0 0
1 ´1


είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, αφού, για κ, λ, µ P R,

είναι

κ

„
1 1
1 1


` λ

„
1 ´1
0 0


` µ

„
0 0
1 ´1


“
„
0 0
0 0


ô

„
κ ` λ κ ´ λ

κ ` µ κ ´ µ


“
„
0 0
0 0


ô κ “ λ “ µ “ 0.

Επομένως τα στοιχεία

„
1 1
1 1


,

„
1 ´1
0 0


,

„
0 0
1 ´1


αποτελούν μια βάση του V2, άρα dim V2 “ 3.

Στη συνέχεια, υπολογίζουμε μια βάση του V1 X V2:

A P V1 X V2 ô A P V1 και A P V2 ôA “
„

a1 b1

0 2a1


“
„

a2 ` b2 a2 ´ b2

a2 ` c2 a2 ´ c2


, a1, b1, a2, b2, c2 P R

´Ομως,

„
a1 b1

0 2a1


“
„

a2 ` b2 a2 ´ b2

a2 ` c2 a2 ´ c2


ô

$
’’’&
’’’%

a2 ` b2 “ a1

a2 ´ b2 “ b1

a2 ` c2 “ 0

a2 ´ c2 “ 2a1

ô
#

a1 “ a2 “ b1 “ ´c2

b2 “ 0

οπότε, προκύπτει ότι A P V1 X V2 αν και μόνο αν υπάρχει a1 P R, τέτοιο ώστε

A “
„

a1 a1

0 2a1


“ a1

„
1 1
0 2


,

οπότε

V1 X V2 “ă
„
1 1
0 2


ą

και επομένως dimpV1 X V2q “ 1.
Επιπλέον, από την Πρόταση 7.6, προκύπτει ότι

dimpV1 ` V2q “ dim V1 ` dim V2 ´ dimpV1 X V2q “ 2 ` 3 ´ 1 “ 4.

Τέλος, επειδή ως γνωστόν είναι dimM2 “ 4 και επιπλέον ο V1`V2 είναι υπόχωρος του pM2,`, ¨q
ίσης διάστασης, από την Πρόταση 7.6, έπεται ότι

V1 ` V2 “M2. �
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Άσκηση 7.17. Δίνονται οι υπόχωροι V1,V2 του πραγματικού διανυσματικού χώρου pP3,`, ¨q,
των πολυωνύμων με πραγματικούς συντελεστές και βαθμού μικρότερου ή ίσου με 3, με

V1 “tax3 ` bx2 ` ax ` b : a, b P Ru,
V2 “tax3 ` bx2 ` ax ´ b : a, b P Ru.

Να βρεθούν οι διαστάσεις των υποχώρων

V1,V2,V1 X V2,V1 ` V2

και να εξεταστεί αν ο V1 ` V2 είναι γνήσιος υπόχωρος του pP3,`, ¨q.

Λύση. Για τον υπόχωρο V1, ισχύει ότι p P V1 αν και μόνο αν υπάρχουν a, b P R, τέτοια ώστε

ppxq “ ax3 ` bx2 ` ax ` b “ apx3 ` xq ` bpx2 ` 1q,

δηλαδή

p P V1 ô p Pă x3 ` x, x2 ` 1 ą,

επομένως

V1 “ă x3 ` x, x2 ` 1 ą .

Επιπλέον, τα πολυώνυμα x3 ` x, x2 ` 1 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, αφού, για λ, µ P R, είναι

λpx3 ` xq ` µpx2 ` 1q “ 0 ñ λx3 ` µx2 ` λx ` µ “ 0 ñ λ “ µ “ 0.

Άρα, τα δύο αυτά πολυώνυμα αποτελούν μια βάση του V1 και επομένως είναι dim V1 “ 2.
Για τον υπόχωρο V2, ισχύει ότι p P V2 αν και μόνο αν υπάρχουν a, b P R, τέτοια ώστε

ppxq “ ax3 ` bx2 ` ax ´ b “ apx3 ` xq ` bpx2 ´ 1q,

δηλαδή

p P V2 ô p Pă x3 ` x, x2 ´ 1 ą,

επομένως

V2 “ă x3 ` x, x2 ´ 1 ą .

Επιπλέον, τα πολυώνυμα x3 ` x, x2 ´ 1 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, αφού, για λ, µ P R, είναι

λpx3 ` xq ` µpx2 ´ 1q “ 0 ñ λx3 ` µx2 ` λx ´ µ “ 0 ñ λ “ µ “ 0.

Άρα, τα δύο αυτά πολυώνυμα αποτελούν μια βάση του V2 και επομένως είναι dim V2 “ 2.
Για τον υπόχωρο V1 X V2, ισχύει ότι p P V1 X V2 αν και μόνο αν υπάρχουν a1, b1, a2, b2 P R, τέτοια

ώστε

ppxq “ a1x
3 ` b1x

2 ` a1x ` b1 “ a2x3 ` b2x2 ` a2x ´ b2.

Επειδή

a1x
3 ` b1x

2 ` a1x ` b1 “ a2x3 ` b2x2 ` a2x ´ b2 ô

$
’&
’%

a1 “ a2

b1 “ b2

b1 “ ´b2

ô
#

a1 “ a2

b1 “ b2 “ 0

209



προκύπτει ότι p P V1 X V2 αν και μόνο αν υπάρχει a1 P R, τέτοιο ώστε

ppxq “ a1px3 ` xq,

δηλαδή

p P V1 X V2 ô p Pă x3 ` x ą,

άρα

V1 X V2 “ă x3 ` x ą
και επομένως είναι dimpV1 X V2q “ 1.

Επιπλέον, από την Πρόταση 7.6, προκύπτει ότι

dimpV1 ` V2q “ dim V1 ` dim V2 ´ dimpV1 X V2q “ 2 ` 2 ´ 1 “ 3.

Τέλος, επειδή dimpV1 ` V2q “ 3 ă 4 “ dim P3, έπεται ότι ο V1 ` V2 είναι γνήσιος υπόχωρος του

pP3,`, ¨q. �
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7.12 Συμπληρωματικές λυμένες ασκήσεις

Άσκηση 7.18.

1. Να εξετασθεί αν τα διανύσματα v1 “ p1, 2, 3q, v2 “ p0, 1, 2q και v3 “ p4, 1, 2q του πραγματι-

κού διανυσματικού χώρου pR3,`, ¨q είναι γραμμικώς ανεξάρτητα ή όχι.

2. Να εξετασθεί αν τα διανύσματα w1 “ p1, 2, 3q, w2 “ p0, 1, 2q και w3 “ p5, 3, 1q του πραγμα-

τικού διανυσματικού χώρου pR3,`, ¨q είναι γραμμικώς ανεξάρτητα ή όχι.

Λύση.

1. Θεωρούμε την εξίσωση

λ1v1 ` λ2v2 ` λ3v3 “ 0

ή, ισοδύναμα,

λ1p1, 2, 3q ` λ2p0, 1, 2q ` λ3p4, 1, 2q “ p0, 0, 0q
ή, ισοδύναμα,

pλ1 ` 4λ3, 2λ1 ` λ2 ` λ3, 3λ1 ` 2λ2 ` 2λ3q “ p0, 0, 0q,
απ᾿ όπου προκύπτει το σύστημα

λ1 ` 4λ3 “ 0

2λ1 ` λ2 ` λ3 “ 0

3λ1 ` 2λ2 ` 2λ3 “ 0.

Αντικαθιστώντας λ1 “ ´4λ3 στη δεύτερη εξίσωση, προκύπτει το ισοδύναμο σύστημα

λ1 ` 4λ3 “ 0

λ2 ´ 7λ3 “ 0

3λ1 ` 2λ2 ` 2λ3 “ 0.

Αντικαθιστώντας λ1 “ ´4λ3 και λ2 “ 7λ3 στην τρίτη εξίσωση, προκύπτει το ισοδύναμο

σύστημα

λ1 ` 4λ3 “ 0

λ2 ´ 7λ3 “ 0

4λ3 “ 0.

Άρα, λ1 “ λ2 “ λ3 “ 0, επομένως τα διανύσματα v1, v2, v3 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

2. Θεωρούμε την εξίσωση

λ1w1 ` λ2w2 ` λ3w3 “ 0

ή, ισοδύναμα,

λ1p1, 2, 3q ` λ2p0, 1, 2q ` λ3p5, 3, 1q “ p0, 0, 0q
ή, ισοδύναμα,

pλ1 ` 5λ3, 2λ1 ` λ2 ` 3λ3, 3λ1 ` 2λ2 ` λ3q “ p0, 0, 0q,
απ᾿ όπου προκύπτει το σύστημα

λ1 ` 5λ3 “ 0

2λ1 ` λ2 ` 3λ3 “ 0

3λ1 ` 2λ2 ` λ3 “ 0.
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Αντικαθιστώντας λ1 “ ´5λ3 στη δεύτερη εξίσωση, προκύπτει το ισοδύναμο σύστημα

λ1 ` 5λ3 “ 0

λ2 ´ 7λ3 “ 0

3λ1 ` 2λ2 ` λ3 “ 0

Αντικαθιστώντας λ1 “ ´5λ3 και λ2 “ 7λ3 στην τρίτη εξίσωση, προκύπτει το ισοδύναμο

σύστημα

λ1 ` 5λ3 “ 0

λ2 ´ 7λ3 “ 0

0 “ 0.

Επομένως, το σύστημα είναι αόριστο και οι λύσεις του είναι όλες οι τριάδες pλ1, λ2, λ3q “
p´5λ3, 7λ3, λ3q, όπου λ3 P R.
Επομένως, αν για παράδειγμα λ3 “ 1, έχουμε ότι

´5w1 ` 7w2 ` 1w3 “ 0

επομένως, τα διανύσματα w1,w2,w3 είναι γραμμικώς εξαρτημένα. �

Άσκηση 7.19. Να βρεθεί η ϑήκη που παράγεται από τα επόμενα σύνολα διανυσμάτων:

1. w1 “ p1, 2, 3q, w2 “ p0, 1, 2q και w3 “ p5, 3, 1q.

2. v1 “ p1, 2, 3q, v2 “ p0, 1, 2q και v3 “ p4, 1, 2q.

Λύση.

1. Η ϑήκη του συνόλου w1,w2,w3 είναι το σύνολο όλων των γραμμικών συνδυασμών των δια-

νυσμάτων w1,w2,w3.

´Οπως είδαμε στην προηγούμενη άσκηση τα διανύσματα αυτά είναι γραμμικώς εξαρτημένα,

συγκεκριμένα το w3 μπορεί να γραφεί ως γραμμικός συνδυασμός των w1 και w2, οπότε

ă w1,w2,w3 ą“ă w1,w2 ą,

δηλαδή το σύνολο των διανυσμάτων που παράγονται από τους γραμμικούς συνδυασμούς των

τριών είναι το ίδιο με την ϑήκη των δύο πρώτων.

Εξετάζουμε τώρα αν τα w1,w2 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα ή όχι.

Θεωρούμε την εξίσωση

λ1w1 ` λ2w2 “ 0

ή, ισοδύναμα,

pλ1, 2λ1 ` λ2, 3λ1 ` 2λ2q “ p0, 0, 0q,
απ᾿ όπου προκύπτει ότι λ1 “ λ2 “ 0, άρα τα w1,w2 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Επομένως, η ϑήκη των ă w1,w2,w3 ą είναι το σύνολο των διανυσμάτων της μορφής λ1w1 `
λ2w2 “ λ1p1, 2, 3q ` λ2p0, 1, 2q “ pλ1, 2λ1 ` λ2, 3λ1 ` 2λ2q, όπου λ1, λ2 P R.
Άρα,

ă w1,w2,w3 ą“ tpλ1, 2λ1 ` λ2, 3λ1 ` 2λ2q P R3 : λ1, λ2 P Ru.
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Η περιγραφή αυτή δεν μας επιτρέπει να εξετάσουμε άμεσα ποια διανύσματα ανήκουν στη

ϑήκη αυτή. Μια ισοδύναμη περιγραφή της ϑήκης των w1,w2,w3 μπορεί να βρεθεί ως εξής:

´Εστω w “ px, y, zq Pă w1,w2 ą. Θεωρούμε την εξίσωση

λ1w1 ` λ2w2 “ w

ή, ισοδύναμα,

λ1p1, 2, 3q ` λ2p0, 1, 2q “ px, y, zq
ή, ισοδύναμα,

pλ1, 2λ1 ` λ2, 3λ1 ` 2λ2q “ px, y, zq,
απ᾿ όπου προκύπτει το σύστημα

λ1 “ x

2λ1 ` λ2 “ y

3λ1 ` 2λ2 “ z.

Αντικαθιστώντας λ1 “ x στη δεύτερη εξίσωση, προκύπτει ότι λ2 “ y ´ 2x. Αντικαθιστώντας

λ1 “ x και λ2 “ y ´ 2x στη τρίτη εξίσωση, προκύπτει ότι 3x ` 2py ´ 2xq “ z, ή, ισοδύναμα,

x ´ 2y ` z “ 0.

Άρα, προκύπτει ισοδύναμα ότι

ă w1,w2,w3 ą“ tpx, y, zq P R3 : x ´ 2y ` z “ 0u,

δηλαδή η ϑήκη των ă w1,w2,w3 ą είναι το σύνολο των σημείων του επιπέδου με εξίσωση

x ´ 2y ` z “ 0.

2. Η ϑήκη του συνόλου v1, v2, v3 είναι το σύνολο όλων των γραμμικών συνδυασμών των διανυ-

σμάτων v1, v2, v3.

´Οπως είδαμε στην προηγούμενη άσκηση, τα διανύσματα αυτά είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Επομένως, η ϑήκη των ă v1, v2, v3 ą είναι το σύνολο των διανυσμάτων της μορφής λ1v1 `
λ2v2 ` λ3v3.

Άρα

ă v1, v2, v3 ą“ tpλ1 ` 4λ3, 2λ1 ` λ2 ` λ3, 3λ1 ` 2λ2 ` 2λ3q P R3 : λ1, λ2, λ3 P Ru

Η μορφή αυτή των διανυσμάτων της ϑήκης των v1, v2, v3 δεν μας επιτρέπει να εξετάσουμε

άμεσα ποια διανύσματα περιέχει.

´Εστω v “ px, y, zq Pă v1, v2, v3 ą. Θεωρούμε την εξίσωση

λ1v1 ` λ2v2 ` λ3v3 “ v

ή, ισοδύναμα,

pλ1 ` 4λ3, 2λ1 ` λ2 ` λ3, 3λ1 ` 2λ2 ` 2λ3q “ px, y, zq,
απ᾿ όπου προκύπτει το σύστημα

λ1 ` 4λ3 “ x

2λ1 ` λ2 ` λ3 “ y

3λ1 ` 2λ2 ` 2λ3 “ z.
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Αντικαθιστώντας λ1 “ x ´ 4λ3 στη δεύτερη και τρίτη εξίσωση προκύπτει ισοδύναμα:

λ1 ` 4λ3 “ x

2x ` λ2 ´ 7λ3 “ y

3x ` 2λ2 ´ 10λ3 “ z.

Αντικαθιστώντας λ2 “ y´2x`7λ3 στην τρίτη εξίσωση προκύπτει ισοδύναμα ότι ´x`2y`4λ3 “
z, ή, ισοδύναμα, x ´ 2y ` z “ 4λ3. Άρα,

ă v1, v2, v3 ą“ tpx, y, zq P R3 : x ´ 2y ` z “ c, c P Ru “ R3,

δηλαδή τα v1, v2, v3 παράγουν ολόκληρο το διανυσματικό χώρο pR3,`, ¨q. �

Άσκηση 7.20. ´Εστω pV,`, ¨q διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q, και v1, v2 P V . Να

δειχθεί ότι η ϑήκη των διανυσμάτων v1, v2 είναι υπόχωρος του V .

Λύση. ´Εστω W “ă v1, v2 ą. Αρκεί να δείξουμε ότι το W είναι μη κενό και ότι οι πράξεις ` και ¨
είναι κλειστές στο W .

Πράγματι, W ,H, αφού v1 P W .

´Εστω x, y P W . Τότε υπάρχουν λ1, λ2 και κ1, κ2 ώστε

x “ λ1v1 ` λ2v2

και

y “ κ1v1 ` κ2v2.

Για κάθε a, b P F ισχύει ότι

ax ` by “ apλ1v1 ` λ2v2q ` bpκ1v1 ` κ2v2q “ paλ1 ` bκ1qv1 ` paλ2 ` bκ2qv2 P W,

δηλαδή το W είναι κλειστό ως προς τις πράξεις ` και ¨.
Άρα, ο W είναι υπόχωρος του V . �

Γενίκευση: Αν v1, v2, . . . , vn P V τότε και η ϑήκη ă v1, v2, . . . , vn ą είναι υπόχωρος του V .

Λύση. Η απόδειξη είναι ίδια:

´Εστω W “ă v1, v2, . . . , vn ą.

Ισχύει ότι W ,H, αφού v1 P W .

´Εστω x, y P W τότε υπάρχουν λ1, λ2, . . . , λn και κ1, κ2, . . . , κn ώστε

x “ λ1v1 ` λ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnvn

και

y “ κ1v1 ` κ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` κnvn.

Για κάθε a, b P F ισχύει ότι

ax ` by “ apλ1v1 ` λ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnvnq ` bpκ1v1 ` κ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` κnvnq
“ paλ1 ` bκ1qv1 ` paλ2 ` bκ2qv2 ` ¨ ¨ ¨ ` paλn ` bκnqvn P W.

Άρα, ο W είναι υπόχωρος του V . �
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Άσκηση 7.21. ´Εστω pV,`, ¨q διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q, και v1, v2, . . . , vn P
V . Να δειχθεί ότι:

1. Τα διανύσματα tv1, v2, . . . , vn,0u είναι γραμμικώς εξαρτημένα.

2. Αν τα διανύσματα v1, v2, . . . , vn είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, τότε

v j <ă v1, v2, . . . , v j´1, v j`1, . . . , vn ą .

3. Αν τα διανύσματα v1, v2, . . . , vn είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και

v “ λ1v1 ` λ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnvn,

τότε τα λ1, λ2, . . . , λn P F είναι μοναδικά.

4. Αν τα διανύσματα v1, v2, . . . , vn είναι γραμμικώς εξαρτημένα και

v “ λ1v1 ` λ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnvn,

τότε τα λ1, λ2, . . . , λn P F δεν είναι μοναδικά.

Λύση.

1. Πράγματι, επειδή

0 ¨ v1 ` 0 ¨ v2 ` ¨ ¨ ¨ ` 0 ¨ vn ` 1 ¨ 0 “ 0 ` 0 ` ¨ ¨ ¨ ` 0 ` 0 “ 0,

έπεται ότι τα διανύσματα είναι γραμμικώς εξαρτημένα.

2. Επειδή τα διανύσματα είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, έπεται ότι v j , 0.

Αν v j Pă v1, v2, . . . , v j´1, v j`1, . . . , vn ą, τότε υπάρχουν λ1, λ2, . . . , λ j´1, λ j`1, λn P F, όχι όλα ίσα

με 0, ώστε

λ1v1 ` λ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λ j´1v j´1 ` λ j`1v j`1 ` ¨ ¨ ¨ ` λnvn “ v j

ή, ισοδύναμα,

λ1v1 ` λ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λ j´1v j´1 ` p´1qv j ` λ j`1v j`1 ` ¨ ¨ ¨ ` λnvn “ 0,

άτοπο, αφού τα διανύσματα είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

3. ´Εστω ότι

v “ κ1v1 ` κ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` κnvn.

Τότε

λ1v1 ` λ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnvn “ κ1v1 ` κ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` κnvn

ή, ισοδύναμα,

pλ1 ´ κ1qv1 ` pλ2 ´ κ2qv2 ` ¨ ¨ ¨ ` pλn ´ κnqvn “ 0.

Επειδή τα v1, v2, . . . , vn είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, έπεται ότι

λ1 ´ κ1 “ λ2 ´ κ2 “ ¨ ¨ ¨ “ λn ´ κn “ 0.

Άρα,

λ1 “ κ1, λ2 “ κ2, . . . , λn “ κn,

δηλαδή η έκφραση του v ως γραμμικός συνδυασμός των v1, v2, . . . , vn είναι μοναδική.
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4. Αφού τα v1, v2, . . . , vn είναι γραμμικώς εξαρτημένα, υπάρχουν κ1, κ2, . . . , κn, όχι όλα 0, ώστε

κ1v1 ` κ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` κnvn “ 0.

Επομένως, για κάθε a P F ισχύει ότι

apκ1v1 ` κ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` κnvnq “ 0.

Από τα προηγούμενα προκύπτει ότι

v “ v ` 0

“ λ1v1 ` λ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnvn ` apκ1v1 ` κ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` κnvnq
“ pλ1 ` aκ1qv1 ` pλ2 ` aκ2qv2 ` ¨ ¨ ¨ ` pλn ` aκnqvn, για κάθε a P F.

Δηλαδή, το v γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των v1, v2, . . . , vn με συντελεστές κάθε n-αδά

της μορφής pλ1 ` aκ1, λ2 ` aκ2, . . . , λn ` aκnq, για κάθε a P F.

Συμπέρασμα: Αν το F έχει άπειρα στοιχεία, τότε υπάρχουν άπειροι τρόποι να εκφράσουμε

το v ως γραμμικό συνδυασμό των v1, v2, . . . , vn.

Αν |F| “ q, τότε υπάρχουν τουλάχιστον q τρόποι να εκφράσουμε το v ως γραμμικό συνδυασμό

των v1, v2, . . . , vn. �

Άσκηση 7.22. Να εξετασθεί ποια από τα παρακάτω υποσύνολα του R2 είναι υπόχωροι του

πραγματικού διανυσματικού χώρου pR2,`, ¨q:

1. W1 “ tp0, 0qu.

2. W2 “ tp1, 1qu.

3. W3 “ tpx, yq P R2 : y “ 2xu.

4. W4 “ tpx, yq P R2 : y “ 2x ` 1u.

5. W5 “ tpx, yq P R2 : x ě 0u.

6. W6 “ tλp1, 2q : λ P Ru.

7. W7 “ tap1, 2q ` bp2, 1q : a, b P Ru.

8. W8 “ tap1, 2q ` p2, 1q : a P Ru

9. W9 “ tap1, 2q ` p2, 4q : a P Ru

10. W10 “ tpx, yq P R2 : |x| ` |y| ď 10u.

Λύση. Σε όλα τα παρακάτω, είναι χρήσιμη η παρατήρηση ότι το μηδενικό διάνυσμα πρέπει να

ανήκει σε κάθε κάθε υπόχωρο ενός διανυσματικού χώρου. Εδώ το μηδενικό διάνυσμα είναι το

ζεύγος p0, 0q.

1. Το W1 είναι υπόχωρος του pR2,`, ¨q.

2. Επειδή p0, 0q < W2 έπεται ότι W2 δεν είναι υπόχωρος του pR2,`, ¨q.
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3. Προφανώς, W3 ,H αφού p0, 0q P W3 (διότι 0 “ 2 ¨ 0).
´Εστω v1, v2 P W3 με v1 “ px1, y1q και v2 “ px2, y2q. Τότε ισχύει y1 “ 2x1 και y2 “ 2x2.

Για κάθε a, b P R έχουμε ότι

av1 ` bv2 “ apx1, y1q ` bpx2, y2q
“ pax1 ` bx2, ay1 ` by2q.

Για να είναι av1 ` bv2 P W3 πρέπει ay1 ` by2 “ 2pax1 ` bx2q.
Πράγματι, από τις σχέσεις y1 “ 2x1 και y2 “ 2x2 προκύπτει ότι

ay1 “ 2ax1 και by2 “ 2bx2.

Προσθέτωντας κατά μέλη έχουμε ότι

ay1 ` by2 “ 2pax1 ` bx2q.
Άρα, av1 ` bv2 P W3, δηλαδή το W3 είναι υπόχωρος του pR2,`, ¨q.

4. Επειδή p0, 0q < W4, αφού 0 , 2 ¨ 0 ` 1, έπεται ότι W4 δεν είναι υπόχωρος του pR2q,`, ¨q.

5. Προφανώς, W5 , H, αφού p0, 0q P W5. ´Ομως το W5 δεν είναι κλειστό ως προς τις πράξεις

` και ¨. Πράγματι, ενώ p1, 1q P W5 ισχύει p´1q ¨ p1, 1q “ p´1,´1q < W5. Άρα το W5 δεν είναι

υπόχωρος του pR2,`, ¨q.

6. Προφανώς, W6 ,H, αφού p1, 2q P W6.

´Εστω v1, v2 P W6. Τότε υπάρχουν λ1, λ2 P R ώστε v1 “ λ1p1, 2q και v2 “ λ2p1, 2q.
Για κάθε a, b P R έχουμε ότι

av1 ` bv2 “ aλ1p1, 2q ` bλ2p1, 2q “ paλ1 ` bλ2qp1, 2q P W6.

Άρα, το W6 είναι υπόχωρος του pR2,`, ¨q.

7. Προφανώς, W7 ,H, αφού p1, 2q P W7.

´Εστω v1, v2 P W7. Τότε υπάρχουν a1, b1, a2, b2 P R ώστε v1 “ a1p1, 2q ` b1p2, 1q, και v2 “
a2p1, 2q ` b2p2, 1q.
Για κάθε κ, λ P R έχουμε ότι

κv1 ` λv2 “ κpa1p1, 2q ` b1p2, 1qq
“ λpa2p1, 2q ` b2p2, 1qq
“ pκa1 ` λa2qp1, 2q ` pκb1 ` λb2qp2, 1q P W7.

Άρα, το W7 είναι υπόχωρος του pR2,`, ¨q.

8. Ισχύει ότι p0, 0q < W8. Πράγματι, έχουμε ότι

ap1, 2q ` p2, 1q “ p0, 0q
ή, ισοδύναμα,

pa ` 2, 2a ` 1q “ p0, 0q
ή, ισοδύναμα,

a ` 2 “ 0

2a ` 1 “ 0,

το οποίο είναι αδύνατο. Άρα το W8 δεν είναι υπόχωρος του pR2,`, ¨q.
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9. Ισχύει ότι ap1, 2q ` p2, 4q “ ap1, 2q ` 2p1, 2q “ pa ` 2qp1, 2q. Επομένως, εργαζόμενοι όπως στην

περίπτωση (6), εύκολα προκύπτει ότι το W9 είναι υπόχωρος του pR2,`, ¨q.

10. Το σύνολο W10 δεν είναι κλειστό ως προς τις πράξεις ` και ¨.
Προφανώς, p1, 1q P W10 αφού |1| ` |1| ď 10, αλλά 6 ¨ p1, 1q “ p6, 6q < W10, αφού |6| ` |6| ą 10.
Άρα, το W10 δεν είναι υπόχωρος του pR2,`, ¨q.

Από τα προηγούμενα παραδείγματα προκύπτει ότι οι μόνοι γνήσιοι υπόχωροι του pR2,`, ¨q
είναι η αρχή των αξόνων, καθώς και όλες οι ευθείες που διέρχονται από την αρχή των αξόνων. �

Άσκηση 7.23. Να εξετασθεί ποιά από τα παρακάτω σύνολα διανυσμάτων αποτελούν βάση του

πραγματικού διανυσματικού χώρου pR3,`, ¨q.

1. S 1 “ tp1, 1, 1q, p1, 2, 3qu.

2. S 2 “ tp0, 1, 1q, p1, 1, 0q, p2, 4, 2q, p4, 2,4qu.

3. S 3 “ tp1, 2, 1q, p2, 1, 2q, p1, 2, 3qu.

4. S 4 “ tp1,´1, 1q, p2, 1,´1q, p2, 7,´7qu.

Λύση. Ο διανυσματικός χώρος pR3,`, ¨q έχει διάσταση 3. Επομένως κάθε βάση του έχει ακριβώς 3
στοιχεία.

1. Επειδή |S 1| “ 2, το σύνολο S 1 δεν αποτελεί βάση του pR3,`, ¨q.

2. Επειδή |S 2| “ 4, το σύνολο S 2 δεν αποτελεί βάση του pR3,`, ¨q.

3. Θα εξετάσουμε αν τα διανύσματα p1, 2, 1q, p2, 1, 2q, p1, 2, 3q είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

• (1ος τρόπος) Θεωρούμε την εξίσωση

λ1p1, 2, 1q ` λ2p2, 1, 2q ` λ3p1, 2, 3q “ 0 ô
pλ1 ` 2λ2 ` λ3, 2λ1 ` λ2 ` 2λ3, λ1 ` 2λ2 ` 3λ3q “ p0, 0, 0q,

από την οποία προκύπτει το σύστημα
$
’&
’%

λ1 ` 2λ2 ` λ3 “ 0

2λ1 ` λ2 ` 2λ3 “ 0

λ1 ` 2λ2 ` 3λ3 “ 0

ô

$
’&
’%

λ1 ` 2λ2 ` λ3 “ 0

2λ1 ` λ2 ` 2λ3 “ 0

2λ3 “ 0

ô

$
’&
’%

λ1 ` 2λ2 “ 0

2λ1 ` λ2 “ 0

λ3 “ 0

ô

$
’&
’%

λ1 ` 2λ2 “ 0

´3λ2 “ 0

λ3 “ 0

ô

$
’&
’%

λ1 “ 0

λ2 “ 0

λ3 “ 0.

Άρα, τα διανύσματα είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

• (2ος τρόπος) Θα υπολογίσουμε την τιμή της ορίζουσας της μήτρας με γραμμές τα 3

διανύσματα. Είναι
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 1
2 1 2
1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 1
2 1 2
0 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2
2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 2p1 ´ 4q “ ´6 , 0.

Άρα, τα διανύσματα είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.1

1Ο 2ος τρόπος εφαρμόζεται μόνο αν έχουμε να εξετάσουμε n διανύσματα του Rn.
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Επομένως, το S 3 αποτελεί μια βάση του pR3,`, ¨q.

4. Θα εξετάσουμε αν τα διανύσματα p1,´1, 1q, p2, 1,´1q, p2, 7,´7q είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

• (1ος τρόπος) Θεωρούμε την εξίσωση

λ1p1,´1, 1q ` λ2p2, 1,´1q ` λ3p2, 7,´7q “ 0 ô
pλ1 ` 2λ2 ` 2λ3,´λ1 ` λ2 ` 7λ3, λ1 ´ λ2 ´ 7λ3q “ p0, 0, 0q,

από την οποία προκύπτει το σύστημα

$
’&
’%

λ1 ` 2λ2 ` 2λ3 “ 0

´λ1 ` λ2 ` 7λ3 “ 0

λ1 ´ λ2 ´ 7λ3 “ 0

ô
#
λ1 ` 2λ2 ` 2λ3 “ 0

λ1 ´ λ2 ´ 7λ3 “ 0
ô

#
3λ2 ` 9λ3 “ 0

λ1 ´ λ2 ´ 7λ3 “ 0
ô

#
λ2 “ ´3λ3
λ1 ` 3λ3 ´ 7λ3 “ 0

ô
#
λ1 “ 4λ3
λ2 “ ´3λ3.

Άρα, το σύστημα έχει και μη μηδενικές λύσεις (για παράδειγμα την λ “ 4, λ2 “ ´3 και

λ3 “ 1), δηλαδή τα διανύσματα είναι γραμμικώς εξαρτημένα.

• (2ος τρόπος) Θα υπολογίσουμε την τιμή της ορίζουσας της μήτρας με γραμμές τα 3

διανύσματα. Είναι
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ´1 1
2 1 ´1
2 7 ´7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ´1 0
2 1 0
2 7 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0

άρα, τα διανύσματα είναι γραμμικώς εξαρτημένα.2

Επομένως, το σύνολο S 4 δεν αποτελεί βάση του pR3,`, ¨q. �

Άσκηση 7.24. Να εξετασθεί ποιά από τα παρακάτω σύνολα διανυσμάτων του R3 είναι γραμμι-

κώς ανεξάρτητα:

1. S 1 “ tp2,´7, 4q, p´1,´1, 6q, p4, 3,´2q, p5,´1,´2qu.

2. S 2 “ tp3, 0,´2qu.

3. S 3 “ tp2, 1, 0q, p1,´1,´2qu.

4. S 4 “ S 2 Y S 3.

Λύση. Ο χώρος pR3,`, ¨q έχει διάσταση 3 επομένως ο μέγιστος αριθμός γραμμικώς ανεξάρτητων

διανυσμάτων του R3 είναι 3.

1. Επειδή |S 1| “ 4 έπεται ότι τα διανύσματα του S 1 είναι γραμμικώς εξαρτημένα.

2. Επειδή p3, 0,´2q , 0 έπεται ότι το διάνυσμα p3, 0,´2q είναι γραμμικώς ανεξάρτητο.

2Ο 2ος τρόπος εφαρμόζεται μόνο αν έχουμε να εξετάσουμε n διανύσματα του Rn.
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3. Θεωρούμε την εξίσωση

λ1p2, 1, 0q ` λ2p1,´1, 2q “ 0 ô p2λ1 ` λ2, λ1 ´ λ2, λ2q “ p0, 0, 0q

από την οποία προκύπτει το σύστημα

$
’&
’%

2λ1 ` λ2 “ 0

λ1 ´ λ2 “ 0

λ2 “ 0

ô
#
λ1 “ 0

λ2 “ 0.

Άρα, τα διανύσματα p2, 1, 0q,p1,´1, 2q είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

4. Παρατηρούμε ότι p3, 0,´2q “ p2, 1, 0q ` p1,´1,´2q, άρα τα διανύσματα p3, 0,´2q, p2, 1, 0q,
p1,´1,´2q είναι γραμμικώς εξαρτημένα.

Παρατήρηση: Η ένωση δύο γραμμικώς ανεξάρτητων συνόλων διανυσμάτων δεν είναι απαρα-

ίτητα σύνολο γραμμικώς ανεξάρτητων διανυσμάτων. �

Άσκηση 7.25. Να βρεθεί η διάσταση των παρακάτω διανυσματικών χώρων.

1. V1 “ tpx, yq P R2 : x ´ 2y “ 0u.

2. V2 “ tpx, y, zq P R3 : x ` y “ zu.

3. V3 “ tpx, y, zq P R3 : x ´ 2y “ 0u.

4. V4 “ t
„

a b

c d


PM2 : a ` b “ c ` du.

5. V5 “ t
„

a b

c d


PM2 : a “ 2b “ 3cu.

Λύση.

Θα βρούμε μια βάση για κάθε ένα από τους παραπάνω διανυσματικούς χώρους, εκφράζοντας

κάθε στοιχείο τους ως γραμμικό συνδυασμό των στοιχείων της αντίστοιχης βάσης.

1. ´Εστω px, yq P V1. Τότε, επειδή x ´ 2y “ 0, έπεται ότι

px, yq “ p2y, yq “ yp2, 1q

άρα κάθε στοιχείο του V1 γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός του p2, 1q. Το σύνολο tp2, 1qu
είναι μια βάση του V1. Άρα, dim V1 “ 1.

2. ´Εστω px, y, zq P V2. Τότε, επειδή x ` y “ z, έπεται ότι

px, y, zq “ px, y, x ` yq “ px, 0, xq ` p0, y, yq “ xp1, 0, 1q ` yp0, 1, 1q.

Άρα, κάθε στοιχείο του V2 γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των p1, 0, 1q και p0, 1, 1q. Τα

διανύσματα p1, 0, 1q και p0, 1, 1q είναι γραμμικώς ανεξάρτητα αφού

λ1p1, 0, 1q ` λ2p0, 1, 1q “ 0 ñ λ1 “ λ2 “ 0,

οπότε το σύνολο tp1, 0, 1q, p0, 1, 1qu είναι μια βάση του V2. Άρα, dim V2 “ 2.
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3. ´Εστω px, y, zq P V3. Τότε, επειδή x ´ 2y “ z, έπεται ότι

px, y, zq “ p2y, y, zq “ p2y, y, 0q ` p0, 0, zq “ yp2, 1, 0q ` zp0, 0, 1q.

Άρα, κάθε στοιχείο του V3 γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των p2, 1, 0q και p0, 0, 1q, τα
οποία είναι προφανώς γραμμικώς ανεξάρτητα, οπότε το σύνολο tp2, 1, 0q, p0, 0, 1qu είναι μια

βάση του V3. Άρα, dim V3 “ 2.

4. ´Εστω

„
a b

c d


P V4. Τότε, επειδή a ` b “ c ` d, έπεται ότι

„
a b

c d


“
„

a b

c a ` b ´ c


“
„

a 0
0 a


`
„
0 b

0 b


`
„
0 0
c ´c


“ a

„
1 0
0 1


` b

„
0 1
0 1


` c

„
0 0
1 ´1


.

Άρα, κάθε στοιχείο του V4 γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των γραμμικώς ανεξάρτητων

μητρών

„
1 0
0 1


,

„
0 1
0 1


,

„
0 0
1 ´1


. Επομένως, dim V4 “ 3.

5. ´Εστω

„
a b

c d


P V5. Τότε, επειδή a “ 2b “ 3c, έπεται ότι

„
a b

c d


“
„

a a
2

a
3

d


“
„

a a
2

a
3

0


`
„
0 0
0 d


“ a

„
1 1

2
1

3
0


` d

„
0 0
0 1


.

Άρα, κάθε στοιχείο του V4 γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των γραμμικώς ανεξάρτητων

μητρών

„
1 1

2
1

3
0


,

„
0 0
0 1


, επομένως dim V5 “ 2. �

Άσκηση 7.26. Να βρεθεί μια βάση του πραγματικού διανυσματικού χώρου pR4,`, ¨q η οποία

περιέχει τα διανύσματα p0, 1, 1, 1q και p1,´1,´1, 0q.

Λύση. Προφανώς, τα διανύσματα p0, 1, 1, 1q και p1,´1,´1, 0q είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Επειδή

dimR4 “ 4, αρκεί να βρούμε δύο επιπλέον γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα.

Θα αναζητήσουμε αυτά τα δύο διανύσματα μεταξύ των διανυσμάτων της κανονικής βάσης του

R4.

Θα εξετάσουμε αν τα διανύσματα p0, 1, 1, 1q, p1,´1,´1, 0q, e1 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. ´Εστω

λ1p0, 1, 1, 1q ` λ2p1,´1,´1, 0q ` λ3p1, 0, 0, 0q “ 0 ô
pλ2 ` λ3, λ1 ´ λ2, λ1 ´ λ2, λ1q “ p0, 0, 0, 0q

τότε προκύπτει το σύστημα

$
’’’&
’’’%

λ2 ` λ3 “ 0

λ1 ´ λ2 “ 0

λ1 ´ λ2 “ 0

λ1 “ 0

ô λ1 “ λ2 “ λ3 “ 0

άρα τα διανύσματα p0, 1, 1, 1q, p1,´1,´1, 0q, e1 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Απομένει να βρούμε άλλο ένα διάνυσμα.
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Θα εξετάσουμε αν τα διανύσματα p0, 1, 1, 1q, p1,´1,´1, 0q, e1, e2 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. ´Ε-

στω

λ1p0, 1, 1, 1q ` λ2p1,´1,´1, 0q ` λ3p1, 0, 0, 0q ` λ4p0, 1, 0, 0q “ 0 ô
pλ2 ` λ3, λ1 ´ λ2 ` λ4, λ1 ´ λ2, λ1q “ p0, 0, 0, 0q.

Τότε, προκύπτει το σύστημα

$
’’’&
’’’%

λ2 ` λ3 “ 0

λ1 ´ λ2 ` λ4 “ 0

λ1 ´ λ2 “ 0

λ1 “ 0

ô λ1 “ λ2 “ λ3 “ λ4 “ 0.

Άρα, τα διανύσματα p0, 1, 1, 1q, p1,´1,´1, 0q, e1, e2 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Επομένως, το σύνολο

tp0, 1, 1, 1q, p1,´1,´1, 0q, e1, e2u είναι μια βάση του R4.

Αν το διάνυσμα e1 ή το διάνυσμα e2 δεν ήταν γραμμικώς ανεξάρτητο από τα υπόλοιπα, τότε ϑα

δοκιμάζαμε το επόμενο διάνυσμα της κανονικής βάσης. Η ϑεωρία μας εξασφαλίζει ότι μεταξύ των

στοιχείων της κανονικής βάσης ϑα βρούμε το ζητούμενο σύνολο. �

Άσκηση 7.27. Να βρεθούν οι διαστάσεις των υπόχωρων V1 ` V2, V3 X V4 όταν είναι γνωστό ότι

dim V1 “ 2, dim V2 “ 2, dimpV1 X V2q “ 1, dim V3 “ 2, dim V4 “ 1, dimpV3 ` V4q “ 3.

Λύση. Ισχύει ότι

dimpV1 ` V2q “ dim V1 ` dim V2 ´ dimpV1 X V2q “ 2 ` 2 ´ 1 “ 3.

Επίσης, ισχύει ότι

dimpV3 X V4q “ dim V3 ` dim V4 ´ dimpV3 ` V4q “ 2 ` 1 ´ 3 “ 0. �

Άσκηση 7.28. ´Εστω V1 “ tpx, y, zq P R3 : x ` y ` z “ 0u, V2 “ tpx, y, zq P R3 : x “ yu.
Να βρεθούν οι διαστάσεις των V1,V2,V1 X V2,V1 ` V2.

Λύση. ´Εστω px, y, zq P V1. Αφού x ` y ` z “ 0, έπεται ότι

px, y, zq “ px, y,´x ´ yq “ px, 0,´xq ` p0, y,´yq “ xp1, 0,´1q ` yp0, 1,´1q.

Άρα, κάθε διάνυσμα του V1 γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των γραμμικώς ανεξάρτητων δια-

νυσμάτων p1, 0,´1q και p0, 1,´1q. Επομένως, dim V1 “ 2.
´Εστω px, y, zq P V2. Αφού x “ y, έπεται ότι

px, y, zq “ px, x, zq “ px, x, 0q ` p0, 0, zq “ xp1, 1, 0q ` zp0, 0, 1q.

Άρα, κάθε διάνυσμα του V2 γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των γραμμικώς ανεξάρτητων δια-

νυσμάτων p1, 1, 0q και p0, 0, 1q. Επομένως, dim V2 “ 2.
´Εστω px, y, zq P V1 X V2. Τότε

#
x ` y ` z “ 0

x “ y
ô

#
2x ` z “ 0

x “ y,
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οπότε

px, y, zq “ px, x,´2xq “ xp1, 1,´2q.
Άρα, κάθε διάνυσμα του V1 X V2 γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός του p1, 1,´2q. Επομένως,

dimpV1 X V2q “ 1.
Τέλος,

dimpV1 ` V2q “ dim V1 ` dim V2 ´ dimpV1 X V2q “ 2 ` 2 ´ 1 “ 3,

δηλαδή V1 ` V2 “ R3. �

Άσκηση 7.29. Να λυθεί η εξίσωση

x

„
1
t


` y

„
2
2


“
„
3
3


,

όπου x, y είναι οι άγνωστοι και t είναι παράμετρος.

Λύση. Η εξίσωση έχει λύση αν και μόνο αν

„
3
3


Pă

„
1
t


,

„
2
2


ą .

Θα εξετάσουμε αν οι μήτρες

„
1
t


,

„
2
2


είναι γραμμικά ανεξάρτητες.

Θεωρούμε την εξίσωση

λ1

„
1
t


` λ2

„
2
2


“
„
0
0



ή, ισοδύναμα, „
λ1 ` 2λ2
tλ1 ` 2λ2


“
„
0
0


,

απ᾿ όπου προκύπτει το σύστημα

λ1 ` 2λ2 “ 0

tλ1 ` 2λ2 “ 0.

Αφαιρώντας κατά μέλη προκύπτει ότι

pt ´ 1qλ1 “ 0.

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

• t “ 1. Τότε οι μήτρες

„
1
1


,

„
2
2


είναι γραμμικώς εξαρτημένες και ισχύει ότι

2

„
1
1


´
„
2
2


“
„
0
0


.

Άρα,

ă
„
1
1


,

„
2
2


ą“ă

„
1
1


ą

Προφανώς, „
3
3


Pă

„
1
1


ą
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αφού „
3
3


“ 3

„
1
1


.

Επιπλέον, για κάθε a P R ισχύει ότι

„
3
3


“
„
3
3


` a

„
0
0



“ 3

„
1
1


` a

ˆ
2

„
1
1


´
„
2
2

˙

“ p2a ` 3q
„
1
1


´ a

„
2
2


.

Άρα, για t “ 1, η εξίσωση έχει άπειρες λύσεις px, yq “ p2a ` 3,´aq, όπου a P R.

• t , 1. Τότε λ1 “ λ2 “ 0 και άρα οι μήτρες

„
1
t


,

„
2
2


είναι γραμμικώς ανεξάρτητες.

Επιπλέον, ισχύει ότι

„
3
3


“ 3

2

„
2
2


.

Άρα, „
3
3


“ 0

„
1
t


` 3

2

„
2
2


.

Επειδή, οι μήτρες

„
1
t


,

„
2
2


είναι γραμμικώς ανεξάρτητες, η έκφραση αυτή είναι μοναδική.

Άρα, για t , 1, η εξίσωση έχει μοναδική λύση px, yq “ p0, 3
2
q. �
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7.13 Ασκήσεις προς επίλυση

1. ´Εστω η εσωτερική πράξη ⊞ και η εξωτε-

ρική πράξη ⊡ στο σύνολο V των ϑετικών

αριθμών, με

x ⊞ y “ xy και λ ⊡ x “ xλ,

για κάθε x, y P V και λ P R. Να αποδειχθεί

ότι η αλγεβρική δομή pV,⊞,⊡q είναι ένας

πραγματικός διανυσματικός χώρος.

2. Στο σύνολο V “ t2x : x P Ru ορίζονται η

εσωτερική πράξη ‘ και η εξωτερική πράξη

d ως εξής:

2x ‘ 2y “ 2x`y´1 και λ d 2x “ 2λpx´1q`1,

για κάθε x, y, λ P R. Να αποδειχθεί ότι η

αλγεβρική δομή pV,‘,dq είναι ένας πραγ-

ματικός διανυσματικός χώρος.

3. Στο σύνολο V “ R2 ορίζονται η εσωτερι-

κή πράξη ‘ και η εξωτερική πράξη d με

σύνολο τελεστών το R ως εξής:

px1, x2q ‘ py1, y2q “ px1 ` y1, x2 ` y2q

και

λ d px1, x2q “ p2λx1,´λx2q.

Να εξεταστεί αν η αλγεβρική δομή pV,‘,dq
είναι ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος.

4. Να αποδειχθούν οι ιδιότητες 5 - 11 των δια-

νυσματικών χώρων.

5. Να αποδειχθεί η Πρόταση 7.1.

6. Να εξεταστεί αν τα παρακάτω υποσύνολα

του R3 είναι υπόχωροι του pR3,`, ¨q:

W1 “ tpx1, x2, x3q P R3 : x1 ´ 3x2 “ 2x3u,
W2 “ tpx1, x2, x3q P R3 : x1 ` x3 “ 0u,
W3 “ tpx1, x2, x3q P R3 : x1 ` x2 ` x3 ď 5u.

7. ´Εστω pM2,`, ¨q ο πραγματικός διανυσμα-

τικός χώρος των 2 ˆ 2 μητρών με πραγμα-

τικά στοιχεία. Να εξεταστεί αν τα παρα-

κάτω υποσύνολα του M2 είναι υπόχωροι

του pM2,`, ¨q:

W1 “ t
„
α β

γ δ


PM2 : 2α ` β “ γ ´ δ, α, β, γ, δ P Ru,

W2 “ t
„
0 β

γ 1


PM2 : β, γ P Ru,

W3 “ t
„
α β ` 1

´γ δ


PM2 : α, β, γ, δ P Ru.

8. Να εξεταστεί αν τα παρακάτω σύνολα ε-

ίναι διανυσματικοί υπόχωροι του pRR,`, ¨q:
W1 “ t f P RR : f συνεχήςu,
W2 “ t f P RR : f άρτιαu,
W3 “ t f P RR : f p0q ă 1u,
W4 “ t f P RR : f p0q “ 0u,
W5 “t f P RR : f pλx̀ µyq “λ f pxq̀ µ f pyq, λ, µ, x, yPRu.

9. ´Εστω ο πραγματικός διανυσματικός χώρος

pR3,`, ¨q. Να εξεταστεί αν το διάνυσμα

x “ p´2, 2,´5q είναι γραμμικός συνδυα-

σμός των διανυσμάτων

x1 “ p´1, 3, 2q, x2 “ p4, 0, 1q, x3 “ p2, 2, 5q.

10. ´Εστω ο πραγματικός διανυσματικός χώρος

pR4,`, ¨q και τα διανύσματά του

x1 “ p1, 0, 3, 4q, x2 “ p´2, 3,´1, 2q, x3 “ p1,´1, 0, 1q
και x “ p´8, α, 3, 18q. Να βρεθεί το α P R,
ώστε το x να είναι γραμμικός συνδυασμός

των x1, x2, x3.

11. ´Εστω ο πραγματικός διανυσματικός χώρος

pP,`, ¨q των πολυωνύμων και τα στοιχεία

του

p1pxq “ 3x3 ´ 2x2 ` 4x ` 2, p2pxq “ x2 ` x ´ 2,

p3pxq “ 2x3 ´ 4x2 ` 3x ` 3, p4pxq “ 6x3 ` 5,

ppxq “ 4x3 ` 9x2 ´ 7x ` 2.

Να εξεταστεί αν το p είναι γραμμικός συν-

δυασμός των p1, p2, p3, p4.

12. ´Εστω ο πραγματικός διανυσματικός χώρος

των 2 ˆ 2 μητρών με πραγματικά στοιχεία

και τα στοιχεία του

A “
„
3 4

´2 2


, B “

„
´2 ´4
2 0


,

Γ “
„
6 3
0 3


,∆ “

„
7 3
α 5


.
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Να βρεθεί το α P R, ώστε η ∆ να είναι

γραμμικός συνδυασμός των A, B, Γ.

13. ´Εστω pV,`, ¨q διανυσματικός χώρος επί του
σώματος pF,`, ¨q και τα διανύσματα x1, x2, x3 P
V . Να αποδειχθεί ότι

ă x1`2x2´x3, x1`3x2,´2x1`x3 ą“ă x1, x2, x3 ą .

14. Να εξετασθεί αν τα διανύσματα x1, x2, x3

του πραγματικού διανυσματικού χώρου pR3,`, ¨q
είναι γραμμικώς ανεξάρτητα όταν

(i) x1 “ p´1, 2, 4q, x2 “ p3,´2, 2q,
x3 “ p6, 3, 0q,

(ii) x1 “ p´2, 1, 1q, x2 “ p4,´2, 3q,
x3 “ p´2, 5, 6q.

15. Στον πραγματικό διανυσματικό χώρο των

2ˆ2 μητρών με πραγματικά στοιχεία, να ε-

ξεταστεί αν οι μήτρες A, B, Γ,∆ είναι γραμ-

μικώς ανεξάρτητες όταν

i) A “
„
1 ´2
1 0


, B “

„
3 ´4
5 2


,

Γ “
„
0 1
1 ´1


, ∆ “

„
4 3
0 1


,

ii) A “
„
1 0
0 1


, B “

„
´1 2
0 1


,

Γ “
„

´1 3
0 2


, ∆ “

„
´6 9
0 3


.

16. Δίνεται διανυσματικός χώρος pV,`, ¨q επί

του σώματος pF,`, ¨q και x, y δύο γραμμι-

κώς ανεξάρτητα διανύσματά του. Να βρε-

ϑεί το a P R, ώστε τα διανύσματα

pa ´ 1qx ` pa ` 1qy και ax ` 2y

να είναι γραμμικώς εξαρτημένα.

17. Δίνεται διανυσματικός χώρος pV,`, ¨q επί

του σώματος pF,`, ¨q και x1, x2, x3 τρία δια-

νύσματά του. Να αποδειχθεί ότι το σύνολο

S 1 “ tx1, x1 ` 2x2, x1 ` 3x3u

είναι βάση του pV,`, ¨q αν και μόνο αν το

σύνολο

S 2 “ tx2, x2 ` x3, x1 ` x2 ` x3u

είναι βάση του pV,`, ¨q.

18. Να αποδειχθεί ότι τα διανύσματα

x “ p´1, 4, 2q, y “ p2,´1, 0q, z “ p´1,´1, 3q,

αποτελούν βάση του πραγματικού διανυ-

σματικού χώρου pR3,`, ¨q και να βρεθούν οι

συντεταγμένες του διανύσματος v “ p1, 2, 3q
ως προς τη βάση αυτή.

19. Δίνονται τα πολυώνυμα

p1pxq “ x3 ` 3x2 ` 4x ` 5,

p2pxq “ x3 ´ x2 ´ x ´ 1,

p3pxq “ 3x3 ` 4x2 ´ 5x ` 1,

p4pxq “ 2x3 ´ 4x2 ` 3x ` 2.

Να αποδειχθεί ότι το σύνολο S “ tp1, p2, p3, p4u
είναι μια βάση του πραγματικού διανυσμα-

τικού χώρου όλων των πολυωνύμων με πραγ-

ματικούς συντελεστές και βαθμό μικρότερο

ή ίσο του 3 και να βρεθούν οι συντεταγ-

μένες του πολυωνύμου

ppxq “ 2x3 ` 4x2 ´ 3x ` 5

ως προς τη βάση αυτή.

20. Να αποδειχθεί ότι το σύνολο

S “ t
„

´1 0
1 2


,

„
0 ´1
1 2


,

„
0 1
0 1


,

„
1 1

´1 0


u

είναι μια βάση του πραγματικού διανυσμα-

τικού χώρου όλων των 2 ˆ 2 μητρών με

πραγματικά στοιχεία και να βρεθούν οι συ-

ντεταγμένες της μήτρας
„

2 2
´3 ´1



ως προς τη βάση αυτή.

21. Να βρεθεί μια βάση του πραγματικού δια-

νυσματικού χώρου pR4,`, ¨q, που να περι-

έχει τα διανύσματα

x “ p´1, 3, 0, 6q, y “ p2, 1, 4, 0q.

22. Να βρεθεί μια βάση του πραγματικού δια-

νυσματικού χώρου όλων των 2 ˆ 2 μητρών

με πραγματικά στοιχεία, που να περιέχει

τις μήτρες

A “
„
1 0

´1 2


, B “

„
1 2
0 3


.
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23. Θεωρούμε τα πολυώνυμα p1, p2, . . . , pn, τα

οποία έχουν πραγματικούς συντελεστές, μη

μηδενικό βαθμό και σταθερό όρο ίσο με το

μηδέν. Να αποδειχθεί ότι

dim ă p1, p2, . . . , pn ą“ dim ă p1
1, p1

2, . . . , p1
n ą,

όπου p1
i
είναι η παράγωγος του pi, για κάθε

i P rns.

24. ´Εστω pV,`, ¨q διανυσματικός χώρος επί του
σώματος pF,`, ¨q και V1,V2 υπόχωροί του,

με V1 * V2. Αν

dim V “ 10, dim V1 “ 5, dim V2 “ 7,

να βρεθούν οι δυνατές τιμές του dimpV1 X
V2q.

25. ´Εστω pRR,`, ¨q ο πραγματικός διανυσματι-

κός χώρος όλων των συναρτήσεων από το

R στο R, και f1, f2, f3 P RR, με

f1pxq “ cos 2x, f2pxq “ cos2 x, f3pxq “ 1.

Να βρεθεί η διάσταση του υποχώρου που

παράγεται από τις συναρτήσεις f1, f2, f3.

26. Θεωρούμε τον πραγματικό διανυσματικό χώρο

pR4,`, ¨q και τα σύνολα

V1 “ tpx1, x2, x3, x4q P R4 : 2x1 ´ 3x3 “ x4 “ 0u,
V2 “ tpx1, x2, x3, x4q P R4 : 2x2 ` x4 “ 0u.

i) Να αποδειχθεί ότι τα V1,V2 είναι υ-

πόχωροι του pR4,`, ¨q.
ii) Να βρεθούν οι διαστάσεις των

V1, V2, V1 X V2, V1 ` V2.

iii) Είναι ο V1 ` V2 γνήσιος υπόχωρος του

pR4,`, ¨q;

27. Θεωρούμε τον πραγματικό διανυσματικό χώρο

pM2,`, ¨q των 2 ˆ 2 μητρών με πραγματικά

στοιχεία, και τα σύνολα

V1 “ t
„

a1 b1

c1 d1


: a1 ´ 2b1 ` c1 ` 2d1 “ 0u

V2 “ t
„

a2 b2

c2 d2


: a2 ´ 2b2 ` 2c2 ` d2 “ 0u

όπου a1, b1, c1, d1, a2, b2, c2, d2 P R,

i) Να αποδειχθεί ότι τα V1,V2 είναι υ-

πόχωροι του pM2,`, ¨q.
ii) Να βρεθούν οι διαστάσεις των

V1,V2,V1 X V2,V1 ` V2.

iii) Είναι ο V1 ` V2 γνήσιος υπόχωρος του

pM2,`, ¨q;

28. Θεωρούμε τον πραγματικό διανυσματικό χώρο

pP4,`, ¨q όλων των πολυωνύμων με πραγ-

ματικούς συντελεστές, και βαθμό μικρότερο

ή ίσο του 4, και τα V1,V2 Ď P4, με

V1 “ tax4 ` bx3 ` cx2 ´ 2ax ` 2b : a, b, c P Ru,
V2 “ tax4 ´ bx3 ` 2ax ´ 2b : a, b P Ru.

i) Να αποδειχθεί ότι τα V1,V2 είναι υ-

πόχωροι του pR4,`, ¨q.
ii) Να βρεθούν οι διαστάσεις των

V1, V2, V1 X V2, V1 ` V2.

iii) Είναι ο V1 ` V2 γνήσιος υπόχωρος του

pR4,`, ¨q;
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Κεφάλαιο 8

Γραμμικές απεικονίσεις

8.1 Βασικές έννοιες και ορισμοί

´Εστω δύο διανυσματικοί χώροι pV,`, ¨q και pW,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q. Μια απεικόνιση

f : V Ñ W ονομάζεται γραμμική απεικόνιση (ή μορφισμός ή γραμμικός μετασχηματισμός) αν

και μόνο αν

i) f px ` yq “ f pxq ` f pyq, για κάθε x, y P V ,

ii) f pλxq “ λ f pxq, για κάθε λ P F και x P V .

Παρατηρήσεις:

1. Αν και οι πράξεις των διανυσματικών χώρων είναι εν γένει διαφορετικές (ακόμα και αν V “ W),

τις συμβολίζουμε με τα ίδια σύμβολα, χάριν απλότητας. Επίσης, ϑα χρησιμοποιείται το ίδιο

σύμβολο (0) για τα μηδενικά στοιχεία τους.

2. Οι συνθήκες (i) και (ii) στον παραπάνω ορισμό μπορούν να αντικατασταθούν ισοδύναμα από

τη συνθήκη:

iii) f pλx ` µyq “ λ f pxq ` µ f pyq,
για κάθε λ, µ P F και x, y P V .

Πράγματι, αν ισχύουν οι συνθήκες (i) και (ii), τότε, εφαρμόζοντάς τις διαδοχικά, προκύπτει η

συνθήκη (iii), δηλαδή

f pλx ` µyq “ f pλxq ` f pµyq “ λ f pxq ` µ f pyq.

Αντίστροφα, αν ισχύει η συνθήκη (iii), τότε εφαρμόζοντάς την για λ “ µ “ 1 και για µ “ 0,
προκύπτουν διαδοχικά οι συνθήκες (i) και (ii), δηλαδή

f px ` yq “ f p1x ` 1yq “ 1 f pxq ` 1 f pyq “ f pxq ` f pyq

και

f pλxq “ f pλx ` 0q “ f pλx ` 0yq “ λ f pxq ` 0 f pyq “ λ f pxq ` 0 “ λ f pxq.

3. Η συνθήκη (iii) επεκτείνεται επαγωγικά για πεπερασμένο πλήθος διανυσμάτων, δηλαδή ι-

σχύει:

Αν f : V Ñ W γραμμική απεικόνιση, τότε

f pλ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxnq “λ1 f px1q ` λ2 f px2q ` ¨ ¨ ¨ ` λn f pxnq,

για κάθε λ1, λ2, . . . , λn P F και x1, x2, . . . , xn P V .
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4. Αν f : V Ñ W γραμμική απεικόνιση, τότε ισχύουν τα παρακάτω

α) f p0q “ 0.

β) f p´xq “ ´ f pxq.

Πράγματι, από τη συνθήκη (ii), για λ “ 0 και λ “ ´1, προκύπτουν αντίστοιχα οι σχέσεις

f p0q “ f p0xq “ 0 f pxq “ 0

και

f p´xq “ f pp´1qxq “ p´1q f pxq “ ´ f pxq.

Παραδείγματα

1. ´Εστω pV,`, ¨q ένας διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q και a P F. Τότε, η απει-

κόνιση f : V Ñ V , με f pxq “ ax είναι γραμμική.

Πράγματι, για λ, µ P F και x, y P V , είναι

f pλx ` µyq “ apλx ` µyq “ apλxq ` apµyq
“ paλqx ` paµqy “ pλaqx ` pµaqy
“ λpaxq ` µpayq “ λ f pxq ` µ f pyq.

Ειδικά, για a “ 1 και a “ 0, προκύπτει ότι η ταυτοτική απεικόνιση και η σταθερή, ίση με 0,

απεικόνιση είναι γραμμικές.

2. Θεωρούμε τους πραγματικούς διανυσματικούς χώρους pR2,`, ¨q και pR3,`, ¨q και τις απεικο-

νίσεις f , g, h, από το R2 στο R3, με

f px1, x2q “ px1 ` x2, x1 ´ x2, 0q
gpx1, x2q “ px1 ` x2, x1 ´ x2, 1q,
hpx1, x2q “ px1 ` x2, x1x2, 0q.

Θα αποδειχθεί ότι η f είναι γραμμική, ενώ οι g, h δεν είναι.

Πράγματι, για λ, µ P R και x, y P R2, με x “ px1, x2q, y “ py1, y2q, είναι
f pλx ` µyq “ f pλpx1, x2q ` µpy1, y2qq “ f pλx1 ` µy1, λx2 ` µy2q

“ pλx1 ` µy1 ` λx2 ` µy2, λx1 ` µy1 ´ pλx2 ` µy2q, 0q
“ pλx1 ` λx2, λx1 ´ λx2, 0q ` pµy1 ` µy2, µy1 ´ µy2, 0q
“ λpx1 ` x2, x1 ´ x2, 0q ` µpy1 ` y2, y1 ´ y2, 0q
“ λ f px1, x2q ` µ f py1, y2q
“ λ f pxq ` µ f pyq

Άρα, η f είναι γραμμική απεικόνιση.

Τα μηδενικά στοιχεία των χώρων R2 και R3 είναι τα p0, 0q και p0, 0, 0q αντίστοιχα. ´Ομως,

είναι gp0, 0q “ p0, 0, 1q , p0, 0, 0q, επομένως η απεικόνιση g δεν είναι γραμμική.

Τέλος, επειδή

hp´xq “ hp´x1,´x2q “ p´x1 ´ x2, x1x2, 0q
και

´hpxq “ ´hpx1, x2q “ ´px1 ` x2, x1x2, 0q “ p´x1 ´ x2,´x1x2, 0q,
προκύπτει ότι hp´xq , ´hpxq, όταν x1, x2 P R˚, και επομένως η απεικόνιση h δεν είναι

γραμμική.
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3. ´Εστω ο πραγματικός διανυσματικός χώρος

pRR,`, ¨q, όλων των συναρτήσεων από το R στο R, και έστω V ο υπόχωρός του που αποτε-

λείται από όλες τις παραγωγίσιμες συναρτήσεις. Τότε, η απεικόνιση f : V Ñ RR, με f pgq “ g1

είναι γραμμική απεικόνιση.

Πράγματι, για λ, µ P R και g, h P V , είναι

f pλg ` µhq “ pλg ` µhq1 “ pλgq1 ` pµhq1 “ λg1 ` µh1 “ λ f pgq ` µ f phq.

4. ´Εστω ο πραγματικός διανυσματικός χώρος

pR2,`, ¨q και έστω η 2 ˆ 2 μήτρα με πραγματικά στοιχεία A “
„

a b

c d


. Τότε, η απεικόνιση

f : R2 Ñ R2, με

f px, yq “ pax ` by, cx ` dyq
είναι γραμμική απεικόνιση.

Πράγματι, για λ, µ P R και v1 “ px1, y1q, v2 “ px2, y2q P R2, είναι

f pλv1 ` µv2q “ f pλpx1, y1q ` µpx2, y2qq
“ f pλx1 ` µx2, λy1 ` µy2q
“ papλx1 ` µx2q ` bpλy1 ` µy2q, cpλx1 ` µx2q ` dpλy1 ` µy2qq
“ paλx1 ` bλy1, cλx1 ` dλy1q ` paµx2 ` bµy2, cµx2 ` dµy2q
“ λpax1 ` by1, cx1 ` dy1q ` µpax2 ` by2, cx2 ` dy2q
“ λ f pv1q ` µ f pv2q

8.2 Στροφή, προβολή και ανάκλαση

Για τη γραμμική απεικόνιση του παραδείγματος 4, ϑεωρούμε τις ειδικές περιπτώσεις:

1. Αν A “
„

cos θ ´ sin θ

sin θ cos θ


, όπου θ P R, τότε

f px, yq “ px cos θ ´ y sin θ, x sin θ ` y cos θq.

Η απεικόνιση αυτή παριστάνει γεωμετρικά τη στροφή κατά γωνία θ (βλ. επόμενο σχήμα).

px, yq

px1, y1q “ f px, yq

θ
ω

O

y

x

Πράγματι, αν ϑεωρήσουμε δύο σημεία px, yq και px1, y1q, όπως φαίνονται στο προηγούμε-

νο σχήμα, τα οποία επιπλέον ισαπέχουν από την αρχή των αξόνων, δηλαδή
a

x2 ` y2 “a
px1q2 ` py1q2 “ ρ, τότε

x1 “ ρ cospω ` θq “ ρpcosω cos θ ´ sinω sin θq
“ pρ cosωq cos θ ´ pρ sinωq sin θ “ x cos θ ´ y sin θ
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και

y1 “ ρ sinpω ` θq “ ρpsinω cos θ ` cosω sin θq
“ pρ sinωq cos θ ` pρ cosωq sin θ “ y cos θ ` x sin θ,

δηλαδή το σημείο px1, y1q είναι η εικόνα του σημείου px, yq ως προς την απεικόνιση f , για κάθε

px, yq P R2.

2. Αν A “
„

cos2 θ sin θ cos θ

sin θ cos θ sin2 θ


, όπου θ P R, τότε

f px, yq “ px cos2 θ ` y sin θ cos θ, x sin θ cos θ ` y sin2 θq.

Αποδεικνύεται ότι η απεικόνιση αυτή παριστάνει γεωμετρικά την προβολή στην ευθεία y “
ptg θqx (βλ. επόμενο σχήμα).

px, yq

f px, yq

θ

O

y

x

3. Αν A “
„

cos 2θ sin 2θ
sin 2θ ´ cos 2θ


, όπου θ P R, τότε

f px, yq “ px cos 2θ ` y sin 2θ, x sin 2θ ´ y cos 2θq.

Αποδεικνύεται ότι η απεικόνιση αυτή παριστάνει γεωμετρικά την ανάκλαση στην ευθεία

y “ ptg θqx (βλ. επόμενο σχήμα).

px, yq

f px, yq
θ

O

y

x

8.3 Ειδικές κατηγορίες γραμμικών απεικονίσεων

Μια γραμμική απεικόνιση f : V Ñ W ονομάζεται:
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i) Μονομορφισμός αν και μόνο αν η f είναι 1 ´ 1, δηλαδή

f px1q “ f px2q ñ x1 “ x2, για κάθε x1, x2 P V.

ii) Επιμορφισμός αν και μόνο αν η f είναι επί, δηλαδή για κάθε y P W υπάρχει x P V με

f pxq “ y (ή ισοδύναμα f pVq “ W).

iii) Ισομορφισμός αν και μόνο αν η f είναι ταυτόχρονα μονομορφισμός και επιμορφισμός.

iv) Αυτομορφισμός αν και μόνο αν η f είναι ισομορφισμός και V “ W .

Παρατήρηση: Η αντίστροφη απεικόνιση ενός ισομορφισμού f : V Ñ W είναι γραμμική απεικόνιση

(οπότε και ισομορφισμός). Πράγματι, αν λ1, λ2 P F και y1, y2 P W, τότε υπάρχουν x1, x2 P V με

f px1q “ y1 και f px2q “ y2, οπότε, χρησιμοποιώντας τη γραμμική ιδιότητα της f , προκύπτει ότι

f pλ1x1 ` λ2x2q “ λ1 f px1q ` λ2 f px2q “ λ1y1 ` λ2y2.

Επομένως, είναι

f ´1pλ1y1 ` λ2y2q “ λ1x1 ` λ2x2 “ λ1 f ´1py1q ` λ2 f ´1py2q.

8.4 Ισόμορφοι διανυσματικοί χώροι

Δύο διανυσματικοί χώροι pV,`, ¨q και pW,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q ονομάζονται ισόμορφοι

(συμβ. V » W) αν και μόνο αν υπάρχει ισομορφισμός f : V Ñ W .

Παραδείγματα

1. Οι πραγματικοί διανυσματικοί χώροι pM2,`, ¨q και pR4,`, ¨q είναι ισόμορφοι διότι η απεικόνι-

ση f :M2 Ñ R4, με

f

ˆ„
a b

c d

˙
“ pa, b, c, dq

είναι ισομορφισμός.

2. Οι πραγματικοί διανυσματικοί χώροι pPn,`, ¨q και pRn`1,`, ¨q είναι ισόμορφοι διότι η απει-

κόνιση

f : Pn Ñ Rn`1, με

f panxn ` ¨ ¨ ¨ ` a1x ` a0q “ pan, . . . , a1, a0q
είναι ισομορφισμός.

8.5 Εικόνα και αντίστροφη εικόνα υποχώρου

Θεωρούμε τους διανυσματικούς χώρους pV,`, ¨q, pW,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q, τους υπο-

χώρους V1,W1 των V,W αντίστοιχα και μια γραμμική απεικόνιση f : V Ñ W . Τότε, τα σύνολα f pV1q
και f ´1pW1q είναι υπόχωροι των W,V αντίστοιχα.

Πράγματι, για το f pV1q, αν λ, µ P F και y1, y2 P f pV1q, τότε ϑα υπάρχουν x1, x2 P V1, με y1 “ f px1q
και y2 “ f px2q. Επειδή V1 υπόχωρος του V και x1, x2 P V1, έπεται ότι λx1 ` µx2 P V1, επομένως, και

λόγω της γραμμικότητας της f , ϑα είναι

λy1 ` µy2 “ λ f px1q ` µ f px2q “ f pλx1 ` µx2q P f pV1q.

Άρα f pV1q υπόχωρος του W .
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Για το f ´1pW1q, αν λ, µ P F και x1, x2 P f ´1pW1q, τότε f px1q, f px2q P W1 και επειδή W1 υπόχωρος

του W, έπεται ότι λ f px1q ` µ f px2q P W1, επομένως, και λόγω της γραμμικότητας της f , ϑα είναι

f pλx1 ` µx2q “ λ f px1q ` µ f px2q P W1,

και τελικά λx1 ` µx2 P f ´1pW1q, άρα f ´1pW1q υπόχωρος του V .

Υπάρχουν δύο σημαντικές ειδικές περιπτώσεις:

1. Ο υπόχωρος f pVq “ t f pxq : x P Vu ονομάζεται εικόνα (image) της γραμμικής απεικόνισης

και συμβολίζεται με Im f .

2. Ο υπόχωρος f ´1pt0uq “ tx P V : f pxq “ 0u ονομάζεται πυρήνας (kernel) της γραμμικής

απεικόνισης και συμβολίζεται με ker f .

Πρόταση 8.1. Μια γραμμική απεικόνιση f : V Ñ W είναι μονομορφισμός αν και μόνο αν

ker f “ t0u.

Απόδειξη. Αν ker f “ t0u και x1, x2 P V , τότε

f px1q “ f px2q ñ f px1q ´ f px2q “ 0 ñ f px1 ´ x2q “ 0

ñ x1 ´ x2 P ker f ñ x1 ´ x2 “ 0 ñ x1 “ x2,

άρα η f είναι μονομορφισμός.

Αντίστροφα, αν η f είναι μονομορφισμός, τότε, δεδομένου ότι ισχύει f p0q “ 0 (για κάθε γραμμική

απεικόνιση f ), είναι

x P ker f ñ f pxq “ 0 ñ f pxq “ f p0q ñ x “ 0,

δηλαδή ker f “ t0u. �

Παράδειγμα. Θεωρούμε τους πραγματικούς διανυσματικούς χώρους pR4,`, ¨q και pR3,`, ¨q και
τη γραμμική απεικόνιση f : R4 Ñ R3, με

f px1, x2, x3, x4q “ p´x1 ` x2 ` x3, x1 ´ x2 ` x3,´x1 ` x2 ` x3q.

Να βρεθούν τα ker f και Im f και να εξετασθεί αν η f είναι μονομορφισμός και επιμορφισμός.

Λύση. Για το ker f είναι

px1, x2, x3, x4q P ker f ô f px1, x2, x3, x4q “ p0, 0, 0q

ô
#

p´x1 ` x2 ` x3, x1 ´ x2 ` x3,´x1 ` x2 ` x3q “ p0, 0, 0q
x4 P R

ô

$
’’’&
’’’%

´x1 ` x2 ` x3 “ 0

x1 ´ x2 ` x3 “ 0

´x1 ` x2 ` x3 “ 0

x4 P R
ôx1 “ x2 “ x3 “ 0 και x4 P R
ôpx1, x2, x3, x4q P tp0, 0, 0, xq : x P Ru.
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Άρα, ker f “ tp0, 0, 0, xq : x P Ru. Επειδή ker f , tp0, 0, 0, 0qu, έπεται ότι η f δεν είναι μονομορφι-

σμός.

Για το Im f είναι

py1, y2, y3q P Im f ô
#

υπάρχει px1, x2, x3, x4q P R4, με

py1, y2, y3q “ f px1, x2, x3, x4q.

Αλλά

py1, y2, y3q “ f px1, x2, x3, x4q ôpy1, y2, y3q “ p´x1 ` x2 ` x3, x1 ´ x2 ` x3,´x1 ` x2 ` x3q

ô

$
’&
’%

´x1 ` x2 ` x3 “ y1

x1 ´ x2 ` x3 “ y2

´x1 ` x2 ` x3 “ y3

ô

$
’&
’%

x1 “ y2`y3
2

x2 “ y3`y1
2

x3 “ y1`y2
2

Κατόπιν τούτων, για κάθε py1, y2, y3q P R3, ισχύει ότι

py1, y2, y3q “ f

´
y2 ` y3

2
,

y3 ` y1

2
,

y1 ` y2

2
, x4

¯
,

όπου x4 είναι οποιοδήποτε στοιχείο του R. Άρα, Im f “ R3, και επομένως η f είναι επιμορφισμός.

�

8.6 Διάσταση και γραμμικές απεικονίσεις

Αρχικά, ϑα δοθεί μία πρόταση η οποία δείχνει ότι κάθε γραμμική απεικόνιση καθορίζεται

πλήρως από τις εικόνες των στοιχείων μιας βάσης της.

Πρόταση 8.2. Αν pV,`, ¨q, pW,`, ¨q είναι δύο διανυσματικοί χώροι επί του σώματος pF,`, ¨q, και
tx1, x2, . . . , xnu είναι μια βάση του V , τότε για κάθε y1, y2, . . . , yn P W υπάρχει μοναδική γραμμική

απεικόνιση f : V Ñ W, με f pxiq “ yi, για κάθε i P rns.

Παράδειγμα. Θεωρούμε τους πραγματικούς διανυσματικούς χώρους pR3,`, ¨q και pR4,`, ¨q.
Να βρεθεί ο τύπος της γραμμικής απεικόνισης f : R3 Ñ R4, με

f p1, 0, 0q “ p´1, 2, 2, 0q, f p0, 1, 0q “ p0, 1, 1,´2q, f p0, 0, 1q “ p3,´1, 0, 2q.

Λύση. Επειδή για κάθε px1, x2, x3q P R3 είναι

px1, x2, x3q “ x1p1, 0, 0q ` x2p0, 1, 0q ` x3p0, 0, 1q,

από τη γραμμική ιδιότητα της f προκύπτει ότι

f px1, x2, x3q “ f px1p1, 0, 0q ` x2p0, 1, 0q ` x3p0, 0, 1qq
“x1 f p1, 0, 0q ` x2 f p0, 1, 0q ` x3 f p0, 0, 1q
“x1p´1, 2, 2, 0q ` x2p0, 1, 1,´2q ` x3p3,´1, 0, 2q
“p´x1 ` 3x3, 2x1 ` x2 ´ x3, 2x1 ` x2,´2x2 ` 2x3q. �

Στη συνέχεια, ϑα εξετασθεί πότε τα δομικά χαρακτηριστικά των διανυσματικών χώρων μετα-

φέρονται μέσω των γραμμικών απεικονίσεων.
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Πρόταση 8.3. ´Εστω δύο διανυσματικοί χώροι pV,`, ¨q και pW,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q,
μια γραμμική απεικόνιση f : V Ñ W και x1, x2, . . . , xk P V . Τότε ισχύουν τα παρακάτω:

(i) Αν τα διανύσματα f px1q, f px2q, . . . , f pxkq είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, τότε και τα x1, x2, . . . , xk

είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

(ii) Αν η f είναι μονομορφισμός και τα διανύσματα x1, x2, . . . , xk είναι γραμμικώς ανεξάρτητα,

τότε και τα f px1q, f px2q, . . . , f pxkq είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

(iii) Αν V1 “ă x1, x2, . . . , xk ą, τότε f pV1q “ă f px1q, f px2q, . . . , f pxkq ą.

(iv) Αν η f είναι ισομορφισμός, τότε το σύνολο tx1, x2, . . . , xku είναι βάση του V αν και μόνο αν

το σύνολο t f px1q, f px2q, . . . , f pxkqu είναι βάση του W.

Εφαρμογή 8.1. ´Εστω ο πραγματικός διανυσματικός χώρος pR4,`, ¨q και ο υπόχωρός του

V “ tpx, 0, z, 0q : x, z P Ru. Να βρεθεί γραμμική απεικόνιση f : R4 Ñ R4, με

(i) Im f “ V .

(ii) ker f “ V .

Λύση.

(i) ´Εστω te1, e2, e3, e4u η κανονική βάση του pR4,`, ¨q. Παρατηρούμε ότι

V “ă e1, e3 ą,

αφού για οποιοδήποτε v “ px, 0, z, 0q P V είναι v “ xe1 ` ze3.

Σύμφωνα με την Πρόταση 8.2, ϑα υπάρχει μοναδική γραμμική απεικόνιση f : R4 Ñ R4, με

f pe1q “ e1, f pe3q “ e3 και f pe2q “ f pe4q “ 0.

Ο τύπος της f είναι

f px1, x2, x3, x4q “ f px1e1 ` x2e2 ` x3e3 ` x4e4q
“ x1 f pe1q ` x2 f pe2q ` x3 f pe3q ` x4 f pe4q
“ x1e1 ` x20 ` x3e3 ` x40

“ x1p1, 0, 0, 0q ` x3p0, 0, 1, 0q
“ px1, 0, x3, 0q

Επειδή R4 “ă e1, e2, e3, e4 ą, από την Πρόταση 8.3(iii), προκύπτει ότι

Im f “ f pR4q “ă f pe1q, f pe2q, f pe3q, f pe4q ą“ă e1, e3 ą“ V.

(ii) Σύμφωνα με την Πρόταση 8.2, ϑα υπάρχει μοναδική γραμμική απεικόνιση f : R4 Ñ R4, με

f pe1q “ f pe3q “ 0, f pe2q “ e2 και f pe4q “ e4.

Τότε, αποδεικνύεται όπως πριν ότι

f px1, x2, x3, x4q “ p0, x2, 0, x4q.
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Οπότε, για κάθε px1, x2, x3, x4q P R4 είναι

x P ker f ô f px1, x2, x3, x4q “ p0, 0, 0, 0q
ô p0, x2, 0, x4q “ p0, 0, 0, 0q
ô x2 “ x4 “ 0

ô x “ px1, 0, x3, 0q
ô x P V.

Άρα, ker f “ V . �

Πρόταση 8.4. Αν pV,`, ¨q και pW,`, ¨q είναι δύο διανυσματικοί χώροι πεπερασμένης διάστασης,

επί του σώματος pF,`, ¨q, τότε

V » W ô dim V “ dim W.

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορεί να υποτεθεί ότι οι δύο διανυσματικοί χώροι είναι

μη μηδενικοί.

´Εστω V » W, τότε υπάρχει ισομορφισμός f : V Ñ W . Αν tx1, x2, . . . , xnu είναι μία βάση του V ,

τότε, σύμφωνα με την Πρόταση 8.3(iv), το σύνολο t f px1q, f px2q, . . . , f pxnqu είναι μία βάση του W,

οπότε dim V “ n “ dim W .

Αντίστροφα, αν dim V “ dim W “ n και tx1, x2, . . . , xnu, ty1, y2, . . . , ynu βάσεις των V,W αντίστοι-

χα, τότε, σύμφωνα με την Πρόταση 8.2, υπάρχει μοναδική απεικόνιση f : V Ñ W, με f pxiq “ yi, για

κάθε i P rns. Θα αποδειχθεί ότι η f είναι ισομορφισμός.

Πράγματι, για x “ λ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxn P V , είναι

x P ker f ô f pxq “ 0

ô λ1 f px1q ` λ2 f px2q ` ¨ ¨ ¨ ` λn f pxnq “ 0

ô λ1y1 ` λ2y2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnyn “ 0

ô λ1 “ λ2 “ ¨ ¨ ¨ “ λn “ 0

ô x “ 0.

Άρα, ker f “ t0u, οπότε, σύμφωνα με την Πρόταση 8.1, η f είναι μονομορφισμός.

Για να είναι η f επιμορφισμός, πρέπει να ισχύει W “ Im f . ´Ετσι, δεδομένου Im f Ď W (για κάθε

απεικόνιση f ), αρκεί να δειχθεί ότι W Ď Im f . Πράγματι, αν y P W, τότε υπάρχουν λ1, λ2, . . . , λn P F,

με

y “ λ1y1 ` λ2y2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnyn

“ λ1 f px1q ` λ2 f px2q ` ¨ ¨ ¨ ` λn f pxnq
“ f pλ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxnq “ f pxq,

όπου x “ λ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxn P V . Επομένως, y P f pVq “ Im f , για κάθε y P W, δηλαδή

W Ď Im f , οπότε η f είναι και επιμορφισμός. �

Πρόταση 8.5. Αν pV,`, ¨q και pW,`, ¨q είναι δύο διανυσματικοί χώροι πεπερασμένης διάστασης,

επί του σώματος pF,`, ¨q, και f : V Ñ W μια γραμμική απεικόνιση, τότε

dim V “ dimpker f q ` dimpIm f q.
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Απόδειξη. Αν Im f “ t0u, τότε f pxq “ 0, για κάθε x P V , δηλαδή ker f “ V , οπότε ο τύπος ισχύει.

Αν ker f “ t0u, τότε dimpker f q “ 0 και η απεικόνιση f : V Ñ Im f είναι ισομορφισμός, επομένως

dim V “ dimpIm f q, οπότε ο τύπος επίσης ισχύει. Κατόπιν τούτων, χωρίς βλάβη της γενικότητας,

μπορεί να ϑεωρηθεί ότι οι χώροι ker f , Im f είναι μη μηδενικοί.

´Εστω tx1, x2, . . . , xku και ty1, y2, . . . , ymu είναι βάσεις των ker f και Im f αντίστοιχα. Επειδή για

κάθε i P rms είναι yi P Im f , ϑα υπάρχει zi P V , με f pziq “ yi.

Αρκεί να δειχθεί ότι το σύνολο tx1, x2, . . . , xk, z1, z2, . . . , zmu είναι μια βάση του V , αφού τότε ϑα

είναι dim V “ k ` m “ dimpker f q ` dimpIm f q.
Αρχικά ϑα δειχθεί ότι V “ă x1, x2, . . . , xk, z1, z2, . . . , zm ą.

Πράγματι, αν x P V , τότε f pxq P Im f , οπότε υπάρχουν λ1, λ2, . . . , λm P F, με

f pxq “ λ1y1 ` λ2y2 ` ¨ ¨ ¨ ` λmym

“ λ1 f pz1q ` λ2 f pz2q ` ¨ ¨ ¨ ` λm f pzmq
“ f pλ1z1 ` λ2z2 ` ¨ ¨ ¨ ` λmzmq,

οπότε προκύπτει ότι

f px ´ pλ1z1 ` λ2z2 ` λmzmqq “ f pxq ´ f pλ1z1 ` λ2z2 ` λmzmq “ 0

και συνεπώς x ´ pλ1z1 ` λ2z2 ` λmzmq P ker f . Τότε όμως υπάρχουν µ1, µ2, . . . , µk P F, με

x ´ pλ1z1 ` λ2z2 ` λmzmq “ µ1x1 ` µ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` µkxk

και επομένως

x “ λ1z1 ` λ2z2 ` λmzm ` µ1x1 ` µ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` µkxk.

Άρα, V “ă x1, x2, . . . , xk, z1, z2, . . . , zm ą.

Τέλος, ϑα δειχθεί ότι τα διανύσματα x1, x2, . . . , xk, z1, z2, . . . , zm είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. ´Εστω

µ1, µ2, . . . , µk, λ1, λ2, . . . , λm P F, με

µ1x1 ` µ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` µkxk ` λ1z1 ` λ2z2 ` ¨ ¨ ¨ ` λmzm “ 0.

Τότε,

f pµ1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` µkxk ` λ1z1 ` ¨ ¨ ¨ ` λmzmq “ f p0q ñ f pµ1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` µkxkq ` λ1 f pz1q ` ¨ ¨ ¨ ` λm f pzmq “ 0

ñ0 ` λ1y1 ` λ2y2 ` ¨ ¨ ¨ ` λmym “ 0

ñλ1 “ λ2 “ ¨ ¨ ¨ “ λm “ 0

οπότε

µ1x1 ` µ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` µkxk “ 0 ñ µ1 “ µ2 “ ¨ ¨ ¨ “ µk “ 0.

Άρα, τα διανύσματα x1, x2, . . . , xk, y1, y2, . . . , ym είναι επιπλέον γραμμικώς ανεξάρτητα, και επομένως

αποτελούν μια βάση του V . �

Εφαρμογή 8.2. Αν pV,`, ¨q και pW,`, ¨q είναι δύο διανυσματικοί χώροι πεπερασμένης διάστα-

σης, επί του σώματος pF,`, ¨q, με dim V “ dim W, και f : V Ñ W μια γραμμική απεικόνιση, τότε

η f είναι μονομορφισμός αν και μόνο αν είναι επιμορφισμός.
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Λύση. Είναι,

f μονομορφισμός
1

ô ker f “ t0u ô dimpker f q “ 0
2

ô dim V “ dimpIm f q
ô dim W “ dimpIm f q
3

ô V “ Im f ô f επιμορφισμός. �

Εφαρμογή 8.3. ´Εστω pV,`, ¨q μη μηδενικός διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης,

επί του σώματος pF,`, ¨q, και V1,V2 δύο υπόχωροί του. Να αποδειχθεί ο τύπος

dimpV1 ` V2q “ dim V1 ` dim V2 ´ dimpV1 X V2q,

ως εφαρμογή της Πρότασης 8.5.

Λύση. Θεωρούμε τον διανυσματικό χώρο γινόμενο pV1 ˆ V2,`, ¨q και την απεικόνιση

f : V1 ˆ V2 Ñ V , με

f px1, x2q “ x1 ` x2.

Θα αποδειχθεί ότι η απεικόνιση αυτή είναι γραμμική, με

Im f “ V1 ` V2 και ker f “ tpx,´xq : x P V1 X V2u.

Πράγματι, για λ, µ P F και px1, x2q, py1, y2q P V1 ˆ V2, είναι

f pλpx1, x2q ` µpy1, y2qq “ f pλx1 ` µy1, λx2 ` µy2q
“ λx1 ` µy1 ` λx2 ` µy2

“ λpx1 ` x2q ` µpy1 ` y2q
“ λ f px1, x2q ` µ f py1, y2q,

άρα η f είναι γραμμική.

Επιπλέον, για y P V , είναι

y P Im f ô
#
υπάρχει px1, x2q P V1 ˆ V2, με

y “ f px1, x2q “ x1 ` x2

ô y P V1 ` V2,

οπότε Im f “ V1 ` V2.

Επίσης, για px1, x2q P V1 ˆ V2, είναι

px1, x2q P ker f ô f px1, x2q “ 0 ôx1 ` x2 “ 0 ô x2 “ ´x1

ôpx1, x2q P tpx,´xq : x P V1 X V2u,

οπότε ker f “ tpx,´xq : x P V1 X V2u.
1Σύμφωνα με την Πρόταση 8.1.
2Σύμφωνα με το Θεώρημα 8.5.
3Σύμφωνα με την Πρόταση 7.6.
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Στη συνέχεια, ϑα δειχθεί ότι η απεικόνιση ϕ : V1 X V2 Ñ ker f , με ϕpxq “ px,´xq είναι ισομορ-

φισμός. Πράγματι, για λ, µ P F και x, y P V1 X V2, είναι

ϕpλx ` µyq “ pλx ` µy,´λx ´ µyq
“ pλx,´λxq ` pµy,´µyq
“ λpx,´xq ` µpy,´yq
“ λϕpxq ` µϕpyq,

οπότε η ϕ είναι γραμμική.

Επιπλέον, η ϕ είναι 1 ´ 1, αφού

ϕpx1q “ ϕpx2q ñ px1,´x1q “ px2,´x2q ñ x1 “ x2,

και είναι επί, αφού για κάθε px1, x2q P ker f υπάρχει x P V1 X V2, με px1, x2q “ px,´xq “ ϕpxq.
Άρα, η ϕ είναι ισομορφισμός, και επομένως dimpV1 X V2q “ dimpker f q. Κατόπιν τούτων, εφαρ-

μόζοντας το Θεώρημα 8.5 για την απεικόνιση f , προκύπτει ότι

dimpV1 ˆ V2q “ dimpIm f q ` dimpker f q “ dimpV1 ` V2q ` dimpV1 X V2q

και δεδομένου ότι dimpV1 ˆ V2q “ dim V1 ` dim V2, προκύπτει τελικά ο ζητούμενος τύπος. �
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8.7 Λυμένες ασκήσεις

Άσκηση 8.1. Δίνονται οι πραγματικοί διανυσματικοί χώροι pR3,`, ¨q και pR2,`, ¨q και οι απει-

κονίσεις

f , g, h : R3 Ñ R2, με

f px1, x2, x3q “ px1 ` 2x2 ´ x3, 3x1 ´ x2 ` 2x3q,
gpx1, x2, x3q “ px2 ` x3, 2q,
hpx1, x2, x3q “ p´x1 ` x2, x23q.

Να αποδειχθεί ότι η f είναι γραμμική, ενώ οι g, h δεν είναι.

Λύση. Για λ, µ P R και x “ px1, x2, x3q, y “ py1, y2, y3q P R3, είναι

f px ` yq “ f ppx1, x2, x3q ` py1, y2, y3qq “ f px1 ` y1, x2 ` y2, x3 ` y3q
“px1 ` y1 ` 2px2 ` y2q ´ px3 ` y3q, 3px1 ` y1q ´ px2 ` y2q ` 2px3 ` y3qq
“px1 ` 2x2 ´ x3, 3x1 ´ x2 ` 2x3q ` py1 ` 2y2 ´ y3, 3y1 ´ y2 ` 2y3q
“ f pxq ` f pyq

και

f pλxq “ f pλpx1, x2, x3qq “ f pλx1, λx2, λx3q
“ pλx1 ` 2λx2 ´ λx3, 3λx1 ´ λx2 ` 2λx3q
“ λpx1 ` 2x2 ´ x3, 3x1 ´ x2 ` 2x3q “ λ f pxq,

άρα η f είναι γραμμική.

Επειδή gp0, 0, 0q “ p0, 2q , p0, 0q, προκύπτει ότι η g δεν είναι γραμμική.

Τέλος, επειδή

hp´px1, x2, x3qq “ hp´x1,´x2,´x3q “ px1 ´ x2, x23q
και

´hppx1, x2, x3qq “ ´p´x1 ` x2, x23q “ px1 ´ x2,´x23q,
προκύπτει ότι hp´px1, x2, x3qq , ´hppx1, x2, x3qq, για x3 P R˚, και επομένως η h δεν είναι γραμμική. �

Άσκηση 8.2. Δίνονται οι πραγματικοί διανυσματικοί χώροι pR,`, ¨q και pV,`, ¨q, όπου V είναι το

σύνολο των ολοκληρώσιμων συναρτήσεων στο r0, 1s. Να αποδειχθεί ότι η απεικόνιση f : V Ñ R,
με

f pgq “
ż 1

0

gpxqdx,

είναι γραμμική.

Λύση. Για λ, µ P R και g, h P V , είναι

f pλg ` µhq “
ż 1

0

pλg ` µhqpxqdx

“ λ

ż 1

0

gpxqdx ` µ

ż 1

0

hpxqdx

“ λ f pgq ` µ f phq,
οπότε η απεικόνιση f είναι γραμμική. �
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Άσκηση 8.3. ´Εστω ο πραγματικός διανυσματικός χώρος pR3,`, ¨q και το σύνολο

V “ tpx1, x2, x3q P R3 : x1 ` x2 ` x3 “ 0u.

Να αποδειχθεί ότι το V είναι υπόχωρος του R3, ισόμορφος με τον πραγματικό διανυσματικό

χώρο pR2,`, ¨q.

Λύση. Για λ, µ P R και x “ px1, x2, x3q, y “ py1, y2, y3q P V , είναι

λx ` µy “ λpx1, x2, x3q ` µpy1, y2, y3q “ pλx1 ` µy1, λx2 ` µy2, λx3 ` µy3q.

´Ομως, επειδή x, y P V , έχουμε ότι

x1 ` x2 ` x3 “ 0 “ y1 ` y2 ` y3 ñλpx1 ` x2 ` x3q ` µpy1 ` y2 ` y3q “ 0,

οπότε, λx ` µy P V , επομένως ο V είναι υπόχωρος του pR3,`, ¨q.
Θεωρούμε την απεικόνιση f : V Ñ R3,

f px1, x2, x3q “ px1, x2q.

Η απεικόνιση αυτή είναι γραμμική, αφού για λ, µ P R και x “ px1, x2, x3q, y “ py1, y2, y3q P V ,

είναι

f pλx ` µyq “ f pλx1 ` µy1, λx2 ` µy2, λx3 ` µy3q
“ pλx1 ` µy1, λx2 ` µy2q “ λpx1, x2q ` µpy1, y2q “ λ f pxq ` µ f pyq.

Επιπλέον, η f είναι επί, διότι, για κάθε px1, x2q P R2, το διάνυσμα px1, x2,´x1 ´ x2q ανήκει στο V

(αφού x1 ` x2 ` p´x1 ´ x2q “ 0) και f px1, x2,´x1 ´ x2q “ px1, x2q.
Τέλος, ϑα δειχθεί ότι η f είναι 1-1. Πράγματι, για px1, x2, x3q, py1, y2, y3q P V , είναι

f px1, x2, x3q “ f py1, y2, y3q ñ px1, x2q “ py1, y2q ñ
#

x1 “ y1,

x2 “ y2.

Εξάλλου, επειδή x1 ` x2 ` x3 “ y1 ` y2 ` y3 “ 0, έπεται ότι x3 “ ´x1 ´ x2 “ ´y1 ´ y2 “ y3, οπότε

px1, x2, x3q “ py1, y2, y3q και η f είναι 1-1.

Άρα, η f είναι ισομορφισμός και συνεπώς V » R2. �

Άσκηση 8.4. Μια γραμμική απεικόνιση f : V Ñ W είναι μονομορφισμός αν και μόνο αν ker f “
t0u. (βλ. Πρόταση 8.1.)

Λύση. Αρχικά, υποτίθεται ότι η f είναι μονομορφισμός και ϑα αποδειχθεί ότι ker f “ t0u. Προφα-

νώς, επειδή f p0q “ 0, προκύπτει ότι t0u Ď ker f . Από την άλλη, αν x P ker f , τότε f pxq “ f p0q “ 0,

οπότε προκύπτει ότι x “ 0 και επομένως ker f Ď t0u. Άρα τελικά, ker f “ t0u.
Στη συνέχεια, υποτίθεται ότι ker f “ t0u και ϑα αποδειχθεί ότι η f είναι 1-1 (οπότε και μονο-

μορφισμός). Αν x1, x2 P V , με f px1q “ f px2q, τότε είναι

f px1q ´ f px2q “ 0 ñ f px1 ´ x2q “ 0 ñ x1 ´ x2 P ker f ñ x1 ´ x2 “ 0 ñ x1 “ x2,

άρα η f είναι 1-1. �
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Άσκηση 8.5. Θεωρούμε τον πραγματικό διανυσματικό χώρο pR3,`, ¨q και τη γραμμική απει-

κόνιση

f : R3 Ñ R3, με

f px1, x2, x3q “ px1 ´ x2 ` 2x3,´x1 ` x2 ´ 2x3, 2x1 ´ 2x2 ` 4x3q.

Να βρεθούν βάσεις των υποχώρων ker f και Im f .

Λύση. Για px1, x2, x3q P R3, είναι

x P ker f ô f pxq “ 0 ô f px1, x2, x3q “ p0, 0, 0q
ôpx1 ´ x2 ` 2x3,´x1 ` x2 ´ 2x3, 2x1 ´ 2x2 ` 4x3q “ p0, 0, 0q

ô

$
’&
’%

x1 ´ x2 ` 2x3 “ 0

´x1 ` x2 ´ 2x3 “ 0

2x1 ´ 2x2 ` 4x3 “ 0

ô x1 ´ x2 ` 2x3 “ 0

ôx2 “ x1 ` 2x3 ô x “ px1, x1 ` 2x3, x3q
ôx “ x1p1, 1, 0q ` x2p0, 2, 1q
ôx Pă p1, 1, 0q, p0, 2, 1q ą .

Εξετάζουμε τη γραμμική ανεξαρτησία των διανυσμάτων p1, 1, 0q και p0, 2, 1q. Για λ, µ P R, είναι

λp1, 1, 0q ` µp0, 2, 1q “ p0, 0, 0q ôpλ, λ` 2µ, µq “ p0, 0, 0q ô λ “ µ “ 0

Άρα, τα διανύσματα p1, 1, 0q και p0, 2, 1q είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και επομένως αποτελούν μία

βάση του ker f .

Για y “ py1, y2, y3q P R3, είναι y P Im f αν και μόνο αν υπάρχει px1, x2, x3q P R3, με f px1, x2, x3q “
py1, y2, y3q. Αλλά,

f px1, x2, x3q “ py1, y2, y3q ôpx1 ´ x2 ` 2x3,´x1 ` x2 ´ 2x3, 2x1 ´ 2x2 ` 4x3q “ py1, y2, y3q

ô

$
’&
’%

x1 ´ x2 ` 2x3 “ y1

´x1 ` x2 ´ 2x3 “ y2

2x1 ´ 2x2 ` 4x3 “ y3

ô x1 ´ x2 ` 2x3 “ y1 “ ´y2 “ y3

2
.

Κατόπιν τούτων,

y P Im f ô y “ y1p1,´1, 2q ô y Pă p1,´1, 2q ą .

Άρα, επειδή το p1,´1, 2q είναι γραμμικώς ανεξάρτητο, ϑα είναι μία βάση του P f . �

Άσκηση 8.6. Αν pV,`, ¨q, pW,`, ¨q είναι δύο διανυσματικοί χώροι επί του σώματος pF,`, ¨q, και
tx1, x2, . . . , xnu είναι μια βάση του V , τότε για κάθε y1, y2, . . . , yn P W υπάρχει μοναδική γραμμική

απεικόνιση f : V Ñ W, με f pxiq “ yi, για κάθε i P rns. (βλ. Πρόταση 8.2.)

Λύση. Αρχικά, ϑα εξετασθεί η ύπαρξη της f . Επειδή S “ tx1, x2, . . . , xnu είναι μια βάση του V ,

έπεται ότι, για κάθε x P V , υπάρχουν μοναδικά λ1, λ2, . . . , λn P F (οι συντεταγμένες του x ως προς

τη βάση S ), με

x “ λ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxn.

Ορίζουμε την απεικόνιση f : V Ñ W, με

f pxq “ λ1y1 ` λ2y2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnyn.
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Για την απεικόνιση αυτή ισχύει ότι

f pxiq “ f p0x1 ` ¨ ¨ ¨ ` 0xi´1 ` 1xi ` 0xi`1 ` ¨ ¨ ¨ ` 0xnq
“ 0y1 ` ¨ ¨ ¨ ` 0yi´1 ` 1yi ` 0yi`1 ` ¨ ¨ ¨ ` 0yn

“ yi,

για κάθε i P rns.
Επιπλέον η f είναι γραμμική. Πράγματι, αν

x, z P V , με

x “ λ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxn

και

z “ µ1x1 ` µ1x2 ` ¨ ¨ ¨ ` µnxn,

τότε

λx ` µz “ λpλ1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxnq ` µpµ1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` µnxnq “ pλλ1 ` µµ1qx1 ` ¨ ¨ ¨ ` pλλn ` µµnqxn,

δηλαδή τα λλ1 ` µµ1, λλ2 ` µµ2, . . . , λλn ` µµn είναι οι συντεταγμένες του λx ` µz ως προς τη βάση

S , οπότε

f pλx ` µzq “pλλ1 ` µµ1qy1 ` ¨ ¨ ¨ ` pλλn ` µµnqyn

“λpλ1y1 ` ¨ ¨ ¨ ` λnynq ` µpµ1y1 ` ¨ ¨ ¨ ` µnynq
“λ f pxq ` µ f pzq.

Τέλος, ϑα δειχθεί ότι η f είναι μοναδική. ´Εστω ότι υπάρχει και μια άλλη γραμμική απεικόνιση

g : V Ñ W, με gpxiq “ yi “ f pxiq, για κάθε i P rns. Τότε, αν x P V , με

x “ λ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxn,

ϑα είναι

gpxq “ gpλ1x1 ` λ2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnxnq
“ λ1gpx1q ` λ2gpx2q ` ¨ ¨ ¨ ` λngpxnq
“ λ1 f px1q ` λ2 f px2q ` ¨ ¨ ¨ ` λn f pxnq
“ f pxq,

δηλαδή gpxq “ f pxq, για κάθε x P V , οπότε είναι g “ f . �

Άσκηση 8.7. Θεωρούμε τους πραγματικούς διανυσματικούς χώρους pR3,`, ¨q και pR2,`, ¨q και

τα διανύσματα v1, v2, v3 P R3, με

v1 “ p´1, 2, 0q, v2 “ p1, 0, 4q, v3 “ p2, 1, 1q.

i) Να αποδειχθεί ότι το σύνολο S “ tv1, v2, v3u είναι μία βάση του pR3,`, ¨q.

ii) Να βρεθεί ο τύπος της γραμμικής απεικόνισης

f : R3 Ñ R2, με

f pv1q “ p1,´3q, f pv2q “ p5, 1q, f pv3q “ p4, 1q.

Λύση.
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i) Για κάθε λ1, λ2, λ3 P R, είναι

λ1v1 ` λ2v2 ` λ3v3 “ 0 ôλ1p´1, 2, 0q ` λ2p1, 0, 4q ` λ3p2, 1, 1q “ p0, 0, 0q
ôp´λ1 ` λ2 ` 2λ3, 2λ1 ` λ3, 4λ2 ` λ3q “ p0, 0, 0q

ô

$
’&
’%

´λ1 ` λ2 ` 2λ3 “ 0

2λ1 ` λ3 “ 0

4λ2 ` λ3 “ 0

ô λ1 “ λ2 “ λ3 “ 0.

Άρα τα v1, v2, v3 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και, επειδή dimR3 “ 3, προκύπτει ότι ϑα

αποτελούν μία βάση του pR3,`, ¨q.

ii) Αρχικά ϑα βρεθούν οι συντεταγμένες του οποιουδήποτε διανύσματος px1, x2, x3q P R3, ως προς

τη βάση S . Είναι

px1, x2, x3q “ λ1p´1, 2, 0q ` λ2p1, 0, 4q ` λ3p2, 1, 1q “ p´λ1 ` λ2 ` 2λ3, 2λ1 ` λ3, 4λ2 ` λ3q,

οπότε προκύπτει το σύστημα $
’&
’%

´λ1 ` λ2 ` 2λ3 “ x1,

2λ1 ` λ3 “ x2,

4λ2 ` λ3 “ x3.

Επιλύοντας το σύστημα αυτό, προκύπτει ότι

λ1 “ ´4x1`7x2`x3
18

, λ2 “ ´2x1´x2`5x3
18

, λ3 “ 4x1`2x2´x3
9

.

Κατόπιν τούτων, χρησιμοποιώντας τη γραμμική ιδιότητα της f , προκύπτει ότι

f px1, x2, x3q “ f pλ1p´1, 2, 0q ` λ2p1, 0, 4q ` λ3p2, 1, 1qq
“ λ1 f p´1, 2, 0q ` λ2 f p1, 0, 4q ` λ3 f p2, 1, 1q

“ ´4x1 ` 7x2 ` x3

18
p1,´3q ` ´2x1 ´ x2 ` 5x3

18
p5, 1q ` 4x1 ` 2x2 ´ x3

9
p4, 1q

“ px1 ` x2 ` x3, x1 ´ x2q �

Άσκηση 8.8. Θεωρούμε τους πραγματικούς διανυσματικούς χώρους pR3,`, ¨q και pP3,`, ¨q και

τα διανύσματα v1, v2, v3 P R3.

v1 “ p1, 1, 1q, v2 “ p´1, 0, 1q, v3 “ p0,´1, 1q.

i) Να αποδειχθεί ότι το σύνολο S “ tv1, v2, v3u είναι μία βάση του pR3,`, ¨q.

ii) Να βρεθεί ο τύπος της γραμμικής απεικόνισης

f : R3 Ñ P3, με

f pv1q “ x3 ´ 2x, f pv2q “ x2 ` 2x, f pv3q “ x3 ` x2.

iii) Να βρεθούν βάσεις των ker f και Im f .
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Λύση. i) Για κάθε λ1, λ2, λ3 P R, είναι
λ1v1 ` λ2v2 ` λ3v3 “ 0 ôλ1p1, 1, 1q ` λ2p´1, 0, 1q ` λ3p0,´1, 1q “ p0, 0, 0q

ôpλ1 ´ λ2, λ1 ´ λ3, λ1 ` λ2 ` λ3q “ p0, 0, 0q

ô

$
’&
’%

λ1 ´ λ2 “ 0

λ1 ´ λ3 “ 0

λ1 ` λ2 ` λ3 “ 0

ô λ1 “ λ2 “ λ3 “ 0.

Άρα τα v1, v2, v3 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και, επειδή dimR3 “ 3, προκύπτει ότι ϑα

αποτελούν μία βάση του pR3,`, ¨q.
ii) Αρχικά ϑα βρεθούν οι συντεταγμένες του οποιουδήποτε διανύσματος px1, x2, x3q P R3, ως προς

τη βάση S . Είναι

px1, x2, x3q “ λ1p1, 1, 1q ` λ2p´1, 0, 1q ` λ3p0,´1, 1q “ pλ1 ´ λ2, λ1 ´ λ3, λ1 ` λ2 ` λ3q,
οπότε προκύπτει το σύστημα $

’&
’%

λ1 ´ λ2 “ x1,

λ1 ´ λ3 “ x2,

λ1 ` λ2 ` λ3 “ x3.

Επιλύοντας το σύστημα αυτό, προκύπτει ότι

λ1 “ x1 ` x2 ` x3

3
, λ2 “ ´2x1 ` x2 ` x3

3
, λ3 “ x1 ´ 2x2 ` x3

3
.

Κατόπιν τούτων, χρησιμοποιώντας τη γραμμική ιδιότητα της f , προκύπτει ότι

f px1, x2, x3q “ f pλ1p1, 1, 1q ` λ2p´1, 0, 1q ` λ3p0,´1, 1qq
“λ1 f p1, 1, 1q ` λ2 f p´1, 0, 1q ` λ3 f p0,´1, 1q
“λ1px3 ´ 2xq ` λ2px2 ` 2xq ` λ3px3 ` x2q
“pλ1 ` λ3qx3 ` pλ2 ` λ3qx2 ` 2pλ2 ´ λ1qx

“2x1 ` 2x3 ´ x2

3
x3 ` 2x3 ´ x1 ´ x2

3
x2 ´ 2x1x.

iii) Για κάθε x “ px1, x2, x3q P R3, είναι

x P ker f ô f px1, x2, x3q “ 0 ô2x1 ` 2x3 ´ x2

3
x3 ` 2x3 ´ x1 ´ x2

3
x2 ´ 2x1x “ 0

ô

$
’&
’%

2x1 ` 2x3 ´ x2 “ 0

2x3 ´ x1 ´ x2 “ 0

x1 “ 0

ô
#

x1 “ 0

x2 “ 2x3

ôx “ p0, 2x3, x3q “ x3p0, 2, 1q.
Άρα, το σύνολο tp0, 2, 1qu είναι μία βάση του ker f .

Επειδή ă v1, v2, v3 ą“ R3, έπεται, σύμφωνα με την Πρόταση 8.3.iii), ότι

Im f “ f pR3q “ă f pv1q, f pv2q, f pv3q ą“ă x3, 2x, x2 ` 2x, x3 ` 2x ą“ă x3 ´ 2x, x2 ` 2x ą,
αφού x3 ` x2 “ px3 ´ 2xq ` px2 ` 2xq.
Επιπλέον, τα πολυώνυμα x3 ´ 2x και x2 ` 2x είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, διότι για κάθε

λ, µ P R είναι

λpx3 ´ 2xq ` µpx2 ` 2xq “ 0 ôλx3 ` µx2 ` 2pµ ´ λqx “ 0 ô λ “ µ “ 0.

Άρα, το σύνολο tx3 ´ 2x, x2 ` 2xu είναι μια βάση του Im f . �
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Άσκηση 8.9. Θεωρούμε τους πραγματικούς διανυσματικούς χώρους pR3,`, ¨q και pR4,`, ¨q και

τα διανύσματα v1, v2 P R3, u1,u2 P R4, με

v1 “ p1,´1, 0q, v2 “ p´1, 0, 1q,

u1 “ p1, 0,´1, 2q, u2 “ p2,´1, 0, 1q.

i) Να βρεθεί γραμμική απεικόνιση f : R3 Ñ R4, με ker f “ă v1, v2 ą .

ii) Να βρεθεί γραμμική απεικόνιση f : R3 Ñ R4, με Im f “ă u1,u2 ą .

Λύση. i) Θα βρεθεί μια βάση του pR3,`, ¨q, η οποία να περιέχει τα διανύσματα v1, v2 (τέτοια

βάση υπάρχει, διότι τα v1, v2 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα). Για το σκοπό αυτό, επιλέγεται το

διάνυσμα e1 “ p1, 0, 0q, και ϑα δειχθεί ότι τα e1, v1, v2 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Πράγματι, για κ, λ, µ P R, είναι
κe1 ` λv1 ` µv2 “ 0 ôκp1, 0, 0q ` λp1,´1, 0q ` µp´1, 0, 1q “ p0, 0, 0q

ô

$
’&
’%

κ ` λ ` µ “ 0

´λ “ 0

µ “ 0

ô κ “ λ “ µ “ 0.

Επομένως, τα e1, v1, v2 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, και επειδή dimR3 “ 3, ϑα αποτελούν

βάση του pR3,`, ¨q.
Σύμφωνα με την Πρόταση 8.2, ϑα υπάρχει μοναδική γραμμική απεικόνιση f : R3 Ñ R4, με

f pv1q “ f pv2q “ p0, 0, 0, 0q και f pe1q “ p1, 0, 0, 0q.
Θα δειχθεί ότι ker f “ă v1, v2 ą. Πράγματι, αν x P R3, τότε υπάρχουν κ, λ, µ P R, με

x “ κe1 ` λv1 ` µv2. Επιπλέον,

x P ker f ô f pκe1 ` λv1 ` µv2q “ 0

ô κ f pe1q ` λ f pv1q ` µ f pv2q “ 0

ô κp1, 0, 0, 0q “ p0, 0, 0, 0q ô κ “ 0

ô x “ λv1 ` µv2 ô x Pă v1, v2 ą,
άρα ker f “ă v1, v2 ą.

ii) Θεωρούμε την κανονική βάση te1, e2, e3u του R3. Σύμφωνα με την Πρόταση 8.2, ϑα υπάρχει

μοναδική γραμμική απεικόνιση f : R3 Ñ R4, με

f pe1q “ u1, f pe2q “ u2, f pe3q “ p0, 0, 0, 0q.
Ο τύπος της f ϑα είναι

f px1, x2, x3q “ f px1e1 ` x2e2 ` x3e3q
“x1 f pe1q ` x2 f pe2q ` x3 f pe3q
“x1p1, 0,´1, 2q ` x2p2,´1, 0, 1q ` x3p0, 0, 0, 0q
“x1px1 ` 2x1,´x2 ´ x1, x2 ` 2x1q.

Επειδή R3 “ă e1, e2, e3 ą, από την Πρόταση 8.3.iii) προκύπτει ότι

Im f “ f pR3q “ă f pe1q, f pe2q, f pe3q ą“ă u1,u2, p0, 0, 0, 0q ą“ă u1,u2 ą . �
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Άσκηση 8.10. Θεωρούμε τον διανυσματικό χώρο pRn,`, ¨q. Να εξεταστεί αν υπάρχει γραμμική

απεικόνιση f : Rn Ñ Rn, με ker f “ Im f .

Λύση. Αν υπάρχει γραμμική απεικόνιση f : Rn Ñ Rn, με ker f “ Im f , ϑα πρέπει να ισχύει

n “ dimRn “ dimpker f q “ dimpIm f q “ 2 dimpker f q,
οπότε n άρτιος. Άρα, για n περιττό, δεν υπάρχει τέτοια απεικόνιση.

Αν n “ 2k, όπου k P N˚ (δηλαδή n άρτιος), τότε ϑα πρέπει να είναι

dimpker f q “ dimpIm f q “ k.

´Εστω te1, e2, . . . , e2ku η κανονική βάση του pR2k,`, ¨q. Αρκεί να κατασκευαστεί η γραμμική απει-

κόνιση f ώστε

ker f “ă e1, e2, . . . , ek ą“ Im f (8.1)

Σύμφωνα με την Πρόταση 8.2, ϑα υπάρχει γραμμική απεικόνιση f : R2k Ñ R2k, με

f peiq “ 0 και f pei ` kq “ ei, για κάθε i P rks.
Ο τύπος της f είναι

f px1, x2, . . . , x2kq “ f px1e1 ` x2e2 ` ¨ ¨ ¨ ` x2ke2kq
“x1 f pe1q ` x2 f pe2q ` ¨ ¨ ¨ ` x2k f pe2kq
“xk`1 f pek`1q ` xk`2 f pek`2q ` ¨ ¨ ¨ ` x2k f pe2kq
“xk`1e1 ` xk`2e2 ` ¨ ¨ ¨ ` x2kek

“pxk`1, xk`2, . . . , x2k, 0, 0, . . . , 0q.
Θα αποδειχθεί η σχέση (8.1).

Για x “ px1, x2, . . . , x2kq P R2k, είναι

x P ker f ô f px1, x2, . . . , x2kq “ p0, 0, . . . , 0q
ôpxk`1, xk`2, . . . , x2k, 0, 0, . . . , 0q “ p0, 0, . . . , 0q
ôxk`1 “ xk`2 “ ¨ ¨ ¨ “ x2k “ 0

ôx “ px1, x2, . . . , xk, 0, 0, . . . , 0q
ôx “ x1e1 ` x2e2 ` ¨ ¨ ¨ ` xkek

ôx Pă e1, e2, . . . , ek ą,
άρα, ker f “ă e1, e2, . . . , ek ą.

Επιπλέον, για y “ py1, y2, . . . , y2kq P R2k, είναι

y P Im f ô
#

υπάρχει px1, x2, . . . , x2kq P R2k, με

f px1, x2, . . . , x2kq “ py1, y2, . . . , y2kq

ô
#

υπάρχει px1, x2, . . . , x2kq P R2k, με

pxk`1, xk`2, . . . , x2k, 0, . . . , 0q “ py1, y2, . . . , y2kq

ô
#

υπάρχει px1, x2, . . . , x2kq P R2k, με

yi “ xk`i και “ yi`k “ 0, για κάθε i P rks
Άρα,

y P Im f ô y “ py1, y2, . . . , yk, 0, 0, . . . , 0q ô y “ y1e1 ` y2e2 ` ¨ ¨ ¨ ` ykek ô y Pă e1, e2, . . . , ek ą,
άρα, Im f “ă e1, e2, . . . , ek ą. �
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8.8 Ασκήσεις προς επίλυση

1. ´Εστω οι πραγματικοί διανυσματικοί χώροι

pR2,`, ¨q και pR3,`, ¨q, και οι απεικονίσεις:

i) f1 : R3 Ñ R2, με

f1px1, x2, x3q “ p2x1 ` x2, x1 ´ x2 ` x3q.
ii) f2 : R3 Ñ R2, με

f2px1, x2, x3q “ px1 ` x2, |x1| ` |x2|q.
iii) f3 : R2 Ñ R3, με

f3px1, x2q “ px1 ` x2, 1, x2 ´ x1q.
iv) f4 : R2 Ñ R3, με

f4px1, x2q “ px1x2, x2
1

` x2
2
, x1 ` x2q.

v) f5 : R2 Ñ R3, με

f5px1, x2q “ p3x1`4x2, 2x1´x2, x1`3x2q.

Να εξεταστεί ποιές από τις παραπάνω α-

πεικονίσεις είναι γραμμικές.

2. Θεωρούμε τους πραγματικούς διανυσματι-

κούς χώρους pPn,`, ¨q και pPn`1,`, ¨q, των
πολυωνύμων με πραγματικούς συντελεστές

και βαθμού μικρότερο ίσο του n και μι-

κρότερο ίσο του n ` 1 αντίστοιχα. Να ε-

ξεταστεί ποιές από τις παρακάτω απεικο-

νίσεις είναι γραμμικές:

i) f1 : Pn Ñ Pn`1, με f1pppxqq “ xppxq.
ii) f2 : Pn Ñ Pn`1, με f2pppxqq “ xppxq`x.

iii) f3 : Pn Ñ Pn`1, με f3pppxqq “
şx

0
pptqdt.

iv) f4 : Pn`1 Ñ Pn, με f4pppxqq “ p1pxq.

3. ´Εστω V το σύνολο όλων των συγκλινου-

σών πραγματικών ακολουθιών με τις συ-

νήθεις πράξεις:

panq`pbnq “ pan`bnq και λpanq “ pλanq.

Να αποδειχθεί ότι η δομή pV,`, ¨q είναι ένας
πραγματικός διανυσματικός χώρος και ότι

η απεικόνιση f : V Ñ R, με

f panq “ lim
nÑ8

an

είναι γραμμική.

4. ´Εστω pV,`, ¨q, pW,`, ¨q, pH,`, ¨q τρεις δια-

νυσματικοί χώροι επί του σώματος pF,`, ¨q
και οι γραμμικές απεικονίσεις f : V Ñ W

και g : W Ñ H. Να αποδειχθεί ότι η σύν-

ϑεση g ˝ f είναι γραμμική απεικόνιση.

5. ´Εστω οι πραγματικοί διανυσματικοί χώροι

pR2,`, ¨q και pR3,`, ¨q, και οι απεικονίσεις:

i) f : R3 Ñ R2, με

f px1, x2, x3q “ px1 ´ x2, x3q.
ii) g : R2 Ñ R3, με

gpx1, x2q “ px1 ´ x2, x1 ` x2, x3q.
iii) h : R3 Ñ R3, με

hpx1, x2, x3q “ px1 ` x2, x2 ` x3, x3 ` x1q.
iv) ϕ : R3 Ñ R3, με

ϕpx1, x2, x3q “ px1 ` x2, x2 ` x3, x3q.

Να εξεταστεί ποιές από τις παραπάνω α-

πεικονίσεις είναι μονομορφισμοί, επιμορφι-

σμοί και ισομορφισμοί.

6. ´Εστω ο πραγματικός διανυσματικός χώρος

pR3,`, ¨q και το υποσύνολό του

V “ tpx1, x2, x3q P R3 : 2x1 ´ x2 ` 3x3 “ 0u.

Να αποδειχθεί ότι το V είναι υπόχωρος του

pR3,`, ¨q και ότι είναι ισόμορφος με τον

πραγματικό διανυσματικό χώρο pR2,`, ¨q.

7. ´Εστω ο πραγματικός διανυσματικός χώρος

pM2,`, ¨q και το υποσύνολό του

V “ t
„

a b

´b a


: a, b P Ru.

Να αποδειχθεί ότι το V είναι υπόχωρος του

pM2,`, ¨q και ότι είναι ισόμορφος με τον

πραγματικό διανυσματικό χώρο pR3,`, ¨q.

8. Θεωρούμε τον πραγματικό διανυσματικό χώρο

pPn`1,`, ¨q, των πολυωνύμων με πραγματι-

κούς συντελεστές και βαθμού μικρότερου

ή ίσου με n ` 1 και έστω V το υποσύνολο

του Pn`1, το οποίο αποτελείται από τα πο-

λυώνυμα που δεν έχουν σταθερό όρο. Να

αποδειχθεί ότι το V είναι υπόχωρος του

Pn`1 και ότι η απεικόνιση f : V Ñ Pn, με

f ppq “ p1 είναι ισομορφισμός.

9. Θεωρούμε τους πραγματικούς διανυσματι-

κούς χώρους pM2,`, ¨q και pR3,`, ¨q και

την απεικόνιση f :M2 Ñ R3, με

f

ˆ„
a b

c d

˙
“ pa`b´c, b`c´d, c`d ´aq.

i) Να αποδειχθεί ότι η απεικόνιση f ε-

ίναι γραμμική.
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ii) Να βρεθούν τα ker f και Im f και στη

συνέχεια να εξεταστεί αν η f είναι μο-

νομορφισμός και επιμορφισμός.

10. Θεωρούμε τον πραγματικό διανυσματικό χώρο

pR3,`, ¨q και την απεικόνιση f : R3 Ñ R3,

με

f px1, x2, x3q “
p´3x1`2x2`x3, 6x1´4x2´2x3, 3x1´2x2´x3q.

Να αποδειχθεί ότι η απεικόνιση f είναι

γραμμική και να βρεθούν βάσεις των υπο-

χώρων ker f και Im f .

11. Θεωρούμε τους πραγματικούς διανυσματι-

κούς χώρους pR3,`, ¨q και pR4,`, ¨q. Να

αποδειχθεί ότι τα διανύσματα

v1 “ p1, 0, 1q, v2 “ p´1, 2, 0q, v3 “ p1, 1, 1q

είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και στη συ-

νέχεια να βρεθεί ο τύπος της γραμμικής α-

πεικόνισης

f : R3 Ñ R4, με

f pv1q “ p2, 1,´1, 0q,
f pv2q “ p1,´3, 2, 1q,
f pv3q “ p3, 0, 0, 0q.

12. ´Εστω ο πραγματικός διανυσματικός χώρος

pR2,`, ¨q. Να εξετασθεί αν υπάρχει γραμ-

μική απεικόνιση f : R2 Ñ R2, με

f p1, 1q “ p´1, 2q, f p´1, 1q “ p2,´1q

13. Να αποδειχθεί η Πρόταση 8.3.

14. Θεωρούμε τους πραγματικούς διανυσματι-

κούς χώρους pR3,`, ¨q και pR4,`, ¨q και τα

διανύσματα

v1 “ p´1, 2, 3, 0q, v2 “ p2,´4, 0, 3q.

Να βρεθεί γραμμική απεικόνιση f : R3 Ñ
R4, με Im f “ă v1, v2 ą. Είναι η f μοναδι-

κή;

15. Θεωρούμε τον πραγματικό διανυσματικό χώρο

pM2,`, ¨q και τον υπόχωρό του

V “ t
„

a a

b ´b


: a, b P Ru.

i) Να βρεθεί γραμμική απεικόνιση f :

M2 ÑM2, με Im f “ V .

ii) Να βρεθεί γραμμική απεικόνιση f :

M2 ÑM2, με ker f “ V .

16. Θεωρούμε τους πραγματικούς διανυσματι-

κούς χώρους pR3,`, ¨q και pP3,`, ¨q και τα

διανύσματα v1, v2, v3 P R3, με

v1 “ p2, 0, 1q, v2 “ p´1, 1, 0q, v3 “ p2, 1, 0q.

i) Να αποδειχθεί ότι το σύνολο S “ tv1, v2, v3u
είναι μία βάση του pR3,`, ¨q.

ii) Να βρεθεί ο τύπος της γραμμικής α-

πεικόνισης f : R3 Ñ P3, με

f pv1q “ 3x3 ` 2x2,

f pv2q “ x3 ´ 2x,

f pv3q “ x2 ` 3x.

iii) Να βρεθούν βάσεις των ker f και Im f .

17. Θεωρούμε τον πραγματικό διανυσματικό χώρο

pPn,`, ¨q, των πολυωνύμων με πραγματικο-

ύς συντελεστές και βαθμού μικρότερου ή

ίσου με n. Να εξεταστεί αν υπάρχει γραμμι-

κή απεικόνιση f : Pn Ñ Pn, με ker f “ Im f .

250



Κεφάλαιο 9

Μήτρες και γραμμικές απεικονίσεις

9.1 Μήτρα στήλη διανύσματος

´Εστω pV,`, ¨q είναι ένας διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q με dim V “ n.

Κάθε διατεταγμένη n-άδα που αποτελείται από τα στοιχεία μιας βάσης του διανυσματικού

χώρου ονομάζεται διατεταγμένη βάση του pV,`, ¨q.
Παράδειγμα: Οι διατεταγμένες τριάδες p1, x, x2q και px, 1, x2q είναι δυο διαφορετικές διατεταγμένες

βάσεις του πραγματικού διανυσματικού χώρου pP2,`, ¨q.
Προφανώς σε κάθε βάση S ενός διανυσματικού χώρου διάστασης n αντιστοιχούν n! το πλήθος

διαφορετικές διατεταγμένες βάσεις του διανυσματικού χώρου οι οποίες προκύπτουν δια μεταθέσεως

των στοιχείων της S .

´Εστω S “ pv1, v2, . . . , vnq μια διατεταγμένη βάση του pV,`, ¨q. Τότε για κάθε διάνυσμα v P V

υπάρχουν μοναδικά λ1, λ2, . . . , λn P F με v “ λ1v1 ` λ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnvn.

Η μήτρα »
———–

λ1
λ2
...

λn

fi
ffiffiffifl

ονομάζεται μήτρα στήλη του v ως προς την διατεταγμένη βάση S και συμβολίζεται με rvsS ,

δηλαδή

rvsS “

»
———–

λ1
λ2
...

λn

fi
ffiffiffifl ô v “ λ1v1 ` λ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnvn.

Παράδειγμα. ´Εστω ο πραγματικός διανυσματικός χώρος pR3,`, ¨q και οι διατεταγμένες βάσεις

του S “ pe1, 2e3,´e2q και T “ pe1 ` e2, e1, e3 ´ e2q, Αν v “ p1, 3, 4q να βρεθούν οι μήτρες rvsS και

rvsT .

Λύση. Είναι

v “ λ1e1 ` λ2p2e3q ` λ3p´e2q ô
p1, 3, 4q “ λ1p1, 0, 0q ` λ2p0, 0, 2q ` λ3p0,´1, 0q ô

p1, 3, 4q “ pλ1,´λ3, 2λ2q ô
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$
’&
’%

λ1 “ 1

λ2 “ 2

λ3 “ ´3

οπότε

v “ 1e1 ` 2p2e3q ´ 3p´e2q ô rvsS “

»
–

1
2

´3

fi
fl .

Ανάλογα,

v “ µ1pe1 ` e2q ` µ2e1 ` µ3pe3 ´ e2q ô
p1, 3, 4q “ µ1p1, 1, 0q ` µ2p1, 0, 0q ` µ3p0,´1, 1q ô

p1, 3, 4q “ pµ1 ` µ2, µ1 ´ µ3, µ3q ô

$
’&
’%

µ1 ` µ2 “ 1

µ1 ´ µ3 “ 3

µ3 “ 4

ô

$
’&
’%

µ1 “ 7

µ2 “ ´6

µ3 “ 4

οπότε

v “ 7pe1 ` e2q ´ 6e1 ` 4pe3 ´ e2q ô rvsT “

»
–

7
´6
4

fi
fl . �

9.2 Μήτρα γραμμικής απεικόνισης

´Εστω δύο διανυσματικοί χώροι pV,`, ¨q και pW,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q με διατεταγμένες

βάσεις S “ pv1, v2, . . . , vnq και T “ pw1,w2, . . . ,wmq αντίστοιχα, και f : V Ñ W είναι μια γραμμική

απεικόνιση.

Αν τεθεί

r f pv jqsT “

»
———–

a1 j

a2 j

...

am j

fi
ffiffiffifl , j P rns,

τότε η m ˆ n μήτρα A “ rai js, i P rms, j P rns που προκύπτει, ονομάζεται μήτρα της γραμμικής

απεικόνισης f ως προς τις διατεταγμένες βάσεις S και T και συμβολίζεται με r f , S , T s.
Δηλαδή ισχύει ότι

r f , S , T s “ rai js ô r f pv jqsT “

»
———–

a1 j

a2 j

...

am j

fi
ffiffiffifl , @ j P rns

ô f pv jq “ a1 jw1 ` a2 jw2 ` ¨ ¨ ¨ ` am jwm, @ j P rns.

Με άλλα λόγια, η μήτρα r f , S , T s είναι η m ˆ n μήτρα της οποίας για κάθε j P rns η j στήλη της

ισούται με την m-άδα των συντελεστών του διανύσματος f pv jq ως προς τη βάση T .

Παρατηρήσεις:
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1. Για τη μηδενική απεικόνιση 0 : V Ñ W ισχύει ότι

r0, S , T s “ Omˆn,

όπου Omˆn είναι η μηδενική m ˆ n μήτρα.

2. Για την ταυτοτική απεικόνιση 1V ισχύει ότι

r1V , S , S s “ In,

όπου In είναι η μοναδιαία τετραγωνική μήτρα.

3. Αν f , g : V Ñ W είναι δύο γραμμικές απεικονίσεις τότε ισχύει ότι

r f , S , T s “ rg, S , T s ô f “ g.

Παράδειγμα. Δίδεται η γραμμική απεικόνιση f : R2 Ñ R3 με

f px1, x2q “ px1 ` x2, 2x1, x1 ´ 3x2q.

Να βρεθεί η μήτρα r f , S , T s όταν

(i) S “ pe1, e2q και T “ pe1
1
, e1

2
, e1

3
q,

(ii) S “ pe2, e1q και T “ pe1
1
, e1

2
, e1

3
q,

(iii) S “ pe1, e2q και T “ pe1
1
, e1

3
, e1

2
q,

όπου e1 “ p1, 0q, e2 “ p0, 1q, e1
1 “ p1, 0, 0q, e1

2 “ p0, 1, 0q, e1
3 “ p0, 0, 1q.

Λύση. Είναι

f pe1q “ f p1, 0q “ p1, 2, 1q
“ p1, 0, 0q ` 2p0, 1, 0q ` p0, 0, 1q
“ e1

1 ` 2e1
2 ` e1

3

και

f pe2q “ f p0, 1q “ p1, 0,´3q
“ p1, 0, 0q ` p0, 0,´3q
“ e1

1 ´ 3e1
3,

οπότε είναι

(i) r f , S , T s “

»
–
1 1
2 0
1 ´3

fi
fl,

(ii) r f , S , T s “

»
–

1 1
0 2

´3 1

fi
fl,

(iii) r f , S , T s “

»
–
1 1
1 ´3
2 0

fi
fl. �
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Παράδειγμα. Δίδεται η γραμμική απεικόνιση f : R3 Ñ R2 με

f px1, x2, x3q “ px1 ´ x2 ` 2x3, 3x1 ` 2x2 ´ x3q

και οι διατεταγμένες βάσεις S “ pv1, v2, v3q και W “ pw1,w2q των pR3,`, ¨q και pR2,`, ¨q α-

ντίστοιχα, με v1 “ p´1, 1, 1q, v2 “ p2, 1, 0q, v3 “ p1, 0, 3q, w1 “ p1,´1q και w2 “ p2, 1q. Να βρεθεί η

μήτρα r f , S , T s.

Λύση. Αρχικά βρίσκουμε τα f pv1q, f pv2q και f pv3q.
Είναι

f pv1q “ f p´1, 1, 1q “ p´1 ´ 1 ` 2,´3 ` 2 ´ 1q “ p0,´2q,
f pv2q “ f p2, 1, 0q “ p2 ´ 1, 6 ` 2q “ p1, 8q,
f pv3q “ f p1, 0, 3q “ p1 ` 6, 3 ´ 3q “ p7, 0q.

Στη συνέχεια, προκειμένου να βρούμε τους συντελεστές των παραπάνω τριών διανυσμάτων ως

προς τη βάση T , εκφράζουμε το τυχαίο διάνυσμα w “ pa, bq P R2 ως γραμμικό συνδυασμό των

στοιχείων της βάσης T .

Πράγματι, ισχύει ότι

w “ λ1w1 ` λ2w2 ô pa, bq “ λ1p1,´1q ` λ2p2, 1q
ô pa, bq “ pλ1 ` 2λ2,´λ1 ` λ2q

ô
#
λ1 ` 2λ2 “ a

´λ1 ` λ2 “ b

ô
#
λ1 “ a´2b

3

λ2 “ a`b

3

Άρα,

pa, bq “ a ´ 2b

3
w1 ` a ` b

3
w2.

Εφαρμόζοντας την παραπάνω σχέση για τα f pv1q, f pv2q και f pv3q, προκύπτει ότι

f pv1q “ p0,´2q “ 4

3
w1 ´ 2

3
w2,

f pv2q “ p1, 8q “ ´5w1 ` 3w2,

f pv3q “ p7, 0q “ 7

3
w1 ` 7

3
w2.

Άρα

r f , S , T s “
« 4

3
´5 7

3

´ 2
3

3 7
3

ff
. �

Παράδειγμα. Θεωρούμε τους πραγματικούς διανυσματικούς χώρους pP3,`, ¨q και pP2,`, ¨q και
τις διατεταγμένες βάσεις τους S “ pp0, p1, p2, p3q και T “ pp0, p1, p2q αντίστοιχα, όπου pipxq “ xi,

i “ 0, 1, 2, 3. Αν f : P3 Ñ P2 με f ppq “ p1 να βρεθεί η μήτρα r f , S , T s.
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Λύση. Είναι

f pp0q “ 11 “ 0 “ 0p0 ` 0p1 ` 0p2,

f pp1q “ x1 “ 1 “ 1p0 ` 0p1 ` 0p2,

f pp2q “ px2q1 “ 2x “ 0p0 ` 2p1 ` 0p2,

f pp3q “ px3q1 “ 3x2 “ 0p0 ` 0p1 ` 3p2.

Άρα,

r f , S , T s “

»
–
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3

fi
fl . �

Πρόταση 9.1. ´Εστω δύο διανυσματικοί χώροι pV,`, ¨q και pW,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q με

διατεταγμένες βάσεις S “ pv1, v2, . . . , vnq και T “ pw1,w2, . . . ,wmq αντίστοιχα, και f : V Ñ W

γραμμική απεικόνιση. Τότε, ισχύει ότι

r f pvqsT “ r f , S , T srvsS

για κάθε v P V .

Απόδειξη. ´Εστω r f , S , T s “ rai js, όπου j P rns, i P rms και rvsS “

»
———–

λ1
λ2
...

λn

fi
ffiffiffifl.

Τότε, ισχύουν οι σχέσεις

f pv jq “
mÿ

i“1

ai jwi,

για κάθε j P rns και v “
nř

j“1

λ jv j.

Κατόπιν τούτων είναι

f pvq “
nÿ

j“1

λ j f pv jq “
nÿ

j“1

λ j

˜
mÿ

i“1

ai jwi

¸
“

mÿ

i“1

˜
nÿ

j“1

λ jai j

¸
wi.

Άρα,

r f pvqsT “

»
—————————–

nř
j“1

λ ja1 j

nř
j“1

λ ja2 j

...
nř

j“1

λ jam j

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

“

»
———–

λ1a11 ` λ2a12 ` ¨ ¨ ¨ ` λna1n

λ1a21 ` λ2a22 ` ¨ ¨ ¨ ` λna2n

...

λ1am1 ` λ2am2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnamn

fi
ffiffiffifl “

»
———–

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2n

...

am1 am2 ¨ ¨ ¨ amn

fi
ffiffiffifl

»
———–

λ1
λ2
...

λn

fi
ffiffiffifl “ r f , S , T srvsS�

Παρατήρηση: Η μήτρα r f , S , T s είναι η μοναδική μήτρα για την οποία ισχύει η σχέση της προηγο-

ύμενης πρότασης.

Πράγματι, αν A “ rai js και B “ rbi js με

r f pvqsT “ ArvsS και r f pvqsT “ BrvsS
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για κάθε v P V , ϑα ισχύει ότι

ArvsS “ BrvsS

για κάθε v P V .

Εφαρμόζοντας την παραπάνω ισότητα για v “ v j, j P rns προκύπτει ότι

»
———–

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2n

...

am1 am2 ¨ ¨ ¨ amn

fi
ffiffiffifl

»
—————–

0
...

1
...

0

fi
ffiffiffiffiffifl

“

»
———–

b11 b12 ¨ ¨ ¨ b1n

b21 b22 ¨ ¨ ¨ b2n

...

bm1 bm2 ¨ ¨ ¨ bmn

fi
ffiffiffifl

»
—————–

0
...

1
...

0

fi
ffiffiffiffiffifl

όπου η μήτρα στήλη της παραπάνω ισότητας έχει σε όλες τις ϑέσεις 0 εκτός από την j ϑέση όπου

έχει 1.
Κατόπιν τούτων για κάθε j P rns είναι

»
———–

a1 j

a2 j

...

am j

fi
ffiffiffifl “

»
———–

b1 j

b2 j

...

bm j

fi
ffiffiffifl

Άρα, ai j “ bi j για κάθε i P rms και j P rns και τελικά A “ B.

Πρόταση 9.2. ´Εστω δύο διανυσματικοί χώροι pV,`, ¨q και pW,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q με

διατεταγμένες βάσεις S “ pv1, v2, . . . , vnq και T “ pw1,w2, . . . ,wmq αντίστοιχα.

Αν A “ rai js P MmˆnpFq, τότε υπάρχει μοναδική γραμμική απεικόνιση f : V Ñ W με

r f , S , T s “ A.

Απόδειξη. Ορίζουμε

u j “ a1 jw1 ` a2 jw2 ` ¨ ¨ ¨ ` am jwm

για κάθε j P rns.
Επειδή tv1, v2, . . . , vnu είναι μια βάση του pV,`, ¨q και u1,u2, . . . ,un P W, τότε (ως γνωστόν) ϑα

υπάρχει μοναδική γραμμική απεικόνιση f : V Ñ W με f pv jq “ u j για κάθε j P rns.
Άρα ϑα ισχύει ότι

f pv jq “ a1 jw1 ` a2 jw2 ` ¨ ¨ ¨ ` am jwm

για κάθε j P rns, και επομένως σύμφωνα με τον ορισμό της μήτρας γραμμικής απεικόνισης ϑα είναι

r f , S , T s “ A. �

Εφαρμογή 9.1. Δίδονται οι διατεταγμένες βάσεις S “ pv1, v2, v3q και T “ pw1,w2q των δια-

νυσματικών χώρων pR3,`, ¨q και pR2,`, ¨q αντίστοιχα, όπου v1 “ p1, 0, 1q, v2 “ p´1, 2, 0q,
v3 “ p2, 3,´1q, w1 “ p1, 1q και w2 “ p´1, 0q. Να βρεθεί γραμμική απεικόνιση f : R3 Ñ R2

με

r f , S , T s “
„

1 0 ´3
´2 4 0


.

Λύση. Ορίζουμε u1,u2,u3 P R3 με

u1 “ 1w1 ` p´2qw2 “ p1, 1q ´ 2p´1, 0q “ p3, 1q
u2 “ 0w1 ` 4w2 “ 4p´1, 0q “ p´4, 0q
u3 “ ´3w1 ` 0w2 “ ´3p1, 1q “ p´3,´3q.
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Επειδή tv1, v2, v3u είναι μια βάση του pR3,`, ¨q και u1,u2,u3 P R2 ϑα υπάρχει μοναδική γραμμική

απεικόνιση f : R3 Ñ R2 με

f pv1q “ u1, f pv2q “ u2, f pv3q “ u3.

Κατόπιν τούτων

r f pv1qsT “
„

1
´2


, r f pv2qsT “

„
0
4


, r f pv3qsT “

„
´3
0


,

οπότε σύμφωνα με τον ορισμό της μήτρας γραμμικής απεικόνισης προκύπτει ότι

r f , S , T s “
„

1 0 ´3
´2 4 0


.

Προκειμένου να βρεθεί ο τύπος της γραμμικής απεικόνισης f , αρχικά ϑα εκφρασθεί το τυχαίο

διάνυσμα px1, x2, x3q P R3 ως γραμμικός συνδυασμός των v1, v2, v3.

Είναι

px1, x2, x3q “ λ1v1 ` λ2v2 ` λ3v3

“ λ1p1, 0, 1q ` λ2p´1, 2, 0q ` λ3p2, 3,´1q
“ pλ1 ´ λ2 ` 2λ3, 2λ2 ` 3λ3, λ1 ´ λ3q,

από όπου προκύπτει το σύστημα

$
’&
’%

λ1 ´ λ2 ` 2λ3 “ x1

2λ2 ` 3λ3 “ x2

λ1 ´ λ3 “ x3

ô

$
’&
’%

λ1 “ 2x1`x2`7x3
9

λ2 “ ´x1`x2`x3
3

λ3 “ 2x1`x2´2x3
9

Άρα,

px1, x2, x3q “
2x1 ` x2 ` 7x3

9
v1 ` ´x1 ` x2 ` x3

3
v2 ` 2x1 ` x2 ´ 2x3

9
v3

Κατόπιν τούτων, προκύπτει ότι

f px1, x2, x3q “ 2x1 ` x2 ` 7x3

9
f pv1q ` ´x1 ` x2 ` x3

3
f pv2q ` 2x1 ` x2 ´ 2x3

9
f pv3q

“ 2x1 ` x2 ` 7x3

9
p3, 1q ` ´x1 ` x2 ` x3

3
p´4, 0q ` 2x1 ` x2 ´ 2x3

9
p´3,´3q

“ p4x1 ´ 4x2 ` 5x3

3
,

´4x1 ´ 2x2 ` 13x3

9
q. �

Πρόταση 9.3. ´Εστω δύο διανυσματικοί χώροι pV,`, ¨q και pW,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q με

διατεταγμένες βάσεις S “ pv1, v2, . . . , vnq και T “ pw1,w2, . . . ,wmq αντίστοιχα.

Αν f , g : V Ñ W είναι δύο γραμμικές απεικονίσεις και λ, µ P F, τότε ισχύει ότι

rλ f ` µg, S , T s “ λr f , S , T s ` µrg, S , T s.

Απόδειξη. Αν τεθούν r f , S , T s “ rai js και rg, S , T s “ rbi js, όπου i P rms και j P rns, τότε από τον

ορισμό της μήτρας της γραμμικής απεικόνισης προκύπτει ότι

f pv jq “ a1 jw1 ` a2 jw2 ` ¨ ¨ ¨ ` am jwm
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και

gpv jq “ b1 jw1 ` b2 jw2 ` ¨ ¨ ¨ ` bm jwm,

για κάθε j P rns.
Κατόπιν τούτων, προκύπτει ότι

pλ f ` µgqpv jq “ λ f pv jq ` µgpv jq
“ λpa1 jw1 ` a2 jw2 ` ¨ ¨ ¨ ` am jwmq ` µpb1 jw1 ` b2 jw2 ` ¨ ¨ ¨ ` bm jwmq,

για j P rns.
Οπότε

rλ f ` µg, S , T s “ rλai j ` µbi js “ λr f , S , T s ` µrg, S , T s �

Πρόταση 9.4. ´Εστω τρεις διανυσματικοί χώροι pV,`, ¨q, pW,`, ¨q και pU,`, ¨q επί του σώματος

F με διατεταγμένες βάσεις S “ pv1, v2, . . . , vnq, T “ pw1,w2, . . . ,wmq και R “ pu1,u2, . . . ,upq
αντίστοιχα.

Αν f : V Ñ W και g : W Ñ U είναι γραμμικές απεικονίσεις, τότε ισχύει ότι

rg ˝ f , S ,Rs “ rg, T,Rsr f , S , T s.

Απόδειξη. Αν τεθούν r f , S , T s “ rai js και rg, T,Rs “ rbkis, όπου k P rps, i P rms και j P rns, τότε από

τον ορισμό της μήτρας της γραμμικής απεικόνισης προκύπτει ότι

f pv jq “ a1 jw1 ` a2 jw2 ` ¨ ¨ ¨ ` am jwm

“
mÿ

i“1

ai jwi (9.1)

για κάθε j P rns και

gpwiq “ b1iu1 ` b2iu2 ` ¨ ¨ ¨ ` bp jup

“
pÿ

k“1

bkiuk (9.2)

για κάθε i P rms.
Αν επιπλέον τεθεί

rck js “ rg, T,Rsr f , S , T s “ rbkisrai js,
τότε από τον ορισμό του γινομένου των μητρών προκύπτει ότι

ck j “
mÿ

i“1

bkiai j, (9.3)

για κάθε j P rns, k P rps.
Από τις σχέσεις (9.1) και (9.2), προκύπτει ότι

pg ˝ f qpv jq “ gp f pv jqq “ g

˜
mÿ

i“1

ai jwi

¸
“

mÿ

i“1

ai jgpwiq “
mÿ

i“1

ai j

pÿ

k“1

bkiuk

“
mÿ

i“1

pÿ

k“1

bkiai juk “
pÿ

k“1

˜
mÿ

i“1

bkiai j

¸
uk

(9.3)“
pÿ

k“1

ck juk.

Κατόπιν τούτων, από τον ορισμό της μήτρας γραμμικής απεικόνισης, προκύπτει ότι

rg ˝ f , S ,Rs “ rck js “ rbkisrai js. �
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Πρόταση 9.5. ´Εστω δύο διανυσματικοί χώροι pV,`, ¨q και pW,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q με

dim V “ dim W “ n.

Αν S “ pv1, v2, . . . , vnq και T “ pw1,w2, . . . ,wnq είναι δύο διατεταγμένες βάσεις των pV,`, ¨q
και pW,`, ¨q αντίστοιχα, και f : V Ñ W γραμμική απεικόνιση, τότε η f είναι ισομορφισμός αν

και μόνο αν η μήτρα r f , S , T s είναι αντιστρέψιμη.

Στην περίπτωση αυτή, ισχύει ότι

r f , S , T s´1 “ r f ´1, T, S s.

Απόδειξη. Αν υποτεθεί ότι η γραμμική απεικόνιση f είναι ισομορφισμός, τότε από την Πρόταση

9.2 προκύπτει ότι

In “ r1V , S , S s “ r f ´1 ˝ f , S , S s “ r f ´1, T, S sr f , S , T s
και

In “ r1W , T, T s “ r f ˝ f ´1, T, T s “ r f , S , T sr f ´1, T, S s.
Άρα,

r f ´1, T, S sr f , S , T s “ r f , S , T sr f ´1, T, S s “ In

από όπου προκύπτει ότι η μήτρα r f , S , T s είναι αντιστρέψιμη και ισχύει ότι r f , S , T s´1 “ r f ´1, T, S s.
Αντίστροφα, αν υποτεθεί ότι η μήτρα r f , S , T s είναι αντιστρέψιμη, τότε, σύμφωνα με την Πρότα-

ση 2, ϑα υπάρχει μοναδική γραμμική απεικόνιση g : W Ñ V με

rg, T, S s “ r f , S , T s´1.

Τότε όμως, από την Πρόταση 9.4, προκύπτει ότι

rg ˝ f , S , S s “ rg, T, S sr f , S , T s “ r f , S , T s´1r f , S , T s “ In “ r1V , S , S s
και

r f ˝ g, T, T s “ r f , S , T srg, T, S s
“ r f , S , T sr f , S , T s´1

“ In “ r1W , T, T s.
Κατόπιν τούτων, προκύπτει ότι

g ˝ f “ 1V και f ˝ g “ 1W

και επομένως η γραμμική απεικόνιση f είναι ισομορφισμός. �

Εφαρμογή 9.2. Θεωρούμε τον πραγματικό διανυσματικό χώρο pR3,`, ¨q, τις διατεταγμένες

βάσεις του S “ pv1, v2, v3q και T “ pw1,w2,w3q, με

v1 “ p1,´1, 0q, v2 “ p1, 0, 2q, v3 “ p0, 0, 1q,

w1 “ p1, 0, 0q,w2 “ p1, 0, 1q,w3 “ p´1, 2, 0q
και τις γραμμικές απεικονίσεις f , g : R3 Ñ R3, με

f px1, x2, x3q “ px1 ´ x2, x2, x1 ` x3q

και

gpx1, x2, x3q “ px1 ` 2x3, x1 ` x2, x2 ´ 2x3q
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i) Να βρεθούν οι μήτρες r f , S , T s και rg, T, S s.

ii) Να εξετασθεί αν οι γραμμικές απεικονίσεις f , g είναι ισομορφισμοί.

iii) Να βρεθούν οι μήτρες

rg ˝ f , S , S s και r f ˝ g, T, T s.

Λύση.

i) Αρχικά ϑα βρεθούν οι συντεταγμένες του τυχαίου διανύσματος pa, b, cq P R3 ως προς τις

διατεταγμένες βάσεις T και S .

Πράγματι,

pa, b, cq “ λ1w1 ` λ2w2 ` λ3w3 ôpa, b, cq “ λ1p1, 0, 0q ` λ2p1, 0, 1q ` λ3p´1, 2, 0q
ôpa, b, cq “ pλ1 ` λ2 ´ λ3, 2λ3, λ2q

ô

$
’&
’%

λ1 ` λ2 ´ λ3 “ a

2λ3 “ b

λ2 “ c

ô

$
’&
’%

λ1 “ a ` b
2

´ c

λ2 “ c

λ3 “ b
2
.

Άρα,

pa, b, cq “ pa ` b

2
´ cqw1 ` cw2 ` b

2
w3. (9.4)

Ανάλογα,

pa, b, cq “ µ1v1 ` µ2v2 ` µ3v3 ôpa, b, cq “ µ1p1,´1, 0q ` µ2p1, 0, 2q ` µ3p0, 0, 1q
ôpa, b, cq “ pµ1 ` µ2,´µ1, 2µ2 ` µ3q

ô

$
’&
’%

µ1 ` µ2 “ a

´µ1 “ b

2µ2 ` µ3 “ c

ô

$
’&
’%

µ1 “ ´b

µ2 “ a ` b

µ3 “ c ´ 2a ´ 2b.

Άρα,

pa, b, cq “ bv1 ` pa ` bqv2 ` pc ´ 2a ´ 2bqv3. (9.5)

Εφαρμόζοντας τη σχέση (9.4) για τα διανύσματα f pv1q, f pv2q, f pv3q, προκύπτει ότι

f pv1q “ p2,´1, 1q “ 1

2
w1 ` w2 ´ 1

2
w3,

f pv2q “ p1, 0, 3q “ ´2w1 ` 3w2

και

f pv3q “ p0, 0, 1q “ ´w1 ` w2.
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Άρα,

r f , S , T s “

»
–

1
2

´2 ´1
1 3 1

´ 1
2

0 0

fi
fl .

Ανάλογα, εφαρμόζοντας τη σχέση (9.5) για τα διανύσματα gpw1q, gpw2q, gpw3q, προκύπτει ότι

gpw1q “ p1, 1, 0q “ ´v1 ` 2v2 ´ 4v3,

gpw2q “ p3, 1,´2q “ ´v1 ` 4v2 ´ 10v3

και

gpw3q “ p´1, 1, 2q “ ´v1 ` 2v3.

Άρα,

rg, T, S s “

»
–

´1 ´1 ´1
2 4 0

´4 ´10 2

fi
fl .

ii) Επειδή,

|r f , S , T s| “

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2
´2 ´1

1 3 1
´ 1

2
0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´ 1

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´2 ´1
3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´ 1

2
, 0,

έπεται ότι η μήτρα r f , S , T s είναι αντιστρέψιμη, οπότε σύμφωνα με την Πρόταση 9.5 η απει-

κόνιση f είναι ισομορφισμός.

Επειδή,

|rg, B, S s| “

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´1 ´1 ´1
2 4 0

´4 ´10 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p´1q
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 4
´4 ´10

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´1 ´1
2 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p´1qp´4q ` 2p´2q “ 0,

έπεται ότι η μήτρα rg, B, S s δεν είναι αντιστρέψιμη, οπότε σύμφωνα με την Πρόταση 9.5 η

απεικόνιση g δεν είναι ισομορφισμός.

iii) Από την Πρόταση 9.4 προκύπτει ότι

rg ˝ f , S , S s “ rg, T, S sr f , S , T s

“

»
–

´1 ´1 ´1
2 4 0

´4 ´10 2

fi
fl
»
–

1
2

´2 ´1
1 3 1

´ 1
2

0 0

fi
fl “

»
–

´1 ´1 0
5 8 2

´13 ´22 ´6

fi
fl

και

r f ˝ g, T, T s “ r f , S , T srg, T, S s

“

»
–

1

2
´2 ´1

1 3 1
´ 1

2
0 0

fi
fl
»
–

´1 ´1 ´1
2 4 0

´4 ´10 2

fi
fl “ 1

2

»
–

´1 3 ´5
2 2 2

´1 ´1 ´1

fi
fl �
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9.3 Μήτρα αλλαγής βάσης

´Εστω διανυσματικός χώρος pV,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q και S “ pv1, v2, . . . , vnq, S 1 “
pv1

1, v
1
2, . . . , v

1
nq δύο διατεταγμένες βάσεις του.

Ζητείται να βρεθεί ένας τύπος για τον υπολογισμό των συντεταγμένων οποιουδήποτε διανύσμα-

τος v P V ως προς τη βάση S 1 όταν δίδονται οι συντεταγμένες του v ως προς τη βάση S .

Για το σκοπό αυτό ϑεωρούμε την τετραγωνική μήτρα P “ rai js, i, j P rns, που ορίζεται από τις

σχέσεις

v j “ a1 jv
1
1 ` a2 jv

1
2 ` ¨ ¨ ¨ ` an jv

1
n, j P rns,

η οποία ονομάζεται μήτρα αλλαγής βάσης (ή μήτρα μετάβασης) από τη βάση S στη βάση S 1.
Με άλλα λόγια ισχύει ότι

rv jsS 1 “

»
———–

a1 j

a2 j

...

an j

fi
ffiffiffifl .

για κάθε j P rns, ή ισοδύναμα

P “ r1V , S , S
1s.

Κατόπιν τούτου δια εφαρμογής της Πρότασης 9.1 για τη γραμμική απεικόνιση 1V προκύπτει η

πρόταση

Πρόταση 9.6. ´Εστω pV,`, ¨q διανυσματικός χώρος επί του σώματος pF,`, ¨q, S , S 1 δύο διατε-

ταγμένες βάσεις του και P η μήτρα αλλαγής βάσης από τη βάση S στη βάση S 1. Τότε ισχύει

ότι

rvsS 1 “ PrvsS .

Παρατήρηση: Επειδή σύμφωνα με τη Πρόταση 9.5 ισχύει ότι

r1V , S
1, S s “ r1V , S , S

1s´1,

προκύπτει ότι η μήτρα αλλαγής βάσης από τη βάση S 1 στη βάση S είναι η αντίστροφη της μήτρας

αλλαγής βάσης από τη βάση S στη βάση S 1.

Παράδειγμα. Θεωρούμε τον πραγματικό διανυσματικό χώρο pR3,`, ¨q και τις διατεταγμένες

βάσεις του S “ pv1, v2, v3q και S 1 “ pv1
1
, v1

2
, v1

3
q με v1 “ p´1, 1, 0q, v2 “ p0,´1, 0q, v3 “ p1, 0, 2q,

v1
1

“ p1, 2, 1q, v1
2

“ p´1, 0, 3q και v1
3

“ p0, 0, 1q.

i) Να βρεθεί η μήτρα αλλαγής βάσης P (αντ. Q) από τη βάση S (αντ. S 1) στη βάση S 1 (αντ.
S ).

ii) Να επαληθευτεί ότι Q “ P´1.

iii) Να βρεθούν οι συντεταγμένες του διανύσματος v “ 2v1 ´ v2 ` 3v3 ως προς τη βάση S 1.

Λύση.

i) Προκειμένου να βρεθεί η μήτρα αλλαγής βάσης P από τη βάση S στη βάση S 1 πρέπει να εκφράσουμε

τα στοιχεία της βάσης S ως γραμμικό συνδυασμό των στοιχείων της βάσης S 1.

Για το σκοπό αυτό ϑα εκφράσουμε αρχικά το τυχαίο διάνυσμα pa, b, cq P R3 ως γραμμικό συνδυασμό

των στοιχείων της βάσης S 1.
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Πράγματι είναι

pa, b, cq “ λ1v
1
1 ` λ2v

1
2 ` λ3v

1
3 ô pa, b, cq “ λ1p1, 2, 1q ` λ2p´1, 0, 3q ` λ3p0, 0, 1q

ô

$
’&
’%

λ1 ´ λ2 “ a

2λ1 “ b

λ1 ` 3λ2 ` λ3 “ c

ô

$
’&
’%

λ1 “ b
2

λ2 “ b
2

´ a

λ3 “ c ´ 2b ` 3a

Άρα

pa, b, cq “ b

2
v1
1 ` pb

2
´ aqv1

2 ` pc ´ 2b ` 3aqv1
3.

Εφαρμόζοντας τη παραπάνω ισότητα για τα v1, v2, v3 προκύπτει ότι

v1 “ 1

2
v1
1 ` 3

2
v1
2 ´ 5v1

3,

v2 “ ´ 1

2
v1
1 ´ 1

2
v1
2 ` 2v1

3

και

v3 “ ´v1
2 ` 5v1

3.

Άρα

P “ r1V , S , S
1s “

»
–

1
2

´ 1
2

0
3

2
´ 1

2
´1

´5 2 5

fi
fl

Ανάλογα ϑα εκφράσουμε το τυχαίο διάνυσμα pa, b, cq P R3 ως γραμμικό συνδυασμό των στοιχείων

της βάσης S .

Πράγματι είναι

pa, b, cq “ µ1v1 ` µ2v2 ` µ3v3 ôpa, b, cq “ µ1p´1, 1, 0q ` µ2p0,´1, 0q ` µ3p1, 0, 2q
ôpa, b, cq “ pµ3 ´ µ1, µ1 ´ µ2, 2µ3q

ô

$
’&
’%

µ3 ´ µ1 “ a

µ1 ´ µ2 “ b

2µ3 “ c

ô

$
’&
’%

µ1 “ c
2

´ a

µ2 “ c
2

´ a ´ b

µ3 “ c
2

Άρα

pa, b, cq “ pc

2
´ aqv1 ` pc

2
´ a ´ bqv2 ` c

2
v3.

Εφαρμόζοντας την παραπάνω ισότητα για τα v1
1
, v1

2
, v1

3
προκύπτει ότι

v1
1 “ ´ 1

2
v1 ´ 5

2
v2 ` 1

2
v3,
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v1
2 “ 5

2
v1 ` 5

2
v2 ` 3

2
v3

και

v1
3 “ 1

2
v1 ` 1

2
v2 ` 1

2
v3

Άρα,

Q “ r1V , S
1, S s “

»
–

´ 1
2

5
2

1
2

´ 5

2

5

2

1

2
1

2

3

2

1

2

fi
fl

ii) Επειδή

PQ “

»
–

1
2

´ 1
2

0
3

2
´ 1

2
´1

´5 2 5

fi
fl
»
–

´ 1
2

5
2

1
2

´ 5

2

5

2

1

2
1

2

3

2

1

2

fi
fl “

»
–
1 0 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl “ I3

προκύπτει ότι Q “ P´1.

iii) Εφαρμόζοντας την Πρόταση 9.6, προκύπτει ότι

rvsS 1 “ r1V , S , S
1srvsS “

»
–

1

2
´ 1

2
0

3

2
´ 1

2
´1

´5 2 5

fi
fl
»
–

2
´1
3

fi
fl “

»
–

3

2
1

2

3

fi
fl

Άρα

v “ 3

2
v1
1 ` 1

2
v1
2 ` 3v1

3,

δηλαδή οι συντεταγμένες του v ως προς τη βάση S 1 είναι 3
2
, 1

2
και 3. �

Παράδειγμα. Θεωρούμε το πραγματικό διανυσματικό χώρο pP3,`, ¨q και τις διατεταγμένες

βάσεις του S “ p1, 2x, x2 ´ x, x3 ` xq και S 1 “ px ´ 2, x2 ` x, x3 ´ 1, x3 ` x2q. Να βρεθεί η μήτρα

αλλαγής βάσης P από τη βάση S στη βάση S 1.

Λύση. Αρχικά ϑα εκφράσουμε το τυχαίο πολυώνυμο ppxq “ ax3 ` bx2 ` cx ` d του P3 ως γραμμικό

συνδυασμό των στοιχείων της βάσης S 1.
Πράγματι είναι

ppxq “ λ1px ´ 2q ` λ2px2 ` xq ` λ3px3 ´ 1q ` λ4px3 ` x2q ô
ax3 ` bx2 ` cx ` d “ pλ3 ` λ4qx3 ` pλ2 ` λ4qx2 ` pλ1 ` λ2qx ´ p2λ1 ` λ3q ô
$
’’’&
’’’%

λ3 ` λ4 “ a

λ2 ` λ4 “ b

λ1 ` λ2 “ c

2λ1 ` λ3 “ ´d

ô

$
’’’&
’’’%

λ1 “ b ´ a ´ c ´ d

λ2 “ a ´ b ` 2c ` d

λ3 “ 2a ´ 2b ` 2c ` d

λ4 “ 2b ´ a ´ 2c ´ d

Άρα,

ppxq “ pb ´ a ´ c ´ dqpx ´ 2q ` pa ´ b ` 2c ` dqpx2 ` xq ` p2a ´ 2b ` 2c ` dqpx3 ´ 1q
` p2b ´ a ´ 2c ´ dqpx3 ` x2q

Εφαρμόζοντας την παραπάνω σχέση για τα πολυώνυμα της βάσης S προκύπτει ότι

1 “ ´px ´ 2q ` px2 ` xq ` px3 ´ 1q ´ px3 ` x2q
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2x “ ´2px ´ 2q ` 4px2 ` xq ` 4px3 ´ 1q ´ 4px3 ` x2q
x2 ´ x “ 2px ´ 2q ´ 3px2 ` xq ´ 4px3 ´ 1q ` 4px3 ` x2q

x3 ` x “ ´2px ´ 2q ` 3px2 ` xq ´ 4px3 ´ 1q ´ 3px3 ` x2q
οπότε

P “

»
——–

´1 ´2 2 ´2
1 4 ´3 3
1 4 ´4 4

´1 ´4 4 ´3

fi
ffiffifl �

Στην επόμενη πρόταση δίδεται ένας τύπος που συνδέει τις μήτρες μιας γραμμικής απεικόνισης

ως προς διαφορετικές επιλογές βάσεων.

Πρόταση 9.7. ´Εστω δυο διανυσματικοί χώροι pV,`, ¨q και pW,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q
και f : V Ñ W γραμμική απεικόνιση.

Αν S , S 1 (αντ. T, T 1) είναι δυο διατεταγμένες βάσεις του διανυσματικού χώρου pV,`, ¨q (αντ.

pW,`, ¨q) και Q (αντ. P) η μήτρα αλλαγής βάσης από τη βάση S 1 (αντ. T 1) στη βάση S (αντ. T )

τότε ισχύει ότι

r f , S 1, T 1s “ P´1r f , S , T sQ.

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας δυο φόρες την Πρόταση 4 και την Πρόταση 5 προκύπτει ότι

P´1r f , S , T sQ “ r1W , T
1, T s´1r f , S , T sr1V, S

1, S s
“ r1W , T, T

1sr f ˝ 1V , S
1, T s

“ r1W , T, T
1sr f , S 1, T s

“ r1W ˝ f , S 1, T 1s
“ r f , S 1, T 1s �

Αν εφαρμοσθεί η προηγούμενη πρόταση για W “ V και T “ S , T 1 “ S 1 προκύπτει το επόμενο

πόρισμα

Πόρισμα 9.8. ´Εστω ένας διανυσματικός χώρος pV,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q, f : V Ñ V

γραμμική απεικόνιση και S , S 1 δύο διατεταγμένες βάσεις του διανυσματικού χώρου pV,`, ¨q.
Αν P είναι η μήτρα αλλαγής βάσης από τη βάση S 1 στη βάση S τότε ισχύει ότι

r f , S 1, S 1s “ P´1r f , S , S sP.
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9.4 Ισοδύναμες μήτρες

Δύο μήτρες A, B PMmˆnpFq ονομάζονται ισοδύναμες (συμβ. A „ B) αν υπάρχουν αντιστρέψιμες

μήτρες P PMmpFq και Q PMnpFq, με B “ P´1AQ.

Ειδικά, αν P “ Q, δηλαδή B “ P´1AP, τότε οι μήτρες A, B ονομάζονται όμοιες.

Παρατηρήσεις:

(1) Η σχέση ‘‘„’’ είναι μια σχέση ισοδυναμίας στο σύνολο MmˆnpFq. Πράγματι,

piq A „ A, αφού A “ I´1
m AIn.

piiq Αν A „ B, τότε B „ A, αφού

A “ P´1BQ ñ PA “ BQ ñ PAQ´1 “ B

ñ B “ pP´1q´1AQ´1.

piiiq Αν A „ B και B „ C, τότε A „ C, αφού

A “ P´1
1

BQ1 και B “ P´1
2

CQ2

ñA “ P´1
1

pP´1
2

CQ2qQ1

ñA “ pP´1
1

P´1
2

qCpQ2Q1q
ñA “ pP2P1q´1CpQ2Q1q

(2) Η σχέση ομοιότητας είναι μια σχέση ισοδυναμίας στο σύνολο MnpFq. (Άσκηση.)

(3) Αν A, B PMnpFq είναι όμοιες μήτρες, τότε detpAq “ detpBq. Πράγματι, επειδή A, B είναι όμοιες

μήτρες, ϑα υπάρχει αντιστρέψιμη μήτρα P PMnpFq, με B “ P´1AP.

Τότε όμως είναι

detpBq “ detpP´1q detpAq detpPq
“ detpP´1q detpPq detpAq
“ detpP´1Pq detpAq
“ detpInq detpAq “ 1 detpAq “ detpAq.

(4) Δύο ισοδύναμες μήτρες A, B P MnpFq δεν είναι κατ´ ανάγκη όμοιες ακόμα και αν detpAq “
detpBq.
Για παράδειγμα, αν

A “
„
1 0
0 1


και B “

„
1 1
0 1


,

τότε detpAq “ detpBq “ 1.

Οι μήτρες A, B δεν είναι όμοιες, διότι διαφορετικά ϑα υπήρχε αντιστρέψιμη μήτρα P PM2pFq,
με

P´1AP “ B ô P´1P “ B ô A “ B,

το οποίο είναι άτοπο.

Αντίθετα, οι μήτρες A, B είναι ισοδύναμες, αφού αν

P “
„
1 1
1 0


και Q “

„
1 2
1 1


,
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τότε οι P,Q είναι αντιστρέψιμες και ισχύει

PB “
„
1 1
1 0

 „
1 1
0 1


“
„
1 2
1 1


“ Q,

επομένως,

B “ P´1Q “ P´1AQ.

(5) ´Εστω δύο διανυσματικοί χώροι pV,`, ¨q και pW,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q, και μια γραμ-

μική απεικόνιση f : V Ñ W .

Αν S , S 1 και T, T 1 είναι δύο διατεταγμένες βάσεις των διανυσματικών χώρων pV,`, ¨q και

pW,`, ¨q αντίστοιχα, τότε από την Πρόταση 7, προκύπτει ότι

r f , S , T s „ r f , S 1, T 1s.

Με άλλα λόγια, δύο μήτρες μιας γραμμικής απεικόνισης f : V Ñ W ως προς διαφορετικές

επιλογές βάσεων είναι ισοδύναμες.

Ειδικά, αν W “ V , T “ S και T 1 “ S 1, από το Πόρισμα 8 προκύπτει ότι οι μήτρες r f , S , S s
και r f , S 1, S 1s είναι όμοιες.

Παρακάτω, δίδεται το αντίστροφο της προηγούμενης παρατήρησης.

Πρόταση 9.9. ´Εστω δύο διανυσματικοί χώροι pV,`, ¨q και pW,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q, με
dim V “ n και dim W “ m, και δύο ισοδύναμες μήτρες A, B PMmˆnpFq. Τότε, υπάρχει γραμμική

απεικόνιση f : V Ñ W και διατεταγμένες βάσεις S , S 1 του pV,`, ¨q και T, T 1 του pW,`, ¨q, τέτοιες
ώστε

A “ r f , S , T s και B “ r f , S 1, T 1s

Απόδειξη. ´Εστω S “ pv1, v2, . . . , vnq και T “ pw1,w2, . . . ,wmq είναι διατεταγμένες βάσεις των δια-

νυσματικών χώρων pV,`, ¨q και pW,`, ¨q αντίστοιχα.

Επειδή A „ B, ϑα υπάρχουν αντιστρέψιμες μήτρες P PMmpFq και Q PMnpFq, με B “ P´1AQ.

Τότε όμως εφαρμόζοντας τρεις φορές την Πρόταση 2 για τις μήτρες A, P,Q, προκύπτει ότι ϑα

υπάρχουν (μοναδικές) γραμμικές απεικονίσεις f : V Ñ W, ϕ : V Ñ V και ψ : W Ñ W, με

A “ r f , S , T s,Q “ rϕ, S , S s, P “ rψ, T, T s.

Επειδή οι μήτρες Q, P είναι αντιστρέψιμες, προκύπτει σύμφωνα με την Πρόταση 5 ότι οι γραμμικές

απεικονίσεις ϕ, ψ είναι ισομορφισμοί.

Τότε S 1 “ pϕpv1q, ϕpv2q, . . . , ϕpvnqq και T 1 “ pψpw1q, ψpw2q, . . . , ψpwnqq είναι διατεταγμένες βάσεις

των διανυσματικών χώρων pV,`, ¨q και pW,`, ¨q αντίστοιχα.

Θα δειχθεί ότι B “ r f , S 1, T 1s. Πράγματι, επειδή

Q “ rϕ, S , S s “ r1V , S
1, S s

και

P “ rψ, T, T s “ r1W , T
1, T s,

δηλαδή Q, P είναι οι μήτρες αλλαγής βάσης, από τη βάση S 1 στην S και από τη βάση T 1 στην T

αντίστοιχα, από την Πρόταση 7 προκύπτει ότι

r f , S 1, T 1s “ P´1r f , S , T sQ “ P´1AQ “ B. �

Ειδικά, αν V “ W, S “ T και S 1 “ T 1, τότε προκύπτει ότι
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Πόρισμα 9.10. ´Εστω ο διανυσματικός χώρος pV,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q, με dim V “ n

και δύο όμοιες μήτρες A, B P MnpFq. Τότε, υπάρχει μια γραμμική απεικόνιση f : V Ñ V και

διατεταγμένες βάσεις S , S 1 του pV,`, ¨q, τέτοιες ώστε

A “ r f , S , S s και B “ r f , S 1, S 1s.
Στην επόμενη πρόταση, δίδεται ένας χαρακτηρισμός της μήτρας μιας γραμμικής απεικόνισης.

Πρόταση 9.11. ´Εστω δύο διανυσματικοί χώροι pV,`, ¨q και pW,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q,
με dim V “ n και dim W “ m και μια γραμμική απεικόνιση f : V Ñ W. Τότε, υπάρχουν

διατεταγμένες βάσεις S , T των pV,`, ¨q και pW,`, ¨q αντίστοιχα, τέτοιες ώστε

r f , S , T s “
„

Ir O

O O


,

όπου r “ dim Im f και η μήτρα

„
Ir O

O O


PMmˆnpFq έχει στην πάνω αριστερή γωνία τη μοναδιαία

μήτρα Ir και 0 παντού αλλού.

Απόδειξη. Επειδή, ως γνωστόν,

dim V “ dim ker f ` dim Im f ,

προκύπτει ότι dim ker f “ n ´ r.

´Εστω S “ pv1, v2, . . . , vr, vr`1, . . . , vnq μια διατεταγμένη βάση του pV,`, ¨q, έτσι ώστε pvr`1, vr`2, . . . , vnq
να είναι μια διατεταγμένη βάση του ker f .

Θα αποδειχθεί ότι p f pv1q, f pv2q, . . . , f pvrqq είναι μια διατεταγμένη βάση του Im f . Για το σκοπό

αυτό, αρκεί να αποδειχθεί ότι τα διανύσματα f pv1q, f pv2q, . . . , f pvrq είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Είναι

λ1 f pv1q ` λ2 f pv2q ` ¨ ¨ ¨ ` λr f pvrq “ 0 ô f pλ1v1 ` λ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λrvrq “ 0

ôλ1v1 ` λ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λrvr P ker f

Οπότε, υπάρχουν λr`1, λr`2, . . . , λn P F, με

λ1v1 ` λ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λrvr “ λr`1vr`1 ` λr`2vr`2 ` ¨ ¨ ¨ ` λnvn

ôλ1v1 ` λ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λrvr ` p´λr`1qvr`1 ` p´λr`2qvr`2 ` ¨ ¨ ¨ ` p´λnqvn “ 0

ñλ1 “ λ2 “ ¨ ¨ ¨ “ λr “ 0

και επομένως τα διανύσματα

f pv1q, f pv2q, . . . , f pvrq
είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

´Εστω

T “ p f pv1q, f pv2q, . . . , f pvrq,wr`1,wr`2, . . . ,wmq
μια διατεταγμένη βάση του W (επέκταση της διατεταγμένης βάσης p f pv1q, f pv2q, . . . , f pvrqq).

Κατόπιν τούτων, ισχύει ότι

r f pv jqsT “

»
—————————–

0
...

0
1
0
...

0

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

,
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όπου το 1 εμφανίζεται στην j γραμμή, για j P rrs και

r f pv jqsT “

»
—–
0
...

0

fi
ffifl ,

για κάθε j P rr ` 1, ns.
Άρα,

r f , S , T s “
„

Ir O

O O


. �

Εφαρμογή 9.3. ´Εστω οι πραγματικοί διανυσματικοί χώροι

pR4,`, ¨q και pR3,`, ¨q και η γραμμική απεικόνιση f : R4 Ñ R3 με

f px1, x2, x3, x4q “ px1 ´ x2 ` x3, x2 ` x4, x1 ` x3 ` x4q.

Να βρεθούν διατεταγμένες βάσεις S , T των pR4,`, ¨q και pR3,`, ¨q αντίστοιχα ώστε

r f , S , T s “

»
–
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

fi
fl .

Λύση. Αρχικά ϑα βρεθεί μια διατεταγμένη βάση του ker f . Είναι

px1, x2, x3, x4q P ker f ô f px1, x2, x3, x4q “ p0, 0, 0q
ô px1 ´ x2 ` x3, x2 ` x4, x1 ` x3 ` x4q “ p0, 0, 0q

ô

$
’&
’%

x1 ´ x2 ` x3 “ 0

x2 ` x4 “ 0

x1 ` x3 ` x4 “ 0

ô
#

x3 “ x2 ´ x1

x4 “ ´x2

ô px1, x2, x3, x4q “ px1, x2, x2 ´ x1,´x2q
ô px1, x2, x3, x4q “ x1p1, 0,´1, 0q ` x2p0, 1, 1,´1q

Άρα, ker f “ă p1, 0,´1, 0q, p0, 1, 1,´1q ą.

Τα διανύσματα p1, 0,´1, 0q και p0, 1, 1,´1q είναι γραμμικώς ανεξάρτητα διότι

λ1p1, 0,´1, 0q ` λ2p0,´1, 1,´1q “ p0, 0, 0, 0q ô
pλ1, λ2,´λ1 ` λ2,´λ2q “ p0, 0, 0, 0q ô
$
’’’&
’’’%

λ1 “ 0

λ2 “ 0

´λ1 ` λ2 “ 0

´λ2 “ 0

ô λ1 “ λ2 “ 0

Άρα το pp1, 0,´1, 0q, p0, 1, 1,´1qq είναι μια διατεταγμένη βάση του ker f .

Στη συνέχεια (επεκτείνοντας τη βάση του ker f ) ϑα αποδειχθεί ότι το

S “ pp1, 0, 0, 0q, p0, 1, 0, 0q, p1,0,´1, 0q, p0, 1, 1,´1qq
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είναι μια διατεταγμένη βάση του pR4,`, ¨q.
Για το σκοπό αυτό αρκεί να αποδειχθεί ότι τα διανύσματα του S είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Είναι

λ1p1, 0, 0, 0q ` λ2p0, 1, 0, 0q ` λ3p1, 0,´1, 0q ` λ4p0, 1, 1,´1q “ p0, 0, 0, 0q ô
pλ1 ` λ3, λ2 ` λ4,´λ3 ` λ4,´λ4q “ p0, 0, 0, 0q ô

$
’’’&
’’’%

λ1 ` λ3 “ 0

λ2 ` λ4 “ 0

´λ3 ` λ4 “ 0

´λ4 “ 0

ô λ1 “ λ2 “ λ3 “ λ4 “ 0

Άρα, το S είναι μια διατεταγμένη βάση του pR4,`, ¨q.
Στη συνέχεια ϑα αποδειχθεί ότι το

p f p1, 0, 0, 0q, f p0, 1, 0,0qq “ pp1, 0, 1q, p´1, 1, 0qq
είναι μια διατεταγμένη βάση του Im f .

Επειδή dim Im f “ dimR4 ´ dim ker f “ 4´2 “ 2 αρκεί να αποδειχθεί ότι τα διανύσματα p1, 0, 1q
και p´1, 1, 0q είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Είναι

λ1p1, 0, 1q ` λ2p´1, 1, 0q “ p0, 0, 0q ô
pλ1 ´ λ2, λ2, λ1q “ p0, 0, 0q ô

$
’&
’%

λ1 ´ λ2 “ 0

λ2 “ 0

λ1 “ 0

ô λ1 “ λ2 “ 0

Άρα, το pp1, 0, 1q, p´1, 1, 0qq είναι μια διατεταγμένη βάση του Im f .

Στη συνέχεια (επεκτείνοντας τη βάση του Im f ) ϑα αποδειχθεί ότι το

T “ pp1, 0, 1q, p´1, 1, 0q, p1, 0, 0qq
είναι μια βάση του pR3,`, ¨q.

Για το σκοπό αυτό αρκεί να αποδειχθεί ότι τα διανύσματα του T είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Είναι

λ1p1, 0, 1q ` λ2p´1, 1, 0q ` λ3p1, 0, 0q “ p0, 0, 0q ô

pλ1 ´ λ2 ` λ3, λ2, λ1q “ p0, 0, 0q ô

$
’&
’%

λ1 ´ λ2 ` λ3 “ 0

λ2 “ 0

λ1 “ 0

ô λ1 “ λ2 “ λ3 “ 0

Άρα το T είναι μια διατεταγμένη βάση του pR3,`, ¨q.
Τέλος ϑα αποδειχθεί ότι

r f , S , T s “

»
–
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

fi
fl .

Πράγματι,

f p1, 0, 0, 0q “ p1, 0, 1q “ 1p1, 0, 1q ` 0p´1, 1, 0q ` 0p1, 0, 0q
f p0, 1, 0, 0q “ p´1, 1, 0q “ 0p1, 0, 1q ` 1p´1, 1, 0q ` 0p1, 0, 0q

f p1, 0,´1, 0q “ p0, 0, 0q “ 0p1, 0, 1q ` 0p´1, 1, 0q ` 0p1, 0, 0q
f p0, 1, 1,´1q “ p0, 0, 0q “ 0p1, 0, 1q ` 0p´1, 1, 0q ` 0p1, 0, 0q.
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Οπότε σύμφωνα με τον ορισμό της μήτρας γραμμικής απεικόνισης προκύπτει ότι

r f , S , T s “

»
–
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

fi
fl . �

Εφαρμογή 9.4. ´Εστω οι πραγματικοί διανυσματικοί χώροι pP2,`, ¨q και pM2pRq,`, ¨q και η

γραμμική απεικόνιση f : P2 ÑM2pRq, με

f pax2 ` bx ` cq “
„

c 0
0 a ´ b


.

Να βρεθούν διατεταγμένες βάσεις S , T των pP2,`.¨q και pM2pRq,`.¨q αντίστοιχα, τέτοιες ώστε

r f , S , T s “

»
——–

1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

fi
ffiffifl .

Λύση. Αρχικά, ϑα βρεθεί μια διατεταγμένη βάση του ker f . Είναι

ax2 ` bx ` c P ker f ô f pax2 ` bx ` cq “
„
0 0
0 0



ô
„

c 0
0 a ´ b


“
„
0 0
0 0


ô a “ b και c “ 0

ôax2 ` bx ` c “ apx2 ` xq Pă x2 ` x ą .

Οπότε, το πολυώνυμο x2 ` x αποτελεί μια βάση του ker f .

Θα βρεθεί μια διατεταγμένη βάση του pP2,`.¨q, η οποία είναι επέκταση της βάσης του ker f

που βρήκαμε. ´Εστω

S “ p1, x, x2 ` xq.
Επειδή dimP2 “ 3, αρκεί να δειχθεί ότι τα πολυώνυμα 1, x, x2 ` x είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Για λ1, λ2, λ3 P R, είναι

λ1 ¨ 1 ` λ2x ` λ3px2 ` xq “ 0 ôλ3x2 ` pλ2 ` λ3qx ` λ1 “ 0

ô

$
’&
’%

λ3 “ 0

λ2 ` λ3 “ 0

λ1 “ 0

ô λ1 “ λ2 “ λ3 “ 0.

Άρα, τα πολυώνυμα 1, x, x2 ` x είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και επομένως το S είναι μια διατε-

ταγμένη βάση του pP2,`.¨q.
Στη συνέχεια, ϑα αποδειχθεί ότι το

p f p1q, f pxqq “
ˆ„

1 0
0 0


,

„
0 0
0 ´1

˙

είναι μια διατεταγμένη βάση του Im f . Για το σκοπό αυτό, αφού

dim Im f “ dimP2 ´ dim ker f “ 3 ´ 1 “ 2,
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αρκεί να δειχθεί ότι οι μήτρες

„
1 0
0 0


,

„
0 0
0 ´1


είναι γραμμικώς ανεξάρτητες.

Για λ1, λ2 P R, είναι

λ1

„
1 0
0 0


` λ2

„
0 0
0 ´1


“
„
0 0
0 0


ô

„
λ1 0
0 ´λ2


“
„
0 0
0 0


ô λ1 “ λ2 “ 0.

Άρα, οι μήτρες

„
1 0
0 0


,

„
0 0
0 ´1


είναι γραμμικώς ανεξάρτητες και το

ˆ„
1 0
0 0


,

„
0 0
0 ´1

˙
είναι

μια διατεταγμένη βάση του Im f .

Θα βρεθεί μια βάση T του M2pRq, η οποία είναι επέκταση της βάσης του Im f που βρήκαμε.

´Εστω

T “
ˆ„

1 0
0 0


,

„
0 0
0 ´1


,

„
0 1
0 0


,

„
0 0
1 0

˙
.

Επειδή dimM2pRq “ 4, αρκεί να δειχθεί ότι οι μήτρες του T είναι γραμμικώς ανεξάρτητες.

Για λ1, λ2, λ3, λ4 P R, είναι

λ1

„
1 0
0 0


` λ2

„
0 0
0 ´1


` λ3

„
0 1
0 0


` λ4

„
0 0
1 0


“
„
0 0
0 0



ô
„
λ1 λ3
λ4 ´λ2


“
„
0 0
0 0


ô λ1 “ λ2 “ λ3 “ λ4 “ 0.

Άρα, η T είναι μια διατεταγμένη βάση του M2pRq.
Τέλος, επειδή

f p1q “
„
1 0
0 0


“ 1

„
1 0
0 0


` 0

„
0 0
0 ´1


` 0

„
0 1
0 0


` 0

„
0 0
1 0



f pxq “
„
0 0
0 ´1


“ 0

„
1 0
0 0


` 1

„
0 0
0 ´1


` 0

„
0 1
0 0


` 0

„
0 0
1 0



f px ` x2q “
„
0 0
0 0


“ 0

„
1 0
0 0


` 0

„
0 0
0 ´1


` 0

„
0 1
0 0


` 0

„
0 0
1 0



προκύπτει ότι

r f p1qsT “

»
——–

1
0
0
0

fi
ffiffifl , r f pxqsT “

»
——–

0
1
0
0

fi
ffiffifl , r f px ` x2qsT “

»
——–

0
0
0
0

fi
ffiffifl ,

άρα, σύμφωνα με τον ορισμό της μήτρας της γραμμικής απεικόνισης, έπεται ότι

r f , S , T s “

»
——–

1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

fi
ffiffifl . �
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Από την πέμπτη παρατήρηση μετά τον ορισμό των ισοδύναμων μητρών και την πρόταση, προ-

κύπτει ότι

Πόρισμα 9.12. ´Εστω δύο διανυσματικοί χώροι pV,`, ¨q και pW,`, ¨q επί του σώματος pF,`, ¨q
και μια γραμμική απεικόνιση f : V Ñ W. Αν S , T είναι διατεταγμένες βάσεις των pV,`, ¨q και

pW,`, ¨q αντίστοιχα, τότε ισχύει ότι

r f , S , T s „
„

Ir O

O O


,

όπου r “ dim Im f .

Πρόταση 9.13. Για κάθε μήτρα A “ rai js, όπου i P rms και j P rns και ai j P F, ισχύει ότι

A „
„

Ir O

O O


,

όπου r “ rank A.

Απόδειξη. Θεωρούμε τους διανυσματικούς χώρους pMnˆ1pFq,`, ¨q και pMmˆ1pFq,`, ¨q με διατεταγ-

μένες βάσεις S “ pX1, X2, . . . , Xnq και T “ pY1, Y2, . . . , Ymq αντίστοιχα, με

X j “

»
—————————–

0
...

0
1
0
...

0

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

, j P rns και Y j “

»
—————————–

0
...

0
1
0
...

0

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

, j P rms,

όπου το 1 στις παραπάνω στήλες εμφανίζεται στην j γραμμή, καθώς επίσης και τη γραμμική

απεικόνιση f :Mnˆ1pFq ÑMmˆ1pFq, με

f pXq “ AX, όπου X PMnˆ1pFq.

Επειδή Mnˆ1 “ă X1, X2, . . . , Xn ą, έπεται ότι Im f “ă f pX1q, f pX2q, . . . , f pXnq ą. Αλλά, για κάθε

j P rns, ισχύει ότι

f pX jq “ AX j “

»
———–

a11 ¨ ¨ ¨ a1 j ¨ ¨ ¨ a1n

a21 ¨ ¨ ¨ a2 j ¨ ¨ ¨ a2n

...
...

...

am1 ¨ ¨ ¨ am j ¨ ¨ ¨ amn

fi
ffiffiffifl

»
—————————–

0
...

0
1
0
...

0

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

“

»
———–

a1 j

a2 j

...

am j

fi
ffiffiffifl .

(όπου το 1 στην παραπάνω στήλη εμφανίζεται στην j γραμμή), δηλαδή το f pX jq ισούται με την j

στήλη της A.

Κατόπιν τούτων, ο διανυσματικός υπόχωρος Im f παράγεται από τις στήλες της A, και επομένως

dim Im f “ rank A.
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Επιπλέον, από την προηγούμενη σχέση είναι

f pX jq “

»
———–

a1 j

a2 j

...

am j

fi
ffiffiffifl “ a1 jY1 ` a2 jY2 ` ¨ ¨ ¨ ` am jYm,

για κάθε j P rns, επομένως

r f , S , T s “

»
———–

a11 ¨ ¨ ¨ a1 j ¨ ¨ ¨ a1n

a21 ¨ ¨ ¨ a2 j ¨ ¨ ¨ a2n

...
...

...

am1 ¨ ¨ ¨ am j ¨ ¨ ¨ amn

fi
ffiffiffifl “ A

Από το Πόρισμα 9.12, ϑα ισχύει ότι

r f , S , T s „
„

Ir O

O O


,

όπου r “ dim Im f , οπότε τελικά προκύπτει ότι

A „
„

Ir O

O O


,

όπου r “ rank A. �

Εφαρμογή 9.5. ´Εστω η μήτρα

A “

»
–

1 2 3 3
´2 1 4 ´11
2 ´2 ´6 12

fi
fl .

Να βρεθούν αντιστρέψιμες μήτρες P,Q, με

P´1AQ “

»
–
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

fi
fl .

Λύση. Θεωρούμε τη γραμμική απεικόνιση f :M4ˆ1pRq ÑM3ˆ1pRq, με

f pXq “ AX, όπου X PM4ˆ1pRq.

Αρχικά, ϑα αποδειχθεί ότι

r f , S , T s “ A,

όπου

S “

¨
˚̊
˝

»
——–

1
0
0
0

fi
ffiffifl ,

»
——–

0
1
0
0

fi
ffiffifl ,

»
——–

0
0
1
0

fi
ffiffifl ,

»
——–

0
0
0
1

fi
ffiffifl

˛
‹‹‚, T “

¨
˝
»
–
1
0
0

fi
fl ,

»
–
0
1
0

fi
fl ,

»
–
0
0
1

fi
fl
˛
‚.
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Πράγματι,

f

¨
˚̊
˝

»
——–

1
0
0
0

fi
ffiffifl

˛
‹‹‚“ A

»
——–

1
0
0
0

fi
ffiffifl “

»
–

1
´2
2

fi
fl “ 1

»
–
1
0
0

fi
fl ´ 2

»
–
0
1
0

fi
fl ` 2

»
–
0
0
1

fi
fl

f

¨
˚̊
˝

»
——–

0
1
0
0

fi
ffiffifl

˛
‹‹‚“ A

»
——–

0
1
0
0

fi
ffiffifl “

»
–

2
1

´2

fi
fl “ 2

»
–
1
0
0

fi
fl ` 1

»
–
0
1
0

fi
fl ´ 2

»
–
0
0
1

fi
fl

f

¨
˚̊
˝

»
——–

0
0
1
0

fi
ffiffifl

˛
‹‹‚“ A

»
——–

0
0
1
0

fi
ffiffifl “

»
–

3
4

´6

fi
fl “ 3

»
–
1
0
0

fi
fl ` 4

»
–
0
1
0

fi
fl ´ 6

»
–
0
0
1

fi
fl

f

¨
˚̊
˝

»
——–

0
0
0
1

fi
ffiffifl

˛
‹‹‚“ A

»
——–

0
0
0
1

fi
ffiffifl “

»
–

3
´11
12

fi
fl “ 3

»
–
1
0
0

fi
fl ´ 11

»
–
0
1
0

fi
fl ` 12

»
–
0
0
1

fi
fl

Κατόπιν τούτων, από τον ορισμό της μήτρας γραμμικής απεικόνισης, προκύπτει ότι

r f , S , T s “ A.

Στη συνέχεια, (εργαζόμενοι όπως στις εφαρμογές της Πρότασης 9.11 ϑα βρεθούν διατεταγμένες

βάσεις S 1, T 1 των διανυσματικών χώρων pM4ˆ1pRq,`, ¨q και pM3ˆ1pRq,`, ¨q αντίστοιχα, με

r f , S 1, T 1s “

»
–
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

fi
fl .

Για το σκοπό αυτό, αρχικά βρίσκουμε μια διατεταγμένη βάση του ker f . Πράγματι, για

X “

»
——–

x1
x2
x3
x4

fi
ffiffifl PM4ˆ1pRq

είναι

X P ker f ô f pXq “

»
–
0
0
0

fi
fl ô

»
–

1 2 3 3
´2 1 4 ´11
2 ´2 ´6 12

fi
fl

»
——–

x1
x2
x3
x4

fi
ffiffifl “

»
–
0
0
0

fi
fl

ô

$
’&
’%

x1 ` 2x2 ` 3x3 ` 3x4 “ 0

´2x1 ` x2 ` 4x3 ´ 11x4 “ 0

2x1 ´ 2x2 ´ 6x3 ` 12x4 “ 0

pΣq

Για την επίλυση του παραπάνω συστήματος, έχουμε
»
–

1 2 3 3
´2 1 4 ´11
2 ´2 ´6 12

fi
fl R2ÑR2`2R1

R3ÑR3´2R1

Č

»
–
1 2 3 3
0 5 10 ´5
0 ´6 ´12 6

fi
fl R2Ñ 1

5
R2

Č

»
–
1 2 3 3
0 1 2 ´1
0 ´6 ´12 6

fi
fl R3ÑR3`6R2

Č
»
–
1 2 3 3
0 1 2 ´1
0 0 0 0

fi
fl R1ÑR1´2R2

Č

»
–
1 0 ´1 5
0 1 2 ´1
0 0 0 0

fi
fl
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Κατόπιν τούτων, είναι

pΣq ô
#

x1 ´ x3 ` 5x4 “ 0

x2 ` 2x3 ´ x4 “ 0
ô

#
x1 “ x3 ´ 5x4

x2 “ ´2x3 ` x4

Άρα,

X P ker f ô X “

»
——–

x3 ´ 5x4
´2x3 ` x4

x3
x4

fi
ffiffifl “ x3

»
——–

1
´2
1
0

fi
ffiffifl ` x4

»
——–

´5
1
0
1

fi
ffiffifl ô X Pă

»
——–

1
´2
1
0

fi
ffiffifl ,

»
——–

´5
1
0
1

fi
ffiffifl ą

δηλαδή

ker f “ă

»
——–

1
´2
1
0

fi
ffiffifl ,

»
——–

´5
1
0
1

fi
ffiffifl ą

Επιπλέον, οι μήτρες

»
——–

1
´2
1
0

fi
ffiffifl ,

»
——–

´5
1
0
1

fi
ffiffifl είναι γραμμικώς ανεξάρτητες, αφού

λ1

»
——–

1
´2
1
0

fi
ffiffifl ` λ2

»
——–

´5
1
0
1

fi
ffiffifl “

»
——–

0
0
0
0

fi
ffiffifl ô

»
——–

λ1 ´ 5λ2
´2λ1 ` λ2

λ1
λ2

fi
ffiffifl “

»
——–

0
0
0
0

fi
ffiffifl ô λ1 “ λ2 “ 0,

και επομένως, το

¨
˚̊
˝

»
——–

1
´2
1
0

fi
ffiffifl ,

»
——–

´5
1
0
1

fi
ffiffifl

˛
‹‹‚ είναι μια διατεταγμένη βάση του ker f .

Στη συνέχεια, επεκτείνουμε τη βάση αυτή σε μια διατεταγμένη βάση S του pM4ˆ1pRq,`, ¨q.
´Εστω

S 1 “

¨
˚̊
˝

»
——–

1
0
0
0

fi
ffiffifl ,

»
——–

0
1
0
0

fi
ffiffifl ,

»
——–

1
´2
1
0

fi
ffiffifl ,

»
——–

´5
1
0
1

fi
ffiffifl

˛
‹‹‚

Για λ1, λ2, λ3, λ4 P R, είναι

λ1

»
——–

1
0
0
0

fi
ffiffifl ` λ2

»
——–

0
1
0
0

fi
ffiffifl ` λ3

»
——–

1
´2
1
0

fi
ffiffifl ` λ4

»
——–

´5
1
0
1

fi
ffiffifl “

»
——–

0
0
0
0

fi
ffiffifl ô

»
——–

λ1 ` λ3 ´ 5λ4
λ2 ´ 2λ3 ` λ4

λ3
λ4

fi
ffiffifl “

»
——–

0
0
0
0

fi
ffiffifl

ôλ1 “ λ2 “ λ3 “ λ4 “ 0.

Άρα, οι 4 μήτρες του S 1 είναι γραμμικώς ανεξάρτητες και επειδή dimM4ˆ1pRq “ 4, προκύπτει ότι
το S 1 είναι μια διατεταγμένη βάση του pM4ˆ1pRq,`, ¨q.

Στη συνέχεια, ϑα αποδειχθεί ότι το
¨
˚̊
˝ f

¨
˚̊
˝

»
——–

1
0
0
0

fi
ffiffifl

˛
‹‹‚, f

¨
˚̊
˝

»
——–

0
1
0
0

fi
ffiffifl

˛
‹‹‚

˛
‹‹‚“

¨
˝
»
–

1
´2
2

fi
fl ,

»
–

2
1

´2

fi
fl
˛
‚
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είναι μια διατεταγμένη βάση του Im f . Για το σκοπό αυτό, αφού

dim Im f “ dimM4ˆ1pRq ´ dim ker f “ 4 ´ 2 “ 2,

αρκεί να δειχθεί ότι οι δύο παραπάνω μήτρες είναι γραμμικώς ανεξάρτητες. Πράγματι, για λ1, λ2 P R,
είναι

λ1

»
–

1
´2
2

fi
fl ` λ2

»
–

2
1

´2

fi
fl “

»
–
0
0
0

fi
fl ô

»
–
λ1 ` 2λ2

´2λ1 ` λ2
2λ1 ´ 2λ2

fi
fl “

»
–
0
0
0

fi
fl ô λ1 “ λ2 “ 0.

Άρα οι μήτρες

»
–

1
´2
2

fi
fl ,

»
–

2
1

´2

fi
fl είναι γραμμικώς ανεξάρτητες και το

¨
˝
»
–

1
´2
2

fi
fl ,

»
–

2
1

´2

fi
fl
˛
‚ είναι μια δια-

τεταγμένη βάση του Im f .

Θα βρεθεί μια διατεταγμένη βάση T 1 του M3ˆ1pRq, η οποία είναι επέκταση της βάσης του Im f

που βρήκαμε. ´Εστω

T 1 “

¨
˝
»
–

1
´2
2

fi
fl ,

»
–

2
1

´2

fi
fl ,

»
–
1
0
0

fi
fl
˛
‚

Επειδή dimM3ˆ1pRq “ 3, αρκεί να δειχθεί ότι οι μήτρες του T 1 είναι γραμμικώς ανεξάρτητες.

Για λ1, λ2, λ3 P R, είναι

λ1

»
–

1
´2
2

fi
fl ` λ2

»
–

2
1

´2

fi
fl ` λ3

»
–
1
0
0

fi
fl “

»
–
0
0
0

fi
fl ô

»
–
λ1 ` 2λ2 ` λ3

´2λ1 ` λ2
2λ1 ´ 2λ2

fi
fl “

»
–
0
0
0

fi
fl ô λ1 “ λ2 “ λ3 “ 0.

Άρα, η T 1 είναι μια διατεταγμένη βάση του Im f .

Επιπλέον, επειδή

f

¨
˚̊
˝

»
——–

1
0
0
0

fi
ffiffifl

˛
‹‹‚“

»
–

1
´2
2

fi
fl “ 1

»
–

1
´2
2

fi
fl ` 0

»
–

2
1

´2

fi
fl ` 0

»
–
1
0
0

fi
fl

f

¨
˚̊
˝

»
——–

0
1
0
0

fi
ffiffifl

˛
‹‹‚“

»
–

2
1

´2

fi
fl “ 0

»
–

1
´2
2

fi
fl ` 1

»
–

2
1

´2

fi
fl ` 0

»
–
1
0
0

fi
fl

f

¨
˚̊
˝

»
——–

1
´2
1
0

fi
ffiffifl

˛
‹‹‚“ f

¨
˚̊
˝

»
——–

´5
1
0
1

fi
ffiffifl

˛
‹‹‚“

»
–
0
0
0

fi
fl

προκύπτει ότι

r f , S 1, T 1s “

»
–
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

fi
fl .
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Τέλος, από την Πρόταση 9.7, προκύπτει ότι

P´1AQ “ P´1r f , S , T sQ “ r f , S 1, T 1s “

»
–
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

fi
fl ,

όπου Q (αντίστοιχα P) η μήτρα αλλαγής βάσης από τη βάση S 1 (αντ. T 1) στη βάση S (αντ. T ).

Προκειμένου να βρεθεί η μήτρα Q (αντ. P) εκφράζουμε κάθε στήλη της διατεταγμένης βάσης S 1

(αντ. T 1) ως γραμμικό συνδυασμό των στηλών της διατεταγμένης βάσης S (αντ. T ). Πράγματι, είναι

»
——–

1
0
0
0

fi
ffiffifl “ 1

»
——–

1
0
0
0

fi
ffiffifl ` 0

»
——–

0
1
0
0

fi
ffiffifl ` 0

»
——–

0
0
1
0

fi
ffiffifl ` 0

»
——–

0
0
0
1

fi
ffiffifl

»
——–

0
1
0
0

fi
ffiffifl “ 0

»
——–

1
0
0
0

fi
ffiffifl ` 1

»
——–

0
1
0
0

fi
ffiffifl ` 0

»
——–

0
0
1
0

fi
ffiffifl ` 0

»
——–

0
0
0
1

fi
ffiffifl

»
——–

1
´2
1
0

fi
ffiffifl “ 1

»
——–

1
0
0
0

fi
ffiffifl ´ 2

»
——–

0
1
0
0

fi
ffiffifl ` 1

»
——–

0
0
1
0

fi
ffiffifl ` 0

»
——–

0
0
0
1

fi
ffiffifl

»
——–

´5
1
0
1

fi
ffiffifl “ ´5

»
——–

1
0
0
0

fi
ffiffifl ` 1

»
——–

0
1
0
0

fi
ffiffifl ` 0

»
——–

0
0
1
0

fi
ffiffifl ` 1

»
——–

0
0
0
1

fi
ffiffifl

Άρα

Q “

»
——–

1 0 1 ´5
0 1 ´2 1
0 0 1 0
0 0 0 1

fi
ffiffifl

και
»
–

1
´2
2

fi
fl “ 1

»
–
1
0
0

fi
fl ´ 2

»
–
0
1
0

fi
fl ` 2

»
–
0
0
1

fi
fl

»
–

2
1

´2

fi
fl “ 2

»
–
1
0
0

fi
fl ` 1

»
–
0
1
0

fi
fl ´ 2

»
–
0
0
1

fi
fl

»
–
1
0
0

fi
fl “ 1

»
–
1
0
0

fi
fl ` 0

»
–
0
1
0

fi
fl ` 0

»
–
0
0
1

fi
fl

άρα

P “

»
–

1 2 1
´2 1 0
2 ´2 0

fi
fl . �
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Πρόταση 9.14. Δίδεται μια μήτρα A P MmˆnpFq και οι αντιστρέψιμες μήτρες P P MmpFq και

Q PMnpFq. Τότε, ισχύει ότι
rankpPAQq “ rank A.

Απόδειξη. Θεωρούμε τις γραμμικές απεικονίσεις

f :Mnˆ1pFq ÑMmˆ1pFq, με f pXq “ AX,

g :Mmˆ1pFq ÑMmˆ1pFq, με gpXq “ PX,

h :Mnˆ1pFq ÑMnˆ1pFq, με hpXq “ QX,

και τη σύνθεσή τους g ˝ f ˝ h :Mnˆ1pFq ÑMmˆ1pFq, με

pg ˝ f ˝ hqpXq “ PAQX.

´Οπως έχει ήδη λεχθεί στην απόδειξη της Πρότασης 9.13, ισχύει ότι

rank A “ dim Im f

και

rankpPAQq “ dim Impg ˝ f ˝ hq.
Επειδή οι μήτρες P,Q είναι αντιστρέψιμες, εύκολα προκύπτει ότι οι g, h είναι ισομορφισμοί, οπότε

Impg ˝ f ˝ hq “pg ˝ f ˝ hqpMnˆ1pFqq
“pg ˝ f q phpMnˆ1pFqqq h επί“ pg ˝ f qpMnˆ1pFqq
“g p f pMnˆ1pFqqq “ gpIm f q

και

rankpPAQq “ dim Impg ˝ f ˝ hq g 1-1“ dim Im f “ rank A �

Πρόταση 9.15. Δύο μήτρες A, B PMmˆnpFq είναι ισοδύναμες αν και μόνο αν

rank A “ rank B

Απόδειξη. Αν A „ B, τότε υπάρχουν αντιστρέψιμες μήτρες P P MmpFq και Q P MnpFq, με B “
P´1AQ. Οπότε, από την προηγούμενη πρόταση, προκύπτει άμεσα ότι rank A “ rank B.

Αντίστροφα, αν rank A “ rank B “ r, τότε από την Πρόταση 13, προκύπτει ότι

A „
„

Ir O

O O


και B „

„
Ir O

O O


,

οπότε τελικά A „ B. �

Εφαρμογή 9.6. Ποιες από τις παρακάτω μήτρες είναι ισοδύναμες;

A “

»
——–

2 0 4
1 ´1 1

´1 2 0
3 1 2

fi
ffiffifl B “

»
——–

1 ´1 0
2 4 6
3 ´1 2
0 3 3

fi
ffiffiflΓ “

»
——–

1 2 0
3 4 4
2 1 1

´1 2 ´1

fi
ffiffifl
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Λύση. Θα βρεθούν τα rank των παραπάνω μητρών χρησιμοποιώντας τις γραμμοπράξεις.

A
R1Ñ 1

2
R1

Č

»
——–

1 0 2
1 ´1 1

´1 2 0
3 1 2

fi
ffiffifl

R2ÑR2´R1

R3ÑR3`R1

R4ÑR4´3R1

Č

»
——–

1 0 2
0 ´1 ´1
0 2 2
0 1 ´4

fi
ffiffifl

R2Ñ´R2

Č

»
——–

1 0 2
0 1 1
0 2 2
0 1 ´4

fi
ffiffifl

R3ÑR3´2R2

R4ÑR4´R2

Č

»
——–

1 0 2
0 1 1
0 0 0
0 0 ´5

fi
ffiffifl

R3ØR4

Ć

»
——–

1 0 2
0 1 1
0 0 ´5
0 0 0

fi
ffiffifl

Οπότε, rank A “ 3.

B

R2ÑR2´2R1

R3ÑR3´3R1

Č

»
——–

1 ´1 0
0 6 6
0 2 2
0 3 3

fi
ffiffifl

R2Ñ 1
6

R2

Č

»
——–

1 ´1 0
0 1 1
0 2 2
0 3 3

fi
ffiffifl

R3ÑR3´2R2

R4ÑR4´3R2

Č

»
——–

1 ´1 0
0 1 1
0 0 0
0 0 0

fi
ffiffifl

Οπότε, rank B “ 2.

Γ

R2ÑR2´3R1

R3ÑR3´2R1

R4ÑR4`R1

Č

»
——–

1 2 0
0 ´2 4
0 ´3 1
0 4 ´1

fi
ffiffifl

R2Ñ´ 1
2

R2

Č

»
——–

1 2 0
0 1 ´2
0 ´3 1
0 4 ´1

fi
ffiffifl

R3ÑR3`3R2

R4ÑR4´4R2

Č

»
——–

1 2 0
0 1 ´2
0 0 ´5
0 0 7

fi
ffiffifl

R3Ñ´ 1
5

R3

Č

»
——–

1 2 0
0 1 ´2
0 0 1
0 0 7

fi
ffiffifl

R4ÑR4´7R3

Č

»
——–

1 2 0
0 1 ´2
0 0 1
0 0 0

fi
ffiffifl

Οπότε, rank Γ “ 3.
Κατόπιν τούτων και σύμφωνα με την Πρόταση 15, προκύπτει ότι A „ Γ, ενώ A / B και B / Γ. �
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9.5 Ορίζουσα γραμμικής απεικόνισης

Δίδεται ένας διανυσματικός χώρος pV,`, ¨q, πεπερασμένης διάστασης, επί του σώματος pF,`, ¨q
και μια γραμμική απεικόνιση f : V Ñ V .

´Οπως είναι γνωστό,1 για κάθε ζεύγος διατεταγμένων βάσεων S , S 1 του pV,`, ¨q, οι μήτρες r f , S , S s
και r f , S 1, S 1s είναι όμοιες, οπότε2 ϑα ισχύει ότι

detpr f , S , S sq “ detpr f , S 1, S 1sq.

Δηλαδή, η ορίζουσα της μήτρας της γραμμικής απεικόνισης είναι ανεξάρτητη της επιλογής διατε-

ταγμένων βάσεων. Κατόπιν τούτων, η ορίζουσα detpr f , S , S sq ονομάζεται ορίζουσα της γραμμικής

απεικόνισης f και συμβολίζεται με detp f q, δηλαδή

detp f q “ detpr f , S , S sq.

Παράδειγμα. Να υπολογισθεί η ορίζουσα της γραμμικής απεικόνισης f : R3 Ñ R3, με

f px1, x2, x3q “ p2x1 ´ x2, x2 ` x3, x1 ` x2 ´ x3q.

Λύση. ´Εστω η διατεταγμένη κανονική βάση S “ pe1, e2, e3q του πραγματικού διανυσματικού χώρου

pR3,`, ¨q, με
e1 “ p1, 0, 0q, e2 “ p0, 1, 0q, e3 “ p0, 0, 1q.

Τότε είναι,

f pe1q “ p2, 0, 1q “ 2e1 ` e3,

f pe2q “ p´1, 1, 1q “ ´e1 ` e2 ` e3,

f pe3q “ p0, 1,´1q “ e2 ´ e3,

Άρα, r f , S , S s “

»
–
2 ´1 0
0 1 1
1 1 ´1

fi
fl και επομένως

detp f q “

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 ´1 0
0 1 1
1 1 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1
1 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

`
∣

∣

∣

∣

∣

∣

´1 0
1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 2p´2q ´ 1 “ ´5 �

Παράδειγμα. Να υπολογιστεί η ορίζουσα της γραμμικής απεικόνισης f : P3 Ñ P3, με f ppq “ p1.

Λύση. ´Εστω η διατεταγμένη βάση S “ p1, x, x2, x3q του πραγματικού διανυσματικού χώρου pP3,`, ¨q.
Τότε, είναι

f p1q “ 11 “ 0, f pxq “ x1 “ 1,

f px2q “ px2q1 “ 2x, f px3q “ px3q1 “ 3x2.

1Βλ. Παρατήρηση 5 μετά τον ορισμό των όμοιων μητρών.
2Βλ. Παρατήρηση 3 μετά τον ορισμό των όμοιων μητρών.
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Άρα, r f , S , S s “

»
——–

0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

fi
ffiffifl και επομένως

detp f q “

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0. �

Παράδειγμα. Δίδεται η μήτρα A “ rai js P Mnˆ1pRq και η γραμμική απεικόνιση f : Mnˆ1pRq Ñ
Mnˆ1pRq, με f pXq “ AX. Να αποδειχθεί ότι detp f q “ detpAq.

Λύση. Θεωρούμε την διατεταγμένη κανονική βάση S “ pE1, E2, . . . , Enq του πραγματικού διανυσμα-

τικού χώρου pMnˆnpRq,`, ¨q, όπου

E j “

»
—————————–

0
...

0
1
0
...

0

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

, j P rns

(όπου το 1 εμφανίζεται j στη γραμμή του E j).

Τότε, για κάθε j P rns, ισχύει ότι

f pE jq “

»
———–

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1 j ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2 j ¨ ¨ ¨ a2n

...
...

...
...

an1 an2 ¨ ¨ ¨ an j ¨ ¨ ¨ ann

fi
ffiffiffifl

»
—————————–

0
...

0
1
0
...

0

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

“

»
———–

a1 j

a2 j

...

an j

fi
ffiffiffifl “ a1 jE1 ` a2 jE2 ` ¨ ¨ ¨ ` an jEn,

οπότε r f , S , S s είναι η μήτρα της οποίας, για κάθε j P rns, η j στήλη ισούται με

»
———–

a1 j

a2 j

...

an j

fi
ffiffiffifl, δηλαδή

r f , S , S s “ A και επομένως detp f q “ detpAq. �

Πρόταση 9.16. Αν pV,`, ¨q είναι ένας διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης, επί του

σώματος pF,`, ¨q και f : V Ñ V μια γραμμική απεικόνιση, τότε οι παρακάτω ισχυρισμοί είναι

ισοδύναμοι:

(i) Η f είναι ισομορφισμός.

(ii) detp f q , 0.
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Απόδειξη. Αν S είναι μια διατεταγμένη βάση του διανυσματικού χώρου pV,`, ¨q, τότε ισχύει ότι

detp f q , 0 ô detpr f , S , S sq , 0 ôr f , S , S s αντιστρέψιμη
3

ô f ισομορφισμός. �

Εφαρμογή 9.7. Να υπολογισθεί η ορίζουσα της γραμμικής απεικόνισης f : M2pRq Ñ M2pRq,
με

f

ˆ„
a b

c d

˙
“
„

a ` 2b b ` 2c

c ` 2d d ` 2a



και στη συνέχεια να εξετασθεί αν η f είναι ισομορφισμός.

Λύση. ´Εστω η διατεταγμένη βάση

S “ pA1, A2, A3, A4q
του πραγματικού διανυσματικού χώρου

pM2ˆ2pRq,`, ¨q, με

A1 “
„
1 0
0 0


, A2 “

„
0 1
0 0


, A3 “

„
0 0
1 0


, A4 “

„
0 0
0 1


.

Τότε, είναι

f pA1q “
„
1 0
0 2


“ A1 ` 2A4,

f pA2q “
„
2 1
0 0


“ 2A1 ` A2,

f pA3q “
„
0 2
1 0


“ 2A2 ` A3,

f pA4q “
„
0 0
2 1


“ 2A3 ` A4.

Άρα

detp f q “ |r f , S , S s| “

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 0 0
0 1 2 0
0 0 1 2
2 0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 0
0 1 2
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´ 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 0 0
1 2 0
0 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 1 ´ 16 “ ´15.

Επειδή detp f q , 0, η f είναι ισομορφισμός. �

3Σύμφωνα με την Πρόταση ;5;.
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9.6 Ασκήσεις προς επίλυση

1. Δίδεται η γραμμική απεικόνιση f : R2 Ñ R3

με

f px1, x2q “ px1 ´ x2, 3x2, x1 ´ 2x2q

Να βρεθεί η μήτρα r f , S , T s όταν

i) S “ pe1, e2q και T “ pe1
1, e

1
2, e

1
3q

ii) S “ pe2, e1q και T “ pe1
1
, e1

2
, e1

3
q

iii) S “ pe1, e2q και T “ pe1
1
, e1

3
, e1

2
q

όπου e1 “ p1, 0q, e2 “ p0, 1q, e1
1

“ p1, 0, 0q,
e1
2 “ p0, 1, 0q και e1

3 “ p0, 0, 1q.

2. Δίδεται η γραμμική απεικόνιση f : R2 Ñ R3

με

f px1, x2q “ px1 ` x2, 2x1 ´ x2, 3x2q

Να βρεθεί η μήτρα r f , S , T s όταν

i) S “ pe1, e2q και T “ pe1
1
, e1

2
, e1

3
q

ii) S “ pe2, e1q και T “ pe1
1
, e1

2
, e1

3
q

iii) S “ pe1, e2q και T “ pe1
1
, e1

3
, e1

2
q

όπου e1 “ p1, 0q, e2 “ p0, 1q, e1
1

“ p1, 0, 0q,
e1
2

“ p0, 1, 0q και e1
3

“ p0, 0, 1q.

3. Δίδονται οι πραγματικοί διανυσματικοί χώροι

pM2pRq,`, ¨q και pP2,`, ¨q των 2 ˆ 2 πραγ-

ματικών μητρών, και των πολυωνύμων με

πραγματικούς συντελεστές και βαθμό το πο-

λύ 2 αντίστοιχα, και η γραμμική απεικόνιση

f :M2pRq Ñ P2 με

f

ˆ„
a b

c d

˙
“ pa`bqx2`pa´c´dqx`b`c`d.

Να βρεθούν διατεταγμένες βάσεις S , T των

pM2pRq,`, ¨q και pP2,`, ¨q αντίστοιχα, ώστε

r f , S , T s “

»
–
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

fi
fl .

4. Δίδονται οι διανυσματικοί χώροι (R3,`, ¨q
και pR2,`, ¨q με τις συνήθεις πράξεις τους,

και οι διανυσματικές βάσεις τους S “ pv1, v2, v3q,
και T “ pw1,w2q αντίστοιχα, όπου

v1 “ p0,´2, 3q, v2 “ p1,´1, 2q, v3 “ p1, 0, 1q,

w1 “ p2, 1q, w2 “ p´1, 3q.

Να βρεθεί γραμμική απεικόνιση f : R3 Ñ
R2 με

r f , S , T s “ 1

7

„
´14 ´5 1
7 4 2


.

5. Δίδεται η γραμμική απεικόνιση f : R3 Ñ
R2 με f px1, x2, x3q “ px1 ´ 2x2 ` x3, x1 `
x2 ´ 2x3q και οι διατεταγμένες βάσεις S “
pv1, v2, v3q και W “ pw1,w2q των pR3,`, ¨q
και pR2,`, ¨q αντίστοιχα, με v1 “ p1,´1, 1q,
v2 “ p´1, 0, 1q, v3 “ p1, 2, 0q, w1 “ p1, 1q και

w2 “ p´1, 0q. Να βρεθεί η μήτρα r f , S , T s.

6. ´Εστω η μήτρα

A “

»
–

´2 2 3 3
2 0 1 ´1
2 ´1 ´1 ´2

fi
fl .

Να βρεθούν αντιστρέψιμες μήτρες P,Q με

P´1AQ “

»
–
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

fi
fl .

7. ´Εστω η μήτρα

A “

»
–

1 4 6 5
´3 8 2 5
´3 2 ´4 ´1

fi
fl .

Να βρεθούν αντιστρέψιμες μήτρες P,Q με

P´1AQ “

»
–
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

fi
fl .

8. Ποιες από τις παρακάτω μήτρες είναι ισο-

δύναμες;

A “

»
——–

0 2 2
´6 2 ´4
5 ´5 0
8 16 24

fi
ffiffifl , B “

»
——–

´1 2 4
3 1 2
0 ´2 1
4 0 ´1

fi
ffiffifl ,

C “

»
——–

3 0 9
2 4 6

´1 2 0
5 1 3

fi
ffiffifl .
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9. Ποιες από τις παρακάτω μήτρες είναι ισο-

δύναμες;

A “

»
——–

´1 2 0
6 0 18

´2 ´4 ´6
2 5 3

fi
ffiffifl , B “

»
——–

0 5 5
4 ´4 0

´3 1 ´2
2 18 20

fi
ffiffifl ,

C “

»
——–

4 ´2 0
0 ´2 1
6 2 4

´2 4 8

fi
ffiffifl .

10. Να υπολογισθεί η ορίζουσα της γραμμικής

απεικόνισης f : R3 Ñ R3 με

f px1, x2, x3q “ px1 ´ x2 ` x3, x1 ` x3, x2 ´2x3q.

11. Θεωρούμε τον διανυσματικό χώρο pR4,`, ¨q
με τις συνήθεις πράξεις του και τη γραμμι-

κή απεικόνιση f : R4 Ñ R4 με

f px1, x2, x3, x4q “ px1 ` x2 ´ x3, x1 ` x2,

x1 ´ x2 ` x4,´2x3 ´ 2x2 ` x4q.

Να υπολογισθεί η ορίζουσα της γραμμικής

απεικόνισης f και με τη βοήθεια αυτής να

εξετασθεί αν η f είναι ισομορφισμός.

12. Να υπολογισθεί η ορίζουσα της γραμμικής

απεικόνισης f :M2pRq ÑM2pRq, με

f

ˆ„
a b

c d

˙
“
„

a ´ b b ´ c

c ´ d d ´ a



και στη συνέχεια να εξετασθεί αν η f είναι

ισομορφισμός.
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Κεφάλαιο 10

Εσωτερικό γινόμενο

10.1 Διανυσματικοί χώροι με εσωτερικό γινόμενο

´Εστω V “ pV,`, ¨Rq ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος και x¨, ¨y : V ˆ V Ñ R.
Η απεικόνιση xy ονομάζεται εσωτερικό γινομένο επί του V αν και μόνο αν για κάθε x, y, z P V

και για κάθε a, b P R ισχύει ότι

1. xx, xy ě 0,

2. xx, xy “ 0 ô x “ 0,

3. xx, yy “ xy, xy,

4. xax ` by, zy “ a xx, zy ` b xy, zy.

Στην περίπτωση αυτή έχουμε ένα πραγματικό διανυσματικό χώρο με εσωτερικό γινόμενο και

γράφουμε pV,`, ¨R, xyq. Αν επιπλέον, ο V είναι πεπερασμένης διάστασης, ο διανυσματικός χώρος

λέγεται Ευκλείδειος χώρος.

Μερικές φορές αντί για xx, yy χρησιμοποιείται και ο συμβολισμός x ¨ y.
Παραδείγματα

Παράδειγμα. Για τον διανυσματικό χώρο pRn,`, ¨Rq η απεικόνιση xy : Rn ˆ Rn Ñ R όπου για

κάθε x, y P Rn με x “ px1, x2, . . . , xnq και y “ py1, y2, . . . , ynq ορίζουμε

xx, yy “ x1y1 ` x2y2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnyn

είναι ένα εσωτερικό γινόμενο που λέγεται σύνηθες εσωτερικό γινόμενο επί του R.

Απόδειξη. Πράγματι, έστω x “ px1, . . . , xnq, y “ py1, . . . , ynq, z “ pz1, . . . , znq και a, b P R. Τότε,

(i)
xx, xy “ x1x1 ` ¨ ¨ ¨ xnxn “ x21 ` ¨ ¨ ¨ ` x2n ě 0.

(ii)

xx, xy “ 0 ô x21 ` ¨ ¨ ¨ ` x2n “ 0

ô x1 “ ¨ ¨ ¨ “ xn “ 0

ô x “ p0, 0, . . . , 0q.
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(iii)

xx, yy “ x1y1 ` x2y2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnyn

“ y1x1 ` y2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` ynxn

“ xx, yy .

(iv)

xax ` by, zy “ xapx1, . . . , xnq ` bpy1, . . . , ynq, pz1, . . . , znqy
“ xpax1, . . . , axnq ` pby1, . . . , bynq, pz1, . . . , znqy
“ xpax1 ` by1, . . . , axn ` bynq, pz1, . . . , znqy
“ pax1 ` by1qz1 ` ¨ ¨ ¨ ` paxn ` bynqzn

“ ax1z1 ` ¨ ¨ ¨ ` axnzn ` by1z1 ` ¨ ¨ ¨ ` bynzn

“ apx1z1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnznq ` bpy1z1 ` ¨ ¨ ¨ ` ynznq
“ a xx, zy ` b xy, zy . �

Παρατηρήσεις:

(i) Ο παραπάνω διανυσματικός χώρος είναι Ευκλείδειος, αφού dimRn “ n και η απεικόνιση xy
ορίζει εσωτερικό γινόμενο επί του Rn.

(ii) ´Εστω A “ rai js P Mkˆn, B “ rbi js P Mnˆm και C “ rci js “ AB. ´Οπως είναι γνωστό,

ci j “
nř
λ“1

aiλ ¨ bλ j. Οι γραμμές της A: R1, R2, . . ., Rk και οι στήλες της B: C1, C2, . . ., Cm μπορούν

να ϑεωρηθούν στοιχεία του Rn, οπότε ci j “ xRi,C jy, όπου x y το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο

του Rn.

Στον διανυσματικό χώρο pR3,`, ¨q με το συνήθες εσωτερικό γινόμενο xy : R3 ˆ R3 Ñ R έχουμε

xpx1, x2, x3q, py1, y2, y3qy “ x1y1 ` x2y2 ` x3y3.

´Ετσι,

• xp2, 1,´2q, p´3, 1, 0qy “ ´6 ` 1 ` 0 “ ´5.

• xp1, 2, 3q, p4, 5, 6qy “ 4 ` 10 ` 18 “ 32.

• ´Εστω x “ p´1, 2,´1q, y “ p2, 2, 0q, z “ p´5,´1, 2q. Τότε

x3x ` y, zy “ x3p´1, 2,´1q ` p2, 2, 0q, p´5,´1, 2qy
“ xp´3, 6,´3q ` p2, 2, 0q, p´5,´1, 2qy
“ xp´1, 8,´3q, p´5,´1, 2qy “ 5 ´ 8 ´ 6 “ ´9

και

3 xx, zy ` xy, zy “ 3 xp´1, 2,´1q, p´5,´1, 2qy ` xp2, 2, 0q, p´5,´1, 2qy
“ 3p5 ´ 2 ´ 2q ` p´10 ´ 2 ` 0q “ 3 ¨ 1 ´ 12 “ ´9,

(επαληθεύοντας την ιδιότητα 4 του ορισμού).
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Παράδειγμα. ´Εστω pV,`, ¨q ο πραγματικός διανυσματικός χώρος των συνεχών συναρτήσεων

που ορίζονται στο ra, bs, a ă b. Η απεικόνιση ăą: V2 Ñ R για την οποία

x f , gy “
ż b

a

f pxqgpxqdx, για κάθε f , g P V

είναι ένα εσωτερικό γινόμενο επί του V .

Απόδειξη. Πράγματι, έστω f , g, h P V και λ, µ P R. Τότε

(i) x f , f y “
ż b

a

f 2pxqdx ě
ż b

a

0dx “ 0.

(ii) x f , f y “ 0 ô
ż b

a

f 2pxqdx “ 0
f συνεχήςô f “ 0.

(iii) x f , gy “
ż b

a

f pxqgpxqdx “
ż b

a

gpxq f pxqdx “ xg, f y.

(iv)

xλ f ` µg, hy “
ż b

a

pλ f pxq ` µgpxqqhpxqdx “ λ

ż b

a

f pxqhpxq ` µ

ż b

a

gpxqhpxqdx “ λ ă f , h ą `µ ă g, h ą

Ο διανυσματικός χώρος V δεν είναι Ευκλείδειος. �

Παράδειγμα. ´Εστω pMn,`, ¨q ο πραγματικός διανυσματικός χώρος των n ˆ n μητρών. Η απει-

κόνιση xy :Mn ˆMn Ñ R για την οποία

xA, By “ trpABtq

είναι ένα εσωτερικό γινόμενο επί τουMn.

Απόδειξη. Πράγματι, έστω A, B,C P Mn. Αν R1,R2, . . . ,Rn είναι οι γραμμές της μήτρας A και

R1
1
,R1

2
, . . . ,R1

n οι γραμμές της μήτρας B τότε, όπως αναφέρθηκε σε προηγούμενη παρατήρηση, αν

ϑεωρήσουμε ότι Ri,R
1
i

P Rn για κάθε i P rns τότε

(i)

xA, Ay “ trpAAtq “ xR1,R1y ` xR2,R2y ` ¨ ¨ ¨ ` xRn,Rny ě 0,

όπου xRi,Riy είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο του pRn,`, ¨q, για το οποίο γνωρίζουμε ότι

για κάθε x P Rn είναι xx, xy ě 0.

(ii)

xA, Ay “ 0 ô xR1,R1y ` xR2,R2y ` ¨ ¨ ¨ ` xRn,Rny “ 0

ô xR1,R1y “ xR2,R2y “ ¨ ¨ ¨ “ xRn,Rny “ 0

ô R1 “ R2 “ ¨ ¨ ¨ “ Rn “ p0, 0, . . . , 0q P Rn

ô A “ Onˆn.
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(iii)

xA, By “ trpABtq
“ xR1,R

1
1y ` xR2,R

1
2y ` ¨ ¨ ¨ ` xRn,R

1
ny

“ xR1
1,R1y ` xR1

2,R2y ` ¨ ¨ ¨ ` xR1
n,Rny

“ trpBAtq “ xB, Ay .

(iv) ´Εστω λ, µ P R. Τότε,
xλA ` µB,Cy “ trppλA ` µBqCtq

“ trpλACt ` µBCtq
“ trpλACtq ` trpµBCtq
“ λtrpACtq ` µtrpBCtq
“ λ xA,Cy ` µ xB,Cy .

Ο διανυσματικός χώρος Mn είναι Ευκλείδειος, αφού dimpMnq “ n. �

Πρόταση 10.1. ´Εστω V “ pV,`, ¨q ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος με εσωτερικό

γινόμενο xy. Τότε,

(1) xax, yy “ xx, ayy “ a xx, yy.

(2) xax, ayy “ a2 xx, yy.

(3) x0, xy “ xx,0y “ 0.

(4) x , 0 ô xx, xy ą 0.

(5) xa1x1 ` ¨ ¨ ¨ anxn, yy “ a1 xx1, yy ` ¨ ¨ ¨ ` an xxn, yy.

(6) xx, ay ` bzy “ a xx, yy ` b xx, zy.

(7) xax ` by, ax ` byy “ a2 xx, xy ` 2ab xx, yy ` b2 xy, yy.

(8)

C
ř

pPrns
apxp,

ř
qPrms

bqyq

G
“

ř
pp,qqPrnsˆrms

apbq xxp, yqy.

(9) xx, yy “ 0 ô xax, byy “ 0.

(10) xx, yy “ 0 ô xax, yy “ 0,
xx, yy “ 0 ô xx, ayy “ 0.

(11) xx, zy “ xy, zy ô xx ´ y, zy “ 0.

Παραδείγματα (Για το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο στο R3.)

1. Ισχύει ότι

x2p1, 2, 3q, p´1,´1, 5qy “ xp2, 4, 6q, p´1,´1, 5qy “ p´2q ` p´4q ` 30 “ 24

και

2 xp1, 2, 3q, p´1,´1, 5qy “ 2pp´1q ` p´2q ` 15q “ 2 ¨ 12 “ 24,

(επαληθεύοντας την ιδιότητα 1).
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2. Ισχύει ότι

x2p1, 3, 5q, 2p1, 3, 5qy “ 4 xp1, 3, 5q, p1, 3, 5qy,
(επαληθεύοντας την ιδιότητα 2).

Πράγματι,

2p1, 3, 5q, 2p1, 3, 5q “ xp2, 6, 10q, p2, 6, 10qy “ 4 ` 36 ` 100 “ 140,

και

4 xp1, 3, 5q, p1, 3, 5qy “ 4p4 ` 9 ` 25q “ 4 ¨ 35 “ 140.

3. Ισχύει ότι

xp1, 2, 3q, 5p´1,´1, 2q ` 3p1,´1, 4qy “ 5 xp1, 2, 3q, p´1,´1, 2qy ` 3 xp1, 2, 3q, p1,´1, 4qy ,

(επαληθεύοντας την ιδιότητα 6).

Πράγματι,

xp1, 2, 3q, 5p´1,´1, 2q ` 3p1,´1, 4qy “ xp1, 2, 3q, p´5 ` 3,´5 ´ 3, 10 ` 12qy
“ xp1, 2, 3q, p´2,´8, 22qy “ ´2 ´ 16 ` 66 “ 48

και

5 xp1, 2, 3q, p´1,´1, 2qy ` 3 xp1, 2, 3q, p1,´1, 4qy “ 5p´1 ´ 2 ` 6q ` 3p1 ´ 2 ` 12q
“ 5 ¨ 3 ` 3 ¨ 11 “ 15 ` 33 “ 48.

4. Ισχύει ότι

xp2, 3,´1q, p4,´1, 5qy “ 8 ´ 3 ´ 5 “ 0.

Άρα και

x7p2, 3,´1q, 3p4,´1, 5qy “ 0.

Πράγματι,

x7p2, 3,´1q, 3p4,´1, 5qy “ xp14, 21,´7q, p12,´3, 15qy “ 14 ¨ 12 ` 21p´3q ` p´7q ¨ 15 “ 0.

(επαληθεύοντας την ιδιότητα 9).

Πρόταση 10.2 (Ανισότητα Cauchy  Schwarz). ´Εστω pV,`, ¨q ένας πραγματικός διανυσματι-

κός χώρος με εσωτερικό γινόμενο xy. Τότε,
∣

∣

∣xx, yy
∣

∣

∣ ď
b

xx, xy ¨
b

xy, yy

όπου |a| είναι η απόλυτη τιμή του a. Η ισότητα ισχύει μόνο αν τα x, y είναι γραμμικώς εξαρτη-

μένα.

Απόδειξη. ´Εστω x, y P V . Αρκεί να δειχθεί ότι

xx, xy xy, yy ´ xx, yy2 ě 0

Αν x “ 0, τότε προφανώς η ανισότητα ισχύει.
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´Εστω ότι x , 0. (Η απόδειξη είναι αρκετά τεχνική και χρησιμοποιεί επανειλημμένα την ιδιότητα

xax, yy “ xx, ayy “ a xx, yy.) Ισχύει ότι

xx, xy xy, yy ´ xx, yy2 “ xx, xy xy, yy ´ xx, yy xx, yy
“ xxx, xy y, yy ´ xxx, yy x, yy
“ xxx, xy y ´ xx, yy x, yy

“ 1

xx, xy xxx, xyy ´ xx, yy x, xx, xy yy

“ 1

xx, xy xxx, xyy ´ xx, yy x, xx, xy y ´ xx, yy x ` xx, yy xy

“ 1

xx, xy xxx, xyy ´ xx, yy x, xx, xy y ´ xx, yy xy

` 1

xx, xy xxx, xy y ´ xx, yy x, xx, yy xy

Θα δείξουμε ότι

xxx, xy y ´ xx, yy x, xx, yy xy “ 0

Πράγματι,

xxx, xy y ´ xx, yy x, xx, yy xy “ xxx, xy y, xx, yy xy ´ xxx, yy x, xx, yy xy
“ xx, xy xy, xx, yy xy ´ xx, yy xx, xx, yy xy
“ xx, xy xx, yy xy, xy ´ xx, yy xx, yy xx, xy “ 0

Άρα,

xx, xy xy, yy ´ xx, yy2 “ 1

xx, xy xxx, xy y ´ xx, yy x, xx, xyy ´ xx, yy xy ě 0,

διότι xz, zy ě 0 για κάθε z P V . (Εδώ z “ xx, xyy ´ xx, yy x.)
Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν

xxx, xy y ´ xx, yy x, xx, xy y ´ xx, yy xy “ 0

ή, ισοδύναμα αν και μόνο αν

xx, xy y ´ xx, yy x “ 0

και επειδή xx, xy , 0 έπεται ότι τα x, y είναι γραμμικώς εξαρτημένα. �

Παρατηρήσεις:

1. Στην απόδειξη της ανισότητας CauchySchwarz αποδείχθηκε η σχέση

xxx, xy y ´ xx, yy x, xx, yy xy “ 0,

την ερμηνεία της οποίας ϑα δούμε σε επόμενη παράγραφο που αφορά τις προβολές διανυ-

σμάτων.

2. Η ανισότητα Cauchy  Schwarz ϑεωρείται από τις πιο σημαντικές ανισότητες. Με τη βοήθειά

της, μπορούν να αποδειχθούν πολλές άλλες ανισότητες.
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Παραδείγματα

Στον Rn με το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο, αν x “ px1, x2, . . . , xnq και y “ py1, y2, . . . , ynq, τότε έχουμε

ότι

xx, yy “ x1y1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnyn “
nÿ

k“1

xkyk,

b
xx, xy “

b
x2
1

` ¨ ¨ ¨ ` x2n “
˜

nÿ

k“1

x2k

¸ 1
2

και
b

xy, yy “
b

y2
1

` ¨ ¨ ¨ ` y2n “
˜

nÿ

k“1

y2k

¸ 1
2

.

Επομένως, ˇ̌
ˇ̌
ˇ

nÿ

k“1

xkyk

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

˜
nÿ

k“1

x2k

¸ 1
2
˜

nÿ

k“1

y2k

¸ 1
2

,

ή, ισοδύναμα, υψώνοντας στο τετράγωνο,

px1y1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnynq2 ď px21 ` ¨ ¨ ¨ ` x2nqpy21 ` ¨ ¨ ¨ ` y2nq.

Από την ανισότητα αυτή μπορούν να προκύψουν διάφορες ανισότητες ως ειδικές περιπτώσεις:

Παράδειγμα. Να δειχθεί ότι για κάθε a, b P R ισχύει ότι

a2 ` b2 ` p1 ´ a ´ bq2 ě 1

3
.

Λύση. Από την προηγούμενη ανισότητα για x1 “ a, x2 “ b, x3 “ 1 ´ a ´ b και y1 “ 1, y2 “ 1 και

y3 “ 1 ισχύει ότι

pa ¨ 1 ` b ¨ 1 ` p1 ´ a ´ bq ¨ 1q2 ď pa2 ` b2 ` p1 ´ a ´ bq2q ¨ p12 ` 12 ` 12q ô
12 ď pa2 ` b2 ` p1 ´ a ´ bq2q ¨ 3 ô

1

3
ď a2 ` b2 ` p1 ´ a ´ bq2

Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν τα διανύσματα pa, b, 1´a´bq και p1, 1, 1q είναι γραμμικώς εξαρτημένα,
δηλαδή όταν a “ b “ 1 ´ a ´ b “ λ για κάποιο λ P R, επομένως

λ “ 1 ´ λ ´ λ ô λ “ 1

3

άρα, η ισότητα ισχύει όταν

a “ b “ 1

3
.

Πράγματι, ισχύει ότι ˆ
1

3

˙2

`
ˆ
1

3

˙2

`
ˆ
1 ´ 1

3
´ 1

3

˙2

“ 1

3
. �
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Παράδειγμα. Να βρεθεί η ελάχιστη τιμή της παράστασης

px ` 1q2 ` py ´ 2q2 ` p2x ` 3y ´ 8q2

Λύση. Αν τεθεί x “ px ` 1, y ´ 2, 2x ` 3y ´ 8q τότε

xx, xy “ px ` 1q2 ` py ´ 2q2 ` p2x ` 3y ´ 8q2.

Προκειμένου να εφαρμόσουμε την προηγούμενη ιδέα αναζητούμε διάνυσμα y “ pc1, c2, c3q P R3zt0u
έτσι ώστε η παράσταση Π όπου:

Π “ xx, yy “ xpx ` 1, y ´ 2, 2x ` 3y ´ 8q, pc1, c2, c3qy “ c1px ` 1q ` c2py ´ 2q ` c3p2x ` 3y ´ 8q

να μην περιέχει x και y.

Ισχύει ότι

Π “ pc1 ` 2c3qx ` pc2 ` 3c3qy ` c1 ´ 2c2 ´ 8c3.

Πρέπει #
c1 ` 2c3 “ 0

c2 ` 3c3 “ 0
ô

#
c1 “ ´2c3

c2 “ ´3c3

Άρα, αν επιλέξουμε για παράδειγμα c3 “ ´1 έχουμε ότι c1 “ 2, c2 “ 3, y “ p2, 3,´1q και Π “
2 ´ 2 ¨ 3 ´ 8 ¨ p´1q “ 4.

Για τα διανύσματα x “ px ` 1, y ´ 2, 2x ` 3y ´ 8q και y “ p2, 3,´1q από την ανισότητα Cauchy 
Schwarz προκύπτει ότι

xx, yy2 ď xx, xy xy, yy ô
p2px ` 1q ` 3py ´ 2q ` p´1qp2x ` 3y ´ 8qq2 ď ppx ` 1q2 ` py ´ 2q2 ` p2x ` 3y ´ 8q2qp22 ` 32 ` p´1q2q

ή, ισοδύναμα

42 ď ppx ` 1q2 ` py ´ 2q2 ` p2x ` 3y ´ 8q2q ¨ 14
άρα,

px ` 1q2 ` py ´ 2q2 ` p2x ` 3y ´ 8q2 ě 16

14

Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν τα διανύσματα x “ px ` 1, y ´ 2, 2x ` 3y ´ 8q και y “ p2, 3,´1q
είναι γραμμικώς εξαρτημένα, δηλαδή όταν x “ λy, για κάποιο λ P R, δηλαδή

$
’&
’%

x ` 1 “ 2λ

y ´ 2 “ 3λ

2x ` 3y ´ 8 “ p´1qλ

οπότε

4 “ xx, yy “ xλy, yy “ λ xy, yy “ 14λ

επομένως

λ “ 4

14
άρα

x “ ´ 6

14
, y “ 40

14
.

Τότε

px ` 1q2 “
ˆ
2 ¨ 4

14

˙2
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py ´ 2q2 “
ˆ
3 ¨ 4

14

˙2

p2x ` 3y ´ 8q2 “
ˆ

´ 4

14

˙2

και

px ` 1q2 ` py ´ 2q2 ` p2x ` 3y ´ 8q2 “ 82 ` 122 ` 42

142
“ 64 ` 144 ` 16

142
“ 16

14
. �

10.2 Διανυσματικοί χώροι με norm

´Εστω V “ pV,`, ¨Rq ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος και ‖ ‖ : V Ñ R.
Η απεικόνιση ‖ ‖ λέγεται norm επί του V αν και μόνο αν για κάθε x, y P V και για κάθε a P R

ισχύει ότι

1. ‖x‖ ě 0,

2. ‖x‖ “ 0 ô x “ 0,

3. ‖x ` y‖ ď ‖x‖` ‖y‖ (τριγωνική ανισότητα),

4. ‖ax‖ “ |a| ‖x‖.

Το pV, ‖ ‖q λέγεται πραγματικός διανυσματικός χώρος με norm.

Παραδείγματα

Παράδειγμα. Η απεικόνιση ‖ ‖ : Rn Ñ R όπου, αν x “ px1, . . . , xnq, τότε

‖x‖ “ |x1|` ¨ ¨ ¨ ` |xn|

είναι μια norm επί του pRn,`, ¨q.

Απόδειξη. Πράγματι, αν x “ px1, . . . , xnq, y “ py1, . . . , ynq, τότε

i)

‖x‖ “ |x1|` ¨ ¨ ¨ ` |xn| ě 0.

ii)

‖x‖ “ 0 ô |x1|` ¨ ¨ ¨ ` |xn| “ 0

ô x1 “ ¨ ¨ ¨ “ xn “ 0

ô x “ p0, . . . , 0q “ 0.

iii)

‖x ` y‖ “
∥

∥

∥px1 ` y1, . . . , xn ` ynq
∥

∥

∥

“ |x1 ` y1|` ¨ ¨ ¨ ` |xn ` yn|

ď |x1|` |y1|` ¨ ¨ ¨ ` |xn|` |yn|

“ p|x1|` ¨ ¨ ¨ ` |xn|q ` p|y1|` ¨ ¨ ¨ ` |yn|q
“ ‖x‖` ‖y‖ .
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iv)

‖ax‖ “
∥

∥

∥apx1, . . . , xnq
∥

∥

∥ “
∥

∥

∥pax1, . . . , axnq
∥

∥

∥

“ |ax1|` ¨ ¨ ¨ ` |axn| “ |a| |x1| ` ¨ ¨ ¨ ` |a| |xn|

“ |a| p|x1|` ¨ ¨ ¨ ` |xn|q “ |a| ‖x‖ . �

Παρατήρηση: Η norm αυτή ονομάζεται 1norm και συνήθως συμβολίζεται με ‖ ‖1. Προφανώς,

αυτό το παράδειγμα για n “ 1 αποδεικνύει ότι η απόλυτη τιμή είναι norm στο R.

Παράδειγμα. Η απεικόνιση ‖ ‖ : Rn Ñ R όπου, αν x “ px1, . . . , xnq, τότε

‖x‖ “ maxt|x1| , . . . , |xn|u

είναι μια norm επί του pRn,`, ¨q.

Απόδειξη. Πράγματι, αν x “ px1, . . . , xnq, y “ py1, . . . , ynq, τότε

i)

‖x‖ “ maxt|x1| , . . . , |xn|u ě 0.

ii)

‖x‖ “ 0 ô maxt|x1| , . . . , |xn|u “ 0

ô |x1| “ ¨ ¨ ¨ “ |xn| “ 0

ô x “ p0, . . . , 0q “ 0.

iii)

‖x ` y‖ “
∥

∥

∥px1 ` y1, . . . , xn ` ynq
∥

∥

∥

“ maxt|x1 ` y1| , ¨ ¨ ¨ , |xn ` yn|u
ď maxt|x1|` |y1| , ¨ ¨ ¨ , |xn|` |yn|u
ď maxt|x1| , . . . , |xn|u ` maxt|y1| , . . . , |yn|u
“ ‖x‖` ‖y‖ .

iv)

‖ax‖ “
∥

∥

∥apx1, . . . , xnq
∥

∥

∥

“
∥

∥

∥pax1, . . . , axnq
∥

∥

∥

“ maxt|ax1| , ¨ ¨ ¨ , |axn|u
“ maxt|a| |x1| , ¨ ¨ ¨ ` |a| |xn|u
“ |a|maxt|x1| , ¨ ¨ ¨ , |xn|u
“ |a| ‖x‖ . �

Παρατήρηση: Η norm αυτή ονομάζεται max norm και συνήθως συμβολίζεται με ‖ ‖8.
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Παράδειγμα. Αποδεικνύεται (άσκηση) ότι η απεικόνιση ‖ ‖ : Rn Ñ R όπου, αν x “ px1, x2, . . . , xnq,
τότε

‖x‖ “ p|x1|p ` |x2|p ` ¨ ¨ ¨ ` |xn|
pq1{p

όπου p P N˚ είναι μια norm επί του pRn,`, ¨q, η οποία ονομάζεται pnorm και συμβολίζεται με

‖ ‖p.

Παράδειγμα. Η απεικόνιση ‖ ‖ : V Ñ R όπου pV,`, ¨q το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων

που ορίζονταιαʹ στο ra, bs και αν f P V τότε

‖ f ‖ “ maxt
∣

∣

∣ f pxq
∣

∣

∣ : x P ra, bsu,

είναι μια norm επί του V .

αʹΚάθε συνεχής συνάρτηση ορισμένη σε κλειστό διάστημα είναι φραγμένη.

Απόδειξη. Πράγματι, αν f , g P V τότε

i)

‖ f ‖ “ maxt
∣

∣

∣ f pxq
∣

∣

∣ : x P ra, bsu ě 0.

ii)

‖ f ‖ “ 0 ô maxt
∣

∣

∣ f pxq
∣

∣

∣ : x P ra, bsu “ 0

ô
∣

∣

∣ f pxq
∣

∣

∣ “ 0 για κάθε x P ra, bs
ô f pxq “ 0 για κάθε x P ra, bs.

iii)

‖ f ` g‖ “ maxt
∣

∣

∣ f pxq ` gpxq
∣

∣

∣ : x P ra, bsu
ď maxt

∣

∣

∣ f pxq
∣

∣

∣`
∣

∣

∣gpxq
∣

∣

∣ : x P ra, bsu
ď maxt

∣

∣

∣ f pxq
∣

∣

∣ : x P ra, bsu ` maxt
∣

∣

∣gpxq
∣

∣

∣ : x P ra, bsu
“ ‖ f ‖` ‖g‖ .

iv)

‖a f ‖ “ maxt
∣

∣

∣a f pxq
∣

∣

∣ : x P ra, bsu
“ maxt|a|

∣

∣

∣ f pxq
∣

∣

∣ : x P ra, bsu
“ |a|maxt

∣

∣

∣ f pxq
∣

∣

∣ : x P ra, bsu
“ |a| ‖ f ‖ . �

Παράδειγμα. ´Εστω ‖ ‖ οποιαδήποτε norm διανυσμάτων του Rn. Η απεικόνιση ‖ ‖ :Mmˆn Ñ R,
όπου A PMmˆn και x P Rn, με

‖A‖ “ sup
x,0

‖Ax‖

‖x‖

είναι μια norm επί του pMmˆn,`, ¨q.
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Απόδειξη. Πράγματι, αν A, B PMmˆn τότε

i)

‖A‖ “ sup
x,0

‖Ax‖

‖x‖
ě 0.

ii)

‖A‖ “ 0 ô sup
x,0

‖Ax‖

‖x‖
“ 0

ô sup
x,0

‖Ax‖ “ 0

ô ‖Ax‖ “ 0 για κάθε x P Rn.

ô Ax “ O για κάθε x P Rn.

ô A “ O.

iii)

‖A ` B‖ “ sup
x,0

∥

∥

∥pA ` Bqx
∥

∥

∥

‖x‖

“ sup
x,0

‖Ax ` Bx‖

‖x‖

ď sup
x,0

‖Ax‖` ‖Bx‖
‖x‖

ď sup
x,0

‖Ax‖

‖x‖
` sup

x,0

‖Bx‖

‖x‖

“ ‖A‖` ‖B‖ .

iv)

‖aA‖ “ sup
x,0

‖aAx‖

‖x‖

“ sup
x,0

|a| ‖Ax‖

‖x‖

“ |a| sup
x,0

‖Ax‖

‖x‖

“ |a| ‖A‖ . �

Παρατήρηση: Οι norm μητρών που ορίζονται με βάση κάποια norm του Rn, όπως στο προηγούμενο

παράδειγμα, αντιμετωπίζουν τις μήτρες ως τελεστές (γραμμικές απεικονίσεις). Υπάρχουν όμως και

άλλοι τρόποι να ορίσουμε norm μητρών, όπως για παράδειγμα η Frobenius norm που ορίζεται σε

επόμενη ενότητα.

Επίσης για τις norm μητρών, που ορίζονται όπως στο παράδειγμα, ισχύουν οι παρακάτω ιδι-

ότητες

Πρόταση 10.3. ´Εστω ‖ ‖ οποιαδήποτε norm διανυσμάτων του Rn και

‖A‖ “ sup
x,0

‖Ax‖

‖x‖
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η αντίστοιχη norm μήτρας. Για κάθε A, B PMmˆn και x P Rn ισχύει ότι:

(i) ‖Ax‖ ď ‖A‖ ‖x‖.

(ii) ‖AB‖ ď ‖A‖ ‖B‖.

Απόδειξη.

(i) Αν x “ 0 η ανισότητα ισχύει. Αν x , 0, προφανώς

‖Ax‖

‖x‖
ď sup

y,0

‖Ay‖

‖y‖

οπότε
‖Ax‖

‖x‖
ď ‖A‖ô ‖Ax‖ ď ‖A‖ ‖x‖ .

(ii) Από την προηγούμενη ιδιότητα, για κάθε x , 0 ισχύει ότι

∥

∥

∥ApBxq
∥

∥

∥ ď ‖A‖ ‖Bx‖ ď ‖A‖ ‖B‖ ‖x‖ô ‖ABx‖

‖x‖
ď ‖A‖ ‖B‖

ô sup
x,0

‖ABx‖

‖x‖
ď ‖A‖ ‖B‖

ô ‖AB‖ ď ‖A‖ ‖B‖ . �

Πρόταση 10.4. ´Εστω ‖ ‖ οποιαδήποτε norm διανυσμάτων του Rn και

‖A‖ “ sup
x,0

‖Ax‖

‖x‖

η αντίστοιχη norm μήτρας. Για κάθε A PMmˆn και x “ px1, x2, . . . , xnq P Rn ισχύει ότι:

(i) Αν ‖x‖ “ maxt|x1| , |x2| , . . . , |xn|u, τότε ‖A‖ “ max
1ďiďm

nř
j“1

∣

∣

∣ai j

∣

∣

∣.

(ii) Αν ‖x‖ “ |x1|` |x2|` ¨ ¨ ¨ ` |xn|, τότε ‖A‖ “ max
1ď jďn

mř
i“1

∣

∣

∣ai j

∣

∣

∣.

(iii) Αν ‖x‖ “
b

x2
1

` x2
2

` ¨ ¨ ¨ ` x2n, τότε ‖A‖ ισούται με την (ϑετική) τετραγωνική ρίζα της

μεγαλύτερης ιδιοτιμής της μήτρας AtA.

Επιπλέον, για τις norm εύκολα αποδεικνύονται οι παρακάτω ιδιότητες:

Πρόταση 10.5. ´Εστω V “ pV,`, ¨Fq ένας διανυσματικός χώρος με norm (όπου F “ R ή C).

Τότε,

(i) ‖0‖ “ 0.

(ii) x , 0 ô ‖x‖ ą 0.

(iii) ‖´x‖ “ ‖x‖.

(iv) ‖x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn‖ ď ‖x1‖` ‖x2‖` ¨ ¨ ¨ ` ‖xn‖.
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(v) | ‖x‖´ ‖y‖ | ď ‖x ` y‖.

(vi) | ‖x‖´ ‖y‖ | ď ‖x ´ y‖.

Παρατήρηση: Επειδή ορίζονται τόσες πολλές norm σε ένα διανυσματικό χώρο V (για παράδειγμα

στον Rn ορίζονται άπειρες το πλήθος norm) τίθεται το ερώτημα κατά πόσον οι διαφορετικές norm
είναι συμβατές μεταξύ τους. Το επόμενο αποτέλεσμα μας εξασφαλίζει ότι σε ένα διανυσματικό

χώρο πεπερασμένης διάστασης όλες οι norm είναι κατά κάποιο τρόπο ισοδύναμες.

Πρόταση 10.6. Αν ‖ ‖a και ‖ ‖b είναι δύο norm σε ένα διανυσματικό χώρο πεπερασμένης δι-

άστασης, τότε υπάρχουν σταθερές m, M P R τέτοιες ώστε για κάθε x P Rn να ισχύει ότι

m ‖x‖a ď ‖x‖b ď M ‖x‖a .

10.3 Εσωτερικό γινόμενο και norm

Στις προηγούμενες ενότητες, το εσωτερικό γινόμενο και η norm ορίσθηκαν ανεξάρτητα μεταξύ

τους. Στην ενότητα αυτή ϑα δούμε ένα ‘‘φυσικό’’ τρόπο να ορίσουμε μια norm σε ένα διανυσματικό

χώρο με εσωτερικό γινόμενο.

´Εστω V “ pV,`, ¨q ένας πραγματικός δ.χ. με εσωτερικό γινόμενο xy. Για κάθε x P V ορίζουμε

‖x‖ “
b

xx, xy.

Η απεικόνιση ‖ ‖ : V Ñ R είναι μια norm επί του V . Πράγματι, για κάθε x, y P V ισχύει ότι

1. ‖x‖ “
a

xx, xy ě 0.

2. ‖x‖ “ 0 ô
a

xx, xy “ 0 ô xx, xy “ 0 ô x “ 0.

3. ‖x ` y‖ “
a

xx ` y, x ` yy “
a

xx, xy ` 2 xx, yy ` xy, yy “
ba

xx, xy2 ` 2 xx, yy `
a

xy, yy2

ď
ba

xx, xy2 ` 2
∣

∣

∣xx, yy
∣

∣

∣ `
a

xy, yy2 ď
ba

xx, xy2 ` 2
a

xx, xy
a

xy, yy `
a

xy, yy2

“
c´a

xx, xy `
a

xy, yy
¯2

“
a

xx, xy `
a

xy, yy “ ‖x‖` ‖y‖.

4. ‖ax‖ “
a

xax, axy “
a

a2 xx, xy “ |a|
a

xx, xy “ |a| ‖x‖.

Ο μη αρνητικός, πραγματικός αριθμός ‖x‖ ονομάζεται norm (ή μήκος) του διανύσματος x.

(Προφανώς, ισχύει ότι ‖x‖2 “ xx, xy.)

Παρατήρηση: Στα επόμενα, αν δεν αναφέρεται διαφορετικά, ϑα χρησιμοποιείται ο παραπάνω

ορισμός της norm για τα στοιχεία ενός διανυσματικού χώρου pV, xyq.

Παραδείγματα

1. Για τον Rn και το συνήθες εσωτερικό γινόμενο

∥

∥

∥px1, . . . , xnq
∥

∥

∥ “
b

xpx1, . . . , xnq, px1, . . . , xnqy “
b

x2
1

` ¨ ¨ ¨ ` x2n “
˜

nÿ

k“1

x2k

¸ 1
2
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2. Για τον pMn,`, ¨q και το εσωτερικό γινόμενο xy : Mn Ñ R, όπου αν A, B P Mn τότε είναι

xA, By “ trpABtq, έχουμε ότι

‖A‖ “
b

xA, Ay “
b

trpAAtq “

gffe
nÿ

i“1

nÿ

j“1

a2
i j
,

δηλαδή, η norm της μήτρας A είναι η τετραγωνική ρίζα του αθροίσματος των τετραγώνων των

στοιχείων της και ονομάζεται Frobenius norm.

Παρατήρηση: Η norm του Frobenius έχει ενδιαφέρουσες ιδιότητες: Ισχύει ότι

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

»
–

1 2 3
´1 7 2
0 4 ´4

fi
fl
∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

“ 12 ` 22 ` 32 ` p´1q2 ` 72 ` 22 ` 02 ` 42 ` p´4q2

“ p12 ` 22 ` 32q ` pp´1q2 ` 72 ` 22q ` p02 ` 42 ` p´4q2q
“
∥

∥

∥p1, 2, 3q
∥

∥

∥

2 `
∥

∥

∥p´1, 7, 2q
∥

∥

∥

2 `
∥

∥

∥p0, 4,´4q
∥

∥

∥

2

“ p12 ` p´1q2 ` 02q ` p22 ` 72 ` 42q ` p32 ` 22 ` p´4q2q
“
∥

∥

∥p1,´1, 0q
∥

∥

∥

2 `
∥

∥

∥p2, 7, 4q
∥

∥

∥

2 `
∥

∥

∥p3, 2,´4q
∥

∥

∥

2

δηλαδή το τετράγωνο της norm της μήτρας είναι το άθροισμα των τετραγώνων των norm των

διανυσμάτων που ορίζουν οι γραμμές της ή οι στήλες της.

´Εστω x P V . Το διάνυσμα x λέγεται μοναδιαίο αν και μόνο αν ‖x‖ “ 1.

Για κάθε μη μηδενικό διάνυσμα x P V , το διάνυσμα
1

‖x‖
x είναι μοναδιαίο.

Πράγματι,

∥

∥

∥

∥

∥

1

‖x‖
x

∥

∥

∥

∥

∥

“
∣

∣

∣

∣

∣

1

‖x‖

∣

∣

∣

∣

∣

‖x‖ “ 1

‖x‖
‖x‖ “ 1.

Αν x , 0 και ‖x‖ , 1, τότε η εύρεση του διανύσματος
1

‖x‖
x λέγεται κανονικοποίηση του x.

Παράδειγμα: Αν x “ p2, 4, 4q τότε

‖x‖ “
a

22 ` 42 ` 42 “ 6.

Η κανονικοποίηση του x γίνεται βρίσκοντας το διάνυσμα

1

‖x‖
x “ 1

6
p2, 4, 4q “

ˆ
1

3
,
2

3
,
2

3

˙
.

Το διάνυσμα
`
1

3
, 2
3
, 2
3

˘
είναι μοναδιαίο. Πράγματι,

∥

∥

∥

∥

∥

∥

ˆ
1

3
,
2

3
,
2

3

˙∥
∥

∥

∥

∥

∥

“
c

1

9
` 4

9
` 4

9
“ 1.

Παρατήρηση: Προφανώς, για τη norm διανυσμάτων ισχύουν όλες οι ιδιότητες που προκύπτουν

από τις προτάσεις 10.1 και 10.5.

Με τη βοήθεια αυτών, μπορούν να αποδειχθούν διάφορα αποτελέσματα:

Παραδείγματα
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1. Για κάθε x “ px1, x2, . . . , xnq, y “ py1, y2, . . . , ynq P Rn ισχύει ότι

‖x ` y‖ ď ‖x‖` ‖y‖ .

Είναι

‖x ` y‖ “
b

px1 ` y1q2 ` ¨ ¨ ¨ ` pxn ` ynq2 “
˜

nÿ

k“1

pxk ` ykq2
¸ 1

2

και

‖x‖` ‖y‖ “
b

x2
1

` ¨ ¨ ¨ ` x2n `
b

y2
1

` ¨ ¨ ¨ ` y2n “
˜

nÿ

k“1

x2k

¸ 1
2

`
˜

nÿ

k“1

y2k

¸ 1
2

.

Άρα,

˜
nÿ

k“1

pxk ` ykq2
¸ 1

2

ď
˜

nÿ

k“1

x2k

¸ 1
2

`
˜

nÿ

k“1

y2k

¸ 1
2

(Ανισότητα Minkowski.)

2. Από την Πρόταση 10.2 προκύπτει μια μορφή της ανισότητας Cauchy  Schwarz, η οποία

συνδέει εσωτερικό γινόμενο και norm διανυσμάτων. Για κάθε x, y P V ισχύει ότι
∣

∣

∣xx, yy
∣

∣

∣ ď ‖x‖ ¨ ‖y‖ .

Η ισότητα ισχύει μόνο αν τα διανύσματα x, y είναι γραμμικώς εξαρτημένα.

10.4 Γωνία διανυσμάτων

´Εστω ο Ευκλείδειος χώρος pV, xyq και x, y , 0. Τότε, αφού

| xx, yy | ď ‖x‖ ‖y‖ô ´1 ď xx, yy
‖x‖ ‖y‖

ď 1,

υπάρχει θ P r0, πs, τέτοιο ώστε

cos θ “ xx, yy
‖x‖ ‖y‖

Ο αριθμός θ ονομάζεται γωνία των διανυσμάτων x, y και το πηλίκο αυτό ονομάζεται συνημίτονο

της γωνίας των x, y.

Παραδείγματα Για x “ p1, 1, 4q και y “ p2, 7, 7q είναι

cos θ “ xp1, 1, 4q, p2, 7, 7qya
xp1, 1, 4q, p1, 1, 4qy

a
xp2, 7, 7q, p2, 7, 7qy

“ 1 ¨ 2 ` 1 ¨ 7 ` 4 ¨ 7?
12 ` 12 ` 42

?
22 ` 72 ` 72

“ 37

6
?
51

οπότε θ “ arccos
37

6
?
51

» π

5.943
» π

6
.

Για x “ p1,´1, 2q και y “ p2, 6, 2q είναι

cos θ “ xp1,´1, 2q, p2, 6, 2qya
xp1,´1, 2q, p1,´1, 2qy

a
xp2, 6, 2q, p2, 6, 2qy

“ 1 ¨ 2 ` p´1q ¨ 6 ` 2 ¨ 2a
12 ` p´1q2 ` 22

?
22 ` 62 ` 22

“ 0?
6

?
44

οπότε θ “ arccos 0 “ π

2
.
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Εφαρμογή 10.1. ´Εστω ότι έχουμε μια συλλογή από n έγγραφα κειμένου D1, D2, . . ., Dn στην

οποία πρόκειται να κάνουμε αρκετές αναζητήσεις με λέξεις κλειδιά (keywords) ή όρους (terms).

´Ενας κλασσικός τρόπος για να αυξήσουμε την ταχύτητα των αναζητήσεων είναι να κάνου-

με προεπεξεργασία των εγγράφων και να φτιάξουμε μια μήτρα όρων – εγγράφων (term by

document) D η οποία έχει διαστάσεις m ˆ n, όπου m είναι ο αριθμός των διαφορετικών λέξεων

κλειδιών ή όρων, στην οποία το στοιχείο της i-γραμμής και j-στήλης είναι ο αριθμός των εμφα-

νίσεων του όρου ti στο έγγραφο D j.

´Ετσι, για παράδειγμα σε μια συλλογή με 9 έγγραφα D1, D2, . . ., D9 για την οποία μας

ενδιαφέρει η αναζήτηση με λέξεις κλειδιά που μπορούν να επιλεγούν μεταξύ 5 όρων t1, t2, t3, t4,

t5 δημιουργήθηκε η παρακάτω μήτρα όρων - εγγράφων:

D “

D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7 D8 D9

t1 1 1 2 0 1 0 1 0 1
t2 0 1 0 1 0 1 1 0 0
t3 0 2 0 2 0 1 0 1 1
t4 1 0 1 0 1 0 2 1 0
t5 1 2 1 0 0 1 0 0 1

(Σύμφωνα με την μήτρα D, το έγγραφο D3 περιέχει δύο εμφανίσεις του όρου t1, καμία εμφάνιση

των όρων t2, t3 και από μια εμφάνιση των όρων t4, t5.)

Αν υποθέσουμε ότι αναζητούμε τους όρους t2 και t4 και t5 ποιο έγγραφο από τα 9 ταιριάζει

καλύτερα στην αναζήτησή μας;

Λύση. Εξετάζοντας μια-μία όλες τις στήλες της μήτρας D παρατηρούμε ότι κανένα έγγραφο δεν

περιέχει ακριβώς αυτούς τους όρους.

Σύμφωνα με την αναπαράσταση αυτή καθένα από τα έγγραφα D1, D2, . . ., D9 αντιστοιχεί σε

ένα διάνυσμα που ανήκει σε ένα χώρο 5 διαστάσεων με άξονες τα t1, t2, . . ., t5, ή ισοδύναμα ένα

διάνυσμα του R5. Προκειμένου να επιλέξουμε ποιό από τα D1, D2, . . ., D9 ταιριάζει καλύτερα στην

αναζήτησή μας, ϑεωρουμε επίσης ότι η αναζήτησή μας αντιστοιχεί στο διάνυσμα

q “ p0, 1, 0, 1, 1q

(Στην ϑέση i του q εμφανίζεται 1 αν η αναζήτησή μας περιέχει τον όρο ti, αλλιώς εμφανίζεται 0.)
Υπολογίζουμε την ομοιότητα ανάμεσα στο q και τα έγγραφα D1, D2, . . ., D9 με βάση το συνημίτο-

νο της γωνίας που σχηματίζει διάνυσμα q με καθένα από τα διανύσματα-στήλες που αντιστοιχούν

σε κάθε έγγραφο Di, i “ 1, 2, . . . , 9.
´Ετσι, αν θ1, θ2, . . ., θ9 είναι οι γωνίες μεταξύ του q και των D1, D2, . . ., D9 αντίστοιχα, τότε

cos θ1 “ xq,D1y
‖q‖ ‖D1‖

“ xp0, 1, 0, 1, 1q, p1, 0, 0, 1, 1qy
‖0, 1, 0, 1, 1‖ ‖1, 0, 0, 1, 1‖

“ 2

3
» 0.666666

cos θ2 “ xq,D2y
‖q‖ ‖D2‖

“ xp0, 1, 0, 1, 1q, p1, 1, 2, 0, 2qy
‖0, 1, 0, 1, 1‖ ‖1, 1, 2, 0, 2‖

“ 3?
30

» 0.547723

cos θ3 “ xq,D3y
‖q‖ ‖D3‖

“ xp0, 1, 0, 1, 1q, p2, 0, 0, 1, 1qy
‖0, 1, 0, 1, 1‖ ‖2, 0, 0, 1, 1‖

“ 2?
18

» 0.471405

cos θ4 “ xq,D4y
‖q‖ ‖D4‖

“ xp0, 1, 0, 1, 1q, p0, 1, 2, 0, 0qy
‖0, 1, 0, 1, 1‖ ‖0, 1, 2, 0, 0‖

“ 1?
15

» 0.258199

cos θ5 “ xq,D5y
‖q‖ ‖D5‖

“ xp0, 1, 0, 1, 1q, p1, 0, 0, 1, 0qy
‖0, 1, 0, 1, 1‖ ‖1, 0, 0, 1, 0‖

“ 1?
6

» 0.408248
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cos θ6 “ xq,D6y
‖q‖ ‖D6‖

“ xp0, 1, 0, 1, 1q, p0, 1, 1, 0, 1qy
‖0, 1, 0, 1, 1‖ ‖0, 1, 1, 0, 1‖

“ 2

3
» 0.666666

cos θ7 “ xq,D7y
‖q‖ ‖D7‖

“ xp0, 1, 0, 1, 1q, p1, 1, 0, 2, 0qy
‖0, 1, 0, 1, 1‖ ‖1, 1, 0, 2, 0‖

“ 1?
2

» 0.707107

cos θ8 “ xq,D8y
‖q‖ ‖D8‖

“ xp0, 1, 0, 1, 1q, p0, 0, 1, 1, 0qy
‖0, 1, 0, 1, 1‖ ‖0, 0, 1, 1, 0‖

“ 1?
6

» 0.408248

cos θ9 “ xq,D9y
‖q‖ ‖D9‖

“ xp0, 1, 0, 1, 1q, p1, 0, 1, 0, 1qy
‖0, 1, 0, 1, 1‖ ‖1, 0, 1, 0, 1‖

“ 1

3
» 0.333333

Με βάση τους υπολογισμούς μας, η μικρότερη γωνία εμφανίζεται μεταξύ του q και του D7 (διότι

όσο μεγαλύτερο το συνημίτονο της γωνίας θ, τόσο μικρότερη η γωνία θ). Επομένως, το έγγραφο D7

ταιριάζει καλύτερα στην αναζήτηση των όρων t2, t4 και t5 σε σχέση με τα υπόλοιπα έγγραφα της

συλλογής μας.

Επιπλέον, με βάση τα συνημίτονα που υπολογίσαμε μπορούμε να διάταξουμε σε φθίνουσα

σειρά (ως προς το ταίριασμα με την αναζήτησή μας) τα έγγραφα της συλλογής ως εξής:

D7,D1,D6,D2,D3,D5,D8,D9,D4.

Παρατήρηση: Αν δύο έγγραφα περιέχουν ακριβώς τις ίδιες εμφανίσεις που αφορούν όρους της

αναζήτησής μας q, αλλά περιέχουν επιπλέον όρους που δεν περιέχονται στην αναζήτησή μας (π.χ.

τα D1, D3, όπου το D1 περιέχει μια εμφάνιση του όρου t1 που δεν εμφανίζεται στην αναζήτηση

q, ενώ το D3 περιέχει δύο εμφανίσεις του όρου t1), τότε προτιμάται αυτό που περιέχει λιγότερους

επιπλέον όρους (αφού με βάση τον τύπο του συνημιτόνου, τα εσωτερικά γινόμενα με το q στον

αριθμητή είναι ίσα για τα δύο έγγραφα (π.χ. xq,D1y “ xq,D3y “ 2), ενώ το έγγραφο που περιέχει

περισσότερους επιπλέον όρους οι οποίοι δεν περιλαμβάνονται στην αναζήτηση ϑα έχει μεγαλύτερη

νόρμα (π.χ. ‖D3‖ “
?
6 ą

?
3 “ ‖D1‖), επομένως μεγαλύτερο παρανομαστή, οπότε και μικρότερο

συνημίτονο (πράγματι, cos θ1 “ 2?
9

ą 2?
18

“ cos θ3.)). �

10.5 Διανυσματικοί μετρικοί χώροι

´Εστω E , H. Η απεικόνιση d : E ˆ E Ñ R ονομάζεται μετρική επί του E αν και μόνο αν, για

κάθε x, y, z P E ισχύουν:

1. dpx, yq ě 0,

2. dpx, yq “ 0 ñ x “ y,

3. dpx, yq “ dpy, xq,

4. dpx, yq ď dpx, zq ` dpz, yq (τριγωνική ανισότητα).

Ο αριθμός dpx, yq ονομάζεται απόσταση των x, y.

Το ζεύγος pE, dq ονομάζεται μετρικός χώρος αν και μόνο αν η d είναι μια μετρική επί του E.

Επίσης, αν H , E1 Ď E, d μια μετρική επί του E και d1 ο περιορισμός της d στο E1 ˆ E1, τότε

αποδεικνύεται ότι η d1 είναι μια μετρική επί του E1. Ο μετρικός χώρος pE1, d1q ονομάζεται μετρικός

υπόχωρος του pE, dq.

Αν V “ pV,`, ¨Fq, είναι ένας διανυσματικός χώρος και d είναι μια μετρική επί του V , το ζεύγος

pV, dq ονομάζεται διανυσματικός μετρικός χώρος.
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Παράδειγμα: ´Ενας διανυσματικός μετρικός χώρος, για τον pR2,`, ¨Rq δημιουργείται από τη μετρική

d : R2 ˆ R2 Ñ R
η οποία ορίζεται ως εξής:

Για x “ px1, x2q, y “ py1, y2q P R2,

dpx, yq “
b

px1 ´ y1q2 ` px2 ´ y2q2 P R

Πράγματι, ισχύει ότι

1. dpx, yq “
a

px1 ´ y1q2 ` px2 ´ y2q2 ě 0

2. dpx, yq “ 0 ô
a

px1 ´ y1q2 ` px2 ´ y2q2 “ 0 ô px1 ´ y1q2 ` px2 ´ y2q2 “ 0 ô
x1 ´ y1 “ 0 και x2 ´ y2 “ 0 ô x1 “ y1 και x2 “ y2 ô px1, y1q “ px2, y2q ô x “ y

3. dpx, yq “
a

px1 ´ y1q2 ` px2 ´ y2q2 “
a

py1 ´ x1q2 ` py2 ´ x2q2 “ dpy, xq

4. Επίσης αποδεικνύεται (άσκηση) ότι

dpx, yq ď dpx, zq ` dpz, yq

Η επόμενη πρόταση συνδέει το εσωτερικό γινόμενο και την norm διανυσμάτων με τις μετρικές.

Πρόταση 10.7. Εστω V “ pV,`, ¨q ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γι-

νόμενο x y. Η απεικόνιση d : V ˆ V Ñ R, με

dpx, yq “ ‖x ´ y‖ , για κάθε x, y P V,

είναι μια μετρική επί του V .

Απόδειξη. ´Εστω x, y, z P V . Ισχύει ότι

1. dpx, yq “ ‖x ´ y‖ ě 0.

2. dpx, yq “ 0 ô ‖x ´ y‖ “ 0 ô x ´ y “ 0 ô x “ y.

3. dpx, yq “ ‖x ´ y‖ “
∥

∥

∥p´1qpy ´ xq
∥

∥

∥ “ |´1| ‖y ´ x‖ “ dpy, xq.

4. dpx, yq “ ‖x ´ y‖ “ ‖x ´ z ` z ´ y‖ ď ‖x ´ z‖` ‖z ´ y‖ “ dpx, zq ` dpz, yq. �

Πόρισμα 10.8. ´Ενας πραγματικός διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο είναι και με-

τρικός χώρος, αφού μπορούμε να ορίσουμε ‖x‖ “ xx, xy.

Εφαρμογή 10.2. ´Εστω v1, v2, . . . , vn ένα σύνολο n σημείων του Rm. Το κέντρο βάρους των

v1, v2, . . . , vn ορίζεται ως

C “ 1

n
pv1 ` v2 ` ¨ ¨ ¨ ` vnq

Για παράδειγμα, για τα σημεία v1 “ p1, 2, 1q, v2 “ p1, 1, 1q, v3 “ p´1, 2, 2q, v4 “ p2, 1,´1q του R3 το

κέντρο βάρους είναι το σημείο

C “ 1

4
pv1 ` v2 ` v3 ` v4q “

ˆ
3

4
,
6

4
,
3

4

˙

305



Δίδεται η 25 ˆ 2 μήτρα P της οποίας οι γραμμές αναπαριστούν τις συντεταγμένες 25 σημείων

του R2.

P “

v1 1.5 2.1
v2 1.3 3.15
v3 1.4 4.1
v4 2.1 2.2
v5 2.2 5.1
v6 3.15 8.1
v7 3.2 9.2
v8 3.3 10.25
v9 3.5 11.15
v10 3.1 12.1
v11 3.4 13.2
v12 4 10.2
v13 4.1 11.1
v14 4.15 12.5
v15 4.2 13.6
v16 5.1 9.7
v17 5.3 11.1
v18 6.1 1.4
v19 6.4 2.3
v20 6.2 3.8
v21 7.1 1.4
v22 7.2 2.5
v23 7.15 3.3
v24 8.1 3.1
v25 8.4 4.5

Να χωρισθούν τα 25 σημεία v1, v2, . . ., v25 σε 3 ομάδες (συστάδες) έτσι ώστε τα αθροίσματα των

αποστάσεων κάθε σημείου από το κέντρο βάρους της ομάδας στην οποία ανήκει να είναι όσο

το δυνατόν μικρότερο.

Λύση. ´Ενας απλός επαναληπτικός αλγόριθμος για την διαμέριση σημείων του Rn σε k ομάδες είναι

ο λεγόμενος αλγόριθμος K-means.

Για την εφαρμογή του αλγορίθμου πρέπει να επιλέξουμε το αριθμό των ομάδων k καθώς επίσης

και την μετρική που ϑα χρησιμοποιήσουμε για τον υπολογισμό των αποστάσεων.

Η διατύπωση του αλγορίθμου K-means είναι πολύ απλή:

Είσοδος: ´Ενα σύνολο σημείων δεδομένων v1, v2, . . . , vn του Rm, ένας φυσικός αριθμός k

´Εξοδος: ´Ενα σύνολο k σημείων κέντρων βαρών C1, C2, . . ., Ck.

Βήμα 1 Αρχικά επιλέγονται τυχαία k σημεία C1, C2, . . ., Ck του Rm, τα οποία αποτελούν τα προσωρινά

κέντρα βάρους των ζητούμενων k ομάδων. Για κάθε σημείο v1, v2, . . ., vn υπολογίζονται οι

αποστάσεις του από τα k κέντρων βαρών C1, C2, . . ., Ck και τοποθετείται στην ομάδα με το

πλησιέστερο κέντρο βάρους.

Βήμα 2 Στην συνέχεια υπολογίζονται τα κέντρα βάρους C1, C2, . . ., Ck κάθε ομάδας με βάση τα σημεία

vi που τοποθετήθηκαν σε αυτή.

Βήμα 3 ´Επειτα υπολογίζονται εκ νέου οι αποστάσεις των σημείων vi, i “ 1, . . . , n από τα κέντρα

βάρους C j, j “ 1, . . . , k και το καθένα τοποθετείται στην ομάδα με το πλησιέστερο κέντρο

βάρους.
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Βήμα 4 Επαναλαμβάνουμε τα βήματα 2 και 3 μέχρις ότου να μην υπάρχει καμία αλλαγή στις τοπο-

ϑετήσεις των σημείων vi, i “ 1, . . . , n, ή μέχρις ότου τα κέντρα βάρους C j, j “ 1, . . . , k να

αλλάζουν πολύ λίγο από την προηγούμενη επανάληψη.

Για παράδειγμα, έστω ότι επιλέγουμε ως προσωρινά κέντρα των 3 ζητούμενων ομάδων σημείων

τα σημεία

C1 “ p1, 1q,C2 “ p5, 5q,C3 “ p8, 8q
και έστω ότι επιλέγουμε ως μετρική (απόσταση) στο R2 την συνάρτηση d : R2 ˆ R2 Ñ R με

dpx, yq “
b

px1 ´ y1q2 ` px2 ´ y2q2

για κάθε x “ px1, x2q, y “ py1, y2q P R2.

Τότε οι αποστάσεις κάθε σημείου vi από κάθε ένα από τα κέντρα C1, C2, C3 είναι

vi dpvi,C1q dpvi,C2q dpvi,C3q Ομάδα

v1 1.2083 4.54533 8.77838 1
v2 2.17083 4.13673 8.27118 1
v3 3.1257 3.7108 7.66616 1
v4 1.62788 4.03113 8.27345 1
v5 4.272 2.80179 6.4846 2
v6 7.41839 3.61006 4.85103 2
v7 8.48999 4.56946 4.94773 2
v8 9.53166 5.51838 5.21081 3
v9 10.4533 6.33028 5.49295 3
v10 11.2969 7.34983 6.38905 3
v11 12.4338 8.35464 6.94262 3
v12 9.67678 5.29528 4.56508 3
v13 10.565 6.16604 4.98197 3
v14 11.9236 7.54801 5.9222 3
v15 13. 8.63713 6.76757 3
v16 9.61769 4.70106 3.36155 3
v17 10.9772 6.10737 4.11096 3
v18 5.11566 3.76431 6.86804 2
v19 5.55428 3.04138 5.9203 2
v20 5.90593 1.69706 4.56946 2
v21 6.1131 4.16773 6.66108 2
v22 6.37887 3.33017 5.55788 2
v23 6.56601 2.74089 4.77624 2
v24 7.40405 3.63593 4.90102 2
v25 8.18596 3.43657 3.52278 2

Υπολογίζουμε ξανά τα κέντρα βαρών των 3 ομάδων με βάση την τοποθέτηση που κάναμε:

C1 “ 1

4
pv1 ` v2 ` v3 ` v4q “ p1.575, 2.8875q

C2 “ 1

11
pv5 ` v6 ` v7 ` v18 ` v19 ` v20 ` v21 ` v22 ` v23 ` v24 ` v25q “ p5.92727, 4.06364q

C3 “ 1

10
pv8 ` v9 ` v10 ` v11 ` v12 ` v13 ` v14 ` v15 ` v16 ` v17q “ p4.015, 11.49q
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Υπολογίζουμε ξανά τις αποστάσεις κάθε σημείου vi από κάθε ένα από τα (νέα) κέντρα C1, C2,

C3:

vi dpvi,C1q dpvi,C2q dpvi,C3q Ομάδα

v1 0.791063 4.8432 9.72097 1
v2 0.380173 4.71661 8.77079 1
v3 1.22506 4.52742 7.83903 1
v4 0.865033 4.25689 9.48532 1
v5 2.29908 3.86867 6.64276 1
v6 5.44525 4.89953 3.49862 3
v7 6.5183 5.81551 2.4307 3
v8 7.56188 6.72113 1.43137 3
v9 8.48378 7.49054 0.61711 3
v10 9.33787 8.51919 1.09969 3
v11 10.4727 9.47946 1.81723 3
v12 7.70411 6.4319 1.29009 3
v13 8.5919 7.26975 0.399155 3
v14 9.95142 8.62153 1.01898 3
v15 11.0294 9.69152 2.11809 3
v16 7.67045 5.69675 2.09316 3
v17 9.0178 7.06426 1.34288 3
v18 4.76322 2.66923 10.3032 2
v19 4.86064 1.8259 9.49444 2
v20 4.71416 0.379325 7.99439 2
v21 5.72174 2.91037 10.5511 2
v22 5.63833 2.01614 9.53752 2
v23 5.59024 1.4416 8.76951 2
v24 6.52846 2.37684 9.33163 2
v25 7.0129 2.51094 8.25157 2

Παρατηρήστε ότι στην επανάληψη αυτή έγιναν ορισμένες αλλαγές: Στο σημείο v5 από την

ομάδα 2 τοποθετήθηκε τώρα στην ομάδα 1, τα σημεία v6, v7 από την ομάδα 2 μετακινήθηκαν στην

ομάδα 3.

Υπολογίζουμε ξανά τα κέντρα βαρών των 3 ομάδων με βάση την (νέα) τοποθέτηση που κάναμε:

C1 “ 1

5
pv1 ` v2 ` v3 ` v4 ` v5q “ p1.7, 3.33q

C2 “ 1

8
pv18 ` v19 ` v20 ` v21 ` v22 ` v23 ` v24 ` v25q “ p7.08125, 2.7875q

C3 “ 1

12
pv6 ` v7 ` v8 ` v9 ` v10 ` v11 ` v12 ` v13 ` v14 ` v15 ` v16 ` v17q “ p3.875, 11.0167q

Υπολογίζουμε ξανά τις αποστάσεις κάθε σημείου vi από κάθε ένα από τα (νέα) κέντρα C1, C2,
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C3:

vi dpvi,C1q dpvi,C2q dpvi,C3q Ομάδα

v1 1.24615 5.62343 9.22758 1
v2 0.438634 5.7926 8.27741 1
v3 0.826378 5.83089 7.34618 1
v4 1.19871 5.01578 8.9936 1
v5 1.83927 5.40132 6.14922 1
v6 4.98552 6.60889 3.00546 3
v7 6.05862 7.49562 1.93805 3
v8 7.10256 8.36581 0.95836 3
v9 8.02449 9.09707 0.397987 3
v10 8.88104 10.1278 1.33198 3
v11 10.0153 11.0441 2.23437 3
v12 7.24478 8.02741 0.826211 3
v13 8.13221 8.83094 0.239925 3
v14 9.49165 10.1452 1.50858 3
v15 10.5699 11.1898 2.60366 3
v16 7.22059 7.19083 1.79842 3
v17 8.56346 8.50121 1.42743 3
v18 4.80467 1.69941 9.87074 2
v19 4.81154 0.83771 9.07505 2
v20 4.52448 1.3423 7.58198 2
v21 5.73454 1.38763 10.1431 2
v22 5.56227 0.311059 9.14275 2
v23 5.45008 0.517091 8.3829 2
v24 6.40413 1.0656 8.97356 2
v25 6.80139 2.16142 7.93366 2

Παρατηρήστε ότι στην επανάληψη αυτή δεν έγινε καμία αλλαγή στις ομάδες. Επομένως, ο

αλγόριθμος ολοκληρώθηκε. Τα ζητούμενα κέντρα είναι τα σημεία

C1 “ p1.7, 3.33q ,C2 “ p7.08125, 2.7875q ,C3 “ p3.875, 11.0167q

και οι 3 ομάδες είναι τα παρακάτω σύνολα:

tv1, v2, v3, v4, v5u

tv8, v9, v10, v11, v12, v13, v14, v15, v16, v17u

tv18, v19, v20, v21, v22, v23, v24, v25u

Επειδή τα σημεία vi ανήκουν στο επίπεδο R2 μπορούμε να δούμε και οπτικά την διαδικασία

εκτέλεσης του αλγορίθμου K-means
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3. Νέος υπολογισμός των C1, C2, C3 4. Δημιουργία νέων ομάδων
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5. Νέος υπολογισμός των C1, C2, C3 6. Δημιουργία τελικών ομάδων

Παρατηρήσεις: Ο αλγόριθμος K-means διαθέτει πολλές παραλλαγές.

Η απόδοσή του εξαρτάται από την μορφή των δεδομένων, από την μετρική που επιλέγουμε

και από την αρχική επιλογή των k κέντρων βαρών. Συνήθως, γίνονται πολλές εκτελέσεις του

αλγορίθμου με διαφορετικές αρχικές επιλογές κέντρων βαρών και επιλέγεται η διαμέριση που έχει

το μικρότερο συνολικό άθροισμα αποστάσεων κάθε σημείου από το κέντρο βάρους της ομάδας στην

οποία ανήκει.

Το οπτικό πλεονέκτημα που είχαμε στο παράδειγμα μας δεν υφίσταται σε χώρους με διάσταση

4 ή παραπάνω. �

10.6 Ορθογωνιότητα

Στα επόμενα ϑεωρούμε τον πραγματικό διανυσματικό χώρο V “ pV,`, ¨Rq με εσωτερικό γινόμενο

xy. ´Εστω x, y P V . Το x ονομάζεται ορθογώνιο (ή κάθετο) στο y αν και μόνο αν

xx, yy “ 0

(άρα και xy, xy “ 0, δηλαδή και το y είναι ορθογώνιο στο x).

Άρα, λέμε ότι τα x, y είναι ορθογώνια ή κάθετα, και γράφουμε x K y.

Προφανώς, αν x, y είναι ορθογώνια τότε για κάθε a, b P R και τα ax και by είναι επίσης

ορθογώνια.

Παράδειγμα: Τα διανύσματα p1,´1, 1q, p´2,´1, 1q του R3, με το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο, είναι

ορθογώνια. Πράγματι, ισχύει ότι xp1,´1, 1q, p´2,´1, 1qy “ 1 ¨ p´2q ` p´1q ¨ p´1q ` 1 ¨ 1 “ 0.

´Εστω H , A Ď V .

(1) Το σύνολο A ονομάζεται ορθογώνιο αν και μόνο αν για κάθε x, y P A ισχύει ότι

x , y ñ xx, yy “ 0.

(´Ενα μονοσύνολο ϑεωρείται πάντα ορθογώνιο.)
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(2) Το A ονομάζεται ορθοκανονικό αν και μόνο αν για κάθε x, y P A ισχύει ότι

x , y ñ xx, yy “ 0 και ‖x‖ “ 1.

Πρόταση 10.9. ´Εστω pV, xyq και H , A Ď Vzt0u. Αν A είναι ορθογώνιο, τότε είναι και

ελεύθερο, (δηλαδή τα στοιχεία του είναι γραμμικά ανεξάρτητα).

Απόδειξη. ´Εστω ότι το A αποτελείται από τα ορθογώνια (ανά δύο) διανύσματα v1, v2, . . . , vn με

vk , 0 για κάθε k P rns. Θεωρούμε την εξίσωση

λ1v1 ` λ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λkvk ` ¨ ¨ ¨ ` λnvn “ 0

Για κάθε k P rns ισχύει ότι

xvk, λ1v1 ` λ2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λkvk ` ¨ ¨ ¨ ` λnvny “ xvk,0y

ισοδύναμα

xvk, λ1v1y ` xvk, λ2v2y ` ¨ ¨ ¨ ` xvk, λkvky ` ¨ ¨ ¨ ` xvk, λnvny “ 0 ô

λ1 xvk, v1y ` λ2 xvk, v2y ` ¨ ¨ ¨ ` λk xvk, vky ` ¨ ¨ ¨ ` λn xvk, vny “ 0
xvk,v jy“0, k, j

ðñ
λk xvk, vky “ 0 ô
λk ‖vk‖

2 “ 0
vk,0ñ

λk “ 0

Επομένως, λ1 “ λ2 “ ¨ ¨ ¨ “ λn “ 0. Άρα, τα v1, v2, . . . , vn είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. �

Πόρισμα 10.10. ´Εστω pV, xyq και H , A Ď Vzt0u. Αν A είναι ορθοκανονικό, τότε είναι και

ελεύθερο.

Παρατήρηση: Από την προηγούμενη πρόταση προκύπτει ότι η ορθογωνιότητα συνεπάγεται την

γραμμική ανεξαρτησία, αλλά δεν ισχύει το αντίστροφο. Επίσης, σε χώρους με πεπερασμένη διάστα-

ση προκύπτει ότι υπάρχει περιορισμός στον αριθμό των ορθογώνιων διανυσμάτων. Συγκεκριμένα:

Πόρισμα 10.11. ´Εστω pV, xyq και dim V “ n. Για κάθε ορθογώνιο σύνολο A Ď V ισχύει ότι

|A| ď n.

Πρόταση 10.12 (Πυθαγόρειο Θεώρημα). ´Εστω pV, xyq και x, y P V με x K y. Τότε

‖x ` y‖2 “ ‖x‖2 ` ‖y‖2 .

Απόδειξη. Ισχύει ότι xx, yy “ xy, xy “ 0. Επομένως,

‖x ` y‖2 “ xx ` y, x ` yy “ xx, x ` yy ` xy, x ` yy
“ xx, xy ` xx, yy ` xy, xy ` xy, yy
“ xx, xy ` xy, yy “ ‖x‖2 ` ‖y‖2 . �
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10.7 Ορθοκανονικές βάσεις

´Εστω ο πραγματικός διανυσματικός χώρος pV, xyq και H , B Ď V .

Το σύνολο B λέγεται ορθογώνια βάση του V αν B είναι βάση του V και B είναι ορθογώνιο

σύνολο.

Αντίστοιχα, το σύνολο B λέγεται ορθοκανονική βάση του V αν B είναι βάση του V και B

ορθοκανονικό σύνολο.

Παράδειγμα: Η κανονική βάση te1, e2, . . . , enu του pRn, xyq, όπου xy είναι το σύνηθες εσωτερικό

γινόμενο είναι ορθοκανονική.

(Υπενθύμιση: e1 “ p1, 0, 0, . . . , 0q, e2 “ p0, 1, 0, . . . , 0q, . . ., en “ p0, 0, 0, . . . , 1q και xpx1, . . . , xnq, py1, . . . , ynqy “
x1y1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnyn.)

Πράγματι, για κάθε i P rns ισχύει ότι

‖ei‖ “
b

xei, eiy “

gfffe
C

p0, 0, . . . , 1loooomoooon
i ϑέσεις

, . . . , 0q, p0, 0, . . . , 1loooomoooon
i ϑέσεις

, . . . , 0q
G

“
?
0 ` 0 ` ¨ ¨ ¨ ` 1 ` ¨ ¨ ¨ ` 0 “

?
1 “ 1,

ενώ για i , j (με i ă j)

xei, e jy “
C

p
j ϑέσειςhkkkkkkikkkkkkj

0, . . . , 1loomoon
i ϑέσεις

, . . . , 0, . . . , 0q, p
j ϑέσειςhkkkkkkikkkkkkj

0, . . . , 0loomoon
i ϑέσεις

, . . . , 1, . . . , 0q
G

“ 0¨0 ` 0¨0 ` ¨ ¨ ¨ 1 ¨ 0 ` ¨ ¨ ¨ ` 0¨1 ` ¨ ¨ ¨ ` 0¨0 “ 0.

Επομένως, πράγματι η βάση αυτή είναι ορθοκανονική.

Η απόδειξη μπορεί να γίνει και χρησιμοποιώντας το σύμβολο δέλτα του Kronecker

δi j “
#
1, αν i “ j

0, αν i , j

ως εξής: Για κάθε i, j P t1, 2, . . . , nu,

ei “ pδ1,i, δ2,i, . . . , δn,iq,
e j “ pδ1, j, δ2, j, . . . , δn, jq,

οπότε

xei, e jy “ δ1,i ¨ δ1, j ` δ2,i ¨ δ2, j ` ¨ ¨ ¨ ` δn,i ¨ δn, j.

Άρα, για i , j, είναι xei, e jy “ 0 (αφού, για κάθε k “ 1, 2, . . . , n, τουλάχιστον ένα από τα δk,i, δk, j

είναι ίσο με μηδέν και άρα

δ1,iδ1, j “ δ2,iδ2, j “ ¨ ¨ ¨ “ δk,iδk, j “ 0,

οπότε xei, e jy “ 0).
Επίσης, xei, eiy “ 1 και άρα

‖ei‖ “
b

xei, eiy “
?
1 “ 1

(αφού xei, eiy “ δ2
1,i

` δ2
2,i

` ¨ ¨ ¨ ` δ2
n,i

και μόνο το δ2
i,i

“ 1 ενώ όλα τα άλλα είναι ίσα με 0).

Παρατήρηση: ´Εστω pV, xyq και tv1, v2, . . . , vnu Ď V . Το σύνολο tv1, v2, . . . , vnu είναι ορθοκανονικό

αν και μόνο αν για κάθε i, j είναι

xvi, v jy “ δi, j.

Δηλαδή, είναι xvi, viy “ 1, ενώ i , j ñ xvi, v jy “ 0.
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Πρόταση 10.13. ´Εστω pV, xyq διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο, tx1, x2, . . . , xnu Ď V

και

x “ a1x1 ` a2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` anxn.

όπου a1, a2, . . ., an P R. Αν το σύνολο tx1, x2, . . . , xnu είναι ορθοκανονικό, τότε ισχύει ότι

ak “ xx, xky , για κάθε k “ 1, 2, . . . , n.

Απόδειξη. Πράγματι,

xx, xky “ xa1x1 ` a2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` akxk ` ¨ ¨ ¨ ` anxn, xky
“ a1 xx1, xky ` a2 xx2, xky ` ¨ ¨ ¨ ` ak xxk, xky ` ¨ ¨ ¨ ` an xxn, xky
“ a1δ1,k ` a2δ2,k ` ¨ ¨ ¨ ` akδk,k ` ¨ ¨ ¨ ` anδn,k

“ a1 ¨ 0 ` a2 ¨ 0 ` ¨ ¨ ¨ ` ak ¨ 1 ` ¨ ¨ ¨ ` an ¨ 0
“ ak. �

Πόρισμα 10.14. ´Εστω pV, xyq με dimV “ n και tx1, x2, . . . , xnu μια ορθοκανονική βάση του V.

Τότε, για κάθε x P V ισχύει ότι

x “ xx, x1y x1 ` xx, x2y x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xx, xny xn.

Ομοίως αποδεικνύεται και η παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 10.15. ´Εστω pV, xyq διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο, tx1, x2, . . . , xnu Ď V

και

x “ a1x1 ` a2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` anxn.

όπου a1, a2, . . ., an P R. Αν το σύνολο tx1, x2, . . . , xnu είναι ορθογώνιο, τότε ισχύει ότι

ak “ xx, xky
‖xk‖

2
, για κάθε k “ 1, 2, . . . , n.

Παράδειγμα: Στο διανυσματικό χώρο pR3,`, ¨q, το σύνολο tx1, x2, x3u, όπου x1 “
´

1?
2
, 0,´ 1?

2

¯
,

x2 “
´

1?
3
, 1?

3
, 1?

3

¯
, x3 “

´
1?
6
,´ 2?

6
, 1?

6

¯
είναι ορθοκανονικό (Άσκηση). Άρα, αποτελεί μια ορθοκα-

νονική βάση του pR3,`, ¨q. Το διάνυσμα x “ p1,´1, 1q P R3 γράφεται λοιπόν, ως προς την παραπάνω

βάση, ως εξής:

x “ xx, x1y x1 ` xx, x2y x2 ` xx, x3y x3,

όπου

xx, x1y “
B

p1,´1, 1q ,
ˆ

1?
2
, 0,´ 1?

2

˙F
“ 0,

xx, x2y “
B

p1,´1, 1q ,
ˆ

1?
3
,

1?
3
,

1?
3

˙F
“ 1?

3
,

xx, x3y “
B

p1,´1, 1q ,
ˆ

1?
6
,´ 2?

6
,

1?
6

˙F
“ 4?

6
,

δηλαδή

p1,´1, 1q “ 0

ˆ
1?
2
, 0,´ 1?

2

˙
` 1?

3

ˆ
1?
3
,

1?
3
,

1?
3

˙
` 4?

6

ˆ
1?
6
,´ 2?

6
,

1?
6

˙
.
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Πρόταση 10.16. ´Εστω pV, xyq διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο, tx1, x2, . . . , xnu Ď
Vzt0u, και tx1, x2, . . . , xnu ορθογώνιο. Για κάθε x P V , ισχύει ότι το διάνυσμα

y “ x ´ xx, x1y
‖x1‖

2
x1 ´ xx, x2y

‖x2‖
2
x2 ´ ¨ ¨ ¨ ´ xx, xny

‖xn‖
2
xn,

είναι ορθογώνιο με κάθε xk, k P rns, δηλαδή xy, xky “ 0, για κάθε k “ 1, 2, . . . , n.

Απόδειξη. Πράγματι, για κάθε k P rns ισχύει ότι

xy, xky “
B
x ´ xx, x1y

‖x1‖
2
x1 ´ xx, x2y

‖x2‖
2
x2 ´ ¨ ¨ ¨ ´ xx, xky

‖xk‖
2
xk ´ ¨ ¨ ¨ ´ xx, xny

‖xn‖
2
xn, xk

F

“ xx, xky ´ xx, x1y
‖x1‖

2
xx1, xky ´ xx, x2y

‖x2‖
2

xx2, xky ´ ¨ ¨ ¨ ´ xx, xky
‖xk‖

2
xxk, xky ´ ¨ ¨ ¨ ´ xx, xny

‖xn‖
2

xxn, xky

“ xx, xky ´ xx, xky
‖xk‖

2
xxk, xky

“ xx, xky ´ xx, xky
‖xk‖

2
‖xk‖

2 “ 0. �

Παρατήρηση: Αν το x P V είναι γραμμικώς ανεξάρτητο από τα ορθογώνια διανύσματα x1, x2, . . . , xn,

τότε το διάνυσμα y είναι διάφορο του μηδενικού διανύσματος, επομένως το σύνολο tx1, x2, . . . , xn, yu
είναι επίσης ορθογώνιο σύνολο με n ` 1 γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα. Αντίθετα, αν το x είναι

γραμμικός συνδυασμός των tx1, x2, . . . , xn τότε y “ 0 (βλέπε Πρόταση 10.15).

Πόρισμα 10.17. ´Εστω pV, xyq διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο, tx1, x2, . . . , xnu Ď
Vzt0u, και tx1, x2, . . . , xnu ορθοκανονικό. Για κάθε x P V , το διάνυσμα

y “ x ´ xx, x1y x1 ´ xx, x2y x2 ´ ¨ ¨ ¨ ´ xx, xny xn,

είναι ορθογώνιο με κάθε xk, k P rns, δηλαδή xy, xky “ 0, για κάθε k “ 1, 2, . . . , n.

Παρατήρηση: Θα δείξουμε τώρα ότι κάθε πεπερασμένης διάστασης, μη μηδενικός, πραγματικός ή

μιγαδικός διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο, έχει μια ορθοκανονική βάση.

Πρόταση 10.18 (Διαδικασία ορθοκανονικοποίησης των GramSchmidt). ´Εστω pV, xyq δια-

νυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο και tx1, x2, . . . , xnu ελεύθερο υποσύνολο του V . Αν

v1 “ 1

‖y1‖
y1, όπου y1 “ x1,

v2 “ 1

‖y2‖
y2, όπου y2 “ x2 ´ xx2, v1y v1,

v3 “ 1

‖y3‖
y3, όπου y3 “ x3 ´ xx3, v2y v2 ´ xx3, v1y v1,

v4 “ 1

‖y4‖
y4, όπου y4 “ x4 ´ xx4, v3y v3 ´ xx4, v2y v2 ´ xx4, v1y v1,

...

vn “ 1

‖yn‖
yn, όπου yn “ xn ´ xxn, vn´1y vn´1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ xxn, v1y v1,
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τότε το σύνολο tv1, v2, . . . , vnu είναι ορθοκανονικό υποσύνολο του V και, για κάθε k “ 1, 2, . . . , n,
είναι

ă tx1, x2, . . . , xku ą“ă tv1, v2, . . . , vku ą .

Απόδειξη. Επειδή τα διανύσματα x1, x2, . . . , xn είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, έπεται ότι και τα δια-

νύσματα y1, y2, . . . , yn είναι μη μηδενικά, άρα και τα διανύσματα v1, v2, . . . , vn είναι επίσης μη μη-

δενικά και ειδικότερα μοναδιαία. Επίσης, από την Πρόταση 10.16 έπεται ότι το διάνυσμα yk είναι

ορθογώνιο με τα διανύσματα v1, v2, . . . , vk´1 και άρα και το διάνυσμα vk είναι επίσης ορθογώνιο

με τα διανύσματα v1, v2, . . . , vk´1, για κάθε k P rns. Επομένως, v1, v2, . . . , vn είναι ορθοκανονικά

διανύσματα.

Τέλος, αφού ο χώρος ă tx1, x2, . . . , xnu ą που παράγουν τα x1, x2, . . . , xn έχει διάσταση n και τα

v1, v2, . . . , vn ανήκουν στο χώρο αυτό και είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, έπεται ότι τα v1, v2, . . . , vn

αποτελούν ορθοκανονική βάση του χώρου ă tx1, x2, . . . , xnu ą. �

Πρόταση 10.19. ´Εστω pV, xyq, με dimV “ n. Τότε υπάρχει ορθοκανονικό υποσύνολο B του V

το οποίο είναι βάση του V.

Απόδειξη. Πράγματι, από την προηγούμενη πρόταση, έχουμε ότι αν tx1, x2, . . . , xnu είναι μια βάση

του V, τότε το σύνολο tv1, v2, . . . , vnu που κατασκευάζεται με τη διαδικασία GramSchmidt ϑα

είναι μια ορθοκανονική βάση του V. �

Παράδειγμα: ´Εστω pR3, xyq όπου xy το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο.

Το σύνολο tx1, x2, x3u, με x1 “ p1, 1, 0q, x2 “ p0, 1, 1q, x3 “ p1, 0, 1q είναι προφανώς μια βάση του

R3

Η βάση αυτή δεν είναι ορθογώνια, αφού xx1, x2y “ 1 ¨ 0 ` 1 ¨ 1 ` 0 ¨ 1 “ 1 , 0.
Η βάση αυτή δεν είναι κανονική, αφού ‖x1‖ “

a
xx1, x1y “

?
12 ` 12 ` 02 “

?
2 , 1.

Από τη βάση αυτή, προκύπτει (χρησιμοποιώντας τη διαδικασία ορθοκανονικοποίησης των

Gram-Schmidt) μια ορθοκανονική βαση tv1, v2, v3u του R3 ως εξής:

v1 “ 1

‖y1‖
y1, όπου y1 “ x1.

Αλλά y1 “ p1, 1, 0q. Επομένως,

‖y1‖ “
b

xy1, y1y “
a

12 ` 12 ` 02 “
?
2.

Άρα,

v1 “ 1?
2

p1, 1, 0q “
ˆ

1?
2
,

1?
2
, 0

˙
.

Στην συνέχεια,

v2 “ 1

‖y2‖
y2, όπου y2 “ x2 ´ xx2, v1y v1.

Αλλά

xx2, v1y “
B

p0, 1, 1q,
ˆ

1?
2
,

1?
2
, 0

˙F
“ 0 ¨ 1?

2
` 1 ¨ 1?

2
` 1 ¨ 0 “ 1?

2
,

οπότε

y2 “ p0, 1, 1q ´ 1?
2

ˆ
1?
2
,

1?
2
, 0

˙
“ p0, 1, 1q ´

ˆ
1

2
,
1

2
, 0

˙
“
ˆ

´ 1

2
,
1

2
, 1

˙
.
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Επομένως,

‖y2‖ “

dˆ
´ 1

2

˙2

` 1

2

2

` 1 “
c

1

4
` 1

4
` 1 “

c
6

4
“

?
6

2
.

Άρα,

v2 “ 1
?
6

2

ˆ
´ 1

2
,
1

2
, 1

˙
“ 2?

6

ˆ
´ 1

2
,
1

2
, 1

˙
“
ˆ

´ 1?
6
,

1?
6
,

2?
6

˙
.

Τέλος,

v3 “ 1

‖y3‖
y3, όπου y3 “ x3 ´ xx3, v2y v2 ´ xx3, v1y v1

Αλλά

xx3, v2y “
B

p1, 0, 1q,
ˆ

´ 1?
6
,

1?
6
,

2?
6

˙F
“ 1 ¨

ˆ
´ 1?

6

˙
` 0 ¨ 1?

6
` 1

2?
6

“ 1?
6
,

οπότε

xx3, v2y v2 “ 1?
6

ˆ
´ 1?

6
,

1?
6
,

2?
6

˙
“
ˆ

´ 1

6
,
1

6
,
2

6

˙
.

Επίσης

xx3, v1y “
B

p1, 0, 1q,
ˆ

1?
2
,

1?
2
, 0

˙F
“ 1 ¨ 1?

2
` 0 ¨ 1?

2
` 1 ¨ 0 “ 1?

2
,

οπότε

xx3, v1y v1 “ 1?
2

ˆ
1?
2
,

1?
2
, 0

˙
“
ˆ
1

2
,
1

2
, 0

˙
.

Επομένως,

y3 “ p1, 0, 1q ´
ˆ

´ 1

6
,
1

6
,
2

6

˙
´
ˆ
1

2
,
1

2
, 0

˙
“
ˆ
1 ` 1

6
´ 1

2
, 0 ´ 1

6
´ 1

2
, 1 ´ 2

6
´ 0

˙

“
ˆ
4

6
,´4

6
,
4

6

˙
“
ˆ
2

3
,´2

3
,
2

3

˙
.

Επομένως

‖y3‖ “
c

4

9
` 4

9
` 4

9
“

c
12

9
“ 2

?
3

3
.

Τελικά

v3 “ 1
2

?
3

3

ˆ
2

3
,´2

3
,
2

3

˙
“ 3

2
?
3

ˆ
2

3
,´2

3
,
2

3

˙
“
ˆ

1?
3
,´ 1?

3
,

1?
3

˙
.

Άρα, η ζητούμενη ορθοκανονική βάση είναι το σύνολο

tv1, v2, v3u “t
ˆ

1?
2
,

1?
2
, 0

˙
,

ˆ
´ 1?

6
,

1?
6
,

2?
6

˙
,

ˆ
1?
3
,´ 1?

3
,

1?
3

˙
u

(Πράγματι, ‖v1‖ “ ‖v2‖ “ ‖v3‖ “ 1, δηλαδή η βάση αυτή είναι κανονική. Επίσης,

xv1, v2y “
Bˆ

1?
2
,

1?
2
, 0

˙
,

ˆ
´ 1?

6
,

1?
6
,

2?
6

˙F
“ ´ 1?

12
` 1?

12
` 0 “ 0.

Ομοίως, xv1, v3y “ xv2, v3y “ 0, δηλαδή η βάση αυτή είναι ορθογώνια.)
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10.8 Ορθογώνια συμπληρώματα

´Εστω H , A Ď V . Το σύνολο

AK “ tx P V : xx, yy “ 0 για κάθε y P Au

ονομάζεται ορθογώνιο συμπλήρωμα του A.

Στην επόμενη πρόταση συνοψίζονται οι βασικές ιδιότητες των ορθογωνίων συμπληρωμάτων.

Πρόταση 10.20. ´Εστω pV, xyq και W υπόχωρος του V . Ισχύουν τα παρακάτω:

(1) WK είναι υπόχωρος του V .

(2) W X WK “ t0u.

(3) ´Εστω S μια βάση του W. Τότε

WK “ tx P V : xx, yy “ 0 για κάθε y P S u.

(4) V “ W ` WK και για κάθε v P V υπάρχουν μοναδικά w P W και x P WK ώστε

v “ w ` x.

(5) ´Εστω S μια βάση του W και S 1 μια βάση του WK. Το σύνολο S Y S 1 αποτελεί βάση του V .

(6) Αν dim V “ n και dim W “ k τότε dim WK “ n ´ k.

(7) pWKqK “ W.

(8) ´Εστω S 1 μια βάση του WK. Τότε

W “ tx P V : xx, y1y “ 0 για κάθε y1 P S 1u.

Απόδειξη.

(1) Επειδή x0,wy “ 0 για κάθε w P W έπεται ότι WK
,H.

´Εστω x, y P WK και λ, µ P R. Ισχύει ότι xx,wy “ xy,wy “ 0 για κάθε w P W .

Επομένως, για κάθε w P W ισχύει ότι

xλx ` µy,wy “ λ xx,wy ` µ xy,wy “ 0

άρα, λx ` µy P WK, δηλαδή το WK είναι υπόχωρος του V .

(2) Προφανώς 0 P W X WK. ´Εστω x P W X WK. Επειδή x P WK έπεται ότι xx,wy “ 0 για κάθε

w P W . ´Ομως, x P W, οπότε για w “ x ισχύει ότι

xx, xy “ 0 ô x “ 0.

(3) ´Εστω S μια βάση του W . Αν x P WK τότε για κάθε y P S Ď W έπεται ότι xx, yy “ 0.
Αντίστροφα, αν xx, yy “ 0 για κάθε y P S , τότε x P WK. Πράγματι, επειδή κάθε στοιχείο

w P W εκφράζεται ως γραμμικός συνδυασμός των στοιχείων y της S έπεται ότι

w “
ÿ

yPS

λyy όπου λy P R
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επομένως

xx,wy “
C

x,
ÿ

yPS

λyy

G
“

ÿ

yPS

λy xx, yy “ 0,

άρα, w P WK.

(4) ´Εστω v P V και S μια ορθοκανονική βάση του W . Θεωρούμε τα διανύσματα

w “
ÿ

yPS

xv, yyy και x “ v ´ w.

Προφανώς v “ w`x και w P W αφού το w είναι γραμμικός συνδυασμός των στοιχείων y της

βάσης του W . Επίσης x P WK. Πράγματι για κάθε y0 P S ισχύει ότι

xx, y0y “ xv ´ w, y0y “
C

v ´
ÿ

yPS

xv, yyy, y0

G
“ xv, y0y ´

C
ÿ

yPS

xv, yy y, y0

G

“ xv, y0y ´
ÿ

yPS

xxv, yyy, y0y “ xv, y0y ´
ÿ

yPS

xv, yy xy, y0y “ xv, y0y ´ xv, y0y xy0, y0y “ 0.

αφού xy, y0y “ 0 για κάθε y P S με y , y0 και xy0, y0y “ 1. Επομένως, από την προηγούμενη

ιδιότητα προκύπτει ότι x P WK.

´Εστω ότι v “ w1 ` x1 με w1 P W και x1 P WK, τότε w` x “ w1 ` x1 επομένως, w´w1 “ x1 ´ x,

όμως w ´ w1 P W και x1 ´ x P WK επομένως, w ´ w1, x1 ´ x P W X WK επομένως, w ´ w1 “ 0

και x1 ´ x “ 0, δηλαδή w “ w1 και x “ x1.

(5) Άσκηση.

(6) Άσκηση.

(7) ´Εστω w P W τότε xw, xy “ 0 για κάθε x P WK, άρα w P pWKqK, οπότε W Ď pWKqK.

´Εστω v P pWKqK τότε από την ιδιότητα (4) υπάρχουν μοναδικά w P W και x P WK ώστε

v “ w ` x.

Ισχύει ότι

0 “ xv, xy “ xw ` x, xy “ xw, xy ` xx, xy “ xx, xy ô x “ 0.

Επομένως,

v “ w ` 0 “ w P W

άρα, pWKqK Ď W, δηλαδή pWKqK “ W .

(8) Άσκηση. �

Παράδειγμα: ´Εστω

W “ tpx, y, zq P R3 : x ` 2y ´ z “ 0u.
Εύκολα προκύπτει ότι το W είναι υπόχωρος του R3.

Για κάθε px, y, zq P W ισχύει ότι

px, y, zq “ px, y, x ` 2yq “ xp1, 0, 1q ` yp0, 1, 2q.

Άρα, το σύνολο tp1, 0, 1q, p0, 1, 2qu αποτελεί βάση του W . Επομένως, dim W “ 2.
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Το ορθογώνιο συμπλήρωμα του W είναι το σύνολο των διανυσμάτων px, y, zq P R3 για τα οποία

xpx, y, zq, p1, 0, 1qy “ 0 και xpx, y, zq, p0, 1, 2qy “ 0.

ή, ισοδύναμα, #
x ` z “ 0

y ` 2z “ 0
ô

#
x “ ´z

y “ ´2z.

Επομένως, για κάθε px, y, zq P WK ισχύει ότι

px, y, zq “ p´z,´2z, zq “ zp´1,´2, 1q.

Άρα, το σύνολο t´1,´2, 1u είναι βάση του WK. Επομένως dim WK “ 1 “ 3´2 “ dimR3 ´dim W,

επαληθεύοντας την Πρόταση 10.20 (6).

Επιπλέον, τα διανύσματα p1, 0, 1q, p0, 1, 2q, p´1,´2, 1q είναι γραμμικώς ανεξάρτητα αφού

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
0 1 2

´1 ´2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 1 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2
´2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 1 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1
´1 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 6 , 0.

Άρα, αποτελούν βάση του R3.

Επομένως κάθε διάνυσμα x P R3 εκφράζεται ως

x “ λ1p1, 0, 1q ` λ2p0, 1, 2q ` λ3p´1,´2, 1q.

Αν τεθούν

y “ λ1p1, 0, 1q ` λ2p0, 1, 2q P W,

y1 “ λ3p´1,´2, 1q P WK,

τότε

x “ y ` y1,

όπου y P W και y P WK, επαληθεύοντας την Πρόταση 10.20 (4).

Βάσει της Πρότασης 10.20 (8), το διάνυσμα p3, 3, 3q δεν ανήκει στον W, διότι

xp3, 3, 3q, p´1,´2, 1qy “ 3 ¨ p´1q ` 3 ¨ p´2q ` 3 ¨ 1 “ 6 , 0,

ενώ, το διάνυσμα p4,´3,´2q ανήκει στον W, διότι

xp4,´3,´2q, p´1,´2, 1qy “ 4 ¨ p´1q ` p´3q ¨ p´2q ` p´2q ¨ 1 “ 0.
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10.9 Προβολές

Υπενθυμίζεται ότι αν v, u είναι δύο μη μηδενικά διανύσματα στον R2 τότε η προβολή του v

πάνω στο u είναι ένα διάνυσμα P το οποίο

• είναι πολλαπλάσιο του u, δηλαδή P “ λu, λ P R.

• τα διανύσματα v ´ P και u είναι ορθογώνια.

v

P “ λuv ´ P

u

θ

O

´Εχοντας ως υπόδειγμα τον ορισμό αυτό μπορούμε να ορίσουμε την έννοια της προβολής σε

οποιοδήποτε διανυσματικό χώρο V με εσωτερικό γινόμενο.

´Εστω v, u P V με u , 0 τότε η προβολή του v πάνω στο u είναι ένα διάνυσμα P το οποίο

• είναι πολλαπλάσιο του u, δηλαδή P “ λu, λ P R.

• τα διανύσματα v ´ P και u είναι ορθογώνια, δηλαδή xv ´ P,uy “ 0.

Από τον ορισμό προκύπτει ότι

xv ´ λu,uy “ 0 ô xv,uy ´ λ xu,uy “ 0 ô λ “ xv,uy
xu,uy

Άρα,

Η προβολή P του v πάνω στο u δίδεται από τον τύπο:

P “ xv,uy
xu,uyu.

Παράδειγμα: Η προβολή του v “ p1, 1, 4q στο u “ p2, 7, 7q είναι το διάνυσμα

P “ xv,uy
xu,uyu “ 1 ¨ 2 ` 1 ¨ 7 ` 4 ¨ 7

22 ` 72 ` 72
p2, 7, 7q “ 37

102
p2, 7, 7q “

ˆ
74

102
,
259

102
,
259

102

˙
.

Τα διανύσματα p2, 7, 7q και p1, 1, 4q ´
`

74

102
, 259
102
, 259
102

˘
“
`

28

102
,´ 157

102
,´ 149

102

˘
είναι ορθογώνια.

Πράγματι
B

p2, 7, 7q,
ˆ

28

102
,´ 157

102
,
149

102

˙F
“ 2 ¨ 28

102
` 7 ¨ p´ 157

102
q ` 7 ¨ 149

102
“ 56 ´ 1099 ` 1043

102
“ 0.
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Βασικές ιδιότητες προβολής

• Η προβολή του P πάνω στο u είναι το P

Πράγματι, η προβολή του P πάνω στο u δίνεται από το τύπο:

xP,uy
xu,uyu “

B xv,uy
xu,uyu,u

F

xu,uy u “ xv,uy
xu,uy

xu,uy
xu,uyu “ xv,uy

xu,uyu “ P

• Το μήκος του P ισούται με

∣

∣

∣xv,uy
∣

∣

∣

‖u‖
“ ‖v‖ |cos θ|.

Πράγματι,

‖P‖ “
∥

∥

∥

∥

∥

∥

xv,uy
xu,uyu

∥

∥

∥

∥

∥

∥

“
∣

∣

∣xv,uy
∣

∣

∣

xu,uy ‖u‖ “ xv,uy
‖u‖2

‖u‖ “
∣

∣

∣xv,uy
∣

∣

∣

‖u‖

Επιπλέον,

‖P‖ “
∣

∣

∣xv,uy
∣

∣

∣

‖u‖
“
∣

∣

∣xv,uy
∣

∣

∣

‖u‖ ‖v‖
‖v‖ “ ‖v‖ |cos θ| .

• Το διάνυσμα v ´ P είναι ορθογώνιο σε κάθε πολλαπλάσιο του u.

Πράγματι,

xv ´ P, kuy “ k xv ´ P,uy “ 0.

• Για κάθε λ P R ισχύει ότι

‖v ´ P‖ ď ‖v ´ λu‖

Η ισότητα ισχύει μόνο όταν P “ λu.

Πράγματι, επειδή τα διανύσματα v´ P και P ´ λuloomoon
πολλαπλάσιο του u

είναι ορθογώνια, από το Πυθαγόρειο

Θεώρημα ισχύει ότι

‖v ´ P‖2 ` ‖P ´ λu‖2 “
∥

∥

∥pv ´ Pq ` pP ´ λuq
∥

∥

∥

2 “ ‖v ´ λu‖2

Επειδή ‖P ´ λu‖2 ě 0 έπεται ότι

‖v ´ P‖2 ď ‖v ´ λu‖2 ô ‖v ´ P‖ ď ‖v ´ λu‖

Η ισότητα ισχύει μόνο όταν P “ λu.

Η ιδιότητα αυτή εκφράζει το ενδιαφέρον γεγονός ότι η προβολή P του v πάνω στο u έχει την

μικρότερη δυνατή απόσταση από το v σε σύγκριση με όλα τα υπόλοιπα πολλαπλάσια του u.

v

v ´ P P

u

λu

θθ

O

Η ανισότητα ‖v ´ P‖ ď ‖v ´ λu‖ γίνεται ‘‘φανερή’’ αν παρατηρήσουμε ότι το διάνυσμα v´ λu

αποτελεί την υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου με κάθετες πλευρές v ´ P και P ´ λu.

• Συχνά για λόγους σαφήνειας ϑα συμβολίζουμε την προβολή του v πάνω στο u με Puv.
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10.9.1 Προβολές σε υπόχωρο W

Υπενθυμίζεται ότι v,u1,u2 είναι τρία μη μηδενικά διανύσματα του R3 τότε η προβολή του v

πάνω στο επίπεδο που ορίζουν τα u1, u2 είναι ένα διάνυσμα P το οποίο:

• ανήκει στο επίπεδο που ορίζουν τα u1, u2 δηλαδή

P “ λ1u1 ` λ2u2, λ1, λ2 P R.

• τα διανύσματα v ´ P και u1 είναι ορθογώνια, ομοίως τα διανύσματα v ´ P και u2 είναι

ορθογώνια και γενικότερα το διάνυσμα v ´ P είναι ορθογώνιο με κάθε διάνυσμα που ανήκει

στο επίπεδο.

´Εχοντας ως υπόδειγμα τον ορισμό αυτό μπορούμε να ορίσουμε την έννοια της προβολής δια-

νύσματος v πάνω σε ένα διανυσματικό υπόχωρο.

´Εστω v P V και W υπόχωρος του V και u1, u2, . . ., uk είναι μια βάση του W .

Η προβολή του V πάνω στον W (δηλαδή τον χώρο που παράγουν τα u1, u2, . . ., uk) είναι το

διάνυσμα P το οποίο:

• ανήκει στο χώρο W δηλαδή

P “ λ1u1 ` λ2u2 ` ¨ ¨ ¨ ` λkuk, λ1, λ2, . . . , λk P R.

• το διάνυσμα v ´ P είναι ορθογώνιο στα διανύσματα ui, i “ 1, 2, . . . , k και άρα και σε κάθε

διάνυσμα u που ανήκει στον χώρο W, δηλαδή

xv ´ P, λ1u1 ` λ2u2 ` ¨ ¨ ¨ ` λkuky “ 0

για κάθε λ1, λ2, . . . , λk P R.

Από τον ορισμό προκύπτει ότι η προβολή P ικανοποιεί το σύστημα

$
’’’’&
’’’’%

xu1, v ´ Py “ 0

xu2, v ´ Py “ 0
...

xuk, v ´ Py “ 0

ô

$
’’’’&
’’’’%

xu1, Py “ xu1, vy
xu2, Py “ xu2, vy
...

xuk, Py “ xuk, vy

ô

$
’’’’&
’’’’%

xu1, λ1u1 ` λ2u2 ` ¨ ¨ ¨ ` λkuky “ xu1, vy
xu2, λ1u1 ` λ2u2 ` ¨ ¨ ¨ ` λkuky “ xu2, vy
...

xuk, λ1u1 ` λ2u2 ` ¨ ¨ ¨ ` λkuky “ xuk, vy

ô
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pΣq

$
’’’’&
’’’’%

xu1,u1y λ1 ` xu1,u2y λ2 ` ¨ ¨ ¨ ` xu1,uky λk “ xu1, vy
xu2,u1y λ1 ` xu2,u2y λ2 ` ¨ ¨ ¨ ` xu2,uky λk “ xu2, vy
...

xuk,u1y λ1 ` xuk,u2y λ2 ` ¨ ¨ ¨ ` xuk,uky λk “ xuk, vy

Άρα, οι συντελεστές λ1, λ2, . . ., λk που εκφράζουν την προβολή P του v πάνω στην ϑήκη που

παράγουν τα u1, u2, . . ., uk προκύπτουν από την λύση του συστήματος pΣq.
Παρατηρήστε ότι αν η βάση u1, u2, . . ., uk είναι ορθογώνια ή ορθοκανονική τότε xui,u jy ανν

i , j, οπότε το σύστημα pΣ1q γράφεται ισοδύναμα

pΣq

$
’’’’&
’’’’%

xu1,u1y λ1 “ xu1, vy
xu2,u2y λ2 “ xu2, vy
...

xuk,uky λk “ xuk, vy

ô

$
’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’%

λ1 “ xu1, vy
xu1,u1y

λ2 “ xu2, vy
xu2,u2y

...

λk “ xuk, vy
xuk,uky

οπότε

αν u1, u2, . . ., uk είναι ορθογώνια ή ορθοκανονική βάση του W, τότε η προβολή του v στο W

ισούται με

P “ xu1, vy
xu1,u1y

u1 ` xu2, vy
xu2,u2y

u2 ` ¨ ¨ ¨ ` xuk, vy
xuk,uky

un

Παράδειγμα. Να βρεθεί η προβολή του p1, 2, 3q στον υπόχωρο W του R3 όπου

W “ tpx, y, zq P R3 : x ` 2y ´ z “ 0u.

Λύση. Μια βάση του W είναι τα διανύσματα

x1 “ p1, 0, 1q και x2 “ p0, 1, 2q

Από τη βάση αυτή, προκύπτει (εφαρμόζοντας τη διαδικασία Gram  Schmidt) μια ορθοκανονική

βάση tv1, v2u του W ως εξής:

v1 “ 1

‖y1‖
y1, όπου y1 “ x1.

Αλλά y1 “ p1, 0, 1q. Επομένως,

‖y1‖ “
b

xy1, y1y “
a

12 ` 02 ` 12 “
?
2.

Άρα,

v1 “ 1?
2

p1, 0, 1q “
ˆ

1?
2
, 0,

1?
2

˙
.

Επίσης,

v2 “ 1

‖y2‖
y2, όπου y2 “ x2 ´ xx2, v1y v1.
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Αλλά

xx2, v1y “
B

p0, 1, 2q,
ˆ

1?
2
, 0,

1?
2

˙F
“ 2?

2
“

?
2.

Επομένως,

y2 “ p0, 1, 2q ´
?
2

ˆ
1?
2
, 0,

1?
2

˙
“ p0, 1, 2q ´ p1, 0, 1q “ p´1, 1, 1q,

οπότε

‖y2‖ “
b

p´1q2 ` 12 ` 12 “
?
3.

Άρα,

v2 “ 1?
3

p´1, 1, 1q “
ˆ

´ 1?
3
,

1?
3
,

1?
3

˙
.

Άρα, μια ορθοκανονική βάση του W είναι το σύνολο

tv1, v2u “ t
ˆ

1?
2
, 0,

1?
2

˙
,

ˆ
´ 1?

3
,

1?
3
,

1?
3

˙
u.

Άρα, η προβολή του x “ p1, 2, 3q στον υπόχωρο W είναι το διάνυσμα

P “ xx, v1y
xv1, v1y

v1 ` xx, v2y
xv1, v1y

v2

Αλλά

xx, v1y “
B

p1, 2, 3q,
ˆ

1?
2
, 0,

1?
2

˙F
“ 4?

2
και

xx, v2y “
B

p1, 2, 3q,
ˆ

´ 1?
3
,

1?
3
,

1?
3

˙F
“ 4?

3
.

Άρα,

P “ 4?
2

ˆ
1?
2
, 0,

1?
2

˙
` 4?

3

ˆ
´ 1?

3
,

1?
3
,

1?
3

˙
“ p2, 0, 2q `

ˆ
´4

3
,
4

3
,
4

3

˙
“
ˆ
2

3
,
4

3
,
10

3

˙
. �

Βασικές ιδιότητες προβολής

• Η προβολή του P πάνω στο W είναι το P

• Για κάθε διάνυσμα u P W ισχύει ότι

‖v ´ P‖ ď ‖v ´ u‖

Η ισότητα ισχύει μόνο όταν P “ u.

Πράγματι, επειδή τα διανύσματα v ´ P και P ´ uloomoon
στοιχείο του W

είναι ορθογώνια, από το Πυθαγόρειο

Θεώρημα ισχύει ότι

‖v ´ P‖2 ` ‖P ´ u‖2 “
∥

∥

∥pv ´ Pq ` pP ´ uq
∥

∥

∥

2 “ ‖v ´ u‖2

Επειδή ‖P ´ u‖2 ě 0 έπεται ότι

‖v ´ P‖2 ď ‖v ´ u‖2 ô ‖v ´ P‖ ď ‖v ´ u‖

Η ισότητα ισχύει μόνο όταν P “ u.

Η ιδιότητα αυτή εκφράζει το σημαντικό γεγονός ότι η προβολή P του v πάνω στο W έχει την

μικρότερη δυνατή απόσταση από το v σε σύγκριση με όλα τα υπόλοιπα u P W .

• Συχνά για λόγους σαφήνειας ϑα συμβολίζουμε την προβολή του v πάνω στο W με PWv.
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10.9.2 Προβολές στον Rn

Στην περίπτωση που δουλεύουμε με διανύσματα του Rn μπορούμε να δώσουμε έναν επιπλέον

τύπο για την προβολή P ενός διανύσματος v P Rn στον χώρο W που παράγουν τα γραμμικώς

ανεξάρτητα διανύσματα u1, u2, . . ., uk.

Παρατηρήστε ότι η μήτρα των συντελεστών του συστήματος pΣq

pΣq

$
’’’’&
’’’’%

xu1,u1y λ1 ` xu1,u2y λ2 ` ¨ ¨ ¨ ` xu1,uky λk “ xu1, vy
xu2,u1y λ1 ` xu2,u2y λ2 ` ¨ ¨ ¨ ` xu2,uky λk “ xu2, vy
...

xuk,u1y λ1 ` xuk,u2y λ2 ` ¨ ¨ ¨ ` xuk,uky λk “ xuk, vy
ισούται με AtA όπου A είναι η μήτρα με στήλες τα u1, u2, . . ., uk.

Επίσης, η μήτρα των σταθερών του συστήματος pΣq ισούται με AtV όπου V είναι η μήτρα στήλη

που ισούται με το v.

Επομένως,

Η προβολή P του διανύσματος v στον χώρο που παράγουν τα διανύσματα u1, u2, . . ., uk P Rn

δίδεται από τον τύπο:

P “ λ1u1 ` λ2u2 ` ¨ ¨ ¨ ` λkuk

όπου λ1, λ2, . . ., λk είναι λύση του (συμβιβαστού) συστήματος

AtAX “ AtV

όπου

• A η n ˆ k μήτρα με στήλες τα u1, u2, . . ., uk

• V η n ˆ 1 μήτρα στήλη ίση με v
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• X η k ˆ 1 μήτρα στήλη ίση με pλ1, λ2, . . . , λkq.

Παρατήρηση: Αν τα u1, u2, . . ., uk δεν είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, τότε υπάρχουν άπειρες λύσεις

για τα λ1, λ2, . . ., λk.

Παράδειγμα. Να λυθεί το γραμμικό σύστημα

pΣq

$
’&
’%

x ` y “ 5

x ´ y “ 3

2x ` y “ 12

Λύση. Από τις 2 πρώτες εξισώσεις προκύπτει ότι x “ 4, y “ 1 τα οποία δεν επαληθεύουν την 3η

εξίσωση. Άρα το σύστημα είναι αδύνατο.

Το σύστημα γράφεται ισοδύναμα στην μορφή

x

»
–
1
1
2

fi
fl

loomoon
u1

`y

»
–

1
´1
1

fi
fl

loomoon
u2

“

»
–
5
3
12

fi
fl

loomoon
v

Το σύστημα ϑα είχε λύση αν το v περιέχονταν στην ϑήκη που παράγουν τα u1, u2, τότε ϑα

υπήρχαν λ1, λ2 P R ώστε

V “ λ1u1 ` λ2u2 ô V ´ λ1u1 ´ λ2u2 “ 0

Στο σύστημα pΣq δεν υπάρχουν τέτοια x, y και το διάνυσμα

e “ v ´ xu1 ´ yu2

δεν γίνεται ποτέ μηδενικό.

Η ιδέα είναι ότι το e μπορεί να ϑεωρηθεί ως σφάλμα το οποίο ϑέλουμε να ελαχιστοποίησουμε.

Αν χρησιμοποιήσουμε ως κριτήριο ελαχιστοποίησης το μήκος του e, τότε η παράσταση

‖e‖ “ ‖v ´ xu1 ´ yu2‖

γίνεται ελάχιστη αν και μόνο αν τα xu1 ` yu2 ισούνται με την προβολή P του v στην ϑήκη που

παράγουν τα u1, u2.

´Εστω A “

»
–
»
–u1

fi
fl
»
–u2

fi
fl
fi
fl “

»
–
1 1
1 ´1
2 1

fi
fl, V “

»
–
5
3
12

fi
fl και X “

„
x

y


.

Τότε η ζητούμενη λύση είναι η λύση του (συμβιβαστού) συστήματος

AtAX “ AtV

´Εχουμε ότι

AtA “
„
1 1 2
1 ´1 1

»
–
1 1
1 ´1
2 1

fi
fl “

„
6 2
2 3


.

AtV “
„
1 1 2
1 ´1 1

»
–
5
3
12

fi
fl “

„
32
14
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Άρα,

AtAX “ AtV ô„
6 2
2 3

 „
x

y


“
„
32
14


ô

#
6x ` 2y “ 32

2x ` 3y “ 14
ô

$
’&
’%

x “ 34

7

y “ 10

7

Τότε

‖e‖ “ ‖v ´ xu1 ´ yu2‖

“
∥

∥

∥

∥

∥

p5, 3, 12q ´ 34

7
p1, 1, 2q ´ 10

7
p1,´1, 1q

∥

∥

∥

∥

∥

“
∥

∥

∥

∥

∥

p´9

7
,´3

7
,´6

7

∥

∥

∥

∥

∥

“
c

18

7
» 1.60357
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10.10 Το πρόβλημα των ελαχίστων τετραγώνων

´Εστω AX “ B, όπου A PMmˆn, X PMnˆ1 » Rn και B PMmˆ1 » Rm.

Το πρόβλημα της εύρεσης του X P Rn για το οποίο η norm

‖AX ´ B‖2

γίνεται ελάχιστη ονομάζεται πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων (least squares problem).

Αν v1, v2, . . . , vn P Rm είναι οι στήλες της μήτρας A και X “

»
———–

x1
x2
...

xn

fi
ffiffiffifl τότε το γινόμενο AX αντιστοιχεί

στον γραμμικό συνδυασμό των στηλών της A με συντελεστές τα στοιχεία του X:

x1v1 ` x2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnvn

Αν B P spantv1, v2, . . . , vnu τότε min
X
‖AX ´ B‖2 “ 0 και X είναι οι λύσεις του γραμμικού συ-

στήματος AX “ B.

Αν B < spantv1, v2, . . . , vnu τότε

‖PAB ´ B‖2 ď ‖AX ´ B‖2

όπου PAB είναι η προβολή του B στην ϑήκη που παράγουν οι στήλες της A.

Επομένως, οι λύσεις X του προβλήματος είναι οι λύσεις του γραμμικού συστήματος

AX “ PAB

δηλαδή, το X είναι οι συντελεστές των γραμμικών συνδυασμών των στηλών της A με τους οποίους

παράγεται το PAB. Αν οι στήλες της A είναι γραμμικώς ανεξάρτητές, τότε η λύση X είναι μοναδική,

αλλιώς υπάρχουν άπειρες λύσεις.

Ισοδύναμα, το διάνυσμα X είναι λύση του προβλήματος, αν και μόνο αν το διάνυσμα AX ´ B

είναι ορθογώνιο στα διανύσματα που παράγονται από τις στήλες του A, δηλαδή

AtpAX ´ Bq “ On ô AtAX “ AtB

Συνοψίζοντας,

Πρόταση 10.21. Αν A PMmˆn, x P Rn και b P Rm, τότε οι λύσεις x του προβλήματος ελαχίστων

τετραγώνων ικανοποιεί την σχέση

AtAx “ Atb.

Επιπλέον, αν οι στήλες της A είναι γραμμικώς ανεξάρτητες, τότε η λύση είναι μοναδική.

Για την προβολή Pyx του x στο y ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες:

Πρόταση 10.22. ´Εστω pV, xyq πραγματικός διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο, x P V

και y P Vzt0u. Τότε

(i) PypPyxq “ Pyx.

(ii)
∥

∥

∥Pyx
∥

∥

∥ “ |xx,yy|
‖y‖

“ ‖x‖ |cos θ|, όπου θ η γωνία των x, y

(iii) Το διάνυσμα x ´ Pyx είναι ορθογώνιο στο Pyx (άρα και σε κάθε διάνυσμα που παράγεται

από το y).
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(iv) Για κάθε λ P R ισχύει ότι
∥

∥

∥x ´ Pyx
∥

∥

∥ ď ‖x ´ λy‖ .

Η ισότητα ισχύει μόνο όταν λy “ Pyx.

Απόδειξη.

(i) Πράγματι,

PypPyxq “ xPyx, yy
‖y2‖

y “

A
xx,yy
‖y‖2

y, y

E

‖y‖2
y “

xx,yy
‖y‖2

xy, yy
‖y‖2

y “
xx,yy
‖y‖2
‖y‖2

‖y‖2
y “ xx, yy

‖y‖2
y “ Pyx

(ii) Πράγματι,

∥

∥

∥Pyx
∥

∥

∥ “
∥

∥

∥

∥

∥

∥

xx, yy
‖y‖2

y

∥

∥

∥

∥

∥

∥

“
∣

∣

∣

∣

∣

∣

xx, yy
‖y‖2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

‖y‖ “
∣

∣

∣xx, yy
∣

∣

∣

‖y‖
.

Επιπλέον

∥

∥

∥Pyx
∥

∥

∥ “
∣

∣

∣xx, yy
∣

∣

∣

‖y‖
“ ‖x‖

∣

∣

∣xx, yy
∣

∣

∣

‖x‖ ‖y‖
“ ‖x‖ |cos θ| .

(iii) Πράγματι,

xx ´ Pyx, Pyxy “ xx, Pyxy ´ xPyx, Pyxy “
B
x,

xx, yy
‖y‖2

y

F
´
∥

∥

∥Pyx
∥

∥

∥

2 “ xx, yy
‖y‖2

xx, yy ´ xx, yy2

‖y‖2
“ 0,

άρα, τα x ´ Pyx και Pyx είναι ορθογώνια.

(iv) Παρατηρούμε ότι το διάνυσμα Pyx ´ λy παράγεται από το y και επομένως είναι ορθογώνιο

στο διάνυσμα x ´ Pyx. Από το Πυθαγόρειο ϑεώρημα προκύπτει ότι

∥

∥

∥x ´ Pyx
∥

∥

∥

2 `
∥

∥

∥Pyx ´ λy
∥

∥

∥

2 “
∥

∥

∥x ´ Pyx ` Pyx ´ λy
∥

∥

∥

2 “ ‖x ´ λy‖2

επομένως, επειδή
∥

∥

∥Pyx ´ λy
∥

∥

∥

2 ě 0, έπεται ότι

∥

∥

∥x ´ Pyx
∥

∥

∥

2 ď ‖x ´ λy‖2

ή, ισοδύναμα
∥

∥

∥x ´ Pyx
∥

∥

∥ ď ‖x ´ λy‖ .

Η ισότητα ισχύει μόνο όταν
∥

∥

∥Pyx ´ λy
∥

∥

∥

2 “ 0 ô λy “ Pyx.

x

Pyx

y

λy

θθ

O
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Η ανισότητα
∥

∥

∥x ´ Pyx
∥

∥

∥ ď ‖x ´ λy‖ γίνεται ‘‘φανερή’’ αν παρατηρήσουμε ότι το διάνυσμα

x ´ λy αποτελεί την υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου με κάθετες πλευρές x ´ Pyx και

Pyx ´ λy. �

Παρατηρήσεις:

1. Η ιδιότητα (i) πολλές φορές χρησιμοποιείται και ως ορισμός της έννοιας της προβολής σε

γενικότερους χώρους: Λέμε για παράδειγμα, ότι μια απεικόνιση f : A Ñ B, όπου B Ď A, είναι

προβολή του A στο B όταν f p f pxqq “ f pxq για κάθε x P A, ή ισοδύναμα όταν για κάθε y P B

με ισχύει ότι f pyq “ y.

2. Η ιδιότητα (iv) εκφράζει το γεγονός ότι η προβολή του x στο y είναι το μοναδικό διάνυσμα

που παράγεται από το y το οποίο έχει την ελάχιστη απόσταση από το x.

3. Στην ιδιότητα (iii) αποδείξαμε ότι τα διανύσματα x ´ Pyx και Pyx είναι ορθογώνια, δηλαδή

xx ´ Pyx, Pyxy “ 0 ô
B
x ´ xx, yy

‖y‖2
y,

xx, yy
‖y‖2

y

F
“ 0

Πολλαπλασιάζοντας με ‖y‖2 “ xy, yy προκύπτει ότι

@
‖y‖2 x ´ xx, yy y, xx, yy y

D
“ 0 ô xxy, yy x ´ xx, yy y, xx, yy yy “ 0

Αν εναλλάξουμε τα x, y τότε προκύπτει η σχέση που χρησιμοποιήσαμε στην απόδειξη της

ανισότητας Cauchy  Schwarz.

4. Η ιδιότητα (iv) εκφράζει το γεγονός ότι η προβολή του x στο y είναι το μοναδικό διάνυσμα

που παράγεται από το y το οποίο έχει την ελάχιστη απόσταση από το x.

Παράδειγμα. Να βρεθεί η προβολή του p1, 1, 4q στο p2, 7, 7q

Λύση. Η προβολή του p1, 1, 4q στο p2, 7, 7q είναι το διάνυσμα

1 ¨ 2 ` 1 ¨ 7 ` 4 ¨ 7
22 ` 72 ` 72

p2, 7, 7q “ 37

102
p2, 7, 7q “

ˆ
74

102
,
259

102
,
259

102

˙
.

Τα διανύσματα p2, 7, 7q και p1, 1, 4q ´
`

74

102
, 259
102
, 259
102

˘
“
`

28

102
,´ 157

102
,´ 149

102

˘
είναι ορθογώνια.

Πράγματι

B
p2, 7, 7q,

ˆ
28

102
,´ 157

102
,
149

102

˙F
“ 2 ¨ 28

102
` 7 ¨ p´ 157

102
q ` 7 ¨ 149

102
“ 56 ´ 1099 ` 1043

102
“ 0. �

Η έννοια της προβολής ενός διανύσματος x στο διάνυσμα y γενικεύεται αν αντί για το διάνυσμα

y έχουμε έναν υπόχωρο W .

´Εστω W υπόχωρος του Vzt0u. Από την Πρόταση 10.20 ισχύει ότι V “ W ` WK και επιπλέον

για κάθε x P V υπάρχουν μοναδικά y P W και y1 P WK ώστε

x “ y ` y1.

Το διάνυσμα y ονομάζεται προβολή του x στον υπόχωρο W και συμβολίζεται με PWx, ενώ το

διάνυσμα y1 ονομάζεται προβολή του x στον υπόχωρο WK και συμβολίζεται με PWKx.
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Πρόταση 10.23. ´Εστω pV, x yq πραγματικός διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο, W

υπόχωρος του Vzt0u και x P V .

(i) PWpPWxq “ PWx.

(ii) Για κάθε x P V , τα διανύσματα PWx και x ´ PWx και είναι ορθογώνια. Επιπλέον, το

διάνυσμα x ´ PWx είναι ορθογώνιο σε κάθε διάνυσμα y P W.

(iii) Για κάθε y P W ισχύει ότι

‖x ´ PWx‖ ď ‖x ´ y‖ .

Η ισότητα ισχύει μόνο όταν y “ PWx.

Παράδειγμα. Να βρεθεί η προβολή του p1, 2, 3q στον υπόχωρο W του R3 όπου

W “ tpx, y, zq P R3 : x ` 2y ´ z “ 0u.

Λύση. ´Οπως είδαμε, το σύνολο tp1, 0, 1q, p0, 1, 2qu αποτελεί βάση του W και το σύνολο t´1,´2, 1u
αποτελεί βάση του WK. Επιπλέον, τα διανύσματα p1, 0, 1q, p0, 1, 2q, p´1,´2, 1q είναι βάση του R3.

Το διάνυσμα p1, 2, 3q εκφράζεται στη βάση αυτή ως εξής:

p1, 2, 3q “ λ1p1, 0, 1q ` λ2p0, 1, 2q ` λ3p´1,´2, 1q

ή, ισοδύναμα,

$
’&
’%

λ1 ´ λ3 “ 1

λ2 ´ 2λ3 “ 2

λ1 ` 2λ2 ` λ3 “ 3

ô

$
’&
’%

λ1 “ 2
3

λ2 “ 4

3

λ3 “ ´ 1
3
.

Επομένως

p1, 2, 3q “ 2

3
¨ p1, 0, 1q ` 4

3
¨ p0, 1, 2q `

ˆ
´ 1

3

˙
¨ p´1,´2, 1q

“
ˆ
2

3
, 0,

2

3

˙
`
ˆ
0,

4

3
,
8

3

˙
`
ˆ
1

3
,
2

3
,´ 1

3

˙

“
ˆ
2

3
,
4

3
,
10

3

˙
`
ˆ
1

3
,
2

3
,´ 1

3

˙
.

Προφανώς,

ˆ
2

3
,
4

3
,
10

3

˙
P W και

ˆ
1

3
,
2

3
,´ 1

3

˙
P WK, οπότε είναι ορθογώνια.

Άρα, η προβολή του p1, 2, 3q στο W είναι το διάνυσμα

ˆ
2

3
,
4

3
,
10

3

˙
,

ενώ, η προβολή του p1, 2, 3q στο WK είναι το διάνυσμα

ˆ
1

3
,
2

3
,´ 1

3

˙
.
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Επιπρόσθετα, για κάθε px, y, zq P W ισχύει ότι

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p1, 2, 3q ´
ˆ
2

3
,
4

3
,
10

3

˙∥
∥

∥

∥

∥

∥

ď
∥

∥

∥p1, 2, 3q ´ px, y, zq
∥

∥

∥

ή, ισοδύναμα,
∥

∥

∥

∥

∥

∥

ˆ
1

3
,
2

3
,´ 1

3

˙∥
∥

∥

∥

∥

∥

ď
∥

∥

∥p1, 2, 3q ´ px, y, x ` 2yq
∥

∥

∥ô

1

9
` 4

9
` 1

9
ď p1 ´ xq2 ` p2 ´ yq2 ` p3 ´ x ´ 2yq2 ô
2

3
ď p1 ´ xq2 ` p2 ´ yq2 ` p3 ´ x ´ 2yq2.

Πράγματι, από την ανισότητα Cauchy  Schwarz για τα διανύσματα p1 ´ x, 2 ´ y, 3 ´ x ´ 2yq και

p1, 2,´1q προκύπτει ότι

`
p1 ´ xq2 ` p2 ´ yq2 ` p3 ´ x ´ 2yq2

˘ `
12 ` 22 ` p´1q2

˘
ě pp1 ´ xq ¨ 1 ` p2 ´ yq ¨ 2 ` p3 ´ x ´ 2yq ¨ p´1qq2 “ 4,

από όπου έπεται ότι

p1 ´ xq2 ` p2 ´ yq2 ` p3 ´ x ´ 2yq2 ě 4

6
“ 2

3
. �

Ο υπολογισμός της προβολής του διανύσματος x στον χώρο W μπορεί να απλοποιηθεί με τη

βοήθεια της επόμενης πρότασης, η οποία αποτελεί πόρισμα της Πρότασης 10.14.

Πρόταση 10.24. ´Εστω pV, x yq πραγματικός διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο, W

υπόχωρος του Vzt0u και x P V . Αν tx1, x2, . . . , xnu είναι μια ορθοκανονική βάση του W, τότε η

προβολή του x στον W δίδεται από τη σχέση

x “ xx, x1y x1 ` xx, x2y x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xx, xny xn.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 7.4 υπάρχει μια βάση B του V η οποία περιέχει τα διανύσματα

x1, x2, . . . , xn καθώς και m επιπλέον διανύσματα, όπου m ě 0. Εφαρμόζοντας τη διαδικασία Gram
Schmidt στο σύνολο B προκύπτει μια ορθοκανονική βάση του V η οποία αποτελείται από τα

διανύσματα x1, x2, . . . , xn και τα διανύσματα z1, z2, . . . , zm. Τα διανύσματα z1, z2, . . . , zm ανήκουν στον

χώρο WK και αποτελούν μια (ορθοκανονική) βάση του WK.
Από την Πρόταση 10.14 κάθε x P V εκφράζεται ως εξής:

x “ xx, x1y x1 ` xx, x2y x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xx, xny xn ` xx, z1y z1 ` xx, z2y z2 ` ¨ ¨ ¨ ` xx, zmy zm.

Αφού y “ xx, x1y x1 `xx, x2y x2 `¨ ¨ ¨`xx, xny xn P W και y1 “ xx, z1y z1 `xx, z2y z2 `¨ ¨ ¨`xx, zmy zm P
WK από την μοναδικότητα των y, y1 έπεται ότι η προβολή του x στον W είναι το διάνυσμα y. �

Παράδειγμα. Να βρεθεί η προβολή του p1, 2, 3q στον υπόχωρο W του R3 όπου

W “ tpx, y, zq P R3 : x ` 2y ´ z “ 0u.

Λύση. ´Οπως είδαμε, το σύνολο tx1 “ p1, 0, 1q, x2 “ p0, 1, 2qu αποτελεί βάση του W .

Από τη βάση αυτή, προκύπτει (εφαρμόζοντας τη διαδικασία Gram  Schmidt) μια ορθοκανονική

βάση tv1, v2u του W ως εξής:

v1 “ 1

‖y1‖
y1, όπου y1 “ x1.
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Αλλά y1 “ p1, 0, 1q. Επομένως,

‖y1‖ “
b

xy1, y1y “
a

12 ` 02 ` 12 “
?
2.

Άρα,

v1 “ 1?
2

p1, 0, 1q “
ˆ

1?
2
, 0,

1?
2

˙
.

Επίσης,

v2 “ 1

‖y2‖
y2, όπου y2 “ x2 ´ xx2, v1y v1.

Αλλά

xx2, v1y “
B

p0, 1, 2q,
ˆ

1?
2
, 0,

1?
2

˙F
“ 2?

2
“

?
2.

Επομένως,

y2 “ p0, 1, 2q ´
?
2

ˆ
1?
2
, 0,

1?
2

˙
“ p0, 1, 2q ´ p1, 0, 1q “ p´1, 1, 1q,

οπότε

‖y2‖ “
b

p´1q2 ` 12 ` 12 “
?
3.

Άρα,

v2 “ 1?
3

p´1, 1, 1q “
ˆ

´ 1?
3
,

1?
3
,

1?
3

˙
.

Άρα, μια ορθοκανονική βάση του W είναι το σύνολο

tv1, v2u “ t
ˆ

1?
2
, 0,

1?
2

˙
,

ˆ
´ 1?

3
,

1?
3
,

1?
3

˙
u.

Σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση, η προβολή του x “ p1, 2, 3q στον υπόχωρο W είναι το

διάνυσμα

PWx “ xx, v1y v1 ` xx, v2y v2

Αλλά

xx, v1y “
B

p1, 2, 3q,
ˆ

1?
2
, 0,

1?
2

˙F
“ 4?

2
και

xx, v2y “
B

p1, 2, 3q,
ˆ

´ 1?
3
,

1?
3
,

1?
3

˙F
“ 4?

3
.

Άρα,

PWx “ 4?
2

ˆ
1?
2
, 0,

1?
2

˙
` 4?

3

ˆ
´ 1?

3
,

1?
3
,

1?
3

˙
“ p2, 0, 2q `

ˆ
´4

3
,
4

3
,
4

3

˙
“
ˆ
2

3
,
4

3
,
10

3

˙
. �

Εφαρμογή 10.3. Το διάγραμμα ενός κτηρίου ορίζεται από τα παρακάτω 14 σημεία του R3:

Ap0, 0, 0q Bp12, 0, 0q Cp12, 10, 0q Dp6, 17, 0q
Ep0, 10, 0q Fp4.8, 2.8, 0q Gp6.4, 0, 0q Hp12, 0, 20q
Ip12, 10, 20q Jp6, 17, 20q Kp0, 10, 20q Lp0, 0, 20q
Mp6.4, 2.8, 0q Np4.8, 0, 0q

Εκ των οποίων τα επόμενα ζεύγη σημείων συνδέονται με 20 ευθύγραμμα τμήματα: tA, Bu, tA, Eu,
tA, Lu, tB,Cu, tB,Hu, tC,Du, tC, Eu, tC, Iu, tD, Eu, tD, Ju, tE,Ku, tF, Mu, tF,Nu, tG, Mu, tH, Iu,
tH, Lu, tI, Ju, tI,Ku, tJ,Ku, tK, Lu.
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Να βρεθεί η προβολή του διαγράμματος του κτηρίου στο επίπεδο x ` y ´ z “ 0 του R3.

Λύση. Κάθε v “ px, y, zq που ανήκει στο επίπεδο x ` y ´ z “ 0 ισχύει ότι

v “ px, y, zq “ px, y, x ` yq “ xp1, 0, 1q ` yp0, 1, 1q

οπότε τα v1 “ p1, 0,´1q και v2 “ p0, 1,´1q αποτελούν μια βάση των διανυσμάτων του επιπέδου

x ` y ´ z “ 0.

Εφαρμόζοντας την διαδικασία ορθοκανονικοποίησης των Gram  Schmidt προκύπτει ότι μια

ορθοκανονική βάση του επιπέδου x ` y ´ z “ 0 αποτελείται από τα διανύσματα x1 “ 1?
2
p1, 0, 1q και

x2 “ 1?
6
p´1, 2, 1q

Για την αναπαράσταση των προβολών των 14 σημείων στο επίπεδο x`y´z “ 0 μας ενδιαφέρουν

μόνο οι συντεταγμένες της προβολής κάθε σημείου (δηλαδή οι συντελεστές που εκφράζουν την

προβολή κάθε σημείου ως γραμμικό συνδυασμό των x1, x2).

Επειδή η βάση x1, x2 είναι ορθοκανονική γνωρίζουμε ότι η προβολή στο επίπεδο κάθε διανύσμα-

τος v P R3 δίνεται από την σχέση

xv, x1y x1 ` xv, x2y x2

επομένως, οι συντεταγμένες της προβολής κάθε διανύσματος v στο επίπεδο x ` y ´ z “ 0 είναι:

pxv, x1y , xv, x2yq

Οι συντεταγμένες κάθε σημείου είναι:

Για το A: pxp0, 0, 0q, x1y , xp0, 0, 0q, x2yq “ p0, 0q
Για το B: pxp12, 0, 0q, x1y , xp12, 0, 0q, x2yq “ p 12?

2
,´ 12?

6
q.

Για το C: pxp12, 10, 0q, x1y , xp12, 10, 0q, x2yq “ p 12?
2
, 8?

6
q.

Για το D: pxp6, 18, 0q, x1y , xp6, 18, 0q, x2yq “ p 6?
2
, 30?

6
q.

Για το E: pxp0, 10, 0q, x1y , xp0, 10, 0q, x2yq “ p0, 20?
6
q.

Για το F: pxp4.8, 2.8, 0q, x1y , xp4.8, 2.8, 0q, x2yq “ p 24

5
?
2
, 4

5
?
6
q.

Για το G: pxp6.4, 0, 0q, x1y , xp6.4, 0, 0q, x2yq “ p 32

5
?
2
,´ 32

5
?
6
q.

Για το H: pxp12, 0, 20q, x1y , xp12, 0, 20q, x2yq “ p 32?
2
, 18?

6
q.

Για το I: pxp12, 10, 20q, x1y , xp12, 10, 20q, x2yq “ p 32?
2
, 28?

6
q.

Για το J: pxp6, 18, 20q, x1y , xp6, 18, 20q, x2yq “ p 26?
2
, 50?

6
q.

Για το K: pxp0, 10, 20q, x1y , xp0, 10, 20q, x2yq “ p 20?
2
, 40?

6
q.

Για το L: pxp0, 0, 20q, x1y , xp0, 0, 20q, x2yq “ p 20?
2
, 20?

6
q.

Για το M: pxp6.4, 2.8, 0q, x1y , xp6.4, 2.8, 0q, x2yq “ p 32

5
?
2
,´ 4

5
?
6
q.

Για το N: pxp4.8, 0, 0q, x1y , xp4.8, 0, 0q, x2yq “ p 24

5
?
2
,´ 24

5
?
6
q.

Σχηματικά, ενώνοντας τα αντίστοιχα σημεία, η προβολή του διαγράμματος του κτηρίου στο

επίπεδο x ` y ´ z “ 0 απεικονίζεται στο επόμενο σχήμα:
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Το επίπεδο x ` y ´ z “ 0

A

B

C

D

E

F

G

H

I

J

K

L

M

N

x2

x1

Οι ετικέτες στο σχήμα δείχνουν τις προβολές των αντίστοιχων σημείων στο επίπεδο x`y´z “ 0. �

10.11 Το πρόβλημα των ελαχίστων τετραγώνων

´Εστω AX “ B, όπου A PMmˆn, X PMnˆ1 » Rn και B PMmˆ1 » Rm.

Το πρόβλημα της εύρεσης του X P Rn για το οποίο η 2-norm

‖AX ´ B‖2

γίνεται ελάχιστη ονομάζεται πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων (least squares problem).

Αν v1, v2, . . . , vn P Rm είναι οι στήλες της μήτρας A και X “

»
———–

x1
x2
...

xn

fi
ffiffiffifl τότε το γινόμενο AX αντιστοιχεί

στον γραμμικό συνδυασμό των στηλών της A με συντελεστές τα στοιχεία του X:

x1v1 ` x2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnvn

Αν B P spantv1, v2, . . . , vnu τότε min
X
‖AX ´ B‖2 “ 0 και X είναι οι λύσεις του γραμμικού συ-

στήματος AX “ B.
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Αν B < spantv1, v2, . . . , vnu τότε

‖PAB ´ B‖2 ď ‖AX ´ B‖2

όπου PAB είναι η προβολή του B στον χώρο που παράγουν οι στήλες της A.

Επομένως, οι λύσεις X του προβλήματος είναι οι λύσεις του γραμμικού συστήματος

AX “ PAB

δηλαδή, το X είναι οι συντελεστές των γραμμικών συνδυασμών των στηλών της A με τους οποίους

παράγεται το PAB. Αν οι στήλες της A είναι γραμμικώς ανεξάρτητές, τότε η λύση X είναι μοναδική,

αλλιώς υπάρχουν άπειρες λύσεις.

Ισοδύναμα, το διάνυσμα X είναι λύση του προβλήματος, αν και μόνο αν το διάνυσμα AX ´ B

είναι ορθογώνιο στα διανύσματα που παράγονται από τις στήλες του A, δηλαδή

AtpAX ´ Bq “ On ô AtAX “ AtB

Συνοψίζοντας,

Πρόταση 10.25. Αν A PMmˆn, x P Rn και b P Rm, τότε οι λύσεις x του προβλήματος ελαχίστων

τετραγώνων ικανοποιούν τις ισοδύναμες σχέσεις:

i) Ax “ PAb.

ii) AtAx “ Atb.

Επιπλέον, αν οι στήλες της A είναι γραμμικώς ανεξάρτητες, τότε η λύση είναι μοναδική.

Παράδειγμα. Να βρεθεί η λύση του προβλήματος ελαχίστων τετραγώνων

‖Ax ´ b‖2

όπου A “

»
——–

1 2 3
´1 ´1 3
2 0 4
2 2 3

fi
ffiffifl, x “ px1, x2, x3q και b “ p1, 2, 1, 2q.

Λύση. i) (1ος τρόπος) Πρώτα ϑα βρούμε μια ορθοκανονική βάση του χώρου των στηλών της A.

Χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο Gram  Schmidt προκύπτει ότι μια ορθοκανονική βάση του

χώρου των στηλών της A είναι τα διανύσματα:

v1 “ 1?
10

p1,´1, 2, 2q

v2 “ 1?
410

p13,´3,´14, 6q

v3 “ 1?
39073

p76, 178, 38, 13q

Επομένως,

PAb “ xb, v1y v1 ` xb, v2y v2 ` xb, v3y v3
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όπου

xb, v1y “
?
5?
2
.

xb, v2y “
?
5?
82
.

xb, v3y “ 496?
39073

.

οπότε

PAb “
ˆ
1547

953
,
1642

953
,
1250

953
,
1180

953

˙

Χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο του Gauss για το σύστημα

Ax “ PAb ô

$
’’’&
’’’%

x1 ` 2x3 ` 3x3 “ 1547

953

´x1 ´ x2 ` 3x3 “ 1642
953

2x1 ` 4x3 “ 1250

953

2x1 ` 2x3 ` 3x3 “ 1180
953

προκύπτει ότι

x1 “ ´367

953
, x2 “ 213

953
, x3 “ 496

953
.

οπότε

x “ px1, x2, x3q “ p´367

953
,
213

953
,
496

953
q

ii) (2ος τρόπος) Ισχύει ότι

AtA “

»
–
1 ´1 2 2
2 ´1 0 2
3 3 4 3

fi
fl

»
——–

1 2 3
´1 ´1 3
2 0 4
2 2 3

fi
ffiffifl “

»
–
10 7 14
7 9 9
14 9 43

fi
fl

και

Atb “ p5, 4, 19q.

Χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο του Gauss για το σύστημα

AtAx “ Atb ô

$
’&
’%

10x1 ` 7x2 ` 14x3 “ 5

7x1 ` 9x2 ` 9x3 “ 4

14x1 ` 9x2 ` 43x3 “ 19

προκύπτει και πάλι ότι

x1 “ ´367

953
, x2 “ 213

953
, x3 “ 496

953
. �

Εφαρμογή 10.4. Δίδονται τα σημεία Ap1, 5q, Bp2, 6q, Cp3, 8q, Dp4, 7q, Ep5, 8q, Fp6, 7q, Gp7, 5q,
Hp8, 6q.
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b

b

b

b

b

b

b

b

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

1

2

3

4

5

6

7

8

Να βρεθεί η εξίσωση y “ ax2 ` bx ` c του πολυώνυμου παρεμβολής αυτών των σημείων για

την οποία το άθροισμα των τετραγώνων των κατακόρυφων αποστάσεων από τα σημεία είναι

ελάχιστο.

Λύση. ´Εστω y “ ax2 ` bx ` c το ζητούμενο πολυώνυμο. Στην ιδανική περίπτωση, ϑα έπρεπε κάθε

σημείο να ικανοποιεί την εξίσωση του πολυωνύμου.

Για το σημείο Ap1, 5q:
5 “ a ¨ 12 ` b ¨ 1 ` c “ a ` b ` c

Για το σημείο Bp2, 6q:
6 “ a ¨ 22 ` b ¨ 2 ` c “ 4a ` 2b ` c

Για το σημείο Cp3, 8q:
8 “ a ¨ 32 ` b ¨ 3 ` c “ 9a ` 3b ` c

Για το σημείο Dp4, 7q:
7 “ a ¨ 42 ` b ¨ 4 ` c “ 16a ` 4b ` c

Για το σημείο Ep5, 8q:
8 “ a ¨ 52 ` b ¨ 5 ` c “ 25a ` 5b ` c

Για το σημείο Fp6, 7q:
7 “ a ¨ 62 ` b ¨ 6 ` c “ 36a ` 6b ` c

Για το σημείο Gp7, 5q:
5 “ a ¨ 72 ` b ¨ 7 ` c “ 49a ` 7b ` c

Για το σημείο Hp8, 6q:
6 “ a ¨ 82 ` b ¨ 8 ` c “ 64a ` 8b ` c

Ισοδύναμα προκύπτει ότι

»
——————————–

5
6
8
7
8
7
5
6

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

“ a

»
——————————–

1
4
9
16
25
36
49
64

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

` b

»
——————————–

1
2
3
4
5
6
7
8

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

` c

»
——————————–

1
1
1
1
1
1
1
1

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

´Ομως, το σύστημα αυτό είναι αδύνατο, αφού το διάνυσμα v “ p5, 6, 8, 7, 8, 7, 5, 6q δεν ανήκει

στο χώρο που παράγουν τα διανύσματα x3 “ p1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64q, x2 “ p1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8q και
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x1 “ p1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1q (η αρίθμηση αυτή είναι πιο βολική). (Άσκηση. Επιβεβαιώστε ότι το σύστημα

είναι αδύνατο.)

Το άθροισμα των τετραγώνων των κατακόρυφων αποστάσεων των σημείων από το πολυώνυμο

y “ ax2 ` bx ` c ισούται με

‖v ´ z‖2 “ pdpv, zqq2

όπου z “ ax3 ` bx2 ` cx1.

Από όλα τα διανύσματα που ανήκουν στον χώρο που παράγουν τα x1, x2, x3 η προβολή του v

στο χώρο αυτό απέχει την μικρότερη απόσταση από το v.

(1ος τρόπος υπολογισμού). Πρώτα ϑα βρούμε ην προβολή του v στο χώρο που παράγουν τα x1,

x2 και x3 και έπειτα ϑα υπολογίσουμε τους αντίστοιχους συντελεστές. Προκειμένου να βρούμε την

προβολή εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο των Gram  Schmidt στα διανύσματα x1, x2, x3 προκειμένου

να βρούμε μια ορθοκανονική βάση γι´ αυτόν.

´Εχουμε ότι

v1 “ 1

‖y1‖
y1, όπου y1 “ x1.

Αλλά y1 “ p1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1q. Επομένως,

‖y1‖ “
b

xy1, y1y “
a

12 ` 12 ` 12 ` 12 ` 12 ` 12 ` 12 ` 12 “
?
8 “ 2

?
2.

Άρα,

v1 “ 1

2
?
2

p1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1q.

Επίσης,

v2 “ 1

‖y2‖
y2, όπου y2 “ x2 ´ xx2, v1y v1.

Αλλά

xx2, v1y “
B

p1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8q, 1

2
?
2

p1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1q
F

“ 1

2
?
2

p1 ¨ 1 ` 2 ¨ 1 ` 3 ¨ 1 ` 4 ¨ 1 ` 5 ¨ 1 ` 6 ¨ 1 ` 7 ¨ 1 ` 8 ¨ 1q “ 18?
2

“ 9
?
2.

Επομένως,

y2 “ p1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8q ´ 9
?
2 ¨ 1

2
?
2

p1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1q

“ p1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8q ´ 9

2
p1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1q “ 1

2
p´7,´5,´3,´1, 1, 3, 5, 7q .

Συνεπώς,

‖y2‖ “ 1

2

b
p´7q2 ` p´5q2 ` p´3q2 ` p´1q2 ` 12 ` 32 ` 52 ` 72 “ 1

2

?
168 “

?
42.

Άρα,

v2 “ 1

2
?
42

p´7,´5,´3,´1, 1, 3, 5, 7q .

Τέλος,

v3 “ 1

‖y3‖
y3, όπου y3 “ x3 ´ xx3, v2y v2 ´ xx3, v1y v1
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Αλλά

xx3, v2y “
B

p1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64q, 1

2
?
42

p´7,´5,´3,´1, 1, 3, 5, 7q
F

“ 1

2
?
42

p1 ¨ p´7q ` 4 ¨ p´5q ` 9 ¨ p´3q ` 16 ¨ p´1q ` 25 ¨ 1 ` 36 ¨ 3 ` 49 ¨ 5 ` 64 ¨ 7q

“ 378?
42

“ 9
?
42,

οπότε

xx3, v2y v2 “ 9
?
42 ¨ 1

2
?
42

p´7,´5,´3,´1, 1, 3, 5, 7q “ 9

2
p´7,´5,´3,´1, 1, 3, 5, 7q .

Επίσης

xx3, v1y “
B

p1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64q, 1

2
?
2

p1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1q
F

“ 1

2
?
2

p1 ¨ 1 ` 4 ¨ 1 ` 9 ¨ 1 ` 16 ¨ 1 ` 25 ¨ 1 ` 36 ¨ 1 ` 49 ¨ 1 ` 64 ¨ 1q “ 102?
2

“ 51
?
2,

οπότε

xx3, v1y v1 “ 51
?
2 ¨ 1

2
?
2

p1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1q “ 51

2
p1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1q.

Επομένως,

y3 “ p1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64q ´ 9

2
p´7,´5,´3,´1, 1, 3, 5, 7q ´ 51

2
p1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1q

“ p7, 1,´3,´5,´5, 3, 1, 7q

Συνεπώς,

‖y3‖ “
b

72 ` 12 ` p´3q2 ` p´5q2 ` p´5q2 ` p´3q2 ` 12 ` 72 “ 2
?
42.

Τελικά

v3 “ 1

2
?
42

p7, 1,´3,´5,´5, 3, 1, 7q .

Άρα, η ζητούμενη ορθοκανονική βάση είναι το σύνολο

tv1, v2, v3u “

t 1

2
?
2

p1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1q, 1

2
?
42

p´7,´5,´3,´1, 1, 3, 5, 7q , 1

2
?
42

p7, 1,´3,´5,´5, 3, 1, 7qu

Η προβολή του v στο σύνολο που παράγουν τα x1, x2, x3 είναι ίση με

v “ xv, v1y v1 ` xv, v2y v2 ` xv, v3y v3.

Συγκεκριμένα,

xv, v1y “
B

p5, 6, 8, 7, 8, 7, 5, 6q, 1

2
?
2

p1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1q
F

“ 52

2
?
2

“ 13
?
2.
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xv, v2y “
B

p5, 6, 8, 7, 8, 7, 5, 6q, 1

2
?
42

p´7,´5,´3,´1, 1, 3, 5, 7q
F

“ 0.

xv, v3y “
B

p5, 6, 8, 7, 8, 7, 5, 6q, 1

2
?
42

p7, 1,´3,´5,´5, 3, 1, 7q
F

“ ´ 16?
42

Επομένως, η προβολή του v στο χώρο που παράγουν τα x1, x2, x3 είναι ίση με

v “ 13
?
2 ¨ 1

2
?
2

p1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1q ´ 16?
42

¨ 1

2
?
42

p7, 1,´3,´5,´5, 3, 1, 7q

“
ˆ
31

6
,
265

42
,
99

14
,
313

42
,
313

42
,
99

14
,
265

42
,
31

6

˙
.

Προκειμένου να βρούμε τους συντελεστές του πολυωνύμου y “ ax2 ` bx ` c ϑα λύσουμε το (νέο)

συμβιβαστό σύστημα »
——————————–

31
6

265

42
99

14
313
42
313

42
99

14
265
42
31

6

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

“ a

»
——————————–

1
4
9
16
25
36
49
64

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

` b

»
——————————–

1
2
3
4
5
6
7
8

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

` c

»
——————————–

1
1
1
1
1
1
1
1

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

,

ή, ισοδύναμα, το σύστημα

31

6
“ a ¨ 12 ` b ¨ 1 ` c “ a ` b ` c

265

42
“ a ¨ 22 ` b ¨ 2 ` c “ 4a ` 2b ` c

99

14
“ a ¨ 32 ` b ¨ 3 ` c “ 9a ` 3b ` c

313

42
“ a ¨ 42 ` b ¨ 4 ` c “ 16a ` 4b ` c

313

42
“ a ¨ 52 ` b ¨ 5 ` c “ 25a ` 5b ` c

99

14
“ a ¨ 62 ` b ¨ 6 ` c “ 36a ` 6b ` c

265

42
“ a ¨ 72 ` b ¨ 7 ` c “ 49a ` 7b ` c

31

9
“ a ¨ 82 ` b ¨ 8 ` c “ 64a ` 8b ` c

Επειδή η λύση υπάρχει και είναι μοναδική, από τις 3 πρώτες εξισώσεις προκύπτει ότι

a “ ´ 4

21
, b “ 12

7
, c “ 51

14

Επομένως, το ζητούμενο πολυώνυμο y “ ax2`bx`c το οποίο παρεμβάλει τα σημεία A, B,C,D, E, F,G,H

με το ελάχιστο σφάλμα (ως προς το άθροισμα των κατακόρυφων αποστάσεων) είναι το

y “ ´ 4

21
x2 ` 12

7
x ` 51

14
.
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(2ος τρόπος υπολογισμού). Θεωρούμε την μήτρα

A “

»
——————————–

1 1 1
4 2 1
9 3 1
16 4 1
25 5 1
36 6 1
49 7 1
64 8 1

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

με στήλες τα x1, x2 και x3. Το ζητούμενο είναι η λύση του συστήματος

AtA

»
–

a

b

c

fi
fl “ Atv ô

»
–
8772 1296 204
1296 204 36
204 36 8

fi
fl
»
–

a

b

c

fi
fl “

»
–
1294
234
52

fi
fl ô

$
’&
’%

8772a ` 1296b ` 204c “ 1294

1296a ` 204b ` 36c “ 234

204a ` 36b ` 8c “ 52

Από τον αλγόριθμο του Gauss προκύπτει και πάλι ότι

a “ ´ 4

21
, b “ 12

7
, c “ 51

14
,

οπότε, το ζητούμενο πολυώνυμο y “ ax2`bx`c το οποίο παρεμβάλει τα σημεία A, B,C,D, E, F,G,H

με το ελάχιστο σφάλμα (ως προς το άθροισμα των κατακόρυφων αποστάσεων) είναι το

y “ ´ 4

21
x2 ` 12

7
x ` 51

14
.

b

b

b

b

b

b

b

b

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

1

2

3

4

5

6

7

8

�

Εφαρμογή 10.5. Δίδεται η 25 ˆ 2 μήτρα P της οποίας οι γραμμές αναπαριστούν τις συντεταγ-
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μένες 25 σημείων του R2.

P “

v1 1.5 2.1 Type Blue

v2 1.3 3.15 Type Blue

v3 1.4 4.1 Type Blue

v4 2.1 2.2 Type Blue

v5 2.2 5.1 Type Blue

v6 3.15 8.1 Type Red

v7 3.2 9.2 Type Red

v8 3.3 10.25 Type Red

v9 3.5 11.15 Type Red

v10 3.1 12.1 Type Red

v11 3.4 13.2 Type Red

v12 4 10.2 Type Red

v13 4.1 11.1 Type Red

v14 4.15 12.5 Type Red

v15 4.2 13.6 Type Red

v16 5.1 9.7 Type Red

v17 5.3 11.1 Type Red

v18 6.1 1.4 Type Blue

v19 6.4 2.3 Type Blue

v20 6.2 3.8 Type Blue

v21 7.1 1.4 Type Blue

v22 7.2 2.5 Type Blue

v23 7.15 3.3 Type Red

v24 8.1 3.1 Type Red

v25 8.4 4.5 Type Red

Κάθε σημείο έχει χαρακτηρισθεί είτε ως μπλε (blue) είτε ως κόκκινο (red). Με βάση τα δεδομένα

που μας δίδονται μας ενδιαφέρει να βρούμε ένα τρόπο να ‘‘χαρακτηρίζουμε’’ οποιοδήποτε σημείο

του R2 ως μπλε ή κόκκινο.

Λύση. Μια απλή προσέγγιση στο πρόβλημα αυτό είναι η εύρεση ενός γραμμικού διαχωριστή,

δηλαδή η εύρεση της εξίσωσης μιας ευθείας (ή γενικότερα ενός υπερεπιπέδου) η οποία, στην

ιδανική περίπτωση, έχει την ιδιότητα ότι τα δεδομένα που ανήκουν στη κάθε κατηγορία βρίσκονται

όλα στο ίδιο ημιεπίπεδο από τα δύο ημιεπιπέδα που ορίζονται από την ευθεία (ή γενικότερα το

υπερεπιπέδου).
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b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b b

b

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

Αν αναπαραστήσουμε γραφικά τα σημεία αυτά παρατηρούμε ότι η ζητούμενη ευθεία δεν μπορεί

να διέρχεται από την αρχή των αξόνων, επομένως η εξίσωσή της έχει την μορφή

a1x1 ` a2x2 ` a3 “ 0

Γενικότερα, αν τα δεδομένα μας ανήκουν στον Rm τότε στην περίπτωση όπου διέρχεται από

την αρχή των αξόνων η εξίσωση της ευθείας που αναζητούμε έχει την μορφή:

a1x1 ` a2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` amxm “ 0

και την εξίσωση

a1x1 ` a2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` amxm ` am`1 “ 0

στην περίπτωση όπου δεν διέρχεται υποχρεωτικά από την αρχή των αξόνων. Γενικά, μπορούμε

πάντα να υποθέτουμε ότι η ευθεία μας δεν διέρχεται από την αρχή των αξόνων και να υπολογίζουμε

πάντα την γενικότερη εξίσωση.

Η εύρεση του ημιεπιπέδου στο οποίο ανήκει κάποιο σημείο y “ py1, y2, . . . , ymq του Rm το

οποίο βρίσκεται εκτός της ευθείας a1x1 ` a2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` amxm ` am`1 “ 0 μπορεί να γίνει εύκολα

χρησιμοποιώντας την εξής ιδιότητα: ´Εστω a “ pa1, a2, . . . , amq αν

xa, yy ` an`1 ą 0

τότε το σημείο y ανήκει στο ένα ημιεπίπεδο που ορίζει η ευθεία, ενώ αν

xa, yy ` an`1 ă 0

τότε το σημείο y ανήκει στο άλλο ημιεπίπεδο που ορίζει η ευθεία.

Επειδή η εύρεση της άγνωστης ευθείας με βάση το πρόσημο δεν είναι άμεσα εφαρμόσιμη, αντί

αυτού ϑα χρησιμοποιήσουμε την παρακάτω τεχνική:

Θα βρούμε 3 σταθερές a1, a2, a3 έτσι ώστε για κάθε σημείο y “ py1, y2q να ισχύει

a1y1 ` a2y2 ` a3 “ `1
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αν το y χαρακτηρίζεται μπλε, και

a1y1 ` a2y2 ` a3 “ ´1

αν το y χαρακτηρίζεται κόκκινο.

Για τον υπολογισμό ϑα χρησιμοποιήσουμε ως δεδομένα ‘‘εκπαίδευσης’’ τα 25 σημεία για τα οποία

γνωρίζουμε τους χαρακτηρισμούς τους. Κατόπιν τούτου προκύπτει το μη συμβιβαστό σύστημα

»
————————————————————————————————————————————–

1.5 2.1
1.3 3.15
1.4 4.1
2.1 2.2
2.2 5.1
3.15 8.1
3.2 9.2
3.3 10.25
3.5 11.15
3.1 12.1
3.4 13.2
4 10.2
4.1 11.1
4.15 12.5
4.2 13.6
5.1 9.7
5.3 11.1
6.1 1.4
6.4 2.3
6.2 3.8
7.1 1.4
7.2 2.5
7.15 3.3
8.1 3.1
8.4 4.5

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

„
a1

a2


`

»
————————————————————————————————————————————–

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

“

»
————————————————————————————————————————————–

1
1
1
1
1

´1
´1
´1
´1
´1
´1
´1
´1
´1
´1
´1
´1
1
1
1
1
1

´1
´1
´1

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

ô

»
————————————————————————————————————————————–

1.5 2.1 1
1.3 3.15 1
1.4 4.1 1
2.1 2.2 1
2.2 5.1 1
3.15 8.1 1
3.2 9.2 1
3.3 10.25 1
3.5 11.15 1
3.1 12.1 1
3.4 13.2 1
4 10.2 1
4.1 11.1 1
4.15 12.5 1
4.2 13.6 1
5.1 9.7 1
5.3 11.1 1
6.1 1.4 1
6.4 2.3 1
6.2 3.8 1
7.1 1.4 1
7.2 2.5 1
7.15 3.3 1
8.1 3.1 1
8.4 4.5 1

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

»
–

a1

a2

a3

fi
fl “

»
————————————————————————————————————————————–

1
1
1
1
1

´1
´1
´1
´1
´1
´1
´1
´1
´1
´1
´1
´1
1
1
1
1
1

´1
´1
´1

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

´Εστω C1, C2, C3 τα διανύσματα του R25 που αντιστοιχουν στην πρώτη, δεύτερη και τρίτη

στήλη της μήτρας A των συντελεστών του συστήματος και b “ p1, 1, 1, 1, 1,´1,´1,´1,´1,´1,´1,´1,
´1,´1,´1,´1,´1, 1, 1, 1, 1,´1,´1,´1q το διάνυσμα που αντιστοιχεί στην μήτρα στήλη των σταθερών

του συστήματος.

´Οπως και στα προηγούμενα παραδείγματα, αρκεί να υπολογίσουμε τα a1, a2, a3 ώστε ο γραμμι-

κός συνδυασμός a1C1 ` a2C2 ` a3C3 να ισούται με την προβολή του διανύσματος b στο χώρο που

παράγουν οι στήλες C1, C2, C3. Το ζητούμενο είναι η λύση του συστήματος

AtA

»
–

a1

a2

a3

fi
fl “ Atb ô

»
–
607.548 703.89 111.65
703.89 1618.69 171.15
111.65 171.15 25

fi
fl
»
–

a1

a2

a3

fi
fl “

»
–

´28.65
´115.05

´5

fi
fl

ô

$
’&
’%

607.548a1 ` 703.89a2 ` 111.65a3 “ ´28.65

703.89a1 ` 1618.69a2 ` 171.15a3 “ ´115.05

111.65a1 ` 171.15a2 ` 25a3 “ ´5

Από τον αλγόριθμο του Gauss προκύπτει ότι

a1 “ ´0.171261, a2 “ ´0.203974, a3 “ 1.96126
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οπότε η ζητούμενη ευθεία έχει εξίσωση

´0.171261x1 ´ 0.203974x2 ` 1.96126 “ 0

ή, ισοδύναμα

x2 “ 9.61523 ´ 0.83962x1

´Οπως μπορούμε να δούμε γραφικά η ευθεία αυτή είναι πολύ καλός διαχωριστής για τα 25
σημεία των δεδομένων μας.

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b b

b
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Προκειμένου να χαρακτηρίσουμε ένα άλλο σημείο y “ py1, y2q ελέγχουμε αν βρίσκεται στο ίδιο

ημιεπίπεδο με ένα από τα σημεία που ήδη γνωρίζουμε τον χαρακτηρισμό του. Π.χ. για το σημείο

v1 “ p1.5, 2.1q έχουμε

´0.171261 ¨ 1.5 ´ 0.203974 ¨ 2.1 ` 1.96126 “ 1.27602 ą 0

επομένως τα μπλε σημεία βρίσκονται στο ϑετικό ημιεπίπεδο.

Για το σημείο y “ p2, 3q ισχύει ότι

´0.171261 ¨ 2 ´ 0.203974 ¨ 3 ` 1.96126 “ 1.00681 ą 0

οπότε το σημείο αυτό βρίσκεται στο ϑετικό ημιεπίπεδο (των μπλε σημείων), άρα το χαρακτηρίζουμε

μπλε.

Για το σημείο y “ p8, 5q ισχύει ότι

´0.171261 ¨ 8 ´ 0.203974 ¨ 5 ` 1.96126 “ ´0.428699 ă 0

οπότε το σημείο αυτό βρίσκεται στο αρνητικό ημιεπίπεδο (των κόκκινων σημείων), άρα το χαρα-

κτηρίζουμε κόκκινο. �
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10.12 Ορθογώνια διαγωνιοποίηση

Η μήτρα A PMn λέγεται ορθογωνίως διαγωνιοποίησιμη αν υπάρχει ορθογώνια μήτρα P τέτοια

ώστε

P´1 ¨ A ¨ P “ D

όπου D είναι διαγώνια μήτρα. Επειδή η P είναι ορθογώνια ισχύει ότι P´1 “ Pt, οπότε

Pt ¨ A ¨ P “ D.

Πρόταση 10.26. Η μήτρα A είναι ορθογωνίως διαγωνιοποίησιμη αν και μόνο αν είναι συμμε-

τρική.

Παρατήρηση: (Μέθοδος για ορθογώνια διαγωνιοποίηση). Αν η P PMn σχηματίζεται από τις στήλες

v1, v2, . . . , vn, οι οποίες αποτελούν μια ορθοκανονική βάση του διανυσματικού χώρου Rn, τότε η P

είναι ορθογώνια.

Πράγματι, αφού η i-γραμμή της Pt ισούται με την i-στήλη της P (δηλαδή με vi), τότε το στοιχείο

bii της μήτρας B “ PtP ϑα είναι το xvi, viy “ 1, ενώ το στοιχείο bi j για i , j ϑα είναι το xvi, v jy “ 0.
Άρα

B “ PtP “ I

δηλαδή η P είναι ορθογώνια.

Για παράδειγμα, είδαμε ότι το σύνολο

t
ˆ

1?
2
,

1?
2
, 0

˙
,

ˆ
´ 1?

6
,

1?
6
,

2?
6

˙
,

ˆ
1?
3
,´ 1?

3
,

1?
3

˙
u

αποτελεί μια ορθοκανονική βάση του R3.

Τότε η μήτρα

P “

»
—–

1?
2

´ 1?
6

1?
3

1?
2

1?
6

´ 1?
3

0 2?
6

1?
3

fi
ffifl

είναι ορθογώνια.

Πράγματι,

PtP “

»
—–

1?
2

1?
2

0

´ 1?
6

1?
6

2?
6

1?
3

´ 1?
3

1?
3

fi
ffifl

»
—–

1?
2

´ 1?
6

1?
3

1?
2

1?
6

´ 1?
3

0 2?
6

1?
3

fi
ffifl “ I.

Για να διαγωνιοποίησουμε ορθογωνίως λοιπόν μια μήτρα A, αρκεί να βρούμε μια μήτρα P που

να την διαγωνιοποιεί και στη συνέχεια να ορθοκανονικοποίησουμε τις στήλες της μήτρας P.

Παράδειγμα (Ορθογώνια διαγωνιοποίηση). ´Εστω η μήτρα

A “

»
–
4 2 2
2 4 2
2 2 4

fi
fl .

Να βρεθούν ορθογώνια P και διαγώνια D ώστε P´1AP “ D.

349



Λύση. Η A είναι συμμετρική, επομένως είναι ορθογωνίως διαγωνιοποιήσιμη.

1. Εύρεση των ιδιοτιμών:

|A ´ λI| “ 0 ô

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 ´ λ 2 2
2 4 ´ λ 2
2 2 4 ´ λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0 ô p2 ´ λq2p8 ´ λq “ 0,

οπότε βρίσκουμε τις ιδιοτιμές λ1 “ 2 (διπλή) και λ2 “ 8 (απλή).

2. Εύρεση ιδιοδιανυσμάτων και ιδιοχώρων:

»
–
4 ´ λ 2 2
2 4 ´ λ 2
2 2 4 ´ λ

fi
fl
»
–

w1

w2

w3

fi
fl “

»
–
0
0
0

fi
fl ô

$
’&
’%

p4 ´ λqw1 ` 2w2 ` 2w3 “ 0

2w1 ` p4 ´ λqw2 ` 2w3 “ 0

2w1 ` 2w2 ` p4 ´ λqw3 “ 0

Για λ “ 2:
$
’&
’%

2w1 ` 2w2 ` 2w3 “ 0

2w1 ` 2w2 ` 2w3 “ 0

2w1 ` 2w2 ` 2w3 “ 0

ô w1 ` w2 ` w3 “ 0 ô w1 “ ´w2 ´ w3.

Άρα

X “

»
–

´w2 ´ w3

w2

w3

fi
fl “

»
–

´w2

w2

0

fi
fl `

»
–

´w3

0
w3

fi
fl “ w2

»
–

´1
1
0

fi
fl ` w3

»
–

´1
0
1

fi
fl , |w2| ` |w3| , 0.

Η αντίστοιχη βάση είναι η

tx1, x2u “ t

»
–

´1
1
0

fi
fl ,

»
–

´1
0
1

fi
flu.

Για λ “ 8:
$
’&
’%

´4w1 ` 2w2 ` 2w3 “ 0

2w1 ` ´4w2 ` 2w3 “ 0

2w1 ` 2w2 ` ´4w3 “ 0

ô w1 “ w2 “ w3.

Άρα X “

»
–

w1

w1

w1

fi
fl “ w1

»
–
1
1
1

fi
fl ,w1 P R˚.

Η αντίστοιχη βάση είναι η

tx3u “ t

»
–
1
1
1

fi
flu.

Παρατήρηση: Αν ζητούσαμε να διαγωνιοποιήσουμε απλά (και όχι ορθογωνίως) την A, ϑα τελει-

ώναμε εδώ, με

P “

»
–
1 ´1 ´1
1 1 0
1 0 1

fi
fl ,
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οπότε

P´1 “ 1

3

»
–

1 1 1
´1 2 ´1
´1 ´1 2

fi
fl ,

και

P´1AP “ 1

3

»
–

1 1 1
´1 2 ´1
´1 ´1 2

fi
fl
»
–
4 2 2
2 4 2
2 2 4

fi
fl
»
–
1 ´1 ´1
1 1 0
1 0 1

fi
fl “

»
–
8 0 0
0 2 0
0 0 2

fi
fl .

Για την ορθογώνια διαγωνιοποίηση, συνεχίζουμε ορθοκανονικοποιώντας το σύνολο των ιδιοδια-

νυσμάτων:

x1 “

»
–

´1
1
0

fi
fl , x2 “

»
–

´1
0
1

fi
fl , x3 “

»
–
1
1
1

fi
fl ,

σύμφωνα με την μέθοδο GramSchmidt
´Εχουμε y1 “ x1 και

‖y1‖ “ ‖x1‖ “
?
1 ` 1 ` 0 “

?
2,

οπότε

v1 “ 1

‖y1‖
y1 “ 1?

2

»
–

´1
1
0

fi
fl “

»
–

´ 1?
2

1?
2

0

fi
fl .

y2 “ x2 ´ xx2, v1y v1. Αλλά,

xx2, v1y “
C»
–

´1
0
1

fi
fl ,

»
–

´ 1?
2

1?
2

0

fi
fl
G

“ 1?
2

` 0 ` 0 “ 1?
2
.

Άρα,

xx2, v1y v1 “ 1?
2

»
–

´ 1?
2

1?
2

0

fi
fl “

»
–

´ 1

2
1
2

0

fi
fl

και

y2 “ x2 ´ xx2, v1y v1 “

»
–

´1
0
1

fi
fl ´

»
–

´ 1

2
1

2

0

fi
fl “

»
–

´ 1

2

´ 1

2

1

fi
fl ,

με

‖y2‖ “
c

1

4
` 1

4
` 1 “

?
6

2
.

Άρα,

v2 “ 1

‖y2‖
y2 “ 1

?
6

2

»
–

´ 1

2

´ 1
2

1

fi
fl “ 2?

6

»
–

´ 1

2

´ 1
2

1

fi
fl “

»
—–

´ 1?
6

´ 1?
6

2?
6

fi
ffifl .

y3 “ x3 ´ xx3, v2y v2 ´ xx3, v1y v1.

Αλλά,

xx3, v1y “
C»
–
1
1
1

fi
fl ,

»
–

´ 1?
2

1?
2

0

fi
fl
G

“ 0
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και

xx3, v2y “
C»
–
1
1
1

fi
fl ,

»
—–

´ 1?
6

´ 1?
6

2?
6

fi
ffifl
G

“ 0,

οπότε

y3 “ x3 ´ 0 ¨ v2 ´ 0 ¨ v1 “ x3 “

»
–
1
1
1

fi
fl ,

και συνεπώς ‖y3‖ “
?
1 ` 1 ` 1 “

?
3, δίνοντας τελικά

v3 “ 1

‖y3‖
y3 “ 1?

3

»
–
1
1
1

fi
fl “

»
—–

1?
3
1?
3
1?
3

fi
ffifl .

Τελικά, η ζητούμενη ορθογώνια μήτρα P είναι η μήτρα με στήλες τα διανύσματα v1, v2, v3:

P “

»
—–

´ 1?
2

´ 1?
6

1?
3

1?
2

´ 1?
6

1?
3

0 2?
6

1?
3

fi
ffifl .

Πράγματι, η P είναι ορθογώνια (άσκηση) και

P´1AP “ PtAP “

»
—–

´ 1?
2

1?
2

0

´ 1?
6

´ 1?
6

2?
6

1?
3

1?
3

1?
3

fi
ffifl

»
–
4 2 2
2 4 2
2 2 4

fi
fl

»
—–

´ 1?
2

´ 1?
6

1?
3

1?
2

´ 1?
6

1?
3

0 2?
6

1?
3

fi
ffifl “

»
–
2 0 0
0 2 0
0 0 8

fi
fl . �

Παρατηρήσεις:

i) ´Οπως στην (απλή) διαγωνιοποίηση, έτσι και στην ορθογώνια διαγωνιοποίηση, η διαγώνια

μήτρα D “ P´1APp“ PtAPq έχει ως στοιχεία της διαγωνίου της τις αντίστοιχες ιδιοτιμές της

μήτρας A.

ii) Η διαδικασία ορθογώνιας διαγωνιοποίησης μιας μήτρας A, (η οποία, όπως ήδη αναφέραμε,

είναι αναγκαίο να είναι συμμετρική) μπορεί να διευκολυνθεί με την χρήση του παρακάτω

αποτελέσματος.

Πρόταση 10.27. Αν μια μήτρα είναι συμμετρική, τότε τα ιδιοδιανύσματά της, που ανήκουν σε

διαφορετικούς ιδιόχωρους είναι ορθογώνια.

´Ετσι, στο προηγούμενο παράδειγμα, για την εύρεση του v3, γνωρίζουμε εκ των προτέρων, βάσει

της τελευταίας πρότασης, ότι xx3, x2y “ xx3, x1y “ 0 (και άρα xx3, v2y “ xx3, v1y “ 0) και άρα

γνωρίζουμε εκ των προτέρων ότι ο τύπος

y3 “ x3 ´ xx3, v2y v2 ´ xx3, v1y v1

ϑα έδινε τελικά y3 “ x3 (οπότε μπορούσαμε να συνεχίσουμε κατευθείαν από το

y3 “ x3 “

»
–
1
1
1

fi
flq.
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10.13 Διάσπαση ιδιαζουσών τιμών

Μια από τις πιο χρήσιμες διασπάσεις μητρών που ορίζονται και για μη τετραγωνικές μήτρες

είναι η διάσπαση ιδιαζουσών τιμών (singular value decomposition (SVD)).
´Εστω A PMmˆn. Η διάσπαση ιδιαζουσών τιμών της A είναι το γινόμενο

A “ UΣV t

όπου Σ “ diagpσ1, σ2, . . . , σpq PMmˆn, p “ mintm, nu, είναι μια διαγώνια m ˆ n μήτρα 1 με διαγώνιες

τιμές σ1 ě σ2 ě ¨ ¨ ¨ ě σp ě 0 και U P Mmˆm και V P Mnˆn είναι ορθογώνιες μήτρες. Τα σi

ονομάζονται ιδιάζουσες τιμές (singular values) της A. Οι στήλες των U,V ονομάζονται αριστερά

και δεξιά ιδιάζοντα διανύσματα (singular vectors) της A αντίστοιχα.

Παρατήρηση: Για την διάσπαση ιδιαζουσών τιμών έχουν καθιερωθεί τα σύμβολα U, Σ και V .

Αποδεικνύεται ότι κάθε πραγματική μήτρα A έχει διάσπαση ιδιαζουσών τιμών και ισχύει η

παρακάτω πρόταση:

Πρόταση 10.28. ´Εστω A P Mmˆn με διάσπαση ιδιαζουσών τιμών A “ UΣV t, όπου Σ “
diagpσ1, σ2, . . . , σpq και p “ mintm, nu. Τότε

i) Οι ιδιάζουσες τιμές της A ισούνται με τις (μη αρνητικές) τετραγωνικές ρίζες των p μεγα-

λύτερων ιδιοτιμών της n ˆ n μήτρας AtA, (ή της m ˆ m μήτρας AAt). Ανάλογα με το p, οι

επιπλέον ιδιοτιμές της AtA ή της AtA είναι 0.

ii) Οι στήλες vi της ορθογώνιας μήτρας V είναι τα ιδιοδιανύσματα της n ˆ n μήτρας AtA.

iii) Οι στήλες ui της ορθογώνιας μήτρας U είναι τα ιδιοδιανύσματα της m ˆ m μήτρας AAt.

iv) Για i “ 1, 2, . . . , p, οι i-οστές στήλες ui και vi των U και V αντίστοιχα συνδέονται με τις

σχέσεις:

Avi “ σiui και Atui “ σivi

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας έστω m ě n, οπότε p “ n.

Υπενθυμίζεται ότι μια τετραγωνική μήτρα B ονομάζεται ορθογωνίως διαγωνιοποιήσιμη αν B “
PDPt όπου P είναι ορθογώνια μήτρα (δηλαδή P´1 “ Ptq. Μια τετραγωνική μήτρα είναι ορθογω-

νίως διαγωνιοποιήσιμη ανν είναι συμμετρική. Για κάθε μήτρα A P Mmˆn οι μήτρες AtA, AAt είναι

συμμετρικές, επομένως είναι ορθογώνιως διαγωνοποιήσιμες.

Ισχύει ότι AtA PMn με

AtA “ pUΣV tqtpUΣV tq “ VΣtU tUΣV t “ VpΣt
ΣqV t

όπου Σt
Σ P Mnˆn με Σt

Σ “ diagpσ2
1
, σ2

2
, . . . , σ2

nq, δηλαδή οι στήλες της V είναι ιδιοδιανύσματα της

μήτρας AtA με αντίστοιχες ιδιοτιμές τα τετράγωνα των ιδιαζουσών τιμών της A.

1Στις μη τετραγωνικές διαγώνιες m ˆ n μήτρες τα μη μηδενικά στοιχεία βρίσκονται στην i-οστή γραμμή και i-

οστή στήλη όπου i ď mintm, nu και ανάλογα με τα m, n έχουν τις μορφές

»
—————————–

a11 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 a22 ¨ ¨ ¨ 0

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
. . . ¨ ¨ ¨

0 0 ¨ ¨ ¨ ann

0 0 ¨ ¨ ¨ 0

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
0 0 0 0

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

όταν n ă m και

»
———–

a11 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 a22 ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
. . . ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 0 ¨ ¨ ¨ amm 0 ¨ ¨ ¨ 0

fi
ffiffiffifl όταν m ă n.
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Ομοίως, ισχύει ότι AAt PMmˆm με

AAt “ pUΣV tqpUΣV tqt “ UΣV tVΣtU t “ UpΣΣtqU t

όπου ΣΣt P Mmˆm με ΣΣt “ diagpσ2
1
, σ2

2
, . . . , σ2

n, 0, . . . , 0q, δηλαδή οι στήλες της U είναι ιδιοδια-

νύσματα της μήτρας AAt με αντίστοιχες ιδιοτιμές τα τετράγωνα των ιδιαζουσών τιμών της A και

m ´ n επιπλεον μηδενικές ιδιοτιμές της AAt.

Επιπλέον, έχουμε ότι

AV “ UΣV tV ô AV “ UΣ

και

U tA “ U tUΣV t ô U tA “ ΣV t ô pU tAqt “ pΣV tqt ô AtU “ VΣt.

Άρα, οι i-οστές στήλες ui και vi των U και V αντίστοιχα συνδέονται με τις σχέσεις:

Avi “ σiui για κάθε i “ 1, . . . , p

και

Atui “ σivi για κάθε i “ 1, . . . , p. �

Από την προηγούμενη πρόταση προκύπτει το επόμενο πόρισμα:

Πόρισμα 10.29. Η διάσπαση ιδιαζουσών τιμών μιας συμμετρικής τετραγωνικής n ˆ n μήτρας

A με μη αρνητικές ιδιοτιμές ταυτίζεται με την ορθογώνια διαγωνιοποίηση της μήτρας A, όπου

οι ιδιοτιμές της A εμφανίζονται στην D σε φθίνουσα σειρά.

Παράδειγμα. Να βρεθεί η διάσπαση ιδιαζουσών τιμών της μήτρας

A “
„
1 2 3
2 ´1 2


.

Λύση. Εδώ p “ mint3, 2u “ 2. Άρα, η A έχει δυο ιδιάζουσες τιμές. Μας συμφέρει να τις υπολο-

γίσουμε από τις ιδιοτιμές της 2 ˆ 2 μήτρας AAt. ´Εχουμε ότι

AAt “
„
1 2 3
2 ´1 2

»
–
1 2
2 ´1
3 2

fi
fl “

„
14 6
6 9


.

Από την χαρακτηριστική εξίσωση της AAt :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

14 ´ λ 6
6 9 ´ λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0 ô p14 ´ λqp9 ´ λq ´ 62 “ 0 ô λ2 ´ 23λ` 90 “ 0

προκύπτει ότι οι ιδιοτιμές της AAt σε φθίνουσα σειρά είναι

λ1 “ 18 και λ2 “ 5

Επομένως, οι ιδιάζουσες τιμές της A είναι

σ1 “
a
λ1 “

?
18 και σ2 “

a
λ2 “

?
5.
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Στην ιδιοτιμή λ1 “ 18 αντιστοιχεί το ιδιοδιάνυσμα

„
3
2


, ενώ στην ιδιοτιμή λ2 “ 5 αντιστοιχεί το ιδιο-

διάνυσμα

„
´2
3


. Κανονικοποιώντας τα δύο ιδιοδιανύσματα προκύπτούν αντίστοιχα τα διανύσματα

u1 “
«

3?
13
2?
13

ff
και u2 “

«
´ 2?

3
3?
13

ff
, τα οποία αποτελούν τις στήλες της ορθογώνιας μήτρας U, δηλαδή

U “
«

3?
13

´ 2?
3

2?
13

3?
13

ff
.

Απομένει να βρούμε τις στήλες της ορθογώνιας μήτρας V . Οι στήλες της V είναι τα ιδιοδια-

νύσματα της 3 ˆ 3 μήτρας AtA.

Τις δύο πρώτες στήλες της V μπορούμε να τις υπολογίσουμε από την σχέση

Atui “ σivi

Πράγματι,

v1 “ 1

σ1

Atu1 “ 1?
18

»
–
1 2
2 ´1
3 2

fi
fl
«

3?
13
2?
13

ff
“ 1?

18

»
—–

7?
13
4?
13

13?
13

fi
ffifl “

»
—–

7?
234
4?
234
13?
234

fi
ffifl

και

v2 “ 1

σ2

Atu2 “ 1?
5

»
–
1 2
2 ´1
3 2

fi
fl
«

´ 2?
13

3?
13

ff
“ 1?

5

»
–

4?
13

´ 7?
13

0

fi
fl “

»
–

4?
65

´ 7?
65

0

fi
fl

Την τρίτη στήλη της V ϑα την υπολογίσουμε βρίσκοντας το ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί την

ιδιοτιμή 0 της μήτρας AtA:

´Εχουμε ότι

AtA “

»
–
1 2
2 ´1
3 2

fi
fl
„
1 2 3
2 ´1 2


“

»
–
5 0 7
0 5 4
7 4 13

fi
fl .

Στην ιδιοτιμή 0 αντιστοιχεί το ιδιοδιάνυσμα

»
–

7
4

´5

fi
fl. Κανονικοποιώντας, προκύπτει το διάνυσμα

v3 “

»
—–

7

3
?
10

4

3
?
10

´ 5

3
?
10

fi
ffifl. Επομένως, η ορθογώνια 3 ˆ 3 μήτρα V ισούται με

V “

»
—–

7?
234

4?
65

7

3
?
10

4?
234

´ 7?
65

4

3
?
10

13?
234

0 ´ 5

3
?
10

fi
ffifl

Συνοψίζοντας, η διάσπαση ιδιαζουσών τιμών της A είναι

A “ UΣV t “
«

3?
13

´ 2?
3

2?
13

3?
13

ff„?
18 0 0
0

?
5 0


»
—–

7?
234

4?
234

13?
234

4?
65

´ 7?
65

0
7

3
?
10

4

3
?
10

´ 5

3
?
10

fi
ffifl �
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Παρατήρηση: Η διάσπαση ιδιαζουσών τιμών ανακαλύφθηκε το 1873 από τον Beltrami αλλά ο

πρώτος πρακτικός τρόπος υπολογισμού της για μεγάλες μήτρες δόθηκε το 1965 από τους Golub
και Kahan: Η μέθοδός τους υπολογίζει την διάσπαση ιδιαζουσών τιμών χωρίς να χρειαστεί η

χρονοβόρα διαδικασία υπολογισμού της ορθογώνιας διαγωνιοποίησης της μήτρας AAt ή AtA.

Η διάσπαση ιδιαζουσών τιμών δίνει πολλές πληροφορίες για την μήτρα A και τους βασικούς

υποχώρους που σχετίζονται με αυτή.

Πρόταση 10.30. ´Εστω A PMmˆn και A “ UΣV t η διάσπαση ιδιαζουσών τιμών της A. Τότε

i) Το rank της A ισούται με τον αριθμό των μη μηδενικών ιδιαζουσών τιμών της.

ii) Η εικόνα της A παράγεται από τις πρώτες r στήλες της U.

iii) Ο πυρήνας της A παράγεται από τις τελευταίες n ´ r στήλες της V .

Πρόταση 10.31. ´Εστω A P Mmˆn και A “ UΣV t η διάσπαση ιδιαζουσών τιμών της A, με

Σ “ diagpσ1, σ2, . . . , σpq, όπου p “ mintm, nu, U ορθογώνια m ˆ m μήτρα με στήλες u1, u2, . . .,

um, V ορθογώνια n ˆ n μήτρα με στήλες v1, v2, . . ., vn. Τότε

A “ σ1u1v
t
1 ` σ2u2v

t
2 ` ¨ ¨ ¨ ` σpupv

t
p (10.1)

Με άλλα λόγια, η μήτρα A εκφράζεται ως άθροισμα μητρών που έχουν rank 1 (οι οποίες προ-

κύπτουν από τις στήλες των μητρών U και V .

Κάποιες φορές αντί της γραφής A “ UΣV t η διάσπαση ιδιαζουσών τιμών της A ορίζεται ως το

(ισοδύναμο) άθροισμα (10.1)

Παράδειγμα. Δίδεται η μήτρα

A “
„
1 2 3
2 ´1 2


.

Να εκφραστεί ως άθροισμα μητρών που έχουν rank 1.

Λύση. Η διάσπαση ιδιαζουσών τιμών της A είναι

A “ UΣV t “
«

3?
13

´2?
13

2?
13

3?
13

ff„?
18 0 0
0

?
5 0


»
—–

7?
234

4?
234

13?
234

4?
65

´7?
65

0
7

3
?
10

4

3
?
10

´5

3
?
10

fi
ffifl

Επομένως, η A εκφράζεται ως άθροισμα μητρών που έχουν rank 1 ως εξής:

356



A “
„
1 2 3
2 ´1 2



“ σ1u1v
t
1 ` σ2u2v

t
2

“
?
18

«
3?
13
2?
13

ff”
7?
234

4?
234

13?
234

ı
`

?
5

«
´2?
13
3?
13

ff”
4?
65

´7?
65

0
ı

“
?
18?

13 ¨ 234

„
3
2

 “
7 4 13

‰
`

?
5?

13 ¨ 65

„
´2
3

 “
4 ´7 0

‰

“ 1

13

„
21 12 39
14 8 26


` 1

13

„
´8 14 0
12 ´21 0



“
„

21

13

12

13
3

14
13

8
13

2


`
„´8

13

14

13
0

12
13

´21

13
0



“
„
1.61538 0.92308 3
1.07692 0.61538 2


`
„

´0.61538 1.07692 0
0.92308 ´1.61538 0


�

Παρατήρηση: ´Εστω μια μήτρα A με rankpAq “ r, δηλαδή η διάσταση του χώρου των στηλών

(ή των γραμμών) της A είναι r. Σε πολλές εφαρμογές όπου η διάσταση r είναι πολύ μεγάλη,

ψάχνουμε μια άλλη μήτρα B η οποία διαφέρει όσο το δυνατόν ‘‘λιγότερο’’ από την A, αλλά

έχει μικρότερο rank. Η επόμενη πρόταση μας δείχνει πως μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την

διάσπαση ιδιαζουσών τιμών της A για να βρούμε την ‘‘πλησιέστερη’’ μήτρα B η οποία έχει rank
k, όπου k ă r.

Πρόταση 10.32 (Θεώρημα Eckart  Young). ´Εστω A PMmˆn με rank r και διάσπαση ιδιαζου-

σών τιμών

A “ UΣV t “ σ1u1v
t
1 ` σ2u2v

t
2 ` ¨ ¨ ¨ ` σpupv

t
p

όπου p “ mintm, nu.
Για κάθε k ă r “ rankpAq η μήτρα

Ak “ σ1u1v
t
1 ` σ2u2v

t
2 ` ¨ ¨ ¨ ` σkukv

t
k

έχει rank k και για οποιαδήποτε άλλη μήτρα B με rank k ισχύει ότι

‖A ´ Ak‖ ď ‖A ´ B‖

ή ισοδύναμα

min
rankpBq“k

‖A ´ B‖ “ ‖A ´ Ak‖

όπου ‖P‖ είναι οποιαδήποτε άλλη norm μητρών.

Με άλλα λόγια, η μήτρα Ak είναι η πλησιέστερη μήτρα με rank k στην A από όλες τις μήτρες

B που έχουν rank k.

Ειδικότερα, για τις παρακάτω συνηθισμένες norm η απόσταση αυτή είναι:
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Αν ‖A‖ “
a

trpAAtq “
d

nř
i“1

nř
j“1

a2
i j
(Frobenius norm) τότε

‖A ´ Ak‖ “ min
rankpBq“k

‖A ´ B‖ “

gffe
rÿ

i“k`1

σ2
i
.

Αν ‖A‖ “ sup
x,0

‖Ax‖

‖x‖
όπου ‖x‖ “

b
x2
1

` x2
2

` ¨ ¨ ¨ x2n (2-norm) τότε

‖A ´ Ak‖ “ min
rankpBq“k

‖A ´ B‖ “ σk`1.

Παρατηρήσεις:

i) Η μήτρα Ak μπορεί να υπολογισθεί και από το γινόμενο

Ak “ UDkV t

όπου

Dk “ diagpσ1, . . . , σk, 0, . . . , 0q.
ii) Η μήτρα Ak του ϑεωρήματος Eckart  Young ονομάζεται βέλτιστη rank κ προσέγγιση της A

iii) Σε πολλές περιπτώσεις, ενώ οι μήτρες που αντιστοιχούν στα δεδομένα έπρεπε να έχουν

υποχρεωτικά μικρό rank, όμως εξαιτίας σφαλμάτων στα παρατηρούμενα δεδομένα τελικά

καταλήγουμε με μήτρες που έχουν μεγάλο rank. Το ϑεώρημα Eckart  Young μας εξασφαλίζει

ότι για να λάβουμε μια μήτρα μικροτέρου rank μπορούμε δικαιολογημένα να αγνοήσουμε τις

ιδιάζουσες τιμές που είναι της ίδιας τάξης με τα σφάλματα στα δεδομένα μας (δηλαδή να τις

ϑέσουμε ίσες με μηδέν) και να υπολογίσουμε εκ νέου το γινόμενο UΣV .

Παράδειγμα. Να βρεθεί η βέλτιστη rank 1 προσέγγιση της μήτρας A “
„
1 2 3
2 ´1 2


του προη-

γούμενου παραδείγματος.

Απόδειξη. Προηγουμένως βρήκαμε ότι η μήτρα A έχει διάσπαση ιδιαζουσών τιμών

A “ UΣV t “ σ1u1v
t
1 ` σ2u2v

t
2

“
«

3?
13

´ 2?
3

2?
13

3?
13

ff„?
18 0 0
0

?
5 0


»
—–

7?
234

4?
234

13?
234

4?
65

´ 7?
65

0
7

3
?
10

4

3
?
10

´ 5

3
?
10

fi
ffifl

“
„

21
13

12
13

3
14

13

8

13
2


`
„´8

13
14
13

0
12

13

´21

13
0



Με βάση το Θεώρημα Eckart  Young, η βέλτιστη rank 1 προσέγγιση A1 της A προκύπτει

κρατώντας μόνο την μεγαλύτερη ιδιάζουσα τιμή της, και ϑέτωντας ίσες με 0 τις υπόλοιπες. Οπότε

A1 “ σ1u1v
t
1 “

?
18

«
3?
13
2?
13

ff ”
7?
234

4?
234

13?
234

ı
“
„

21
13

12
13

3
14

13

8

13
2



´Η, ισοδύναμα

A1 “ UD1V
t “

«
3?
13

´ 2?
3

2?
13

3?
13

ff„?
18 0 0
0 0 0


»
—–

7?
234

4?
234

13?
234

4?
65

´ 7?
65

0
7

3
?
10

4

3
?
10

´ 5

3
?
10

fi
ffifl “

„
21
13

12
13

3
14
13

8
13

2


�
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Παράδειγμα. Να βρεθούν οι βέλτιστες rank 1,2 και 3 προσέγγισεις της 17 ˆ 4 μήτρας A με

A “

»
————————————————————————————–

5.1 3.5 1.4 0.2
4.9 3.0 1.4 0.2
4.7 3.2 1.3 0.2
4.6 3.1 1.5 0.2
5.0 3.6 1.4 0.2
5.4 3.9 1.7 0.4
4.6 3.4 1.4 0.3
5.0 3.4 1.5 0.2
4.4 2.9 1.4 0.2
4.9 3.1 1.5 0.1
5.4 3.7 1.5 0.2
4.8 3.4 1.6 0.2
4.8 3.0 1.4 0.1
4.3 3.0 1.1 0.1
5.8 4.0 1.2 0.2
5.7 4.4 1.5 0.4
5.4 3.9 1.3 0.4

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

Λύση. Αρχικά, υπολογίζουμε την διάσπαση ιδιαζουσών τιμών της A από την οποία προκύπτει

A “ UΣV t

όπου U έχει διαστάσεις 17 ˆ 17, Σ έχει διαστάσεις 17 ˆ 4 και V έχει διαστάσεις 4 ˆ 4. Οι ιδιάζουσες

τιμές της A είναι σ1 “ 25.7804, σ2 “ 0.823796, σ3 “ 0.588009 και σ4 “ 0.218905. Άρα, η A έχει

rank 4.

Μηδενίζοντας την σ4 και υπολογίζοντας εκ νέου το γινόμενο UΣV t προκύπτει ότι η βέλτιστη

rank 3 προσέγγιση της A είναι η μήτρα

A3 “

»
————————————————————————————–

5.10347 3.49462 1.39846 0.215215
4.87826 3.03376 1.40968 0.104607
4.69864 3.2021 1.3006 0.194054
4.60012 3.09981 1.49995 0.200537
5.01464 3.57728 1.39349 0.26421
5.38496 3.92334 1.70669 0.334034
4.59936 3.401 1.40029 0.29718
5.003 3.39534 1.49867 0.213155

4.39334 2.91034 1.40296 0.170785
4.90619 3.09039 1.49724 0.127164
5.40587 3.69088 1.49739 0.225773
4.8137 3.37874 1.5939 0.26009
4.80183 2.99716 1.39919 0.108015
4.31786 2.97227 1.09205 0.178361
5.80291 3.99549 1.19871 0.212758
5.70191 4.39704 1.49915 0.408359
5.37717 3.93544 1.31016 0.299859

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

η οποία απέχει απόσταση σ4 “ 0.218905 από την A αν χρησιμοποιήσουμε την 2norm
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Μηδενίζοντας τις σ3, σ4 και υπολογίζοντας πάλι το γινόμενο UΣV t προκύπτει ότι η βέλτιστη

rank 2 προσέγγιση της A είναι η μήτρα

A2 “

»
————————————————————————————–

5.07927 3.51279 1.43699 0.231072
4.81528 3.08107 1.50996 0.145878
4.67784 3.21774 1.33374 0.207691
4.65511 3.0585 1.41237 0.164499
5.0291 3.56641 1.37045 0.254731
5.49528 3.84046 1.531 0.261733
4.68341 3.33784 1.26642 0.242091
5.01945 3.38299 1.47247 0.202375
4.42415 2.88719 1.3539 0.150591
4.88049 3.1097 1.53817 0.144007
5.38378 3.70748 1.53257 0.240251
4.90944 3.3068 1.44142 0.197337
4.74646 3.03876 1.48736 0.144301
4.2674 3.01018 1.17241 0.21143
5.63682 4.12028 1.46322 0.321613
5.75862 4.35443 1.40883 0.371189
5.34688 3.9582 1.35841 0.319714

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

η οποία απέχει απόσταση σ3 “ 0.588009 από την A αν χρησιμοποιήσουμε την 2norm.

Τέλος, μηδενίζοντας τις σ2, σ3 και σ4 και υπολογίζοντας ξανά το γινόμενο UΣV t προκύπτει ότι

η βέλτιστη rank 1 προσέγγιση της A είναι η μήτρα

A1 “

»
————————————————————————————–

5.07871 3.51403 1.43586 0.231524
4.72891 3.272 1.33697 0.215578
4.67132 3.23215 1.32068 0.212952
4.59914 3.18221 1.30028 0.209662
5.05897 3.50038 1.43028 0.230625
5.50844 3.81137 1.55736 0.251114
4.71694 3.26372 1.33358 0.215032
4.98842 3.45156 1.41034 0.227408
4.36422 3.01967 1.23386 0.198953
4.78844 3.31319 1.3538 0.218291
5.37771 3.72091 1.5204 0.245155
4.8784 3.37543 1.37923 0.222392
4.66192 3.22565 1.31803 0.212524
4.28722 2.96639 1.21209 0.195442
5.71265 3.95266 1.61509 0.260424
5.88609 4.07267 1.66413 0.26833
5.43598 3.76123 1.53687 0.247811

fi
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl

η οποία απέχει απόσταση σ2 “ 0.823796 από την A αν χρησιμοποιήσουμε την 2norm. �

Παράδειγμα. Οι εικόνες με γκρι παλέττα και διαστάσεις mˆn μπορούν να ϑεωρηθούν ως mˆn

μήτρες στις οποίες κάθε στοιχείο αντιστοιχεί σε ένα pixel της εικόνας και τα στοιχεία λαμβάνουν

τιμές από 0 εως 255 ανάλογα με την αντίστοιχη τιμή του γκρι που έχει το pixel.

Μια εποπτική εφαρμογή του ϑεωρήματος Eckart  Young είναι η προσέγγιση της μήτρας

μιας γκρι εικόνας με μεγάλο rank από μήτρες (και άρα αντίστοιχες εικόνες) με μικρότερο rank.

Να βρεθούν προσεγγίσεις μικροτέρου rank για την εικόνα (unipi_rank310.eps):
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Λύση. Η εικόνα αυτή έχει διαστάσεις 361 ˆ 310. Για τους υπολογισμούς ϑα χρησιμοποιήσουμε το

Octave. (Το ερωτηματικό στο τέλος των εντολών που ακολουθούν έχει ως συνέπεια να εκτελεστεί

η εντολή αλλά να μην εμφανισθεί το αποτέλεσμα της στην οθόνη).

Πρώτα φορτώνουμε την εικόνα με την εντολή

A = imread("unipi_rank310.eps");

Επειδή η εικόνα είναι ήδη γκρι δεν χρειάζεται να κάνουμε κάποια μετατροπή, αν ήταν έγχρωμη

ϑα την μετατρέπαμε σε γκρι με την εντολή

Agray = rgb2gray(A);

Πρώτα ϑα μετατρέψουμε τα στοιχεία της σε double με την εντολή

Adouble = im2double(A);

Μπορούμε να δούμε το rank της Adouble με την εντολή

rank(Adouble)

ans = 310

Η απάντηση μας λέει ότι η μήτρα Adouble έχει rank 310.

Επίσης, μπορούμε να δούμε την εικόνα που αντιστοιχεί την μήτρα Adouble με την εντολή

imshow(Adouble);

´Επειτα ϑα υπολογίσουμε την διάσπαση ιδιαζουσών τιμών (SVD) της Adouble με την εντολή

[U, S, V] = svd(Adouble);

Αν ϑέλουμε να υπολογίσουμε την βέλτιστη rank k προσέγγιση της Adouble, μπορούμε να χρη-

σιμοποιήσουμε τις εντολές

C=S; N=k; C(N+1:end,:)=0; C(:,N+1:end)=0; D=U*C*V’; imshow(D)

Η D είναι η βέλτιστη rank k προσέγγιση της Adouble.
Για να αποθηκεύσουμε την D σε αρχείο εικόνας μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την εντολή

imwrite(D,"mypic.jpg");

Ακολουθούν ορισμένες rank k προσεγγίσεις της αρχικής εικόνας:
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k “ 5 k “ 10 k “ 20

k “ 30 k “ 40 k “ 50

k “ 100 k “ 200 k “ 310

Παρατήρηση: Μπορούμε να βρούμε προσεγγίσεις μικροτέρου rank και για έγχρωμες εικόνες. Οι

έγχρωμες εικόνες με παλέττα rgb αντιστοιχούν σε 3 διαφορετικές μήτρες (μια για κάθε ένα από τα

χρώματα της παλέττας red, green και blue).

Για να βρεθούν προσεγγίσεις μικροτέρου rank για την εικόνα (unipic_rank310.eps)
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όπως προηγουμένως φορτώνουμε την εικόνα σε μια μήτρα με την εντολή

A = imread("unipi_rank310.eps");

Και πάλι, πρώτα ϑα μετατρέψουμε τα στοιχεία της σε double με την εντολή

Adouble = im2double(A);

Στην συνέχεια, ϑα υπολογίσουμε ξεχωριστά την διάσπαση ιδιαζουσών τιμών (SVD) κάθε χρώμα-

τος της Adouble με τις εντολές

[U1, S1, V1] = svd(Adouble(:,:,1);

[U2, S2, V2] = svd(Adouble(:,:,2);

[U3, S3, V3] = svd(Adouble(:,:,3);

Για να υπολογίσουμε την βέλτιστη rank k προσέγγιση της Adouble, ϑα υπολογίσουμε την βέλ-

τιστη rank k προσέγγιση κάθε χρώματος με τις εντολές

C=S1; N=k; C(N+1:end,:)=0; C(:,N+1:end)=0; D1=U1*C*V1’;

C=S2; N=k; C(N+1:end,:)=0; C(:,N+1:end)=0; D2=U2*C*V2’;

C=S3; N=k; C(N+1:end,:)=0; C(:,N+1:end)=0; D3=U3*C*V3’;

Οι D1, D2, D3 είναι οι βέλτιστες rank k προσέγγισεις κάθε χρώματος της Adouble.

Τέλος, ϑα ανασυνθέσουμε τις 3 προσεγγίσεις σε μια μήτρα ώστε να προκύψει και πάλι έγχρωμη

εικόνα χρησιμοποιώντας τις εντολές:

Anew = zeros(size(Adouble));

Anew(:,:,1) = D1;

Anew(:,:,2) = D2;

Anew(:,:,3) = D3;

Για να δούμε την εικόνα της προσέγγισης και πάλι χρησιμοποιούμε την εντολή:

imshow(Anew);

Ακολουθούν ορισμένες rank k προσεγγίσεις της αρχικής εικόνας:
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k “ 5 k “ 10 k “ 20

k “ 30 k “ 40 k “ 50

k “ 100 k “ 200 k “ 310

�

Παρατήρηση: Μια καλή ιδιότητα της διάσπασης ιδιαζουσών τιμών είναι ότι οι ιδιάζουσες τιμές της

A δεν είναι ιδιαίτερα ευαίσθητες σε μικρές αλλαγές των στοιχείων της A. Συγκεριμένα, οι ιδιάζουσες

τιμές των A και A ` E διαφέρουν το πολύ κατά ‖E‖ (όπου ‖E‖ είναι η 2-norm).
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10.14 Συμπληρωματικές λυμένες ασκήσεις

Άσκηση 10.1. ´Εστω η μήτρα

A “

»
–

´11{14 3{7 9{14
3{7 ´1{7 9{7
9{14 9{7 13{14

fi
fl .

Να βρεθούν ορθογώνια P και διαγώνια D ώστε P´1AP “ D.

Λύση. Η A είναι συμμετρική, επομένως είναι ορθογωνίως διαγωνιοποιήσιμη.

1. Εύρεση των ιδιοτιμών:

|A ´ λI| “ 0 ô

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´11{14 ´ λ 3{7 9{14
3{7 ´1{7 ´ λ 9{7
9{14 9{7 13{14 ´ λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0 ô ´λ3 ` 3λ` 2 “ 0 ô pλ ` 1q2pλ ´ 2q “ 0,

οπότε βρίσκουμε τις ιδιοτιμές λ1 “ ´1 (διπλή) και λ2 “ 2 (απλή).

2. Εύρεση ιδιοδιανυσμάτων και ιδιοχώρων:

»
–

´11{14 ´ λ 3{7 9{14
3{7 ´1{7 ´ λ 9{7
9{14 9{7 13{14 ´ λ

fi
fl ô

$
’&
’%

p4 ´ λqw1 ` 2w2 ` 2w3 “ 0

2w1 ` p4 ´ λqw2 ` 2w3 “ 0

2w1 ` 2w2 ` p4 ´ λqw3 “ 0

Για λ “ 2: $
’&
’%

2w1 ` 2w2 ` 2w3 “ 0

2w1 ` 2w2 ` 2w3 “ 0

2w1 ` 2w2 ` 2w3 “ 0

ô w1 ` w2 ` w3 “ 0 ô w1 “ ´w2 ´ w3.

Άρα

X “

»
–

´w2 ´ w3

w2

w3

fi
fl “

»
–

´w2

w2

0

fi
fl `

»
–

´w3

0
w3

fi
fl “ w2

»
–

´1
1
0

fi
fl ` w3

»
–

´1
0
1

fi
fl , |w2| ` |w3| , 0.

Η αντίστοιχη βάση είναι η

tx1, x2u “ t

»
–

´1
1
0

fi
fl ,

»
–

´1
0
1

fi
flu.

Για λ “ 8: $
’&
’%

´4w1 ` 2w2 ` 2w3 “ 0

2w1 ` ´4w2 ` 2w3 “ 0

2w1 ` 2w2 ` ´4w3 “ 0

ô w1 “ w2 “ w3.

Άρα X “

»
–

w1

w1

w1

fi
fl “ w1

»
–
1
1
1

fi
fl ,w1 P R˚.

Η αντίστοιχη βάση είναι η

tx3u “ t

»
–
1
1
1

fi
flu.
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Παρατήρηση: Αν ζητούσαμε να διαγωνιοποιήσουμε απλά (και όχι ορθογωνίως) την A, ϑα τελει-

ώναμε εδώ, με

P “

»
–
1 ´1 ´1
1 1 0
1 0 1

fi
fl ,

οπότε

P´1 “ 1

3

»
–

1 1 1
´1 2 ´1
´1 ´1 2

fi
fl ,

και

P´1AP “ 1

3

»
–

1 1 1
´1 2 ´1
´1 ´1 2

fi
fl
»
–
4 2 2
2 4 2
2 2 4

fi
fl
»
–
1 ´1 ´1
1 1 0
1 0 1

fi
fl “

»
–
8 0 0
0 2 0
0 0 2

fi
fl .

Για την ορθογώνια διαγωνιοποίηση, συνεχίζουμε ορθοκανονικοποιώντας το σύνολο των ιδιοδια-

νυσμάτων:

x1 “

»
–

´1
1
0

fi
fl , x2 “

»
–

´1
0
1

fi
fl , x3 “

»
–
1
1
1

fi
fl ,

σύμφωνα με την μέθοδο GramSchmidt
´Εχουμε y1 “ x1 και

‖y1‖ “ ‖x1‖ “
?
1 ` 1 ` 0 “

?
2,

οπότε

v1 “ 1

‖y1‖
y1 “ 1?

2

»
–

´1
1
0

fi
fl “

»
–

´ 1?
2

1?
2

0

fi
fl .

y2 “ x2 ´ xx2, v1y v1. Αλλά,

xx2, v1y “
C»
–

´1
0
1

fi
fl ,

»
–

´ 1?
2

1?
2

0

fi
fl
G

“ 1?
2

` 0 ` 0 “ 1?
2
.

Άρα,

xx2, v1y v1 “ 1?
2

»
–

´ 1?
2

1?
2

0

fi
fl “

»
–

´ 1

2
1
2

0

fi
fl

και

y2 “ x2 ´ xx2, v1y v1 “

»
–

´1
0
1

fi
fl ´

»
–

´ 1

2
1

2

0

fi
fl “

»
–

´ 1

2

´ 1

2

1

fi
fl ,

με

‖y2‖ “
c

1

4
` 1

4
` 1 “

?
6

2
.

Άρα,

v2 “ 1

‖y2‖
y2 “ 1

?
6

2

»
–

´ 1

2

´ 1
2

1

fi
fl “ 2?

6

»
–

´ 1

2

´ 1
2

1

fi
fl “

»
—–

´ 1?
6

´ 1?
6

2?
6

fi
ffifl .
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y3 “ x3 ´ xx3, v2y v2 ´ xx3, v1y v1.

Αλλά,

xx3, v1y “
C»
–
1
1
1

fi
fl ,

»
–

´ 1?
2

1?
2

0

fi
fl
G

“ 0

και

xx3, v2y “
C»
–
1
1
1

fi
fl ,

»
—–

´ 1?
6

´ 1?
6

2?
6

fi
ffifl
G

“ 0,

οπότε

y3 “ x3 ´ 0 ¨ v2 ´ 0 ¨ v1 “ x3 “

»
–
1
1
1

fi
fl ,

και συνεπώς ‖y3‖ “
?
1 ` 1 ` 1 “

?
3, δίνοντας τελικά

v3 “ 1

‖y3‖
y3 “ 1?

3

»
–
1
1
1

fi
fl “

»
—–

1?
3
1?
3
1?
3

fi
ffifl .

Τελικά, η ζητούμενη ορθογώνια μήτρα P είναι η μήτρα με στήλες τα διανύσματα v1, v2, v3:

P “

»
—–

´ 1?
2

´ 1?
6

1?
3

1?
2

´ 1?
6

1?
3

0 2?
6

1?
3

fi
ffifl .

Πράγματι, η P είναι ορθογώνια (άσκηση) και

P´1AP “ PtAP “

»
—–

´ 1?
2

1?
2

0

´ 1?
6

´ 1?
6

2?
6

1?
3

1?
3

1?
3

fi
ffifl

»
–
4 2 2
2 4 2
2 2 4

fi
fl

»
—–

´ 1?
2

´ 1?
6

1?
3

1?
2

´ 1?
6

1?
3

0 2?
6

1?
3

fi
ffifl “

»
–
2 0 0
0 2 0
0 0 8

fi
fl . �

Άσκηση 10.2. ´Εστω pV,`, ¨q ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο

xy. Να αποδειχθεί ότι

1. xx ` y, x ` yy “ xx, xy ` 2 xx, yy ` xy, yy.

2. xx ´ y, x ´ yy “ xx, xy ´ 2 xx, yy ` xy, yy.

3. xx ` y, x ´ yy “ xx, xy ´ xy, yy.

Λύση. Ισχύει ότι

1. xx ` y, x ` yy “ xx ` y, xy`xx ` y, yy “ xx, xy`xy, xy`xx, yy`xy, yy “ xx, xy`2 xx, yy`xy, yy.

2. xx ´ y, x ´ yy “ xx ´ y, xy´xx ´ y, yy “ xx, xy´xy, xy´xx, yy`xy, yy “ xx, xy´2 xx, yy`xy, yy.

3. xx ` y, x ´ yy “ xx ` y, xy ´ xx ` y, yy “ xx, xy ` xy, xy ´ xx, yy ´ xy, yy “ xx, xy ´ xy, yy. �
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Άσκηση 10.3. ´Εστω x “ px1, x2, . . . , xnq, y “ py1, y2, . . . , ynq P Rn. Να βρεθεί η ελάχιστη τιμή του

εσωτερικού γινομένου

xx, yy “ x1y1 ` x2y2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnyn.

για όλες τις δυνατές μεταθέσεις των συντεταγμένων των x, y.

Λύση. Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι x1 ď x2 ď ¨ ¨ ¨ ď xn.

´Εστω x ď x1 και y ď y1 τότε
xy ` x1y1 ě xy1 ` x1y.

Πράγματι,

pxy ` x1y1q ´ pxy1 ` x1yq “ xpy ´ y1q ` x1py1 ´ yq “ px ´ x1qpy ´ y1q ě 0.

´Εστω pyσp1q, yσp2q, . . . , yσpnqq μια μετάθεση των συντεταγμένων του y.

Αν k ă λ και yσpkq ď yσpλq τότε από τα προηγούμενα
@
x, pyσp1q, yσp2q, . . . , yσpkq, . . . , yσpλq, . . . , yσpnqq

D
ě
@
x, pyσp1q, yσp2q, . . . , yσpλq, . . . , yσpkq, . . . , yσpnq

D

Άρα, η ελάχιστη τιμή του xx, yy προκύπτει όταν οι συντεταγμένες του x είναι σε αύξουσα σειρά

ενώ οι συντεταγμένες του y είναι σε φθίνουσα σειρά. �

Παρατήρηση: Η άσκηση αυτή έχει τεθεί ως πρόβλημα στον πρώτο γύρο του διαγωνισμού Go
ogle Code Jam 2008. Περισσότερα στοιχεία σχετικά με τον διαγωνισμό βλέπε στον σύνδεσμο:

https://code.google.com/codejam/contest/32016/dashboard.

Άσκηση 10.4 (Γραμμικές απεικονίσεις). ´Εστω pV,`, ¨q ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος

με εσωτερικό γινόμενο xy.

i) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση f : V Ñ R με f pxq “ xx, vy είναι γραμμική, όπου v P V .

ii) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση g : V Ñ Rn με gpxq “ pxx, v1y , xx, v2y , . . . , xx, vkyq είναι

γραμμική, όπου v1, v2, . . . , vk P V .

Λύση.

i) ´Εστω x, y P V και k, λ P R τότε

f pkx ` λyq “ xkx ` λy, vy
“ xkx, vy ` xλy, vy
“ k xx, vy ` λ xy, vy
“ k f pxq ` λ f pyq.

Άρα, η f είναι γραμμική απεικόνιση από το V στο R.

ii) ´Εστω x, y P V και k, λ P R τότε

gpkx ` λyq “ pxkx ` λy, v1y , xkx ` λy, v2y , . . . , xkx ` λy, vkyq
“ pk xx, v1y ` λ xy, v1y , k xx, v2y ` λ xy, v2y , . . . , k xx, vky ` λ xy, vkyq
“ pk xx, v1y , k xx, v2y , . . . , k xx, vkyq ` pλ xy, v1y , λ xy, v2y , . . . , λ xy, vkyq
“ kpxx, v1y , xx, v2y , . . . , xx, vkyq ` λpxy, v1y , xy, v2y , . . . , xy, vkyq
“ kgpxq ` λgpyq.

Άρα, η g είναι γραμμική απεικόνιση από το V στο Rn. �
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Άσκηση 10.5. Να δειχθεί ότι κάθε norm επί του Rn είναι συνεχής συνάρτηση.

Απόδειξη. ´Εστω x “ px1, x2, . . . , xnq, y “ py1, y2, . . . , ynq P Rn. Προφανώς,

x “ x1e1 ` x2e2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnen

και

y “ y1e1 ` y2e2 ` ¨ ¨ ¨ ` ynen.

Ισχύει ότι

‖x ´ y‖ “
∥

∥

∥px1 ´ y1qe1 ` px2 ´ y2qe2 ` ¨ ¨ ¨ ` pxn ´ ynqen

∥

∥

∥

Από την τριγωνική ανισότητα προκύπτει ότι

‖x ´ y‖ ď |x1 ´ y1| ‖e1‖` |x2 ´ y2| ‖e2‖` ¨ ¨ ¨ ` |xn ´ yn| ‖en‖

Επομένως, όταν x Ñ y τότε ‖x ´ y‖Ñ 0. �
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10.15 Ασκήσεις προς επίλυση

1. (Εσωτερικά γινόμενα στον R2) ´Εστω x, y P
R2 με x “ px1, x2q, y “ py1, y2q. Να δει-

χθεί ότι οι παρακάτω απεικονίσεις ορίζουν

εσωτερικό γινόμενο στον pR2,`, ¨q.

i) xx, yy “ 2x1y1 ` x2y2.

ii) xx, yy “ a1x1y1 ` a2x2y2, a1, a2 P R`.

iii) xx, yy “ x1y1 ` x1y2 ` x2y1 ` 2x2y2.

2. (Εσωτερικά γινόμενα στον R2) ´Εστω x “
px1, x2q και y “ py1, y2q. Να εξετασθεί ποιες

από τις επόμενες απεικονίσεις ορίζουν ε-

σωτερικά γινόμενα επί του pR2,`, ¨q

i) xx, yy “ x1y1 ´ x2y1 ´ x1y2 ` 2x2y2.

ii) xx, yy “ x1y1 ` x2y1 ` x1y2 ´ x2y2.

iii) xx, yy “ x1y1 ´ x2y1 ` x1y2 ` 2x2y2.

iv) xx, yy “ x2
1
y2
1

` x2
2
y2
2
.

3. (Εσωτερικά γινόμενα στον R4) ´Εστω x “
px1, x2, x3q και y “ py1, y2, y3q. Να εξετασθε-

ί ποιες από τις επόμενες απεικονίσεις ο-

ρίζουν εσωτερικά γινόμενα επί του pR3,`, ¨q

i) xx, yy “ x1y1 ` 2x2y2 ` 3x3y3 ` x1y2 `
x2y1 ` x1y3 ` x3y1 ` 2x2y3 ` 2x3y2.

ii) xx, yy “ x1y1 ` 2x2y2 ` 3x3y3 ` 2x1y2 `
2x1y3 ` 4x2y3.

iii) xx, yy “ x1y1 ` x3y3´ x2y1´ x1y3 ´ x3y1`
x2y3 ` x3y2.

4. (Εσωτερικά γινόμενα στον Rn) ´Εστω c1, c2,

. . ., cn ϑετικοί αριθμοί, v “ pv1, v2, . . . , vnq,
u “ pu1, u2, . . . , unq P Rn. Να δειχθεί ότι

η παρακάτω απεικόνιση ορίζει εσωτερικό

γινόμενο στον pRn,`, ¨q.

xv,uy “ c1v1u1 ` c2v2u2 ` ¨ ¨ ¨ ` cnvnun.

5. (Εσωτερικά γινόμενα στο Pn) ´Εστω Pn το

σύνολο των πολυωνύμων του x με βαθμό το

πολύ n, ppxq “ anxn`an´1x
n´1`¨ ¨ ¨`a1x

1`a0

και qpxq “ bnxn`bn´1x
n´1`¨ ¨ ¨`b1x

1`b0. Να

δειχθεί ότι η παρακάτω απεικόνιση ορίζει

εσωτερικό γινόμενο στον pPn,`, ¨q.

xp, qy “ a0b0 ` a1b1 ` ¨ ¨ ¨ ` anbn.

6. (Εσωτερικά γινόμενα στο Pn) ´Εστω Pn το

σύνολο των πολυωνύμων του x με βαθμό

το πολύ n. Να δειχθεί ότι η παρακάτω

απεικόνιση ορίζει εσωτερικό γινόμενο στον

pPn,`, ¨q.

xp, qy “
ż 1

0

ppxqqpxqdx.

7. (Εσωτερικά γινόμενα στον Cra, bs) ´Εστω p

μια συνεχής και ϑετική συνάρτηση στο ra, bs
(δηλαδή ppxq ą 0 για κάθε x P ra, bs) και

f , g συνεχείς συναρτήσεις στο ra, bs. Να

δειχθεί ότι η παρακάτω απεικόνιση ορίζει

εσωτερικό γινόμενο στον διανυσματικό χώρο

των συνεχών συναρτήσεων στο ra, bs.

x f , gy “
ż b

a

ppxq f pxqgpxqdx.

8. (Εσωτερικά γινόμενα στονMn) ´Εστω A, B P
Mn. Να εξετασθεί ποιες από τις επόμε-

νες απεικονίσεις ορίζουν εσωτερικά γινόμε-

να επί του pMn,`, ¨q

i) xA, By “ trpABq.
ii) xA, By “ detpABq.

9. (Εσωτερικά γινόμενα σε μιγαδικούς διανυ-

σματικούς χώρους) ´Εστω V “ pV,`, ¨Cq
ένας μιγαδικός διανυσματικός χώρος. Η

απεικόνιση xy : V ˆ V Ñ C ονομάζεται ε-

σωτερικό γινόμενο επί του V αν για κάθε

x, y, z P V και για κάθε a P C ισχύει ότι

(i) xx, xy ě 0,

(ii) xx, xy “ 0 ô x “ 0,

(iii) xx, yy “ xy, xy,
(iv) xax ` y, zy “ a xx, zy ` xy, zy.

Να δειχθεί ότι για την xy ισχύουν οι παρα-

κάτω ιδιότητες:

(i) xx, ayy “ a xx, yy.
(ii) xax, axy “ |a|2 xx, xy.
(iii) xx, ay ` bzy “ a xx, yy ` b xx, zy.
(iv) xa1x1 ` a2x2, b1y1 ` b2y2y “ a1b1 xx1, y1y`

a1b2 xx1, y2y`a2b1 xx2, y1y`a2b2 xx2, y2y.
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(v) xax ` by, ax ` byy “
|a|2 xx, xy`ab xx, yy`ab xy, xy`|b|2 xy, yy.

(vi) xx ´ ay, x ´ ayy “
xx, xy ´ a xx, yy ´ a xy, xy ` |a|2 xy, yy.

(vii)

C
ř

pPrns
apxp,

ř
qPrms

bqyq

G
“

ř
pp,qqPrnsˆrms

apbq xxp, yqy.

Επίσης, να δειχθεί ότι η απεικόνιση xy :

Cn ˆ Cn Ñ C, όπου

xpx1, . . . , xnq, py1, . . . , ynqy “ x1y1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnyn,

είναι ένα εσωτερικό γινόμενο επί του Cn.

10. (Ανισότητα Cauchy  Schwarz) Χρησιμοποι-

ώντας την ανισότητα Cauchy  Schwarz να

βρεθούν τα x, y P R για τα οποία οι επόμε-

νες παραστάσεις λαμβάνουν την ελάχιστη

τιμή.

(i) px ` 1q2 ` py ´ 2q2 ` p2x ` 3y ´ 4q2
(Απ. x “ ´1, y “ 2, min “ 0)

(ii) px ` 1q2 ` py ´ 2q2 ` p3x ` 4y ´ 2q2 ` 1

(Απ. x “ ´35

26
, y “ 40

26
, min “ 35

26
)

(iii) px ` 1q2 ` py ´ 2q2 ` p3x ` 4y ´ 2q2 ´ 2

(Απ. x “ ´35
26
, y “ 40

26
, min “ ´43

26
)

(iv) p2x ` 3q2 ` p3y ´ 4q2 ` p5x ´ 2y ` 5q2
(Απ. x “ ´ 183

277
, y “ 328

277
, min “ 961

277
)

(v) px`y`2q2`px´2y`5q2`p2x`5y´8q2
(Απ. x “ ´ 18

11
, y “ 23

11
, min “ 81

11
)

11. (Ταυτότητες με νόρμες) ´Εστω x, y P pV, xyq
και ‖x‖ “

a
xx, xy.

(i) Να δειχθεί ότι

4 xx, yy “ ‖x ` y‖2 ´ ‖x ´ y‖2 .

(ii) Παρατήρηση: Από την προηγούμενη

ταυτότητα αυτή προκύπτει ότι μπο-

ρούμε να καθορίσουμε το εσωτερικό

γινόμενο από την νόρμα του.

Να βρεθεί το εσωτερικό γινόμενο στον

R2 το οποίο αντιστοιχεί στην norm με

‖x‖ “
b

x2
1

` 3x1x2 ` 5x2
2
για κάθε x “

px1, x2q P R2.

(Απ. xpx1, x2q, py1, y2qy
“ x1y1 ` 3x2y1

2
` 3x1y2

2
` 5x2y2.

(iii) (Συνημίτονο γωνίας) Να δειχθεί ότι το

συνημίτονο θ της γωνίας που σχημα-

τίζουν τα x, y δίνεται από τη σχέση:

cos θ “ ‖x ` y‖2 ´ ‖x ´ y‖2

4 ‖x‖ ‖y‖
.

(iv) (Ταυτότητα παραλληλογράμμου) Να δει-

χθεί ότι

‖x ` y‖2 ` ‖x ´ y‖2 “ 2 ‖x‖2 ` 2 ‖y‖2 .

Ποια είναι η ερμηνεία της ταυτότητας

αυτής στον R2;

(v) Αν ‖x‖ “ ‖y‖ να δειχθεί ότι

xx ` y, x ´ yy “ 0.

Ποια είναι η ερμηνεία του αποτελέσμα-

τος αυτού στον R2;

12. (Μοναδιαίοι κύκλοι) Αν ‖ ‖ είναι μια norm
σε ένα διανυσματικό χώρο V , τότε ο μονα-

διαιός κύκλος στον V ορίζεται ως το σύνο-

λο των v P V για τα οποία ‖v‖ “ 1.

Να σχεδιασθούν στον R2 οι μοναδιαίοι κύκλοι

για κάθε μια από τις παρακάτω norms του

R2.

i) ‖ ‖1,

ii) ‖ ‖2,

iii) ‖ ‖3,

iv) ‖ ‖8

όπου για κάθε p P N˚ η p-norm ορίζεται

για κάθε x “ px1, x2q P R2 από τον τύπο:

‖x‖ “ p|x1|p ` |x2|pq1{p
.

13. (´Οχι νόρμα) ´Εστω x “ px1, x2q P R2. Να

δειχθεί ότι η απεικόνιση ‖x‖ “ |x1|1{2` |x2|1{2
δεν είναι norm στο R2.

14. (Απόσταση διανυσμάτων στον Cr´1, 1s) ´Ε-
στω Cr´1, 1s το σύνολο των συνεχών συ-

ναρτήσεων στο r´1, 1s εφοδιασμένο με το

εσωτερικό γινόμενο x f , gy “
ş1

´1
f pxqgpxqdx.

Να βρεθεί η απόσταση dp f , gq των f pxq “
x`1 και gpxq “ x2´3x`2, όπου f , g{r´1, 1s.
(Απ. 72

5
.)
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15. (Μοναδικότητα του 0 ως προς ορθογωνι-

ότητα) ´Εστω x P pV, xyq. Να δειχθεί ότι αν

x K y για κάθε y P V , τότε x “ 0.

16. (Ορθοκανονικό σύνολο) Δίδεται το σύνολο

R4, εφοδιασμένο με το σύνηθες εσωτερικό

γινόμενο και το σύνολο Σ “ tv1, v2, v3u Ď
R4 όπου

v1 “
ˆ

1

3
?
2
, 0,´ 4

3
?
2
,

1

3
?
2

˙
,

v2 “
ˆ
2

3
, 0,

1

3
,
2

3

˙

και

v3 “
ˆ

´ 1

6
,
2

6
, 0,

1

6

˙
.

Να εξετασθεί αν το Σ είναι ορθοκανονικό.

Αν δεν είναι, να βρεθεί (αν υπάρχει), αριθ-

μός k P R τέτοιος ώστε το σύνολο Σ1 “
tv1, v2, kv3u να είναι ορθοκανονικό.

17. (Ορθογώνια διανύσματα στον R3) Θεωρο-

ύμε τον R3 εφοδιασμένο με το σύνηθες ε-

σωτερικό γινόμενο.

i) Να βρεθούν τα a, b, c P R ώστε τα δια-

νύσματα v1 “ p4, a, 4q, v2 “ pb, 4, 8q
και v3 “ p8, 20,´cq να είναι ανά δύο

ορθογώνια.

(Απ. a “ ´1, b “ ´7, c “ 3.)

Στα επόμενα v1, v2, v3 είναι τα δια-

νύσματα που υπολογίσθηκαν στο πρώτο

ερώτημα.

ii) Να δειχθεί τα v1, v2, v3 αποτελούν

βάση του R3.

´Εστω v “ p1,´2, 4q.
iii) Να βρεθούν τα μήκη ‖v1‖, ‖v2‖, ‖v3‖,

‖v‖ όπου ‖x‖ “
a

xx, xy.
(Απ. ‖v1‖ “

?
33, ‖v2‖ “

?
129, ‖v3‖ “?

473, ‖v‖ “
?
21.)

iv) Να υπολογισθούν τα εσωτερικά γινόμε-

να xv, v1y, xv, v2y, xv, v3y.
(Απ. xv, v1y “ 22, xv, v2y “ 17, xv, v3y “
´44.)

v) Να βρεθεί το συνημίτονο των γωνιών

μεταξύ του v και των v1, v2 v3 α-

ντίστοιχα. Με ποιο από τα διανύσμα-

τα v1, v2, v3 σχηματίζει την μικρότερη

γωνία;

(Απ.

c
1892

2709
,

c
289

2709
, ´

c
528

2709
, μι-

κρότερη γωνία: με το v1)

vi) Να βρεθούν οι αποστάσεις μεταξύ του

v και των v1, v2, v3 αντίστοιχα, όπου

dpx, yq “ ‖x ´ y‖. Με ποιο από τα

διανύσματα v1, v2, v3 απέχει την μι-

κρότερη απόσταση;

(Απ. dpv, v1q “
?
10, dpv, v2q “

?
116,

dpv, v3q “
?
582.)

vii) Να εκφραστεί στο διάνυσμα v “ p1,´2, 4q
ως γραμμικός συνδυασμός των v1, v2,

v3.

(Απ. v “ 22

33
v1 ` 17

129
v2 ´ 44

473
v3.)

18. (Ορθογώνια διανύσματα στον Cr´π, πs) ´Ε-

στω Cr´π, πs ο χώρος των πραγματικών συ-

νεχών συναρτήσεων στο διάστημα r´π, πs
εφοδιασμένος με το εσωτερικό γινόμενο

x f , gy “
ż π

´π
f pxqgpxqdx.

Να δειχθεί ότι το (άπειρο) υποσύνολο

t1, sin x, cos x, sinp2xq, cosp2xq, sinp3xq,
cosp3xq, . . . , sinpkxq, cospkxq, . . .u

του Cr´π, πs είναι ορθογώνιο.

19. (Ανισότητα Bessel) ´Εστω tv1, v2, . . . , vnu ορ-

ϑοκανονικό σύνολο διανυσμάτων του pV, xyq.
Για κάθε x P V ισχύει ότι

nÿ

k“1

xx, vky2 ď ‖x‖2 .

Η ισότητα ισχύει ανν το x ανήκει στον χώρο

που παράγουν τα v1, v2, . . . , vn.

20. (Ιδιότητες ορθοκανονικών βάσεων) ´Εστω

tv1, v2, . . . , vnu ορθοκανονική βάση του pV, xyq.
Να δειχθεί ότι για κάθε x, y P V ισχύει ότι

i) ‖x‖2 “
nř

k“1

xx, vky2.

ii) (Ταυτότητα Parseval)

xx, yy “
nÿ

k“1

xx, vky xvk, yy .
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21. (Εύρεση ορθοκανονικής βάσης στον R4) Να

βρεθεί μια ορθοκανονική βάση του χώρου

που παράγεται από τα διανύσματα v1 “
p1, 1, 0, 1q, v2 “ p1, 0, 0, 1q, v3 “ p0, 1, 1, 1q.

22. (Εύρεση ορθοκανονικής βάσης στον R4) Δίδο-

νται οι υπόχωροι του R4

U1 “ tpx, y, z,wq P R4 : x ` 3y ´ z ` 2w “ 0u

U2 “ tpx, y, z,wq P R4 : 5x ` 4y ´ z ` w “ 0u
U3 “ tpx, y, z,wq P R4 : 2x´y`3z`2w “ 0u

Να βρεθούν ορθοκανονικές βάσεις των U1,

U2, U3 και στην συνέχεια να εκφραστεί το

διάνυσμα v “ p´31, 22,´10, 57q ως γραμμι-

κός συνδυασμός των στοιχείων κάθε μιας

από τις παραπάνω βάσεις.

23. (Εύρεση ορθοκανονικής βάσης στον P) ´Ε-

στω το εσωτερικό γινόμενο στο χώρο των

πολυωνύμων του x με τύπο

xp, qy “
ż 1

´1

ppxqqpxqdx.

Να βρεθεί μια ορθοκανονική βάση του χώρου

που παράγουν τα πολυώνυμα

i) p1pxq “ x, p2pxq “ x2.

ii) p1pxq “ 1, p2pxq “ 2x ´ 1, p3pxq “ 12x2.

24. (Εύρεση ορθογωνίου συμπληρώματος στον

R3) Να βρεθούν όλα τα διανύσματα του R3

τα οποία είναι ορθογώνια στα διανύσματα

p1, 2, 1q και p1, 1,´1q.

25. (Εύρεση ορθογωνίου συμπληρώματος στον

R4) Να βρεθεί το ορθογώνιο συμπλήρωμα

του χώρου που παράγεται από τα διανύσμα-

τα v1 “ p1, 1, 0, 2q, v2 “ p´1, 2, 1, 0q και

v3 “ p1, 0, 0,´1q.

26. (Ιδιότητες ορθογωνίου συμπληρώματος) ´Ε-

στω U,V υπόχωροι του Rn. Να δειχθεί ότι:

i) pU X VqK “ UK ` VK.

ii) pU ` VqK “ UK X VK.

iii) Αν U Ď V , τότε VK Ď UK.

27. (Προβολές στον R4) ´Εστω

W “tpx, y, z,wq P R4 :

#
x ´ 7y ` z ´ 3w “ 0

2x ` y ´ z ` w “ 0
u

i) Να αποδειχθεί ότι το σύνολο W είναι

υπόχωρος του pR4,`, ¨q.

ii) Να βρεθεί μια βάση και η διάσταση

του W .

iii) Να βρεθεί μια βάση και η διάσταση

του WK.

iv) Να βρεθούν οι προβολές p και p1 του
διανύσματος v “ p1, 2, 3, 4q στους W

και WK.

v) Να βρεθούν οι norm των v, p και p1.

vi) Να βρεθούν οι γωνίες που σχηματίζουν

ανα δύο τα διανύσματα v, p και p1.

28. (Προβολές στον R6) Δίδονται τα διανύσμα-

τα u1 “ p1, 1, 1, 1, 1, 1q, u2 “ p3, 6, 4, 5, 6, 3q
και u3 “ p5, 9, 6, 8, 7, 6q.

i) Να βρεθεί μια ορθοκανονική βάση του

συνόλου των διανυσμάτων που πα-

ράγονται από τα διανύσματα u1 και

u2. (Απ. Μια τέτοια βάση αποτελε-

ίται από τα διανύσματα v1 “ 1?
6
p1, 1, 1, 1, 1, 1q

και v2 “ 1?
38

p´3, 3,´1, 1, 3,´3q.)

ii) Να βρεθεί η προβολή του διανύσματος

u3 στο χώρο που παράγουν τα δια-

νύσματα u1 και u2.

(Απ. v “ 1

57
p313, 466, 364, 415, 466, 313q.)

iii) Να εκφραστεί το διάνυσμα της προ-

βολής του u3 ως γραμμικός συνδυα-

σμός των διανυσμάτων u1 και u2.

(Απ. v “ 160

57
u1 ` 17

19
u2.)

29. (Γραμμική παρεμβολή) Δίδονται τα σημεία

του R2 με συντεταγμένες Ap3, 5q, Bp6, 9q,
Cp4, 6q, Dp5, 8q, Ep6, 7q, Fp3, 6q.
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Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας y “ ax`b

για την οποία το άθροισμα των τετραγώνων

των κατακόρυφων αποστάσεων των σημε-

ίων αυτών είναι ελάχιστο. (Απ. y “ 17

19
x `

160

57
.)

30. (Προβλήματα ελαχίστων τετράγωνων) Να βρε-

ϑούν οι λύσεις x του προβλήματος ελα-

χίστων τετραγώνων

‖Ax ´ b‖2

όπου

i) A “

»
——–

1 2 4
2 6 8
1 1 1
3 1 1

fi
ffiffifl και b “ p1, 1, 1, 1q.

(Απ. x “
ˆ
28

69
,´ 15

46
,
13

46

˙
.)

ii) A “

»
——–

1 2 3
1 2 3
1 2 3
1 2 3

fi
ffiffifl και b “ p1, 2, 3, 4q.

(Απ. x “
ˆ
5

2
´ 2y ´ 3z, y, z

˙
.)

31. (Ορθογώνια διαγωνιοποίηση) Να διαγωνιο-

ποιηθούν ορθογωνίως οι μήτρες

i) A “

»
–
1 2 3
2 ´1 3
3 3 ´2

fi
fl.

ii) B “

»
–

2 3 ´3
3 3 1

´3 1 6

fi
fl.

iii) C “

»
–

2 3 ´3
3 6 1

´3 1 6

fi
fl.

32. (Διάσπαση ιδιαζουσών τιμών) Να βρεθεί η

διάσπαση ιδιαζουσών τιμών των μητρών

i) A “

»
–
1 2 4
2 4 3
3 3 ´2

fi
fl.

ii) B “
„
2 3 ´3 4 1
3 6 1 2 2


.

iii) C “

»
–

2 3 ´3 1
3 3 1 2

´3 1 6 2

fi
fl.

33. (Βέλτιστη rank 2 προσέγγιση) Να βρεθεί η

βέλτιστη rank 2 προσέγγιση A2 της μήτρας

A “

»
–

1 2 3 3
´1 3 3 4
2 2 4 4

fi
fl .

(A2 «

»
–

0.96541 1.85351 2.97171 3.12449
´0.99269 3.03095 3.00598 3.97369
2.02012 2.08522 4.01646 3.92758

fi
fl)

34. ´Εστω a “ pa1, a2q P R2 και c P R.

i) Να αποδειχθεί ότι το σύνολο των ση-

μείων x του επιπέδου για τα οποία

xa, xy “ c

αποτελείται από τα σημεία μιας ευθε-

ίας, (όπου xy είναι το σύνηθες εσωτε-

ρικό γινόμενο).

ii) Να γραφεί στην παραπάνω μορφή η

ευθεία με εξίσωση y “ 3x ` 2.

35. Να βρεθεί η απόσταση μεταξύ των επόμε-

νων σημειών και των αντίστοιχων ευθειών

του επιπέδου.

i) p0, 0q και x1 ` x2 “ 1.

ii) p1, 1q και xa, xy “ 0, όπου a “ p3,´2q.
iii) px1, x2q και xa, xy “ 3, όπου a “ p2, 1

2
q

και px1, x2q το σημείο τομής των ευ-

ϑειών με παραμετρικές εξισώσεις x “
p2, 3q ` tp1,´1q και x “ p1, 4q ` tp2, 2q.
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36. i) Να βρεθεί το σημείο της ευθείας με

παραμετρική εξίσωση x “ p2, 3q`tp1, 1q
το οποίο είναι πλησιέστερο στο σημε-

ίο p0, 0q.
ii) Να βρεθεί το σημείο της ευθείας xa, xy “

3, όπου a “ p1, 1

2
q το οποίο είναι πλη-

σιέστερο στο σημείο p3,´2q.
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[7] Δ. Κοντογιάννης, Άλγεβρα Ι, Περίγραμμα,

1993.

[8] A. Laub, Ανάλυση μητρώων για μηχανικούς,

Κλειδάριθμος, 2009.

[9] A. Morris, Μια εισαγωγή στη γραμμική άλ-

γεβρα, Γ. Α. Πνευματικός, 1980.

[10] G. Strang, Γραμμική άλγεβρα και εφαρμο-

γές, 3η έκδοση, Πανεπιστημιακές Εκδόσεις

Κρήτης, 1993.

[11] Ι. Χατζάρας, Θ. Γραμμένος, Εισαγωγή στη

γραμμική άλγεβρα, Τζιόλα, 2013.

[12] H. Anton, C. Rorres, Elementary linear alge

bra with supplemental applications, 11th edi
tion, Wiley, 2014.

[13] L. Beilina, E. Karchevskii, M. Karchevskii,
Numerical linear algebra: theory and applica

tions, Springer, 2017.

[14] T. S. Blyth, E. F. Robertson, Further linear

algebra, Springer, 2002.

[15] B. Demidovich, I. Maron, Computational ma

thematics, Mir Publishers, 1981.

[16] L. Eldén, Matrix methods in data mining and

pattern recognition, SIAM, 2007.

[17] J. Gallian, Contemporary abstract algebra,
8th edition, Brooks/Cole, 2012.

[18] J. Golan, The linear algebra a beginning gra

duate student ought to know, 2nd edition,
Springer, 2007.

[19] N. J. Higham (ed.), The Princeton companion

to applied mathematics, Princeton University
Press, 2015.

[20] S. Junka, Extremal combinatorics, Springer
Verlag, 2001.

[21] J. Kirtland, Identification numbers and check

digit schemes, Mathematical Association of
America, 2001.

[22] P. Klein, Coding the matrix, 1st edition, Ne
wtonian Press, 2013.

[23] A. Knapp, Basic algebra, Birkhäuser, 2006.
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