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Prìlogoc

Up�rqoun polloÐ lìgoi pou upagoreÔoun thn kwdikopoÐhsh dedomènwn, ta opoÐa
prìkeitai na metadojoÔn   na apojhkeujoÔn. Genik� ja mporoÔsame na touc
katat�xoume se treÐc meg�lec kathgorÐec.

O pr¸toc lìgoc èqei sqèsh me thn apotelesmatikìthta sth diaqeÐrhsh th-
c plhroforÐac. 'Oloi gnwrÐzoume th shmasÐa pou èqei o trìpoc, me ton opoÐo
sumpièzoume k�poia dedomèna gia na epitÔqoume “ oikonomÐa ” qrìnou kat� th
met�dosh, q¸rou kat� thn apoj keush, all� kai “euqèreia ” kat� thn an�-
kthsh kai epexergasÐa. O deÔteroc lìgoc èqei sqèsh me thn prostasÐa thc
plhroforÐac kat� th met�dosh mèsw enìc jorub¸douc diaÔlou epikoinwnÐac.

Tèloc o trÐtoc lìgoc èqei sqèsh me thn prostasÐa thc plhroforÐac apì thn
prìsbash s� aut n mh exousiodothmènwn atìmwn.

Fusik� an� p�sa stigm  endèqetai na sunup�rqoun kai oi treÐc lìgoi kai o
diaqwrismìc gÐnetai mìno gia teqnikoÔc lìgouc. Epomènwc èqoume treÐc kl�douc
thc epist mhc pou asqoleÐtai me thn kwdikopoÐhsh. Thn “JewrÐa thc Plhrofo-
rÐac”, thn “ JewrÐa kwdÐkwn” kai thn “KruptografÐa”.

An kai h KrutografÐa èqei tic aparqèc thc sthn arqaiìthta, ja mporoÔse na
isqurisjeÐ k�poioc ìti apì katabol c kìsmou o �njrwpoc eÐqe mustik� ta opoÐa
 jele na moir�zetai me �toma thc dik c tou epilog c, h JewrÐa thc PlhroforÐac
kai h JewrÐa KwdÐkwn eÐnai ne¸tatec kai h gènnhs  touc shmatodoteÐtai apì
to perÐfhmo �rjro tou Claude Shannon “Mathematical Theory of Communi-
cations” to 1948. 'Ektote up rxe mia èkrhxh ereunhtik¸n apotelesm�twn kai
kataigismìc dhmosieÔsewn me apotèlesma, pèran twn kajhmerin¸n efarmog¸n,
h JewrÐa thc PlhroforÐac kai h JewrÐa KwdÐkwn na anaqjoÔn se epist mh me
uyhlì Majhmatikì upìbajro .

H xenìglwssh bibliografÐa eÐnai ekten c kai to epÐpedo twn suggramm�twn
poikÐllei apì apl� kai eklaðkeumèna mèqri akr¸c jewrhtik� kai ereunhtikoÔ
endiafèrontoc.

H Ellhnìglwssh bibliografÐa, an ìqi anuparkt , eÐnai peniqr .
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2 Prìlogoc

To “an� qeÐrac” biblÐo apeujÔnetai kurÐwc se foithtèc Jetik¸n Episthm¸n
kai skopìc tou eÐnai na touc eis�gei sth JewrÐa KwdÐkwn kai eidikìtera sthn
Algebrik  JewrÐa KwdÐkwn. Par�llhla ìmwc skopeÔei na deÐxei, akìma kai
ston anupoyÐasto anagn¸sth, thn anagkaiìthta, th dÔnamh kai thn wraiìthta
twn Majhmatik¸n.

To epÐpedo èqei epilegeÐ oÔtwc ¸ste na eÐnai prositì akìmh kai se �toma qw-
rÐc prohgoÔmenh (uyhl ) Majhmatik  paideÐa, ta opoÐa ìmwc eÐnai diatejhmèna
na melet soun ta “apaitoÔmena” Majhmatik�. 'Eqei gÐnei prosp�jeia h parou-
sÐash na eÐnai apl , all� ìqi aploðk  kai se poll� shmeÐa dÐnontai erejÐsmata
gia peraitèrw melèth.

To biblÐo qwrÐzetai se trÐa Kef�laia kai èna Par�rthma. Prìspaj sa-
me oÔtwc ¸ste oi epimèrouc par�grafoi na eÐnai ìson to dunatìn anex�rthtoi
ètsi ¸ste na exasfalÐzetai mia euelixÐa wc proc th seir� kat� th di�rkeia thc
melèthc.

Sto pr¸to kef�laio ektìc apì tic basikèc ènnoiec kai orismoÔc gÐnetai mia
parousÐash twn basik¸n kataskeu¸n kwdÐkwn, thc ènnoiac tou tèleiou k¸dika
kai melet¸ntai orismèna fr�gmata tou megèjouc enìc k¸dika se sun�rthsh me
tic upìloipec paramètrouc (m koc kai el�qisth apìstash).

To deÔtero kef�laio eÐnai afierwmèno stouc GrammikoÔc K¸dikec. Ed¸ gÐ-
netai prosp�jeia na katadeiqjeÐ h shmasÐa thc algebrik c dom c twn kwdÐkwn
wc dianusmatikoÐ q¸roi epÐ peperasmènwn swm�twn. H gnwst  gewmetrik  èn-
noia thc kajetìthtac apoteleÐ basikì ergaleÐo ston orismì kai sth melèth tou
duðkoÔ k¸dika ènoc grammikoÔ k¸dika. 'Opwc kai sto sqediasmì mejìdwn gia
thn diìrjwsh laj¸n mèsw enìc grammikoÔ k¸dika.

Qrhsimopoi¸ntac aplèc idiìthtec tou daktulÐou polwnÔmwn me suntelestèc
apì èna peperasmèno s¸ma eis�gontai oi poluwnumikoÐ kai kuklikoÐ k¸dikec, h
shmantik¸terh Ðswc kathgorÐa kwdÐkwn. H melèth twn kwdÐkwn aut¸n apaiteÐ
th gn¸sh thc ènnoiac tou ide¸douc kai tou daktulÐou phlÐkwn. Ed¸ o anagn¸-
sthc ja prèpei na gnwrÐzei (  na frontÐsei t¸ra na melet sei) kai na qeirÐzetai
autèc tic algebrikèc ènnoiec me sqetik  euqèreia.

Sto trÐto kef�laio parousi�zontai treÐc polÔ gnwstèc kathgorÐec kwdÐkwn.
Oi k¸dikec autoÐ ektìc tou ìti parousi�zoun praktikì kai jewrhtikì endiafèro-
n, apoteloÔn mia endiafèrousa efarmog  ìswn prohg jhkan sta prohgoÔmena
kef�laia.

Tèloc sto Par�rthma paratÐjentai sunoptik� oi algebrikèc ènnoiec pou
apaitoÔntai sta prohgoÔmena Kef�laia. To mèroc autì tou biblÐou den prèpei
na jewrhjeÐ wc mia eisagwg  sthn 'Algebra. ParatÐjetai gia na sumb�llei
sthn autotèleia tou biblÐou kai gia dieukìlunsh tou anagn¸sth, o opoÐoc ja
anatrèqei s� autì gia na epanafèrei sth mn mh tou ènnoiec, tic opoÐec (ofeÐlei



Prìlogoc 3

na) èqei didaqjeÐ se èna m�jhma “Basik c 'Algebrac ” proptuqiakoÔ epipèdou.
Se k�je par�grafo paratÐjentai poll� paradeÐgmata, ìpwc kai arketèc a-

sk seic. Epeid  pisteÔoume sthn energ  summetoq  tou anagn¸sth kat� th
di�rkeia thc melèthc tou, to keÐmeno eÐnai dianjismèno me ekfr�seic tou tÔpou
...eÔkola blèpoume ìti ..., ....den eÐnai dÔskolo na apodeÐxoume ìti.... .... h a-
pìdeixh apoteleÐ mia wraÐa �skhsh ..., ìpwc epÐshc kai poll� giatÐ?. Kat� th
gn¸mh mac ta shmeÐa aut� apoteloÔn tic plèon shmantikèc, gia thn katanìh-
sh, ask seic kai gia to lìgo autì epimènoume o anagn¸sthc na prospajeÐ na
dieleuk�nei autoÔ tou eÐdouc ta erwthmatik� kai to kuri¸tero, ìpwc (prèpei
na) sumbaÐnei me th melèth sta Majhmatik�, na qrhsimopoieÐ “molÔbi kai qartÐ”
kat� th di�rkeia thc melèthc tou.

'Opwc proeÐpame, ìqi mìno den exantloÔme ton ter�stio kl�do thc Algebri-
k c JewrÐac KwdÐkwn, all� up�rqoun akìma kai polÔ shmantikèc perioqèc, oi
opoÐec oÔte kan anafèrontai. Epiplèon, epeid  pisteÔoume ìti kat� thn di�r-
keia thc melèthc enìc antikeimènou o periorismìc se èna mìno sÔggramma (ìso
kalì kai an eÐnai autì) pagideÔei ton anagn¸sth. H parateijèmenh endeiktik 
bibliografÐa ja bohj sei proc apofug  tètoiwn katast�sewn kai ja odhg sei
ton endiaferìmeno anagn¸sth se peretaÐrw melèth.

Tèloc, epeid  to kalÔtero biblÐo eÐnai ....autì pou den gr�fthke .... . To
biblÐo autì sÐgoura perièqei l�jh kai epidèqetai belti¸seic. Ja jèlame na pi-
steÔoume ìti: Ta tupogqafik� l�jh eÐnai lÐga, ta gramatoik� kai wrjografeik�
eÐnai ligìtera, ta suntaktik� el�qista kai ekfrastik� . K�je upìdeixh, diìrjw-
sh pou proèrqetai apì kaloproaÐreth (èstw austhr ) kritik  eÐnai euprìsdekth
kai oi euqaristÐec prokatab�llontai... .

M�rtioc 2005





Kef�laio 1

Basikèc 'Ennoiec

Sto Kef�laio autì eis�goume thn ènnoia tou k¸dika kai anafèroume orismènec
basikèc idiìthtec, oi opoÐec eÐnai aparaÐthtec gia ta epìmena.

1.1 TÐ eÐnai k¸dikac

'Oloi èqoume akoÔsei gia k¸dikec, gia kwdikopoihmèna mhnÔmata, gia krupto-
gr�fhsh kai apokruptogr�fish mhnum�twn kai �lla sqetik�. LÐgoi ìmwc èqoun
suneidhtopoi sei ìti den up�rqei �njrwpoc pou na mhn qrhsimopoieÐ an� p�sa
stigm  k¸dikec.

H gl¸ssa pou qrhsimopoioÔme gia na epikoinwnoÔme den eÐnai tÐpote �llo
par� ènac k¸dikac. Pr�gmati k�je ti pou jèloume na ekfr�soume proforik¸c  
grapt¸c to kwdikopoioÔme se mÐa akoloujÐa lèxewn qrhsimopoi¸ntac gr�mmata
apì èna alf�bhto. To sÔnolo aut¸n twn lèxewn apoteleÐ èna m numa to opoÐo
metadÐdoume proforik¸c, grapt¸c   me k�poio �llo trìpo.

Se mia gl¸ssa pou èqei èna alf�bhto mporoÔme na sqhmatÐsoume p�ra pol-
lèc “lèxeic ” (jewrhtik� �peirec). Apì autèc ìmwc lÐgec èqoun nìhma, dhlad 
apoteloÔn stoiqeÐa tou glwssikoÔ k¸dika epikoinwnÐac. Gia to sqhmatismì
twn lèxewn pou èqoun nìhma kai genik¸tera gia th sugkrìthsh tou glwssi-
koÔ oikodom matoc qrhsimopoioÔntai kanìnec, ìpwc orjografikoÐ, grammatikoÐ,
suntaktikoÐ k.l.p.

Kat� th met�dosh ènoc mhnÔmatoc me k�poio trìpo endèqetai (merik¸c) na
alloiwjeÐ. Gia par�deigma, an h met�dosh gÐnetai proforik�, o omilht c (o a-
postolèac tou mun matoc) den èqei kal  �rjrwsh, o paral pthc den èqei kal 
ako   , to pijanìtero, up�rqoun jìruboi oi opoÐoi paremb�lontai kai parempo-
dÐzoun th swst  l yh tou mun matoc.

Autìc pou akoÔei (o paral pthc tou mun matoc) eÐnai anagkasmènoc na
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6 Kef�laio 1. Basikèc 'Ennoiec

sun�gei tÐ m numa est�lei apì to m numa pou èlabe (na apokwdikopoi sei to
m numa). Gia bo jeia èqei ton k¸dika glwssik c epikoinwnÐac. Pollèc forèc
eÐnai anagkasmènoc na eik�sei gia to m numa sthrizìmenoc “sta sumfrazìmena”
  akìma, analamb�nontac ton kÐnduno gia lanjasmènh apìdosh, na apodìsei
mèroc tou mhnÔmatoc tuqaÐa.

'Ena apì ta qarakthristik� enìc k¸dika glwssik c epikoinwnÐac eÐnai o
ploÔtoc tou lexilogÐou tou, pou mac epitrèpei na mporoÔme na metadìsoume
poll� kai sÔnjeta no mata. Dhlad  èqoume th dunatìthta na metadìdoume me-
g�lo mègejoc plhroforÐac. 'Amesa me to mègejoc thc plhroforÐac sqetÐzetai
kai h poiìthta thc metadidìmenhc plhroforÐac kaj¸c epÐshc kai h oikonomÐa
kat� th met�dosh. Oi dunatìthtec autèc bebaÐa kajorÐzontai apì th dom  tou
glwssikoÔ k¸dika. Oi apait seic autèc, apì thn pleur� touc, kajorÐzoun wc
èna bajmì to p¸c ja anaptuqjeÐ ènac glwssikìc k¸dikac gia na eÐnai apote-
lesmatikìc. Den prèpei ìmwc na agnoeÐtai to trìpoc epikoinwnÐac, dhlad  to
mèson pou èqoume sth di�jes  mac gia th met�dosh enìc mhnÔmatoc. To mèso
epikoinwnÐac orismènec forèc epib�llei ton trìpo me ton opoÐo eÐnai domhmènoc
ènac k¸dikac glwssik c epikoinwnÐac.

Den prèpei na xeqn�me ìti mia gl¸ssa prèpei na eÐnai kal  tìso sthn met�-
dosh tou proforikoÔ ìso kai tou graptoÔ lìgou.

Oi “an�gkec” pollèc forèc epib�lloun na epino soume �llouc trìpouc (k¸-
dikec) epikoinwnÐac. 'Otan lème oi an�gkec, o kajènac mporeÐ na fantasjeÐ ì,ti
jèlei. Apì to ìti den jèloume èna m numa na gÐnei gnwstì se trÐtouc, èwc ta
mèsa met�doshc pou èqoume sth di�jes  mac. Gia par�deigma, oi Indi�noi qrh-
simopoioÔsan s mata kapnoÔ. S mera diajètoume sÔgqrona hlektomagnhtik�
mèsa eggraf c, apoj keushc kai met�doshc mhnum�twn. Endi�mesa, ìpou eÐqa-
me sth di�jes  mac th stoiqei¸dh qr sh tou hlektrikoÔ reÔmatoc, arkoÔmaste
na anafèroume thn epinìhsh kai qr sh tou k¸dika Morse.

Ta prohgoÔmena apoteloÔn mia aql  idèa gia to ti shmaÐnei k¸dikac epikoi-
nwnÐac. Sthn amèswc epìmenh par�grafo ja prospaj soume na gÐnoume piì
sugkekrimènoi.

1.2 OrismoÐ kai stoiqei¸deic idiìthtec

'Estw A = { a1, a2, . . . , ar } èna tuqaÐo mh kenì peperasmèno sÔnolo. To
sÔnolo A ja to onom�zoume alf�bhto , ta de stoiqeÐa tou gr�mmata   qa-
rakt rec .

Mia peperasmènh akoloujÐa qarakt rwn apì to alf�bhto A ja onom�zetai
stoiqeioseir�   lèxh . Mia lèxh sun jwc ja th sumbolÐzoume me èna èntono
gr�mma tou latinikoÔ alfab tou.
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Par�deigma 1.2.1. 'Estw A = { 2, a, d, ¦ }, tìte ta a = a2d2aa, b = d ¦
2, c = a eÐnai merikèc lèxeic pou sqhmatÐzontai me qarakt rec apì to alf�bhto
A.

To sÔnolo ìlwn twn lèxewn pou mporoÔme na sqhmatÐsoume me touc qara-
kt rec apì èna alf�bhto A eÐnai �peiro (giatÐ?) kai sumbolÐzetai me A∗.

To pl joc twn qarakt rwn se mia lèxh u ∈ A∗ onom�zetai m koc kai
sumbolÐzetai me `(u). Sto prohgoÔmeno par�deigma oi lèxeic kat� seir� èqoun
m kh `(a) = 6, `(b) = 3 kai `(u) = 1 antÐstoiqa.

K�noume thn paradoq  ìti sto sÔnolo A∗ an kei kai h ken  lèxh, dhlad 
h lèxh pou den perièqei kanèna qarakt ra, h opoÐa sun jwc sumbolÐzetai me θ.
To m koc thc ken c lèxhc profan¸c isoÔtai me mhdèn (`(θ) = 0).

'Estw u, v ∈ A∗ dÔo lèxeic, tìte me thn par�jesh uv twn dÔo lèxewn
th mia dÐpla sthn �llh sqhmatÐzetai mia �llh lèxh z = uv ∈ A∗. Profan¸c
`(z) = `(u) + `(v).

'Estw n ènac fusikìc arijmìc, me An ja sumbolÐzoume to sÔnolo ìlwn twn
lèxewn me qarakt rec apì to alf�bhto A, oi opoÐec èqoun m koc n. Profan¸c,
epeid  to A eÐnai peperasmèno, to sÔnolo An eÐnai peperasmèno. M�lista isqÔei
| An |= | A |n (giatÐ?)

Pollèc forèc, ìtan anaferìmaste (mìno) sta stoiqeÐa tou An, antÐ gia
lèxeic ta onom�zoume dianÔsmata.

Orismìc 1.2.2. 'Estw x = a1a2 · · · an, y = b1b2 · · · bn ∈ An, orÐzoume thn
apeikìnish d : An × An −→ Z wc ex c

d(x, y) =
n∑

i=1

ri, ìpou ri =
{

0 an ai = bi

1 an ai 6= bi
.

O (mh arnhtikìc) akèraioc arijmìc d(x, y) onom�zetai (Hamming) apì-
stash twn dÔo lèxewn x kai y.

Dhlad  h apìstash d(x, y) parist� to pl joc twn jèsewn stic opoÐec oi
dÔo lèxeic x kai y diafèroun.

Gia par�deigma gia tic lèxeic a = 2df3g4 kai b = 35fh24 h metaxÔ touc
apìstash eÐnai Ðsh me 4.

(Profan¸c h apìstash dÔo lèxewn den uperbaÐnei to (koinì) m koc touc.)

Je¸rhma 1.2.3. H apeikìnish d eÐnai mia metrik  sto sÔnolo An, dhlad  gia
x, y kai z ∈ An isqÔei.

1. d(x, y) ≥ 0, me d(x, y) = 0 an kai mìno an x = y.
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2. d(x, y) = d(y, x).

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai amèsh sunèpeia tou orismoÔ kai afÐnetai wc �skhsh.

Parat rhsh 1.2.4. 'Oloi èqoume up� ìyh th gnwst  EukleÐdeia apìstash sto
q¸ro Rn, ìpou R eÐnai to sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n.

Ed¸ h ènnoia thc apìstashc pou orÐsame prohgoumènwc eÐnai jemeli¸dhc gia
ta epìmena, ìpou, epilègontac kat�llhlo alf�bhto A, mporoÔme na k�noume
antÐstoiqh GewmetrÐa.

Orismìc 1.2.5. 'Estw A èna alf�bhto. K�je mh kenì uposÔnolo C tou A∗
onom�zetai k¸dikac epÐ tou alfab tou A kai ta stoiqeÐa tou (kwdiko)lèxeic.

(Pollèc forèc, ìtan den up�rqei to endeqìmeno sÔgqushc, ta stoiqeÐa enìc
k¸dika ta anafèroume kai aut� wc lèxeic, antÐ gia (kwdiko)lèxeic.)

O orismìc pou mìlic d¸dame eÐnai aploÔstatoc sth diatÔpws  tou, all�
polÔ genikìc. Sta epìmena ja doÔme tÐ periorismoÐ tÐjentai sthn epilog  enìc
kat�llhlou k¸dika.

Ac arqÐsoume me thn epilog  tou alfab tou. Jewrhtik� k�je peperasmèno
mh kenì sÔnolo mporeÐ na jewrhjeÐ wc alf�bhto. Gia mia ìmwc susthmatik 
melèth kai enasqìlhsh me touc k¸dikec “ epib�lletai ” h epilog  tou alfab tou
na mhn eÐnai tuqaÐa. Sun jwc epilègoume wc alf�bhto to Zp, touc akeraÐouc
mod(p), ìpou p eÐnai ènac pr¸toc arijmìc. To Zp eÐnai èna s¸ma wc proc thn
prìsjesh kai ton pollaplasiasmì (genik¸tera ja mporoÔsame na epilèxoume
wc alf�bhto èna (tuqaÐo) peperasmèno s¸ma). H epilog  aut  mac dÐnei to
pleonèkthma na qrhsimopoi soume tic gn¸seic mac apo ta Majhmatik� gia thn
kataskeu  “kal¸n ” kwdÐkwn.

( To ti shmaÐnei kalìc k¸dikac ja mac dojeÐ h eukairÐa na to dieukrinÐsoume
sta epìmena).

'Enac k¸dikac epÐ tou alfab tou Z2 onom�zetai duadikìc k¸dikac kai ge-
nik� epÐ tou Zp onom�zetai p-adikìc k¸dikac .

1.2.1 KwdikopoÐhsh - Apokwdikopoi sh

'Amesa sundedemènh me ènan k¸dika eÐnai h diadikasÐa thc kwdikopoÐhshc kai
apokwdikopoÐhshc.

'Estw S = { a1, a2, . . . , as } èna peperasmèno sÔnolo to opoÐo onom�zoume
phg  kai C ènac k¸dikac, mia sun�rthsh kwdikopoÐhshc eÐnai mia sun�rthsh
f : S −→ C h opoÐa eÐnai 1-1 kai epÐ.
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H diadikasÐa kwdikopoÐhshc sunÐstatai, efìson eÐnai gnwst� ta sÔnola
S kai C, sthn epilog  kai efarmog  thc sun�rthshc f .

ParadeÐgmata 1.2.6. 1. 'Estw wc phg  S = {α, β, γ, . . . , ψ, ω }, to sÔ-
nolo twn gramm�twn tou EllhnikoÔ alfab tou kai wc k¸dikac C =
{ 00, 01, . . . , 23 }, to sÔnolo twn diyhfÐwn arijm¸n apì to 00 èwc kai to
23. Mia sun�rthsh kwdikopoÐhshc eÐnai h f(α) = 00, f(β) = 01, f(γ) =
02, . . . , f(ψ) = 22, f(ω) = 23.

Gia par�deigma to “phgaÐo m numa ” agaph ja kwdikopoihjeÐ wc 0002001607.

2. O k¸dikac ASCII C eÐnai ènac duadikìc k¸dikac pou perilamb�nei ìlouc
touc arijmoÔc apì to 0 èwc kai to 127, all� ekfrasmènouc wc eptay fiouc
arijmoÔc sto duadikì sÔsthma. Dhlad  C = Z7

2. H phg  apoteleÐtai apì
ìla ta gr�mmata tou LatinikoÔ alfab tou (kefalaÐa kai pez�), apì ta
shmeÐa st xhc, kaj¸c epÐshc kai apì di�forouc qarakt rec elègqou (sÔ-
nolon 128 qarakt rec). Up�rqei mia sun�rthsh h opoÐa kwdikopoieÐ k�je
èna apì touc 128 qarakt rec se ènan eptay fio duadikì arijmì. Sto-
n epìmeno pÐnaka parousi�zetai (merik¸c) h kwdikopoÐhsh tou LatinikoÔ
alfab tou ston duadikì k¸dika ASCII.

A → 1000001 J → 1001010 S → 1010011
B → 1000010 K → 1001011 T → 1010100
C → 1000011 L → 1001100 U → 1010101
D → 1000100 M → 1001101 V → 1010110
E → 1000101 N → 1001110 W → 1010111
F → 1000110 O → 1001111 X → 1011000
G → 1000111 P → 1010000 Y → 1011001
H → 1001000 Q → 1010001 Z → 1011010
I → 1001001 R → 1010010 Space → 0100000

H apokwdikopoÐhsh sunÐstatai sthn antÐstrofh diadikasÐa. Epeid  h su-
n�rthsh kwdikopoÐhshc, èstw f , eÐnai 1-1 kai epÐ up�rqei h antÐstrof  thc
f−1. Opìte ìtan èqoume mia (kwdiko)lèxh, den èqoume par� na efarmìsoume
thn f−1 kai na broÔme to stoiqeÐo thc phg c sto opoÐo antistoiqeÐ h dojeÐsa
(kwdiko)lèxh.

Gia par�deigma to kwdikopoihmèno, ston k¸dika ASCII, m numa
1001100100111110101101000110 apokwdikopoieÐtai, me th bo jeia tou pÐnaka,
wc LOVE.
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Parat rhsh 1.2.7. H apaÐthsh h sun�rthsh kwdikopoÐhshc na eÐnai 1 - 1 kai
epÐ eÐnai polÔ shmantik , kajìti mìno tìte h apokwdikopoÐhsh mporeÐ na eÐnai
apotelesmatik . Ac doÔme to ex c aplì par�deigma. Upojètoume ìti èqoume
to sÔnolo twn akeraÐwn arijm¸n wc phg  kai to Ðdio sÔnolo wc k¸dika kai ìti
“kwdikopoioÔme” k�je akèraio arijmì me to tetr�gwnì tou. Dhlad  èqoume
thn sun�rthsh f : Z −→ Z me f(x) = x2. Tìte, an p�roume ton arijmì
4 wc (kwdiko)lèxh, epeid  h f den eÐnai 1 - 1, kat� thn “apokwdikopoÐhsh”
èqoume prìblhma kajìti den gnwrÐzoume an to “phgaÐo m numa ”  tan to 2  
to -2. EpÐshc, epeid  h f den eÐnai epÐ, up�rqoun (kwdiko)lèxeic oi opoÐec den
eÐnai eikìna (mèsw thc f) kanenìc stoiqeÐou thc phg c, opìte autèc oi lèxeic
“peritteÔoun ”.

Den arkeÐ ìmwc mìno h apaÐthsh h sun�rthsh kwdikopoÐhshc na eÐnai 1 - 1
kai epÐ. Ac epanèljoume sta prohgoÔmena paradeÐgmata.

Sto pr¸to par�deigma, upojètoume ìti o k¸dikac mac den eÐnai o C =
{ 00, 01, . . . , 23 }, all� o C̄ = { 0, 1, . . . , 23 }. An sun�rthsh kwdikopoÐh-
shc eÐnai h f̄(α) = 0, f̄(β) = 1, f̄(γ) = 2, . . . , f̄(ψ) = 22, f̄(ω) = 23, tìte
h akoloujÐa qarakt rwn 0002001607 ja mporoÔse na proèrqetai apì perissì-
tera tou enìc “phgaÐa mhnÔmata ”. Pr�gmati endèqetai na èqoume aaagaabhaj,
all� kai aaafaraj   aaafabhaj. To prìblhma pou prokÔptei sthn perÐptwsh
aut  ofeÐletai sto gegonìc ìti oi (kwdiko)lèxeic ston k¸dika C̄ den èqoun ìlec
to Ðdio m koc.

Sto deÔtero par�deigma oi kwdikolèxeic èqoun ìlec m koc 7. Ed¸ ìmwc to
gr�mma E, pou qrhsimopoieÐtai suqnìtata, “apaiteÐ” ton Ðdio qrìno kai q¸ro,
gia na kwdikopoihjeÐ, me to gr�mma Q, pou sunant�tai spani¸tata.
Orismìc 1.2.8. 'Enac k¸dikac C onom�zetai k¸dikac stajeroÔ m kouc an
ìlec oi (kwdiko)lèxeic èqoun to Ðdio m koc, dhlad  up�rqei ènac jetikìc akèraioc
arijmìc n ètsi ¸ste C ⊆ An, o arijmìc n onom�zetai m koc tou k¸dika .
Diaforetik� o k¸dikac onom�zetai metablhtoÔ m kouc.

An�loga me to an ènac k¸dikac eÐnai stajeroÔ   metablhtoÔ m kouc, ìpwc
èqoume epishm�nei, parousi�zei pleonekt mata kai meionekt mata. Sta epìmena
emeÐc ja asqolhjoÔme kurÐwc me p-adikoÔc k¸dikec stajeroÔ m kouc. Epomè-
nwc ènac k¸dikac ja qarakthrÐzetai, proc to parìn apì tic paramètrouc: To
alf�bhto, to m koc n kai to mègejoc tou M = | C |. M�lista gia suntomÐa ja
anafèretai wc ènac p-adikìc (n, M) k¸dikac.

'Ena �meso pleonèkthma thc qr shc p-adik¸n kwdÐkwn stajeroÔ m kouc eÐ-
nai ìti to sÔnolo Zn

p ìlwn twn lèxewn m kouc n eÐnai dianusmatikìc q¸roc,
epomènwc mporoÔme na qrhsimopoi soume tic idiìthtec enìc dianusmatikoÔ q¸-
rou sth melèth twn kwdÐkwn. Proc to parìn anafèroume ènan orismì kai mia
prìtash polÔ shmantik  gia ta epìmena.
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Orismìc 1.2.9. 'Estw a ∈ An ( A = Zp ). H apìstash thc a apì th mhdenik 
lèxh 0 = (0, 0, . . . , 0) onom�zetai b�roc thc a kai sumbolÐzetai me w(a).
Dhlad  w(a) = d(a, 0).

Diaforetik�, to b�roc miac lèxhc parist� ton arijmì twn mh mhdenik¸n
qarakt rwn thc.

Sthn perÐptwsh ènoc duadikoÔ k¸dika orÐzetai h tom  dÔo (kwdiko)lèxewn
a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Zn

2 wc ex c:
a∩b = (a1b1, a2b2, . . . , anbn). Dhlad  h lèxh a∩b èqei 1 se mia jèsh an kai
mìno an kai h a kai h b èqoun 1 sthn antÐstoiqh jèsh.

Prìtash 1.2.10. 1. Gia a, b, c ∈ Zn
p isqÔei.

(aþ) d(a, b) = w(a− b).
(bþ) d(a + c, b + c) = d(a, b).

2. Sthn perÐptwsh ìpou a, b ∈ Zn
2 , tìte d(a, b) = w(a + b) = w(a) +

w(b)− 2w(a ∩ b).
'Opou oi pr�xeic thc prìsjeshc kai afaÐreshc eÐnai oi gnwstèc pr�xeic kat�

suntetagmènec ston dianusmatikì q¸ro Zn
p .

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai �mesh sunèpeia tou orismoÔ kai afÐnetai wc �skhsh.

Kat� thn kwdikopoÐhsh enìc (phgaÐou) mhnÔmatoc, ìpwc èqoume pei, efarmì-
zetai h sun�rthsh kwdikopoÐhshc. Katìpin to kwdikopoihmèno m numa apostèl-
letai k�pou, qrhsimopoi¸ntac grammèc thlef¸nou, hlektomagnhtik� kÔmmata
k.l.p.. EpÐshc mporeÐ na apojhkeujeÐ se magnhtotainÐec, se dÐskouc aktÐnac,
sth mn mh enìc upologist  k.l.p.. Gia thn apokwdikopoi sh akoloujeÐtai h
antÐstrofh diadikasÐa, dhlad  efarmìzetai h antÐstrofh sun�rthsh thc sun�r-
thshc kwdikopoÐhshc.

Se idanikèc peript¸seic den ja eÐqame kanèna prìblhma. ArkoÔse o apo-
stolèac na gnwrÐzei ton “tÔpo” thc sun�rthshc kwdikopoÐhshc kai o para-
l pthc 1 na gnwrÐzei ton “tÔpo” thc antÐstrofhc sun�rthshc. Sthn pragma-
tikìthta ìmwc h kat�stash eÐnai teleÐwc diaforetik . Kat� th “diaqeÐrish”
tou kwdikopoihmènou mhnÔmatoc (apostol , apoj keush k.l.p.) epèrqontai al-
loi¸seic stic (kwdiko)lèxeic, 2 opìte h efarmog  thc antÐstrofhc sun�rthshc

1Oi lèxeic apostolèac kai paral pthc ja qrhsimopoioÔntai me thn eureÐa ènnoia tou ìrou
eÐte prìkeitai gia prìswpa, eÐte prìkeitai gia mhqanèc.

2Ed¸ den ja asqolhjoÔme me ta aÐtia pou prokaloÔn tic alloi¸seic, eÐte autèc eÐnai
skìpimec, eÐte ofeÐlontai se teqnikèc atèleiec k.l.p.
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kwdikopoÐhshc ìqi mìno den prosfèrei, all� mporeÐ na odhg sei se “strebl¸-
seic”.

'Enac apì touc kÔriouc skopoÔc thc JewrÐac Kwdik¸n eÐnai h antimet¸pish
tètoiwn katast�sewn. Sthn epìmenh par�grafo ja prospaj soume na antime-
twpÐsoume autì to prìblhma pio susthmatik�. Proc to parìn arkoÔmaste na
d¸soume dÔo paradeÐgmata (pragmatik¸n) problhm�twn.

1. Kat� tic pr¸tec apostolèc diasthmoploÐwn sto di�sthma gia na meta-
dojoÔn oi (asprìmaurec) fwtografÐec twn planht¸n sth gh eÐqe epinohjeÐ h
ex c apl , all� polÔ efu c sth sÔllhy  thc, mèjodoc. K�je fwtografÐa qw-
rÐzontan se mikrìtera tetr�gwna (p.q. se m grammèc epÐ n st lec), oi di�forec
apoqr¸seic tou gkrÐzou qr¸matoc katat�qjhkan se 64 diabajmÐseic (apì to 0
gia to �spro èwc to 63 gia to maÔro). K�je arijmìc metatr�pei sthn antÐstoiqh
duadik  èkfrash (0 = 000000, 1 = 000001, . . . , 63 = 111111), 3 opìte gia th
met�dosh thc fwtografÐac egÐneto (me prokajorismènh seir�) mia s�rwsh twn
epimèrouc tetrag¸nwn kai an�loga me to bajmì amaur¸sewc apestèleto h antÐ-
stoiqh ex�da twn 0 kai 1. Oi apodèktec sth gh den eÐqan par�, an�loga me thn
ex�da pou elamb�neto, na broÔn thn antÐstoiqh apìqrwsh tou gkrÐzou kai na
anapar�goun th fwtografÐa sÔmfwna me thn prokajorismènh seir� s�rwshc.

'Ola aut� ja sunèbainan sthn idanik  perÐptwsh ìpou den ja epèrqontan
alloi¸seic kat� th met�dosh twn ex�dwn. ArkoÔse ìmwc h allag  enìc qara-
kt ra apì 0 se 1 (kai antÐstrofa) opìte h ex�da antistoiqoÔse se diaforetik 
apìqrwsh me apotèlesma na mhn èqoume pist  anaparagwg  thc fwtografÐac.

To prìblhma autì antimetwpÐstike wc ex c; Oi 64 ex�dec kwdikopoi jhkan
se (kwdiko)lèxeic m kouc 32, oi opoÐec apoteloÔntan apì 0 kai 1, kat� tètoio
trìpo ¸ste ìtan apestèleto mia 32-�da, ja mporoÔse na epèljei alloÐwsh (mè-
qri kai) se ept� to pl joc qarakt rec, all� na apodÐdetai swst� h pragmatik 
apìqrwsh. (Sta epìmena, dec sth selÐda 149, ja mac dojeÐ h eukairÐa na doÔme
pwc ègine aut  h kwdikopoÐhsh). Bèbaia den prèpei na xeqn�me to “kìstoc”
aut c thc kwdikopoÐhshc to opoÐo metafr�zetai se qrìno met�doshc kai se
apaÐthsh mn mhc.

2. Upojètoume ìti èna ploÐo jèlei na dieleÔsei an�mesa se epikÐndunec
aktèc kai zht� th bo jeia twn topik¸n limenik¸n arq¸n. O kubern thc kai o
limen�rqhc èqoun akrib¸c Ðdiouc q�rtec thc perioq c, all� h asfal c poreÐa
eÐnai qaragmènh mìno sto q�rth tou limen�rqh, o opoÐoc analamb�nei na d¸sei
odhgÐec. Epeid  den eÐnai dunatìn na dÐnontai fwnhtikèc odhgÐec thc morf c
“...p gaine proc Borr�n, met� proc Dusm�c ...”. O trìpoc epikoinwnÐac gÐnetai

3H Ðdia idèa efarmìzetai kai s mera stic yhfiakèc fwtografÐec, mìno pou t¸ra (gia na
petÔqoume uyhl  pistìthta kai eukrÐneia) den qrhsimopoioÔme 64 apoqr¸seic tou gkrÐzou
all� toul�qiston 216 = 65536 apoqr¸seic ìlwn twn qrwm�twn.
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mèsw enìc mèsou, ìpou mporoÔn na metadojoÔn mìno ta sÔmbola 0 kai 1. Tìte
èqoume mia phg  S = {Anatol , DÔsh, Borr�c, Nìtoc }, ènan k¸dika C =
{ 00, 01, 10, 11 } kai mia sun�rthsh kwdikopoÐhshc f : S −→ C me f(A) =
00, f(D) = 01, f(B) = 10, f(N) = 11. O k¸dikac autìc eÐnai o mikrìteroc
dunatìn, kajìti gia thn met�dosh enìc stoiqeÐou apì thn phg  S arkoÔn dÔo
qarakt rec. Kat� sunèpeia eÐnai “gr goroc kai oikonomikìc”.

O limen�rqhc gia na perigr�yei th qaragmènh poreÐa (blèpe sq ma ) prèpei
na metadìsei kwdikopoihmèno to ex c (phgaÐo) m numa BBDBBDDNNDDBBB-
BDDB. Dhlad  metadÐdei to m numa 10 10 01 10 ...... . O kubern thc den èqei
par� na apokwdikopoi sei to m numa pou lamb�nei efarmìzontac thn antÐstro-
fh sun�rthsh f−1 kai na poreujeÐ analìgwc.

6
B

6

¾

6

¾

¾

6

6

Se idanikèc sunj kec met�doshc/l yhc den up�rqei prìblhma. Sthn pr�xh
ìmwc h allag  enìc qarakt ra apì 0 se 1 (kai antÐstrofa) mporeÐ na odhg sei
se l�joc poreÐa kai na ekjèsei se kÐnduno to ploÐo. Epeid  h asf�leia proèqei,
prèpei na epinohjeÐ ènac �lloc “asfalèsteroc” k¸dikac, akìma kai an eÐnai pio
“apaithtikìc ” se qrìno kai mn mh.

Upojètoume ìti antÐ tou k¸dika C èqoume ton k¸dika
D = { 000, 011, 101, 110 } kai sun�rthsh kwdikopoÐhshc g : S −→ D me
g(A) = 000, g(D) = 011, g(B) = 101, g(N) = 110. ParathroÔme ìti o k¸-
dikac D proèrqetai apì ton prohgoÔmeno k¸dika episun�ptontac èna epiplèon
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yhfÐo me tètoio trìpo ¸ste o arijmìc twn 1 pou emfanÐzontai se k�je (kwdi-
ko)lèxh na eÐnai p�nta �rtioc. An kat� th met�dosh miac tri�dac qarakt rwn
(miac (kwdiko)lèxhc) epèljei “alloÐwsh” enìc qarakt ra , tìte h tri�da pou
lamb�nei o kubern thc tou ploÐou den antistoiqeÐ se kamÐa (kwdiko)lèxh (giatÐ?)
kai antilamb�netai ìti prìkeitai perÐ l�jouc. Dhlad  èqei “aniqneujeÐ” l�joc,
opìte (an up�rqei dunatìthta) zht� thn epan�lhyh thc apostol c thc sugke-
krimènhc (kwdiko)lèxhc.

Pollèc forèc ìmwc den eÐnai dunat  h epikoinwnÐa tou kubern th (paral -
pth) me ton limen�rqh (apostolèa) gia na zhthjoÔn dieukrinÐseic. 4 Tìte eÐnai
anagkaÐo na “epistrateujeÐ” ènac k¸dikac o opoÐoc na eÐnai perissìtero “apo-
telesmatikìc ”. Ja doÔme p¸c antimetwpÐzetai autì to prìblhma sta epìmena
(blèpe Par�deigma 1.3.82).

1.2.2 To prìblhma thc apokwdikopoÐhshc

'Estw ìti epikoinwnoÔme mèsw enìc p−adikoÔ k¸dika C ⊆ An (A = Zp) .
'Otan apostèletai mÐa (kwdiko)lèxh, èstw a, endèqetai, ìpwc èqoume proeÐpei,
na l�boume mia �llh lèxh b. H diafor� e = b − a ∈ An 5 lègetai di�nusma
l�jouc   apl¸c l�joc pou parèsfuse (upeis lje) kat� th met�dosh.

(Orismènec forèc ta l�jh anafèrontai wc par�sita   wc jìruboi.)
Gia par�deigma, se èna 5-dikì k¸dika m kouc 4, an est�lei h lèxh a = 2034

kai el fjei h lèxh b = 3021, tìte to l�joc eÐnai e = 1042. 'Opwc blèpoume,
stic jèseic tou l�jouc, ìpou emfanÐzontai mh mhdenikèc suntetagmènec, stic
antÐstoiqec jèseic thc arqik c lèxhc èqei epèljei alloÐwsh tou antÐstoiqou
qarakt ra. Tic perissìterec forèc den mac endiafèrei tÐ eÐdouc alloÐwsh èqei
proklhjeÐ se èna qarakt ra, all� apl¸c an èqei   den èqei epèljei alloÐwsh
enìc qarakt ra. Opìte san l�joc ennooÔme èna di�nusma ε ∈ An, to opoÐo èqei
1 stic jèseic ìpou èqei epèljei alloÐwsh tou qarakt ra kai 0 stic upìloipec
jèseic. Sto prohgoÔmeno par�deigma èqoume ε = 1011.

'Opwc parathroÔme d(a, b) = w(e) = w(ε). EpÐshc an o k¸dikac C eÐnai
duadikìc, tìte e = ε (giatÐ?)

To meg�lo prìblhma sthn apokwdikopoÐhsh eÐnai h eÔresh miac diadikasÐac,
h opoÐa na apofaÐnetai, ìtan lamb�netai mia lèxh, kat� pìso aut  h lèxh empe-
rièqei l�jh. PolÔ de perissìtero na apofasÐzei poi� (kwdiko)lèxh est�lei. Mia

4H perÐptwsh mh dunatìthtac epikoinwnÐac paral pth me apostolèa eÐnai h pio sun jhc.
Gia par�deigma, eÐnai dÔskolo na zhthjeÐ h epan�lhyh thc apostol c miac fwtografÐac apì
to di�sthma. 'Opwc eÐnai adÔnaton, ìtan jèloume na anapar�goume to apojhkeumèno ulikì
miac magnhtotainÐac, na zht soume thn epanapoj keus  tou, ìtan parousi�zontai probl ma-
ta swst c anapargwg c.

5Wc alf�bhto A èqei epilegeÐ to s¸ma Zp, opìte h diafor� orÐzetai wc afaÐresh kat�
suntatagmènec
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tètoia diadikasÐa profan¸c exart�tai, kat� kÔrio lìgo, apì to mèson pou qrh-
simopoieÐtai gia th met�dosh twn munhm�twn. Gia par�deigma: Upojètoume ìti
èqoume ton duadikì k¸dika C = { 00000, 11111 } kai ìti l�bame th lèxh 11100,
tìte efarmìzontac th “logik  ” ìti aut  h lèxh eÐnai “plhsièstera ” proc thn
(kwdiko)lèxh 11111 deqìmaste ìti h lèxh pou est�lei eÐnai h lèxh 11111. An
ìmwc k�noume thn paradoq  ìti to mèson met�doshc pou diajètoume alloi¸nei
p�nta ton pr¸to qarakt ra k�je lèxhc pou stèlnetai, tìte h lèxh 11100 pou
l�bame eÐnai “plhsièstera ” proc thn (kwdiko)lèxh 00000. EpÐshc endèqetai se
diaforetikèc qronikèc stigmèc na èqoume diaforetikì trìpo met�doshc tou idÐou
qarakt ra. Epomènwc h fÔsh tou mèsou met�doshc kajorÐzei kat� kÔrio lìgo
ton “kanìna apofasisimìthtac” me ton opoÐo k�noume thn apokwdikopoÐhsh. Ac
gÐnoume pio sugkekrimènoi.

Orismìc 1.2.11. 'Enac dÐauloc epikoinwnÐac apoteleÐtai apì èna alf�bhto
A = { a1, a2, . . . , ar }, to Ðdio me to alf�bhto tou k¸dika, kai èna sÔnolo
pijanot twn pij = p(el fjei o qarakt rac ai | est�lei o qarakt rac aj), to
opoÐo ikanopoieÐ th sqèsh

r∑

i =1

pij = 1

gia ìla ta j.

Oi pijanìthtec pij onom�zontai pijanìthtec met�doshc .
Ed¸ gÐnetai h paradoq  ìti oi pijanìthtec autèc se ènan dÐaulo epikoinwnÐac

den all�zoun apì qronik  se qronik  stigm .
H prohgoÔmenh sqèsh dhl¸nei: Dedomènou ìti est�lei ènac qarakt rac,

p�nta lamb�netai ènac qarakt rac. EpÐshc paradeqìmaste ìti potè den lamb�-
netai ènac qarakt rac an den èqei staleÐ (k�poioc) qarakt rac. Dhlad  ènac
dÐauloc den auxomei¸nei to m koc miac akoloujÐac qarakt rwn pou apostèletai
mèsw autoÔ.

Orismìc 1.2.12. 'Enac dÐauloc ja lègetai amn mwn an h met�dosh enìc qa-
rakt ra eÐnai anex�rthth apì th met�dosh prohgoumènwn qarakt rwn.

H idiìthta aut  me th bo jeia twn pijanot twn met�doshc mporeÐ na pe-
rigrafeÐ wc ex c: 'Estw h (kwdiko)lèxh c = c1 c2 · · · cn kai h lèxh x =
x1 x2 · · · xn. Tìte h pijanìthta p(el fjei h lèxh x | est�lei h lèxh c ) eÐ-
nai Ðsh me to ginìmeno twn pijanot twn met�doshc p(el fjei o qarakt rac xi |
est�lei o qarakt rac ci). Dhlad 

p( el fjei h x | est�lei h c ) =
n∏

i =1

p( el fjei o xi | est�lei o ci) (1.2.1)
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'Opwc katalabaÐnoume ènac “kalìc” dÐauloc eÐnai ènac dÐauloc, ìpou oi pi-
janìthtec met�doshc pij eÐnai “polÔ mikrèc” gia i 6= j kai “polÔ meg�lec” gia
i = j. Sthn idanik  perÐptwsh, ìpou pij = 0 gia i 6= j (opìte pii = 1) gia
ìla ta i, j = 1, 2, . . . , r, èqoume ènan ajìrubo dÐaulo kai den ja up rqe
prìblhma apokwdikopoÐhshc.

Tic perissìterec forèc (qwrÐc autì na sumbaÐnei sthn pragmatikìthta) upo-
tÐjetai ìti ìlec oi pijanìthtec met�doshc pij gia ìla ta i 6= j eÐnai Ðsec metaxÔ
touc, ìpwc epÐshc ìlec oi pijanìthtec pii gia ìla ta i eÐnai Ðsec metaxÔ touc.
Opìte, an gia ènan r−adikì dÐaulo ja èqoume pij = p, tìte pii = 1− (r− 1)p
(giatÐ ?). 'Enac tètoioc dÐauloc ja lègetai summetrikìc .

Sthn perÐptwsh enìc duadikoÔ k¸dika m kouc n, pou oi (kwdiko)lèxeic meta-
dÐdontai mèsw enìc summetrikoÔ dÐaulou epikoinwnÐac, h pijanìthta na alloiw-
joÔn k to pl joc qarakt rec eÐnai Ðsh me pk(1− p)n−k.

Parat rhsh 1.2.13. Ston orismì enìc dÐaulou epikoinwnÐac eÐqame deqjeÐ ìti
metaxÔ twn pijanot twn met�doshc isqÔei h sqèsh

r∑

i =1

pij = 1

gia ìla ta j, h opoÐa dhl¸nei, dedomènou ìti est�lei ènac qarakt rac, p�nta
lamb�netai ènac qarakt rac.

Sthn pr�xh ìmwc den apokleÐetai to endeqìmeno, na èqei staleÐ ènac qa-
rakt rac, all� kat� th met�dosh o qarakt rac na qajeÐ (prosoq ! ennooÔme
ap¸leia qarakt ra kai ìqi alloÐwsh). Sthn perÐptwsh aut  ja eÐqame meÐw-
sh tou m kouc thc metadidìmenhc lèxhc, k�ti pou ja dhmiourgoÔse prìsjeta
probl mata.

To endeqìmeno autì antimetwpÐzetai (sun jwc) wc ex c: Wc alf�bhto e-
pikoinwnÐac, �ra kai alf�bhto tou k¸dika, qrhsimopoieÐtai to dieurummèno al-
f�bhto Ā = A ∪ { ? }, ìpou o qarakt rac ? den apostèlletai potè, all�
emfanÐzetai sth jèsh ènoc apwlesjèntoc qarakt ra. Opìte gia tic pijanìthte-
c met�doshc èqoume p(el fjei o qarakt rac ai | est�lei o qarakt rac ?) =
0, p(el fjei o qarakt rac ? | est�lei o qarakt rac aj) ≥ 0. Epomènwc gia
na isqÔei h parap�nw sqèsh anagkastik� èqoume (giatÐ?)
p(el fjei o qarakt rac ? | est�lei o qarakt rac ?) = 1.

1.2.3 Ask seic

1. 'Estw a ∈ Zn
r . DeÐxte ìti up�rqoun

(
n
k

)
(r− 1)k to pl joc lèxeic tou Zn

r ,
oi opoÐec apèqoun apìstash Ðsh me k apì thn a.
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2. i) Upojètoume ìti jèloume ènan duadikì k¸dika stajeroÔ m kouc pou na
èqei 126 (kwdiko)lèxeic. Piì eÐnai to mikrìtero dunatì m koc gia ènan
tètoio k¸dika?
ii) Upojètoume ìti jèloume ènan duadikì k¸dika stajeroÔ m kouc pou na
èqei n to pl joc (kwdiko)lèxeic. Piì eÐnai to mikrìtero dunatì m koc gia
ènan tètoio k¸dika?

3. Poièc sunart seic kwdikopoÐhshc mporoÔme na orÐsoume apì thn phg 
S = { a, b, c } ston k¸dika C = { 00, 01, 11 }?

4. Na upologÐsete ton arijmì twn sunart sewn kwdikopoÐhshc apì mia phg 
megèjouc n se ènan k¸dika megèjouc n.

5. Na upologÐsete ton arijmì twn kwdÐkwn m kouc n pou mporoÔme na orÐ-
soume epÐ enìc alfab tou megèjouc m.

6. Upojètoume ìti èqoume ènan duadikì summetrikì dÐaulo epikoinwnÐac me
pijanìthta met�doshc
p = p(el fjei o qarakt rac 0 | est�lei o qarakt rac 1) =
= p(el fjei o qarakt rac 1 | est�lei o qarakt rac 0) > 1

2 . TÐ prèpei
na k�noume?

1.3 Kanìnec ApokwdikopoÐhshc

'Opwc èqoume epishm�nei sthn prohgoÔmenh par�grafo, to meg�lo prìblhma
sthn apokwdikopoÐhsh eÐnai h eÔresh miac diadikasÐac, h opoÐa na apofaÐnetai,
ìtan lamb�netai mia lèxh, kat� pìso aut  h lèxh emperièqei l�jh. PolÔ de
perissìtero na apofasÐzei poi� lèxh est�lei.

Sthn par�grafo aut  ja doÔme p¸c antimetwpÐzetai to prìblhma thc apo-
kwdikopoÐhshc efarmìzontac k�poiouc kanìnec apofasisimìthtac.

Orismìc 1.3.1. 'Estw ènac k¸dikac C m kouc n me qarakt rec apì to alf�-
bhto A ènac kanìnac apofasisimìthtac eÐnai mia sun�rthsh
ϕ : An −→ C ∪ { ? }. H opoÐa apodèqetai th lèxh x ∈ An wc th lèxh ϕ(x) an
ϕ(x) ∈ C   apofaÐnetai ìti prìkeitai gia l�joc an ϕ(x) = ? .

Ed¸ prèpei na epishm�noume ìti h sun�rthsh ϕ, pou mìlic orÐsame eÐnai
to amèswc prohgoÔmeno st�dio prin thn efarmog  thc antÐstrofhc sun�rthshc
f−1, ìpou f eÐnai h sun�trhsh kwdikopoÐhshc pou eÐqame orÐsei sthn par�grafo
1.2 sth selÐda 8.

Sqhmatik� ja mporoÔsame to ìlo egqeÐrhma “KwdikopoÐhsh-Apostol -L yh-
ApokwdikopoÐhsh ” na to parast soume wc ex c:
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f : S −→ C KwdikopoÐhsh tou phgaÐou mun matoc
↓

Apostol  kai l yh tou kwdi-
kopoihmènou mhnÔmatoc me pi-
jan  thn prosj kh laj¸n

↓
ϕ : An −→ C ∪ { ? }
EktÐmhsh gia to poÐa (kwdi-
ko)lèxh est�lh

↓
f−1 : C −→ S
ApokwdikopoÐhsh se phgaÐo
m numa

Parathr seic 1.3.2. 1. 'Opwc blèpoume h epilog  kai efarmog  thc su-
n�rthshc ϕ apoteloÔn polÔ shmantik� b mata sthn ìlh diadikasÐa. Gia
to lìgo autì èqei epikrat sei, antÐ gia kanìna apofasisimìthtac, na o-
nom�zoume th sun�rthsh ϕ sun�rthsh apokwdikopoÐhshc kai wc a-
pokwdikopoÐhsh na anafèretai h diadikasÐa efarmog c thc ϕ.

2. Logikì ja  tan h sun�rthsh f−1 na onom�zetai sun�rthsh apokwdiko-
poÐhshc, wc antÐstrofh thc sun�rthshc kwdikopoÐhshc f kai wc apokwdi-
kopoÐhsh h efarmog  thc f−1, ìpwc �llwste anafèretai sthn par�grafo
1.2. Met� ìmwc apì thn prohgoÔmenh parat rhsh den up�rqei kÐnduno-
c sÔgqushc kai ja qrhsimopoioÔme ton ìro apokwdikopoÐhsh se ìti èqei
sqèsh me th sun�rthsh ϕ.

3. Sthn perÐptwsh, ìpou ϕ(x) ∈ C h diadikasÐa suneqÐzetai. An ϕ(x) = ? ,
opìte apofainìmeja ìti prìkeitai gia l�joc, h diadikasÐa stamat� kai o
dèkthc eÐte agnoeÐ th lhfjeÐsa lèxh, eÐte (to logikìtero, an eÐnai dunaton)
zht� thn epan�lhyh thc apostol c thc amfisbhtoÔmenhc/Ôpopthc lèxhc.

'Estw ìti èqei staleÐ mia lèxh c ∈ C kai èqei lhfjeÐ h lèxh x ∈ An. H
apokwdikopoÐhsh eÐnai swst  an ϕ(x) = c.

Up�rqoun polloÐ trìpoi prosdiorismoÔ thc sun�rthshc apokwdikopoÐhshc,
ed¸ emeÐc ja parousi�soume touc dÔo plèon gnwstoÔc trìpouc. (Sthn pragma-
tikìthta, ìpwc ja doÔme, prìkeitai gia dÔo ìyeic tou idÐou nomÐsmatoc).
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1.3.1 H arq  thc apokwdikopoÐhshc mègisthc pijanìthtac

Mia kal  sun�rthsh apokwdikopoÐhshc eÐnai mia sun�rthsh ϕ, h opoÐa megi-
stopoieÐ thn pijanìthta swst c apokwdikopoi shc. Dhlad  (dedomènou ìti
el fjei h lèxh x) h pijanìthta na est�lei h lèxh ϕ(x) na eÐnai ìson to dunatìn
megalÔterh.

'Estw ϕ mia sun�rthsh apokwdikopoÐhshc. Upojètoume ìti est�lei h lèxh
c ∈ C, dedomènou ìti el fjei h lèxh x, gia mia swst  apokwdikopoÐhsh prèpei
na eqoume ϕ(x) = c. Epomènwc h (desmeumènh) pijanìthta
p(c | c) = p( èqoume swst  apokwdikopoÐhsh | dedomènou ìti est�lei h c ) =
p( ϕ(x) = c | dedomènou ìti est�lei h c ) eÐnai Ðsh me to �jroisma ìlwn twn
pijanot twn p( el fjei h lèxh x | est�lei h lèxh c ), ìpou to x diatrèqei ìlec
tic lèxeic sto An pou ikanopoioÔn th sqèsh ϕ(x) = c. Dhlad  p(c | c) =∑

x∈ϕ−1(c) p( el fjei h lèxh x | est�lei h lèxh c ).
'Estw ìti o k¸dikac C apoteleÐtai apì tic (kwdiko)lèxeic ci, i = 1, . . . , M .

Kat� thn apokwdikopoÐhsh mhnum�twn shmasÐa èqoun oi pijanìthtec apo-
stol c p(ci) = h pijanìthta na èqei staleÐ h lèxh ci.

Parat rhsh. Oi pijanìthtec apostol c den exart¸ntai apì ton dÐaulo epi-
koinwnÐac. Epomènwc den prèpei na sugqèontai me tic pijanìthtec met�doshc, oi
opoÐec kajorÐzoun ton dÐaulo epikoinwnÐac. Sun jwc exart¸ntai apì to eÐdoc
twn mhnum�twn pou apostèllontai kai eÐnai meg�lo prìblhma gia ton paral -
pth na kajorÐsei autèc tic pijanìthtec. Mia akraÐa perÐptwsh, h opoÐa ìmwc
aplopoieÐ thn kat�stash, eÐnai h ex c: K�noume thn paradoq  ìti gia ìlec tic
lèxeic tou k¸dika oi pijanìthtec apostol c eÐnai Ðsec, dhlad  p(ci) = 1/M ,
gia ìlec tic lèxeic ci, i = 1, 2, . . . , M tou k¸dika.

Apì to Je¸rhma olik c pijanìthtac profan¸c èqoume
p(swst c apokwdikopoÐhshc) =

∑
c∈C p(c | c) · p(c).

Opìte apì ta prohgoÔmena èqoume
p(swst c apokwdikopoÐhshc) =

=
∑

c∈C
∑

x∈ϕ−1(c) p( el fjei h lèxhx | est�lei h lèxh c ) · p(c).
Epomènwc an jèloume na megistopoi soume thn pijanìthta swst c apokwdi-

kopoÐhshc ja prèpei na broÔme mia sun�rthsh apokwdikopoÐhshc ϕ tètoia ¸ste
p( el fjei h lèxh x | est�lei h lèxh ϕ(x) ) = max{ p( el fjei h lèxh x |
est�lei h lèxh c ) | c ∈ C } gia ìlec tic lèxeic x pou eÐnai dunatìn na lhfjoÔn
( dhlad  gia ìla ta x ∈ An ). Mia tètoia sun�rthsh apokwdikopoÐhshc ja
lègetai sun�rthsh apokwdikopoÐhshc mègisthc pijanìthtac kai h apokw-
dikopoÐhsh me th bo jeia miac tètoiac sun�rthshc ja lègetai apokwdikopoÐhsh
wc proc thn arq  thc mègisthc pijanìthtac .
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Sthn sqèsh thc pijanìthtac swst c apokwdikopoÐhshc emfanÐzontai oi pi-
janìthtec met�doshc, kajìti, ìpwc gnwrÐzoume, se ènan (amn mona) dÐaulo i-
sqÔei h sqèsh p( el fjei h lèxh x | est�lei h lèxh c ) =

∏n
i =1 p(el fjei o xi |

est�lei o ci). Opìte mporoÔme na antikatast soume sthn parap�nw sqèsh thc
pijanìthtac swst c apokwdikopoÐhshc.

H sqèsh pou telik� prokÔptei gia ton upologismì thc pijanìthtac sw-
st c apokwdikopoÐhshc eÐnai polÔ dÔsqrhsth kai den mporeÐ na efarmosjeÐ me
euqèreia, dedomènou ìti epiplèon èqoume kai to prìblhma upologismoÔ twn pi-
janot twn apostol c.

Ja mporoÔsame na upologÐsoume thn pijanìthta swst c apokwdikopoÐhsh-
c sthrizìmenoi ìqi stic pijanìthtec met�doshc enìc diaÔlou, all� duðk� stic
pijanìthtec l yhc enìc diaÔlou.

Orismìc 1.3.3. Se èna dÐaulo epikoinwnÐac me alf�bhtoA = { a1, a2, . . . , ar }
oi ( desmeumènec ) pijanìthtec qij = p(est�lei o qarakt rac ai | el fjei o qa-
rakt rac aj) onom�zontai pijanìthtec l yhc.

Den prèpei na gÐnetai sÔgqush metaxÔ twn pijanot twn met�doshc kai twn
pijanot twn l yhc. Stic men upotÐjetai ìti est�lei mia lèxh, èstw c ∈ C kai
el fjei mia lèxh x ∈ An. Stic de upotÐjetai ìti el fjei mia lèxh x ∈ An en¸
est�lei h lèxh c ∈ C.

Profan¸c se èna amn mona dÐaulo gia tic pijanìthtec l yhc isqÔei an�logh
sqèsh me th sqèsh pou isqÔei gia tic pijanìthtec met�doshc.

'Estw h (kwdiko)lèxh c = c1 c2 · · · cn kai h lèxh x = x1 x2 · · · xn. Tìte
h pijanìthta p( est�lei h lèxh c | el fjei h lèxh x ) eÐnai Ðsh me to ginìmeno
twn pijanot twn l yhc p(est�lei o qarakt rac ci | el fjei o qarakt rac xi).
Dhlad  p(est�lei h lèxh c | el fjei h lèxh x ) =∏n

i =1 p(est�lei o qarakt rac ci | el fjei o qarakt rac xi).
Epanerqìmenoi t¸ra ston upologismì thc pijanìthtac swst c apokwdiko-

poÐhshc sthrizìmenoi stic pijanìthtec l yhc enìc diaÔlou èqoume.
p(swst c apokwdikopoÐhshc) =∑

x∈An p(swst c apokwdikopoÐhshc | el fjei h lèxh x) · p(el fjei h lèxh x).
'Otan èqoume mia sun�rthsh apokwdikopoÐhshc ϕ mia lhfjeÐsa lèxh x a-

pokwdikopoieÐtai swst� an h lèxh pou est�lei eÐnai pr�gmati h ϕ(x). Opìte
p(swst c apokwdikopoÐhshc | el fjei h lèxh x) = p(est�lei h lèxh ϕ(x) |
el fjei h lèxh x ).

Antikajist¸ntac sthn prohgoÔmenh sqèsh èqoume
p(swst c apokwdikopoÐhshc) =∑

x∈An p( est�lei h lèxh ϕ(x) | el fjei h lèxh x ) · p( el fjei h lèxh x).
Epomènwc an jèloume na megistopoi soume thn pijanìthta swst c apokwdi-

kopoÐhshc ja prèpei na broÔme mia sun�rthsh apokwdikopoÐhshc ϕ tètoia ¸ste
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p(est�lei h lèxh ϕ(x) | el fjei h lèxh x ) =
= max{ p(est�lei h lèxh c | el fjei h lèxh x ) | c ∈ C } gia ìlec tic lèxeic
x pou eÐnai dunatìn na lhfjoÔn ( dhlad  gia ìla ta x ∈ An ). Mia tètoia
sun�rthsh apokwdikopoÐhshc ja lègetai sun�rthsh idanikoÔ parathrht  .
Me �lla lìgia mia sun�rthsh idanikoÔ parathrht  eÐnai mia sun�rthsh apokw-
dikopoÐhshc ϕ, tètoia ¸ste, dedomènou ìti el fjei h lèxh x, to pijanìtero eÐnai
na èqei staleÐ h (kwdiko)lèxh ϕ(x).

Parat rhsh 1.3.4. Ed¸ den prèpei na parablèyoume to ex c endeqìmeno.
MporeÐ na up�rqoun dÔo (kwdiko)lèxeic (  kai perissìterec) ci kai cj ètsi
¸ste p(est�lei h lèxh ci | el fjei h lèxh x ) =
= p(est�lei h lèxh cj | el fjei h lèxh x ) =
max{ p(est�lei h lèxh c | el fjei h lèxh x ) | c ∈ C }. Sthn perÐptwsh aut 
up�rqei prìblhma wc proc ton orismì thc sun�rthshc ϕ. Ja jèsoume ϕ(x) = ci

  ϕ(x) = cj ? Sthn pr�xh to jèma antimetwpÐzetai kat� perÐptwsh. Tic perissì-
terec forèc jètoume ϕ(x) = ?, ìpou ed¸ to sÔmbolo ? den dhl¸nei ìti h lèxh x
pou l�bame eÐnai lanjasmènh, all� adunamÐa apokwdikopoÐhshc. Up�rqoun pe-
ript¸seic, ìpou, analamb�nontac ton kÐnduno lanjasmènhc apokwdikopoÐhshc,
jètoume tuqaÐa h tim  thc sun�rthshc ϕ sth jèsh x na eÐnai mia apì tic (kw-
diko)lèxeic pou plhroÔn th sqèsh p(est�lei h lèxh ci | el fjei h lèxh x ) =
max{ p(est�lei h lèxh c | el fjei h lèxh x ) | c ∈ C }.

'Otan anaferìmaste gia sunart seic apokwdikopoÐhshc megÐsthc pijanìth-
tac   idanikoÔ parathrht , sthn pragmatikìthta anaferìmaste sthn Ðdia su-
n�rthsh.

Pr�gmati, apì to Je¸rhma tou Bayes èqoume

p(est�lei h lèxh c | el fjei h lèxh x ) =

=
p(el fjei h lèxh x | est�lei h lèxh c ) · p(c)∑M

i =1 p(el fjei h lèxh x | est�lei h lèxh ci ) · p(ci)
.

Sthn prohgoÔmenh sqèsh emfanÐzontai oi pijanìthtec apostol c oi opoÐec
den exart¸ntai apì ton dÐaulo epikoinwnÐac, all� apì th fÔsh tou mhnÔmatoc.
Ed¸ k�noume thn paradoq  ìti gia ìlec tic lèxeic tou k¸dika oi pijanìthtec
apostol c eÐnai Ðsec ( p(ci) = 1/M , gia ìlec tic lèxeic ci, i = 1, 2, . . . , M
tou k¸dika). opìte h prohgoÔmenh sqèsh gÐnetai

p(est�lei h lèxh c | el fjei h lèxh x ) =

=
p(el fjei h lèxh x | est�lei h lèxh c )∑M

i =1 p(el fjei h lèxh x | est�lei h lèxh ci )
.
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Epomènwc, ìpwc eÐpame, gia th sun�rthsh idanikoÔ parathrht  prèpei na me-
gistopoihjeÐ to pr¸to mèloc thc parap�nw sqèsewc. ToÔto ìmwc eÐnai isodÔna-
mo me to na megistopoihjeÐ o arijmht c tou deutèrou mèlouc ( o paranomast c
eÐnai stajerìc kajìti to �jroisma twn pijanot twn met�doshc exart�tai apì
to dÐaulo epikoinwnÐac kai den metab�letai ). O arijmht c ìmwc den eÐnai tÐpote
�llo apo thn pijanìthta met�doshc, opìte h sun�rthsh idanikoÔ parathrht 
eÐnai h sun�rthsh mègisthc pijanìthtac.

Sunep¸c èqoume apodeÐxei to ex c shmantikì je¸rhma.

Je¸rhma 1.3.5. Me thn upìjesh ìti oi pijanìthtec apostol c eÐnai Ðsec gia
ìlec tic lèxeic tou k¸dika, h sun�rthsh idanikoÔ parathrht , ìpwc kai h su-
n�rthsh megÐsthc pijanìthtac, exasfalÐzei apokwdikopoÐhsh megÐsthc pijanì-
thtac.

Par�deigma 1.3.6. 'Estw ìti èqoume ton duadikì k¸dika C = { 000, 111 }
kai ènan summetrikì dÐaulo me pijanìthta met�doshc l�jouc qarakt ra Ðsh me
0.01, dhlad  p(el fjei o qarakt rac 1 | est�lei o qarakt rac 0) =
= p(el fjei o qarakt rac 0 | est�lei o qarakt rac 1) = 0.01,
opìte h pijanìthta met�doshc swstoÔ qarakt ra eÐnai Ðsh me 0.99, dhlad 
p(el fjei o qarakt rac 0 | est�lei o qarakt rac 0) =
= p(el fjei o qarakt rac 1 | est�lei o qarakt rac 1) = 0.99. Upojètou-
me ìti o dèkthc lamb�nei th lèxh x = 100 kai jèloume na upologÐsoume
thn tim  thc sun�rthshc apokwdikopoÐhshc mègisthc pijanìthtac gia th lè-
xh x = 100. SÔmfwna me ta prohgoÔmena h ϕ(x) prèpei na plhroÐ th sqè-
sh p( el fjei h lèxh x | est�lei h lèxh ϕ(x) ) = max { p(el fjei h lèxh x |
est�lei h lèxh 000 ), p( el fjei h lèxh x | est�lei h lèxh 111 ) }. All� apì
th sqèsh (1.2.1) èqoume p( el fjei h lèxh 100 | est�lei h lèxh 000 ) = (0.01)(0.99)2 =
0.009801 kai p( el fjei h lèxh 100 | est�lei h lèxh 000 ) = (0.99)(0.01)2 =
0.00099. Epeid  h pr¸th pijanìthta eÐnai megalÔterh apì th deÔterh, sumfwna
me thn arq  thc apokwdikopoÐshc wc proc thn mègisth pijanìthta prèpei na
èqoume ϕ(x) = 000, dhlad  h lèxh x = 100 apokwdikopoieÐtai wc h lèxh 000.

1.3.2 H Arq  thc apokwdikopoÐhshc wc proc thn plhsièsterh
lèxh

Ac xekin soume thn par�grafo me to teleutaÐo par�deigma. 'Estw ìti èqou-
me ton k¸dika C = { 000, 111 } kai o dèkthc lamb�nei th lèxh 100, h opoÐa
den an kei ston k¸dika. Logikì eÐnai na upotejeÐ, ìti to pijanìtero eÐnai na
est�lei h lèxh 000, h opoÐa eÐnai plhsièsterh sthn lèxh pou el fjei. Opìte
apokwdikopoieÐtai san 000.
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'Estw ìti èqei staleÐ mia lèxh c ∈ C kai èqei lhfjeÐ h lèxh x ∈ An. H
apokwdikopoÐhsh eÐnai swst  an ϕ(x) = c.

Genik� mia sun�rthsh apokwdikopoÐhshc wc proc thn plhsièsterh lèxh
thn orÐzoume wc ex c. 'Estw ìti èqei staleÐ mia lèxh c ∈ C kai èqei lhfjeÐ h
lèxh x ∈ An. An h x an kei ston k¸dika, tìte orÐzoume ϕ(x) = x, dhlad  kat�
thn apokwdikopoÐhsh deqìmaste ìti est�lei h lèxh x. An h x den an kei sto
k¸dika, tìte upologÐzoume thn apìstash thc x apì ìlec tic �llec lèxeic tou
k¸dika. Tìte up�rqei mia lèxh d tou k¸dika me thn mikrìterh apìstash apì thn
x. An h lèxh d eÐnai h monadik  me thn idiìthta aut , tìte orÐzoume ϕ(x) = d
kai kat� thn apokwdikopoÐhsh deqìmaste thn d. An up�rqoun perissìterec
lèxeic oi opoÐec apèqoun thn Ðdia el�qisth apìstash apì th lèxh x, tìte proc
apofug  sÔgqushc dhl¸noume adunamÐa apokwdikopoÐhshc.

H apokwdikopoÐhsh me th bo jeia miac tètoiac sun�rthshc ja lègetai apo-
kwdikopoÐhsh wc proc thn arq  thc plhsièsterhc lèxhc .

Parathr seic 1.3.7. 1. H Arq  thc apokwdikopoÐhshc wc proc thn plh-
sièsterh lèxh eÐnai ènac fusiologikìc trìpoc apokwdikopoÐhshc, toul�-
qiston sthn arq . Sthn pr�xh ìmwc parousi�zei duskolÐec se k¸dikec me
meg�lo m koc, kaj¸c eÐnai arket� qronobìro k�je for� na elègqoume thn
apìstash miac lèxhc pou lamb�noume apì ìlec tic lèxeic tou k¸dika gia
na thn antikatast soume me thn plhsièsterh proc aut  lèxh tou k¸dika.
'Ena kaÐrio mèlhma sto sqediasmì enìc k¸dika eÐnai h dunatìthta o èleg-
qoc autìc na gÐnetai gr gora kai apotelesmatik�. (Blèpe Par�grafo
2.3.4).

2. H Arq  thc apokwdikopoÐhshc wc proc thn plhsièsterh lèxh den apokleÐei
to endeqìmeno na èqei staleÐ mia lèxh c kat� thn met�dosh na èqei pari-
sfÔsei l�joc kai na l�boume mia lèxh x, h opoÐa na an kei ston k¸dika,
opìte h lèxh c apokwdikopoieÐtai (kak¸c bèbaia) san lèxh x.

3. 'Eqoume deÐ ìti kat� thn apokwdikopoÐhsh eÐte me thn arq  thc mègisthc
pijanìthtac, eÐte me thn arq  wc proc thn plhsièsterh lèxh endèqetai na
èqoume adunamÐa apokwdikopoÐhshc. Sthn perÐptwsh aut  èqei epikra-
t sei h ìlh diadikasÐa na onom�zetai mh pl rhc apokwdikopoÐhsh .
Orismènec forèc ìmwc, ìpwc èqoume proeÐpei, analamb�nontac ton kÐndu-
no lanjasmènhc apokwdikopoÐhshc, jètoume tuqaÐa h tim  thc sun�rthshc
apokwdikopoÐhshc ϕ sth jèsh x thc lhfjeÐsac lèxhc na eÐnai mia apì tic
(kwdiko)lèxeic pou plhroÔn th sqèsh megÐsthc pijanìthtac,   na eÐnai apì
tic plhsièsterec sth lèxh x. Sthn perÐptwsh aut  h ìlh diadikasÐa o-
nom�zetai pl rhc apokwdikopoÐhsh . To ti eÐnai protimhtèo exart�tai
apì thn perÐptwsh kai den ja asqolhjoÔme ed¸.
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ParadeÐgmata 1.3.8. 1. 'Estw ìti èqoume ton k¸dika
C = { 0000, 0011, 1000, 1100 } kai èqei staleÐ h (kwdiko)lèxh a = 0011.
Tìte lamb�nontac th lèxh x = 0111, parathroÔme ìti h mikrìterh apì-
stash thc x apì ta stoiqeÐa tou k¸dika eÐnai (mìno) apì thn (kwdiko)lèxh
a (aut  pou est�lei), opìte orj¸c apokwdikopoioÔme thn x san a. An
ìmwc l�boume thn lèxh y = 1001, tìte blèpoume ìti aut  h lèxh isa-
pèqei apì tic (kwdiko)lèxeic 0000 kai 0011, opìte den mporoÔme na thn
apodikwpoi soume. Tèloc den apokleÐetai na l�boume th lèxh z = 0000,
dhlad  na èqei epèljei alloÐwsh se dÔo qarakt rec kai na thn deqjoÔme,
lanjasmèna, wc th lèxh pou est�lei, afoÔ kai aut  an kei ston k¸dika.

2. Ac epanèljoume sto Par�deigma thc selÐdac 12, ìpou zhteÐtai h asfal c
kajod ghsh enìc ploÐou mèsw kwdikopoimènou mhnÔmatoc.

AntÐ tou k¸dika D = { 000, 011, 101, 110 } qrhsimopoipoÔme ton k¸-
dika E = { 00000, 01101, 10110, 11011 } kai sun�rthsh kwdikopoÐhshc
h : S −→ E me h(A) = 00000, h(D) = 01101, h(B) = 10110, h(N) =
11011. ParathroÔme ìti o k¸dikac E proèrqetai apì ton prohgoÔmeno
k¸dika episun�ptontac dÔo epiplèon yhfÐa me tètoio trìpo ¸ste dÔo kw-
dikolèxeic na apèqoun metaxÔ touc apìstash toul�qiston Ðsh me trÐa.
Upojètoume ìti est�lei h (kwdiko)lèxh a = 01101 kai el fjei h lèxh
x = 01111. H lhfjeÐsa lèxh den an kei ston k¸dika, all� h mikrìterh
apìstas  thc apì ta stoiqeÐa tou k¸dika eÐnai (mìno) apì thn (kwdi-
ko)lèxh a = 01101 pou est�lei. Opìte sÔmfwna me thn arq  wc proc
thn plhsièsterh lèxh mporeÐ orj¸c na apokwdikopoihjeÐ wc h a = 01101.
Dhlad  me th bo jeia tou k¸dika to l�joc ìqi mìno “aniqneÔjhke”, all�
“diorj¸jhke”. An ìmwc kat� thn apostol  uphs ljan l�jh se peris-
sìterec apì mÐa jèseic kai el fjei h lèxh y = 11111, tìte aniqneÔtai
l�joc, afoÔ h y = 11111 den an kei ston k¸dika, all� an epiqeirhjeÐ
na apokwdikopoihjeÐ sÔmfwna me thn arq  wc proc thn plhsièsterh lèxh,
tìte apokwdikopoieÐtai lanjasmèna wc h b = 11011.

Ta parap�nw probl mata pou parousi�zontai kat� thn apokwdikopoÐhsh me
autì ton trìpo ja mporoÔsan na exaleifjoÔn, an mh ti �llo na perioristoÔn,
an o k¸dikac eÐqe epilegeÐ ¸ste oi lèxeic tou na  tan arai� katenemhmènec. Gia
na gÐnoume pio sugkekrimènoi qreiazìmaste merikoÔc orismoÔc:

Orismìc 1.3.9. 'Estw C ènac k¸dikac (me toul�qiston dÔo lèxeic). H el�qi-
sth apìstash d(C) tou C eÐnai h mikrìterh apìstash metaxÔ dÔo diakekrimè-
nwn lèxewn. Dhlad  d(C) = min{ d(c, d) | c, d ∈ C, c 6= d }.

Epomènwc ektìc apì to alf�bhto, to m koc n kai to mègejoc tou M = | C |
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enìc k¸dika C èqoume mia epiplèon par�metro, thn el�qisth apìstash d = d(C)
tou k¸dika, kai gia suntomÐa ja anafèretai wc ènac (n, M, d) k¸dikac.

Orismìc 1.3.10. 'Ena di�nusma l�jouc e ∈ An aniqneÔetai apì ènan p-adikì
k¸dika C ⊆ An an h lèxh a+ e den an kei sto k¸dika C gia k�je (kwdiko)lèxh
a ∈ C. An up�rqei (toul�qiston èna) a ∈ C ètsi ¸ste a + e ∈ C, tìte to
di�nusma e eÐnai mh aniqneÔsimo.

'Enac k¸dikac C aniqneÔei λ l�jh, ìpou λ eÐnai ènac jetikìc akèraioc arij-
mìc, an k�je di�nusma l�jouc e b�rouc to polÔ λ aniqneÔetai apì ton k¸dika C.
'Enac k¸dikac C aniqneÔei akrib¸c λ l�jh, an aniqneÔei (dianÔsmata) l�jouc
me b�roc to polÔ λ, all� den aniqneÔei l�jh me b�roc λ + 1.

TonÐzoume, sÔmfwna me ton prohgoÔmeno orismì, ìtan lème o k¸dikac a-
niqneÔei λ l�jh, ennooÔme ìti, an kat� th met�dosh miac lèxhc èqoun epèljei
alloi¸seic to polÔ se λ to pl joc qarakt rec, tìte èqoume apl¸c thn èndeixh
ìti h lhfjeÐsa lèxh den an kei ston k¸dika, qwrÐc kamÐa �llh plhroforÐa gia
to di�nusma l�jouc pou upeis lje.

Ac fantasjoÔme ìti èqoume èna mhqanismì (p. q. ènan upologist ) pou
elègqei tic lèxeic pou katafj�noun kai ìti ìtan entopÐzetai mÐa lèxh pou den
an kei sto k¸dika, tìte an�bei mia kìkkinh luqnÐa. An o k¸dikac aniqneÔei
λ l�jh, tìte h luqnÐa an�bei (opwsd pote), an kat� th met�dosh miac lèxhc
èqoun epèljei alloi¸seic to polÔ se λ to pl joc qarakt rec. Endèqetai ìmwc
h luqnÐa na an�bei (  na mhn an�bei), ìtan upeisèrqontai dianÔsmata l�jouc
me b�roc megalÔtero tou λ. Kajìti, ìpwc èqoume parathr sei, endèqetai h
apostaleÐsa lèxh na èqei uposteÐ tìsec pollèc alloi¸seic kat� th met�dosh
ètsi ¸ste na èqoume l�bei mia �llh lèxh tou k¸dika.

Par�deigma 1.3.11. O k¸dikac C = { 0000, 0011, 1000, 1100 } den aniqneÔei
kanèna l�joc (giatÐ?). O k¸dikac C = { 000000, 111000, 111111 } aniqneÔei
dÔo l�jh (giatÐ?), en¸ den aniqneÔei ìla ta trÐa l�jh p.q. an èqei staleÐ h lèxh
000000, aniqneÔei th lanjasmènh lèxh 010101, all� den aniqneÔei th lanjasmènh
lèxh 111000. (M�lista de, sÔmfwna me thn Arq  thc apokwdikopoÐhshc wc proc
thn plhsièsterh lèxh, thn apokwdikopoieÐ lanjasmèna).

Orismìc 1.3.12. 'Ena di�nusma l�jouc e ∈ An diorj¸netai apì ènan p-
adikì k¸dika C ⊆ An an gia k�je staleÐsa lèxh a ∈ C h lhfjeÐsa lèxh a + e,
pou den an kei sto k¸dika C, apokwdikopoieÐtai, sÔmfwna me thn Arq  thc
apokwdikopoÐhshc wc proc thn plhsièsterh lèxh, wc h lèxh a ∈ C.

'Enac k¸dikac C diorj¸nei λ l�jh, ìpou λ eÐnai ènac jetikìc akèraioc
arijmìc, an k�je di�nusma l�jouc e b�rouc to polÔ λ diorj¸netai apì ton k¸dika
C. 'Enac k¸dikac C diorj¸nei akrib¸c λ l�jh, an diorj¸nei (dianÔsmata)
l�jouc me b�roc to polÔ λ, all� den diorj¸nei l�jh me b�roc λ + 1.
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TonÐzoume, sÔmfwna me ton prohgoÔmeno orismì, ìtan lème o k¸dikac dior-
j¸nei λ l�jh, ennooÔme ìti, an kat� th met�dosh miac lèxhc èqoun epèljei
alloi¸seic to polÔ se λ to pl joc qarakt rec, tìte o paral pthc eÐnai sÐgou-
roc ìti kat� thn apokwdikopoÐhsh ja l�bei thn lèxh pou èqei staleÐ qwrÐc kamÐa
epiplèon plhroforÐa gia to di�nusma l�jouc. An ìmwc kat� th met�dosh miac
lèxhc èqoun epèljei alloi¸seic se perissìterouc apì λ to pl joc qarakt rec,
tìte o paral pthc den eÐnai sÐgouroc kat� thn apokwdikopoÐhsh ìti h lèxh pou
èlabe eÐnai pr�gmati h lèxh pou èqei staleÐ.

Parathr seic 1.3.13. 1. An jèloume na ekfr�soume th diìrjwsh laj¸n
me th bo jeia thc sun�rthshc apokwdikopoÐhshc ϕ, mporoÔme na poÔme
ìti to di�nusma l�jouc e ∈ An diorj¸netai an gia k�je staleÐsa lèxh
a ∈ C isqÔei ϕ(a + e) = a.

2. 'Otan lème ìti ènac k¸dikac den diorj¸nei l�jh b�rouc λ + 1, ennoÔme
ìti up�rqei toul�qiston èna e ∈ An me b�roc λ + 1 kai, toul�qiston, mÐa
(kwdiko)lèxh a ∈ C ètsi ¸ste, an èqei staleÐ h (kwdiko)lèxh a kai èqei
lhfjeÐ h lèxh x = a + e, na èqoume ϕ(a + e) 6= a.

3. 'Otan ènac k¸dikac diorj¸nei λ l�jh, tìte amèswc parathroÔme ìti isqÔei
d(C) ≥ λ+1. (giatÐ ?) Sugkekrimèna isqÔei k�ti polÔ isqurìtero ( Blèpe
Je¸rhma 1.3.16).

MporoÔme na anadiatup¸soume ton orismì pìte ènac k¸dikac aniqneÔei èna
l�joc qrhsimopoi¸ntac thn ènnoia thc el�qisthc apìstashc enìc k¸dika.

Je¸rhma 1.3.14. 'Enac k¸dikac C aniqneÔei λ l�jh an kai mìno an
d(C) ≥ λ + 1.

Apìdeixh. 'Opwc proeÐpame, h apìdeixh apoteleÐ anadiatÔpwsh tou orismoÔ kai
afÐnetai wc �skhsh.

Prìtash 1.3.15. 'Enac k¸dikac C aniqneÔei akrib¸c λ l�jh an kai mìno an
d(C) = λ + 1.

Apìdeixh. 'Askhsh.

'Opwc “diaisjanìmaste”, ènac k¸dikac gia na diorj¸nei l�jh, kai ìqi apl¸c
na aniqneÔei, prèpei na eÐnai arket� “araiìc”. Sugkekrimèna isqÔei to ex c
je¸rhma.

Je¸rhma 1.3.16. 'Enac k¸dikac C diorj¸nei λ l�jh an kai mìno an
d(C) ≥ 2λ + 1.
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Apìdeixh. Upojètoume ìti d(C) ≥ 2λ + 1. 'Estw ìti est�lei h lèxh a ∈ C kai
el fjei h lèxh b = a+e, pou den an kei sto k¸dika C, ìpou e eÐnai to di�nusma
l�jouc pou upeis lje kai epèfere alloi¸seic se λ (to polÔ) qarakt rec. Tìte
profan¸c 1 ≤ d(a, b) ≤ λ. H lèxh b eÐnai plhsièstera sth lèxh a apì k�je
�llh lèxh tou k¸dika. Pr�gmati, an up rqe mia �llh lèxh c ∈ C me d(b, c) ≤
d(b, a), tìte apì thn trigwnik  idiìthta èqoume

d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c) ≤ λ + λ < d(C).

'Atopo. Epomènwc afoÔ h lèxh b pou el fjei eÐnai plhsièstera proc th lèxh a
pou est�lei, apokwdikopoieÐtai (orj¸c) wc h lèxh a kai o k¸dikac diwrj¸nei λ
l�jh.

AntÐstrofa, upojètoume ìti o k¸dikac C diorj¸nei λ l�jh. Apì prohgoÔ-
menh parat rhsh èqoume ìti d(C) ≥ λ + 1. Upojètoume ìti d(C) ≤ 2λ. 'Estw
dÔo lèxeic a, b ∈ C, me d(a, b) = d(C). Ja apodeÐxoume ìti endèqetai na sta-
leÐ h lèxh a, na upeisèljoun λ l�jh ¸ste na lhfjeÐ mia lèxh, èstw c, h opoÐa
eÐte na isapèqei apì tic lèxeic a kai b, eÐte na eÐnai plhsièstera proc th lèxh
b. Opìte, kat� thn apokwdikwpoÐhsh, ja èqoume adunamÐa apokwdikopoÐhshc
  l�joc apokwdikopoÐhsh wc h lèxh b antÐ (tou orjoÔ) wc h lèxh a. Autì ja
eÐnai �topo, kajìti upojèsame ìti o k¸dikac diorj¸nei λ l�jh.

'Estw ìti oi lèxeic a = ( a1, a2, . . . , an ) kai b = ( b1, b2, . . . , bn ) sumpÐ-
ptoun se n− d(C) to pl joc jèseic. Dhlad  aij = bij gia
j = 1, 2, . . . , n− d(C). Upojètoume ìti, antÐ thc lèxhc a pou est�lei, el fjei
h lèxh c = ( c1, c2, . . . , cn ), h opoÐa sumpÐptei stic Ðdiec, n− d(C) to pl joc,
jèseic me tic lèxeic a kai b, dhlad  aij = bij = cij gia j = 1, 2, . . . , n−d(C).
Gia tic upìloipec d(C) to pl joc jèseic upojètoume ìti h c sumpÐptei se d(C)−λ
to pl joc jèseic me th lèxh a kai se λ to pl joc jèseic me th lèxh b. Tìte h
lèxh c diafèrei apì th lèxh a se λ to pl joc jèseic kai apì th lèxh b se d(C)−λ
to pl joc jèseic. 'Ara d(b, c) = d(C)−λ ≤ d(a, c) = λ. Epomènwc kat� thn
apokwdikopoÐhsh apokleÐetai h lèxh na apokwdikopoihjeÐ wc h lèxh a. 'Atopo.
(Sthn kallÐterh perÐptwsh ja eÐqame d(b, c) = d(C)− λ = d(a, c) = λ).

Prìtash 1.3.17. 'Enac k¸dikac C diorj¸nei akrib¸c λ l�jh an kai mìno an
d(C) = 2λ + 1   d(C) = 2λ + 2.

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai apl , kai apoteleÐ mia kal  �skhsh sthn katanìhsh
thc diafor�c metaxÔ tou; ènac k¸dikac diorj¸nei (mèqri) λ l�jh kai tou; ènac
k¸dikac diorj¸nei akrib¸c λ l�jh.
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Parat rhsh 1.3.18. Apì to prohgoÔmena sun�goume ìti sth diìrjwsh laj¸n
eÐnai “ protimitaÐoi ” k¸dikec me peritt  el�qisth apìstash. Pr�gmati, èstw
ènac k¸dikac C me el�qisth apìstash d(C) = 2k+2. O mègistoc arijmìc laj¸n
pou mporeÐ na diorj¸sei o k¸dikac, sÔmfwna me to prohgoÔmeno je¸rhma, eÐnai

Ðsoc me λ =
[

2k+2−1
2

]
=

[
2k+1

2

]
= k. An “ploutÐsoume ” 6 ton k¸dika

episun�ptontac epiplèon (kwdiko)lèxeic ètsi ¸ste h el�qisth apìstash tou
nèou k¸dika na mikrÔnei kai na gÐnei Ðsh me 2k + 1, tìte o nèoc k¸dikac mporeÐ

na diorj¸sei p�li mèqri λ =
[

2k+1−1
2

]
=

[
2k
2

]
= k.

Par�deigma 1.3.19. (O k¸dikac ISBN)
'Oloi gnwrÐzoume ìti se k�je biblÐo antistoiqeÐ ènac dekay fioc arijmìc

(o opoÐoc sun jwc anagr�fetai sto opisjìfullo tou biblÐou) eÐnai o gnwstìc
arijmìc ISBN (International Standard Book Number). O arijmìc apoteleÐ thn
tautìthta tou biblÐou kai perikleÐei plhroforÐec gia to biblÐo. To pr¸to yhfÐo
dhl¸nei th gl¸ssa sthn opoÐa eÐnai grammèno to biblÐo, ta epìmena trÐa yhfÐa
dhl¸noun ton ekdotikì oÐko, ta epìmena pènte yhfÐa dÐnontai apì ton ekdìth
kai to teleutaÐo yhfÐo upologÐzetai apì ta prohgoÔmena wc ex c:

Upojètoume ìti èqoume ton arijmì a1a2 · · · a9a10, ta yhfÐa ai, i = 1, . . . , 9
lamb�noun timèc apì to sÔnolo { 0, 1, . . . , 9 }. Ef� ìson èqoun epilegeÐ ta
ai, i = 1, . . . , 9, gia to teleutaÐo yhfÐo apaitoÔme na isqÔei
a10 ≡

∑9
i =1 i · ai(mod)11. Dhlad  to a10 eÐnai to upìloipo thc diaÐreshc tou

ajroÐsmatoc
∑9

i =1 i · ai me to 11. To upìloipo autì endèqetai na lamb�nei kai
thn tim  10, epeid  to “yhfÐo ” 10 èqei dÔo qarakt rec, gia diaqeiristikoÔc ka-
jar� lìgouc, èqei sumfwnhjeÐ sthn perÐptwsh aut  na gr�foume ton qarakt ra
X.

Gia par�deigma oi arijmoÐ 0 387 94704 3 kai 0 201 02988 X ikanopoioÔn tic
parap�nw apait seic, �ra ja mporoÔsan na eÐnai oi ISBN gia k�poia biblÐa.

'Estw C to sÔnolo pou apoteleÐtai apì ìlouc touc dekay fiouc “arijmoÔc”
pou upologÐzontai sÔmfwna me thn parap�nw diadikasÐa. To C eÐnai o k¸dikac
ISBN.

O k¸dikac autìc me ton trìpo pou sqedi�sthke mporeÐ na aniqneÔei èna l�-
joc. Pr�gmati, upojètoume ìti est�lei h (kwdiko)lèxh a = a1a2 · · · a9a10,
all� el fjei h lèxh x = x1x2 · · ·x9x10, h opoÐa sumfwneÐ se ìlouc touc
qarakt rec me thn a, ektìc apì ton qarakt ra ar, ìpou antÐ autoÔ èqoume
ton qarakt ra xr = ar + e me e 6= 0. Apì ton trìpo orismoÔ tou k¸di-
ka C èqoume

∑10
i =1 i · ai ≡ 0(mod)11 (giatÐ?). All� gia thn lèxh x èqoume

6Sthn par�grafo 1.4 ja anaferjoÔme diexodikìtera sto tÐ shmaÐnei “ protimitaÐoc ” kai
ti “plousi¸teroc ” k¸dikac.
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∑10
i =1 i · xi = (

∑10
i =1 i · ai) + r · e 6= 0(mod)11. 'Ara aniqneÔjhke to l�joc.

Parathr seic. Sto prohgoÔmeno par�deigma ja prèpei na parathr soume ta
ex c:

1. Sthn teleutaÐa sqèsh isqurizìmaste ìti r · e 6= 0(mod)11. Autì pr�g-
mati isqÔei diìti ta r kai e eÐnai jetikoÐ akèraioi mikrìteroi   isoi tou 10
di�foroi tou mhdenìc, epomènwc, epeid  o pollaplasiasmìc gÐnetai sto
s¸ma Z11, to ginìmenì touc den eÐnai Ðso me to 0(mod)11.

2. To sumpèrasma ìti o k¸dikac aniqneÔei èna l�joc sun�dei me to Je¸-
rhma 1.3.14. M�lista aniqneÔei akrib¸c èna l�joc kajìti h el�qisth
apìstas  tou eÐnai Ðsh me dÔo, afoÔ gia par�deigma ta 0 387 94704 3 kai
2 387 94704 5 eÐnai stoiqeÐa tou kai diafèroun se dÔo mìno qarakt rec.

3. O k¸dikac ISBN den diorj¸nei kanèna l�joc, par� ìla aut� eÐnai ika-
nopoihtikìc gia ton skopì pou èqei sqediasjeÐ. Diìti epiplèon èqei th
dunatìthta na aniqneÔei ton “anagrammatismì” dÔo qarakt rwn se mia
(kwdiko)lèxh.
Pr�gmati, upojètoume ìti est�lei h (kwdiko)lèxh a = a1a2 · · · a9a10,
all� el fjei h lèxh x = x1x2 · · ·x9x10, thc opoÐac ìloi oi qarakt rec
sumfwnoÔn me touc qarakt rec thc a, ektìc apì tic jèseic r kai j, ìpou
oi qarakt rec èqoun all�xei jèsh, dhlad  xr = aj kai xj = ar. Tìte
ja èqoume

∑10
i =1 i · xi = (

∑10
i =1 i · ai) + (r − j)xj + (j − r)xr ≡ (r −

j)xj + (j − r)xr(mod)11.
Sthn teleutaÐa sqèsh èqoume ìti, an r 6= j kai xr 6= xj , (r − j)xj +
(j − r)xr = (r − j)(xj − xr) 6= 0(mod)11. Opìte aniqneÔoume ton
anagrammatismì 7.

4. EpÐshc o k¸dikac èqei thn èxhc merik  dunatìthta gia th diìrjwsh la-
j¸n. Upojètoume, ìpwc prohgoumènwc, ìti est�lei h (kwdiko)lèxh a =
a1a2 · · · a9a10 kai el fjei h lèxh x = x1x2 · · ·x9x10, h opoÐa sumfwneÐ
se ìlouc touc qarakt rec me thn a, ektìc apì ton qarakt ra ar, ìpou
antÐ autoÔ èqoume ton qarakt ra xr = ar + e me e 6= 0. Apì th sèqh∑10

i =1 i·xi = (
∑10

i =1 i·ai)+r ·e 6= 0(mod)11 blèpoume ìti an gnwrÐzoume
th jèsh r sthn opoÐa ep lje h alloÐwsh tou qarakt ra, tìte mporoÔme na
upologÐsoume ton swstì qarakt ra ai, antÐ tou xi = ai + e pou l�bame.
Fusik� mporoÔme antÐstrofa na upologÐsoume th jèsh sthn opoÐa ep lje
h alloÐwsh an gnwrÐzoume to e pou prok�lese thn alloÐwsh .

7An stic jèseic pou ègine o anagrammatismìc oi qarakt rec sunèpiptan, tìte ja eÐqame
xr = aj = ar = xj . O anagrammatismìc den ja aniqneÔeto, diìti sthn pragmatikìthta den
ègine anagrammatismìc.
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Telei¸nontac thn par�grafo epishmaÐnoume ìti oi dÔo trìpoi apokwdikopoÐ-
hshc pou anafèrame, h arq  thc apokwdikopoÐhshc mègisthc pijanìthtac kai h
arq  thc apokwdikopoÐhshc wc proc thn plhsièsterh lèxh, sthn pragmatikìthta
apoteloÔn tic dÔo ìyeic tou idÐou nomÐsmatoc.

'Estw ìti èqoume ton duadikì k¸dika C kai ènan summetrikì dÐaulo me pija-
nìthta met�doshc l�jouc qarakt ra Ðsh me p < 1/2, dhlad 
p(el fjei o qarakt rac 1 | est�lei o qarakt rac 0) =
= p(el fjei o qarakt rac 0 | est�lei o qarakt rac 1) = p,
opìte h pijanìthta met�doshc swstoÔ qarakt ra eÐnai Ðsh me 1 − p, dhlad 
p(el fjei o qarakt rac 0 | est�lei o qarakt rac 0) =
= p(el fjei o qarakt rac 1 | est�lei o qarakt rac 1) = 1− p. Upojètoume
ìti o dèkthc lamb�nei th lèxh x = x1 x2 · · · xn, en¸ est�lei h lèxh
c = c1 c2 · · · cn. Jèloume na upologÐsoume thn pijanìthta
p(el fjei h lèxh x | est�lei h lèxh c ). An kat� th met�dosh upeis ljan k to
pl joc l�jh (dhlad  to di�nusma l�jouc èqei b�roc k), tìte, sÔmfwna me thn
(1.2.1), èqoume

p( el fjei h x | est�lei h c ) =

=
n∏

i =1

p( el fjei oxi | est�lei o ci) = pk(1− p)n−k

Epeid  p < 1/2, èqoume 1 − p > p. Epomènwc h prohgoÔmenh pijanìthta
gÐnetai ìso to dunatìn megalÔterh (arq  thc mègisthc pijanìthtac), ìtan o
ekjèthc n − k gÐnetai ìso to dunatìn megalÔteroc, dhlad  o k gÐnetai ìso to
dunatìn mikrìteroc, �ra ìso h lèxh x eÐnai plhsièstera sth lèxh c (arq  thc
plhsièsterhc lèxhc). Dhlad  apodeÐxame to ex c shmantikì Je¸rhma.

Je¸rhma 1.3.20. Se èna duadikì, summetrikì dÐaulo h arq  thc apokwdiko-
poÐhshc mègisthc pijanìthtac eÐnai h Ðdia me thn arq  thc apokwdikopoÐhshc
wc proc thn plhsièsterh lèxh.

Parat rhsh 1.3.21. To je¸rhma autì isqÔei sth genik  perÐptwsh ènoc
r−adikoÔ summetrikoÔ dÐaulou epikoinwnÐac me mình proôpìjesh oi pijanìthtec
met�doshc pij = p(el fjei o qarakt rac ai | est�lei o qarakt rac aj) = p
na plhroÔn th sqèsh p < 1

2(r−1) , oÔtwc ¸ste h pijanìthta
pii = p(el fjei o qarakt rac ai | est�lei o qarakt rac ai) =
= 1− (r − 1)p > 1− (r − 1) · 1

2(r−1) = 1/2.
H apìdeixh, an kai pio sÔnjeth, eÐnai akrib¸c h Ðdia, wc proc thn idèa, me

thn prohgoÔmenh.
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1.3.3 Tautìqronh anÐqneush kai diìrjwsh laj¸n

'Estw ìti èqoume ènan k¸dika C me el�qisth apìstash d(C) = d. SÔmfwna me
ta prohgoÔmena, an o C qrhsimopoihjeÐ mìno gia anÐqneush laj¸n, ja aniqneÔei
(mèqri) d − 1 to pl joc l�jh. An qrhsimopoijeÐ mìno gia diìrjwsh laj¸n

ja diorj¸nei (mèqri)
[

d−1
2

]
to pl joc l�jh. Sun jwc ìmwc ènac k¸dikac

qrhsimopoieÐtai tautìqrona kai gia diìrjwsh laj¸n kai gia anÐqneush laj¸n.
H tautìqronh qr sh enìc k¸dika gia diìrjwsh kai anÐqneush laj¸n eÐnai

“ sumfèrousa ” wc proc thn exoikonìmhsh enèrgeiac, qrìnou, qrhm�twn k.l.p.,
all� qrei�zetai na eÐmaste prosektikoÐ wc proc ton mègisto arijmì laj¸n pou
mporeÐ na aniqneÔsei, efìson aut� den èqoun “ diorjwjeÐ ”.
Mia abas�nisth skèyh ja èlege ìti an se mia (kwdiko)lèxh èqoun upeisèl-

jei perissìtera apì
[

d−1
2

]
, all� ligìtera apì d − 1 to pl joc l�jh, tìte

o k¸dikac ja epishm�nei thn Ôparxh laj¸n. Autì apoteleÐ esfalmènh antÐ-
lhyh, ìpwc ja doÔme apo to ex c aplì par�deigma. 'Estw o duadikìc k¸-
dikac C = { 000000, 111111 }, upojètoume ìti apostèletai h (kwdiko)lèxh
c = 000000 kai lamb�netai h lèxh x = 111100 (èqoun uphsèljei tèssera
l�jh). SÔmfwna me thn arq  apokwdikopoÐhshc wc proc thn plhsièsterh lèxh,
h lèxh x = 111100 ja apokwdikopoihjeÐ (kak¸c) wc h lèxh b = 111111 kai
o k¸dikac den ja aniqneÔsei to l�joc par�olo pou o k¸dikac aniqneÔei (mèqri)
pènte l�jh, an qrhsimopoihjeÐ mìno gia anÐqneush laj¸n.
Sto par�deigma autì h el�qisth apìstash eÐnai 6, �rtioc arijmìc. Prin pro-
qwr soume sthn diatÔpwsh kai apìdeixh enìc genikoÔ apotelèsmatoc, ac doÔme
èna par�deigma enìc k¸dika me peritt  el�qisth apìstash. 'Estw o duadikìc
k¸dikac C = { 1110000, 1011111 }. O k¸dikac diorj¸nei akrib¸c 2 l�jh, u-
pojètoume ìti apostèletai h (kwdiko)lèxh c = 1011111 kai lamb�netai h lèxh
x = 1011000 (èqoun uphsèljei trÐa l�jh). SÔmfwna me thn arq  apokwdiko-
poÐhshc wc proc thn plhsièsterh lèxh, h lèxh x = 1011000 ja apokwdikopoih-
jeÐ (kak¸c) wc h lèxh b = 1110000 kai o k¸dikac den ja aniqneÔsei to l�joc
par�olo pou o k¸dikac aniqneÔei (mèqri) tèssera l�jh, an qrhsimopoihjeÐ mìno
gia anÐqneush laj¸n. M�lista de ja mporoÔsame na poÔme ìti aniqneÔei tìsa
l�jh ìsa diorj¸nei.

Je¸rhma 1.3.22. 'Estw o k¸dikac C me el�qisth apìstash d(C) = d.

1. Upojètoume ìti d = 2λ + 2. An o k¸dikac qrhsimopoijeÐ gia diìrjwsh
kai anÐqneush laj¸n, tìte diorj¸nei akrib¸c λ l�jh kai aniqneÔei λ + 1
l�jh, all� up�rqoun dianÔsmata l�jouc me b�roc megalÔtero apì λ + 1
ta opoÐa den aniqneÔontai.
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2. Upojètoume ìti d = 2λ+1. An o k¸dikac qrhsimopoijeÐ gia diìrjwsh kai
anÐqneush laj¸n, tìte diorj¸nei akrib¸c λ l�jh kai den aniqneÔei λ + 1
l�jh, dhlad  up�rqoun dianÔsmata l�jouc me b�roc λ + 1 ta opoÐa den
aniqneÔontai.

Apìdeixh. Upojètoume ìti h el�qisth apìstash tou k¸dika eÐnai �rtia th-
c morf c d = 2λ + 2. Apì ta prohgoÔmena ( 1.3.17 ) èqoume ìti o k¸-
dikac diorj¸nei akrib¸c λ to pl joc l�jh. 'Estw t¸ra ìti est�lh h (kw-
diko)lèxh c kai el fjei h lèxh x sthn opoÐa èqoun upeisèljei λ + 1 l�jh.
K�je (kwdiko)lèxh apèqei apì thn x apìstash toul�qiston Ðsh me λ + 1.
Pr�gmati, an up rqe mia (kwdiko)lèxh d me d(x, d) ≤ λ, tìte ja eÐqame
d(c, d) ≤ d(c, x) + d(x, d) ≤ λ + 1 + λ < 2λ + 2 = d, �topo. Epomè-
nwc h x den apokwdikopoieÐtai kai aniqneÔetai to l�joc.
'Estw, t¸ra dÔo (kwdiko)lèxeic c kai d me apìstash Ðsh me thn el�qisth apì-
stash tou k¸dika. Epeid  h el�qisth apìstash eÐnai Ðsh me d = 2λ+2 up�rqei
toul�qiston mia lèxh x h opoÐa apèqei apì thn c apìstash λ + 2 kai apì thn
d apìstash λ (giatÐ up�rqei tètoia lèxh?). Upojètoume ìti est�lei h lèxh c,
upeis ljan λ + 2 to pl joc l�jh kai ant' aut c l�bame th lèxh x. SÔmfwna
me thn arq  apokwdikopoÐhshc wc proc thn plhsièsterh lèxh, h lèxh x ja apo-
kwdikopoihjeÐ (kak¸c) wc h lèxh d kai o k¸dikac den ja aniqneÔsei to l�joc
par�olo pou o k¸dikac aniqneÔei (mèqri) 2λ + 1 l�jh, an qrhsimopoihjeÐ mìno
gia anÐqneush laj¸n.

Sthn perÐptwsh pou h el�qisth apìstash tou k¸dika eÐnai peritt  thc mor-
f c d = 2λ + 1 p�li o k¸dikac diorj¸nei akrib¸c λ to pl joc l�jh. An oi
(kwdiko)lèxeic c kai d apèqoun apìstash Ðsh me thn el�qisth apìstash tou
k¸dika, tìte up�rqei toul�qiston mia lèxh x h opoÐa apèqei apì thn thn c apì-
stash λ+1 kai apì thn d apìstash λ (giatÐ up�rqei tètoia lèxh?). Upojètoume
ìti est�lei h lèxh c, upeis ljan λ + 1 to pl joc l�jh kai ant' aut c l�bame
th lèxh x. SÔmfwna me thn arq  apokwdikopoÐhshc wc proc thn plhsièsterh
lèxh, h lèxh x ja apokwdikopoihjeÐ (kak¸c) wc h lèxh d kai o k¸dikac den
ja aniqneÔsei to l�joc par�olo pou o k¸dikac aniqneÔei (mèqri) 2λ l�jh, an
qrhsimopoihjeÐ mìno gia anÐqneush laj¸n.

1.3.4 Ask seic

1. Upojètoume ìti èqoume ton duadikì k¸dika C = { 0000, 1111 } kai gia
thn met�dosh qrhsimopoioÔme ènan summetrikì dÐaulo epikoinwnÐac me pi-
janìthta met�doshc p = 0, 01. An l�bame tic lèxeic 0000, 0010, 1010,
efarmìste thn arq  apokwdikopoÐhshc megÐsthc pijanìthtac gia na apo-
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kwdikopoi sete autèc tic lèxeic.
'Omoia gia ton k¸dika C = { 000, 001, 111 } kai gia tic lhfjeÐsec lèxeic
010, 101, 110.

2. Upojètoume ìti èqoume ton k¸dika C = { 000, 001, 111 } kai tic lh-
fjeÐsec lèxeic 010, 101, 110 mèsw ènoc duadikoÔ diaÔlou epikoinwnÐac
me pijanìthtec met�doshc p( el fjei to 0 | est�lei to 0) = 3/4 kai
p( el fjei to 1 | est�lei to 1) = 7/8. Efarmìste thn arq  apokwdiko-
poÐhshc megÐsthc pijanìthtac gia na apokwdikopoi sete autèc tic lèxeic.

3. Exet�ste an up�rqoun duadikoÐ k¸dikec pou na diorj¸noun èna l�joc me
paramètrouc (5, 6), (6, 9) .
Exet�ste an up�rqoun duadikoÐ k¸dikec pou na diorj¸noun dÔo l�jh me
paramètrouc (8, 4), (8, 5) .

4. DeÐxte ìti se ènan triadikì k¸dika me paramètrouc (3, M, 2) prèpei na
isqÔei M ≤ 9.
Kataskeu�ste ènan triadikì (3, 9, 2) k¸dika.

5. Ma kataskeu�sete,   na apodeÐxete ìti den up�rqoun, duadikoÐ k¸dikec
me paramètrouc (8, 2, 8), (8, 3, 8), (3, 9, 1), (4, 8, 2), (5, 3, 4).

6. 'Estw ènac k¸dikac, tou opoÐou ta stoiqeÐa eÐnai ìlec oi lèxeic apì to Zn
2

me �rtio to pl joc qarakt rec Ðson me 1. Na upologÐsete to mègejoc kai
thn el�qisth apìstash autoÔ tou k¸dika.

7. Na upologÐsete thn pijanìthta swst c apokwdikopoÐhshc gia ton k¸dika
C = { 00000, 11111 } , ìpou h apostol  gÐnetai mèsw enìc duadikoÔ sum-
metrikoÔ diaÔlou epikoinwnÐac me pijanìthta met�doshc Ðsh me p = 0, 001.

8. 'Estw ènac k¸dikac C me paramètrouc (15, 211, 3). Na upologÐsete th-
n mègisth pijanìthta swst c apokwdikopoÐhshc, ìtan gia thn met�dosh
qrhsimopoieÐtai ènac duadikìc summetrikìc dÐauloc epikoinwnÐac me pija-
nìthta met�doshc Ðsh me p.

9. 'Estw ènac k¸dikac C me el�qisth apìstash Ðsh me d(C) ≥ 2λ + µ + 1.
DeÐxte ìti o C mporeÐ tautìqrona na diorj¸nei λ kai na aniqneÔei µ to
pl joc l�jh.

10. Oi lèxeic 0 8218 26− 8Q, − − 87 94703 3 apoteloÔn stoiqeÐa tou k¸dika
ISBN, all� kat� th di�rkeia thc met�doshc “q�jhkan” orismènoi qara-
kt rec. MporeÐte na ektim sete touc qarakt rec pou q�jhkan?
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11. 'Estw o 10−k¸dikac C, tou opoÐou ta stoiqeÐa eÐnai lèxeic m kouc dèka
kai to �jroisma twn qarakt rwn miac lèxhc eÐnai pollapl�sio tou 11.
Dhlad  C = {x1x2 · · · x10 | xi = 0, 1, . . . , 9,

∑10
i=1 xi ≡ 0mod11 }.

DeÐxte o C aniqneÔei èna l�joc.
Se ti meionekteÐ ènanti tou k¸dika ISBN?

1.4 K¸dikec pou proèrqontai apì �llouc k¸dikec

'Estw ènac r−adikìc (n, M, d) k¸dikac. 'Opwc èqoume parathr sei k�je mÐa
apì tic paramètrouc n, M kai d èqei th shmasÐa thc wc proc thn apotelesmati-
kìthta tou k¸dika. To m koc n twn kwdikolèxewn èqei sqèsh me to mègejoc thc
plhroforÐac pou mporeÐ na metadojeÐ mèsw miac kwdikolèxhc, all� upìkeitai se
fusikoÔc periorismoÔc, ìpwc eÐnai o qrìnoc pou apaiteÐtai gia th met�dosh miac
lèxhc   h apaitoÔmenh mn mh gia thn apoj keush miac lèxhc. To pl joc M
twn diajèsimwn kwdikolèxewn èqei sqèsh me to pl joc twn plhrofori¸n pou
mporoÔn na metadojoÔn mèsw tou k¸dika. H el�qisth apìstash d èqei sqèsh
me thn dunatìthta pou èqei o k¸dikac na aniqneÔei kai na diorj¸nei l�jh, all�
èqei �mesh sqèsh tìso me to m koc tou k¸dika, ìso kai me to mègejìc tou. Oi
treic autèc par�metroi brÐskontai antimètwpec kai o prosdiorismìc tou katal-
lhlìterou k¸dika exart�tai tìso apì th fÔsh twn metadidìmenwn munhm�twn,
ìso kai apì ta diajèsima mèsa.

1.4.1 Merikèc peript¸seic “metaskeu c ” kwdÐkwn

Sthn par�grafo aut  ja doÔme, se polÔ lÐgec peript¸seic, p¸c apì èna dedo-
mèno k¸dika mporoÔme na kataskeu�soume èna beltiwmèno k¸dika, o opoÐoc na
plhroÐ orismènec proôpojèseic pou den plhroÐ o prohgoÔmenoc k¸dikac.

ShmeÐwsh: H èkfrash beltiwmènoc k¸dikac eÐnai sqetik  kai epidèqetai
pollèc ermhneÐec, gia to lìgo autì sta epìmena, tic perissìterec forèc, ja
gÐnetai prosp�jeia kat� perÐptwsh na dieukrinÐzetai wc proc ti ègkeitai h bel-
tÐwsh.

IsodÔnamoi k¸dikec

'Opwc se ìlouc touc kl�douc twn Majhmatik¸n h ènnoia thc isodunamÐac eÐnai
jemeli¸dhc, ètsi kai sth jewrÐa kwdÐkwn h ènnoia twn isodun�mwn kwdÐkwn eÐnai
polÔ basik . Dedomènou ìti isodÔnamoi k¸dikec eÐnai sthn pragmatikìthta
“ Ðdioi ” ìson afor� to m koc, to mègejoc, thn el�qisth apìstash kai sunep¸c
thn ikanìthta na aniqneÔoun/diorj¸noun l�jh.
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Orismìc 1.4.1. 'Estw C ènac (n, M) k¸dikac epÐ tou alf�bhtou A. JewroÔme
thn ex c diadikasÐa metasqhmatismoÔ tou C.

1. Gia mia dedomènh met�jesh σ sta sÔmbola { 1, 2, . . . , n } antikajistoÔ-
me k�je (kwdiko)lèxh c = c1c2 · · · cn me thn lèxh cσ(1)cσ(2) · · · cσ(n), opìte
prokÔptei ènac nèoc k¸dikac, èstw D.

2. Se k�je jèsh i twn qarakt rwn (k�je)miac (kwdiko)lèxhc efarmìzoume
mia met�jesh πi stouc qarakt rec tou alf�bhtou A, opìte mia (kwdiko)lèxh,
èstw d = d1d2 · · · dn thn antikajistoÔme me thn lèxh π1(d1)π2(d2) · · · πn(dn).
Sunep¸c prokÔptei ènac nèoc k¸dikac, èstw F .

O k¸dikac pou prokÔptei sÔmfwna me thn parap�nw diadikasÐa onom�zetai
isodÔnamoc proc ton k¸dika C. .

Epeid  k�je met�jesh eÐnai mia antistrèyimh apeikìnish, profan¸c, an o
k¸dikac E eÐnai isodÔnamoc proc ton k¸dika C, tìte kai o k¸dikac C eÐnai iso-
dÔnamoc proc ton k¸dika E . Epomènwc sto ex c mporoÔme na lème oti oi dÔo
k¸dikec eÐnai isodÔnamoi qwrÐc di�krish.

M�lista mporoÔme na apodeÐxoume ìti sto sÔnolo twn kwdÐkwn epÐ enìc al-
f�bhtou A me stajerì m koc h isodunamÐa kwdÐkwn apoteleÐ sqèsh isodunamÐac.
(giatÐ?)

To ìti isodÔnamoi k¸dikec eÐnai Ðdioi, ìpwc proeÐpame, faÐnetai apì to akì-
loujo je¸rhma.

Je¸rhma 1.4.2. IsodÔnamoi k¸dikec èqoun tic Ðdiec paramètrouc (m koc, mè-
gejoc kai el�qisth apìstash).

Apìdeixh. H apìdeixh apoteleÐ mia apl  efarmog  tou orismoÔ kai af netai wc
�skhsh.

Par�deigma 1.4.3. 'Estw o triadikìc k¸dikac C = { 120, 102, 210, 110, 212 }.
Epilègoume tic metajèseic π1 : ( 0 → 1, 1 → 0, 2 → 2 ), π2 : ( 0 → 2, 1 →
1, 2 → 0 ), π3 = ( 0 → 0, 1 → 1, 2 → 2 ) kai tic efarmìzoume sta stoiqeÐa
tou k¸dika sÔmfwna me to deÔtero b ma thc parap�nw diadikasÐac. Den eÐ-
nai dÔskolo na doÔme ìti o isodÔnamoc k¸dikac pou prokÔptei eÐnai o k¸dikac
D = { 000, 022, 210, 010, 212 }.

Sto prohgoÔmeno par�deigma blèpoume ìti ston k¸dika D up�rqei h (kwdi-
ko)lèxh 000, ìpou ìloi oi qarakt rec eÐnai Ðdioi. Autì mporoÔme na to petÔqoume
se opoiond pote k¸dika. Sugkekrimèna isqÔei h ex c shmantik  prìtash.

Prìtash 1.4.4. 'Estw C ènac (n, M) k¸dikac epÐ tou alf�bhtou A. Epilè-
goume kai stajeropoioÔme èna gr�mma a ∈ A, up�rqei k¸dikac isodÔnamoc me
ton k¸dika C, o opoÐoc perièqei thn (kwdiko)lèxh a = ( a, a, . . . , a )
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Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai apl  kai af netai wc �skhsh, arkeÐ na prosèxoume
kal� to prohgoÔmeno par�deigma.

Ed¸ eÐnai skìpimo na anafèroume ìti, an jèloume na efarmìsoume to pr¸to
b ma metasqhmatismoÔ enìc k¸dika se ènan isodÔnamì tou, mporoÔme na ener-
g soume wc ex c;
'Estw σ mia met�jesh twn stoiqeÐwn tou sunìlou { 1, 2, . . . , n } kai In o tau-
totikìc n× n pÐnakac. Stic grammèc tou In efarmìzoume thn met�jesh σ. Gia
par�deigma, an σ(i) = ji, metajètoume thn i-gramm  sth jèsh thc ji-gramm c
k.o.k. . Opìte prokÔptei ènac n × n pÐnakac Pσ, ìpou stic (ji, i) jèseic, gia
i = 1, 2, . . . , n èqei 1 kai se ìlec tic upìloipec 0. O pÐnakac Pσ onom�zetai
sun jwc pÐnakac pÐnakac met�jesh (wc proc th met�jesh σ). Upojètoume
t¸ra ìti èqoume thn (kwdiko)lèxh c = c1c2 · · · cn, den eÐnai dÔskolo na doÔme
ìti an jewr soume thn c san ènan pÐnaka gramm  kai k�noume ton pollapla-
siasmì cPσ, tìte èqoume san apotèlesma cPσ = cσ(1)cσ(2) · · · cσ(n). Dhlad 
èqoume apodeÐxei thn ex c prìtash.

Prìtash 1.4.5. Gia k�je met�jesh σ kai k�je k¸dika C mporoÔme na kata-
skeu�soume ènan isodÔnamo k¸dika Cσ = { cPσ | c ∈ C }.

Ja doÔme th qrhsimìthta aut c thc prìtashc argìtera, ìtan asqolhjoÔme
me grammikoÔc k¸dikec.

Ja telei¸soume me touc isodÔnamouc k¸dikec anafèrontac èna par�deigma
monadikìthtac kwdÐkwn (an jewr soume ìti isodÔnamoi eÐnai Ðdioi sÔmfwna me
to Je¸rhma 1.4.2).

Je¸rhma 1.4.6. K�je duadikìc (24, 4096, 8)-k¸dikac eÐnai isodÔnamoc me ton
G24 Golay k¸dika.

Apìdeixh. H apìdeixh apaiteÐ gn¸seic apì touc grammikoÔc k¸dikec.
Blèpe th sqetik  suz thsh sthn Par�grafo 3.3 kai to Je¸rhma 3.3.4.

Epèktash enìc k¸dika

'Estw C ènac k¸dikac, mporoÔme na aux soume to m koc k�je (kwdiko)lèxhc
paremb�lontac, p. q. metaxÔ thc i kai i + 1 suntetagmènhc, ènan qarakt ra.
Tìte prokÔptei ènac nèoc k¸dikac Ĉ me to Ðdio pl joc stoiqeÐwn, o opoÐoc
onom�zetai epèktash tou C .

H kat�stash pou mìlic perigr�yame eÐnai teleÐwc genik  kajìti h aujairesÐa
sthn parembol  epiplèon qarakt rwn den prosfèrei sth beltÐwsh tou arqikoÔ
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k¸dika. Sthn pr�xh èqei epikrat sei o epiplèon qarakt rac na episun�pte-
tai sto tèloc k�je (kwdiko)lèxhc, na mhn eÐnai tuqaÐoc, all� na exart�tai
apì touc prohgoÔmenouc qarakt rec. Sugkekrimèna mia epèktash enìc p- adi-
koÔ k¸dika C m kouc n eÐnai o k¸dikac Ĉ = { c1c2 · · · cncn+1 | c1c2 · · · cn ∈
C kai

∑n+1
i=1 ci = 0 }.

O epiplèon qarakt rac cn+1 pou episun�petai onom�zetai yhfÐo elègqou
isotimÐac .

Profan¸c o k¸dikac Ĉ èqei m koc Ðso me n + 1, mègejoc Ðso me to mègejoc
tou C kai el�qisth apìstash Ðsh me d   d+1, ìpou d eÐnai h el�qisth apìstash
tou k¸dika C.

Genik�, ènac p−adikìc k¸dikac me thn idiìthta to �jroisma twn qarakt rwn
se k�je (kwdiko)lèxh na eÐnai Ðson me mhdèn ìnom�zetai k¸dikac mhdenikoÔ
ajroÐsmatoc .

ParadeÐgmata 1.4.7. 1. 'Estw o duadikìc k¸dikac C = { 00, 01, 10, 11 },
prosjètontac èna yhfÐo elègqou isotimÐac h epèktash tou C eÐnai o k¸-
dikac Ĉ = { 000, 011, 101, 110 }, o opoÐoc èqei el�qisth apìstash dÔo,
en¸ o C èqei el�qisth apìstash èna.

2. 'Estw o triadikìc k¸dikac C = { 102, 210, 021 }, h epèktas  tou eÐnai o
k¸dikac Ĉ = { 1020, 2100, 0210 }, o opoÐoc èqei el�qisth apìstash trÐa,
ed¸ ìmwc kai o C èqei el�qisth apìstash trÐa.

Gia duadikoÔc k¸dikec isqÔei h prìtash.

Prìtash 1.4.8. 'Estw C ènac duadikìc k¸dikac. H el�qisth apìstash thc
epèktashc Ĉ eÐnai p�nta �rtia. Epomènwc o Ĉ diorj¸nei tìsa l�jh ìsa kai
o arqikìc, all� endèqetai na aniqneÔei èna epiplèon l�joc ap� ìti o arqikìc
k¸dikac.

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai apl , arkeÐ na parathr soume ìti sthn epèktash
ìlec oi lèxeic eÐnai artÐou b�rouc kai na efarmìsoume ta Jewr mata 1.3.14 kai
1.3.16 .

SÔmptuxh enìc k¸dika

H antÐstrofh diadikasÐa thc epèktashc enìc k¸dika eÐnai h sÔmptuxh , ìpou
diagr�foume apì ìlec tic (kwdiko)lèxeic to qarakt ra se mia sugkekrimènh
suntetagmènh. Profan¸c, an o arqikìc k¸dikac eÐnai ènac (n, M, d) k¸dikac,
o suneptugmènoc k¸dikac eÐnai ènac (n− 1, M, d̄) k¸dikac me d̄ = d   d− 1
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H plèon sunhjismènh perÐptwsh sÔmptuxhc k¸dika eÐnai, ìtan se ìlec tic
(kwdiko)lèxeic se mia sugkekrimènh jèsh emfanÐzetai o Ðdioc qarakt rac. Tìte
o qarakt rac autìc den prosfèrei tÐpote sthn met�dosh plhrofori¸n, opì-
te sumptÔssoume ton k¸dika wc proc aut  th suntetagmènh kai lamb�noume
(akrib¸c) ton Ðdio k¸dika, all� se oikonomikìterh morf . 8

Me th bo jeia twn diadikasÐwn epèktashc/sÔmptuxhc enìc k¸dika mporoÔme
na apodeÐxoume to ex c Je¸rhma.

Je¸rhma 1.4.9. Up�rqoun duadikoÐ (n, M, 2t + 1) k¸dikec an kai mìno an
up�rqoun (n + 1, M, 2t + 2) duadikoÐ k¸dikec.

Apìdeixh. Upojètoume ìti èqoume ènan duadikì (n, M, 2t + 1) k¸dika. Ton
epekteÐnoume prosjètontac èna yhfÐo elègqou isotimÐac. Apì thn Prìtash
1.4.8 èqoume ìti h el�qisth apìstash, tou k¸dika pou prokÔptei, eÐnai �rtia.
'Ara èqoume ènan (n + 1, M, 2t + 2) k¸dika.

AntÐstrofa, upojètoume ìti èqoume ènan (n + 1, M, 2t + 2) k¸dika. 'Estw
c, d dÔo (kwdiko)lèxeic tou, oi opoÐec apèqoun metaxÔ touc apìstash Ðsh me
thn el�qisth apìstash tou k¸dika ( d(c, d) = 2t + 2 ),epilègoume mia sunte-
tagmènh sthn opoÐa oi dÔo lèxeic diafèroun kai sumptÔsoume wc proc aut  th
suntetagmènh. O k¸dikac pou prokÔptei eÐnai ènac (n, M, 2t + 1) k¸dikac.

(ApodeltÐwsh) SmÐkrunsh/AÔxhsh enìc k¸dika

Orismènec forèc apì ènan k¸dika diagr�foume orismènec (kwdiko)lèxeic, opìte
prokÔptei ènac nèoc (upo)k¸dikac. O nèoc k¸dikac èqei to Ðdio m koc me ton
arqikì k¸dika, all� mikrìtero mègejoc, epomènwc ftwq¸teroc wc proc thn
met�dosh plhrofori¸n. H el�qisth ìmwc apìstash eÐnai megalÔterh   Ðsh apì
thn el�qisth apìstash tou arqikoÔ k¸dika.

H antÐstrofh diadikasÐa, ìpou se ènan k¸dika episun�ptoume nèec (kwdi-
ko)lèxeic odhgeÐ se aÔxhsh tou k¸dika kai o nèoc k¸dikac onom�zetai epau-
xhmènoc .

Parathr seic 1.4.10. 1. H diagraf  orismènwn (kwdiko)lèxewn gia na
petÔqoume mia smÐkrunsh enìc k¸dika (antÐstoiqa h prosj kh lèxewn
gia na petÔqoume mia aÔxhsh) den gÐnetai tuqaÐa all� b�sei orismènwn
kanìnwn. Argìtera ja mac dojeÐ h eukairÐa na melet soume diadikasÐec
smÐkrunshc/aÔxhshc kwdÐkwn.

8Gia to lìgo autì polloÐ ston orismì tou k¸dika apaitoÔn stic (kwdiko)lèxeic na mhn
up�rqei koin  suntetagmènh
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2. Tic perissìterec forèc se ènan k¸dika mia smÐkrunsh akoloujeÐtai apì mia
sÔmptuxh. Sugkekrimèna se ènan k¸dika krat�me ìlec tic (kwdiko)lèxeic
pou èqoun mia koin  suntetagmènh kai diagr�foume tic upìloipec. Katìpin
sumptÔsoume ton (nèo) k¸dika diagr�fontac thn koin  suntetagmènh. H
ìlh diadikasÐa onom�zetai sumpÔknwsh .
Gia par�deigma, èstw o k¸dikac C = { 0000, 0110, 1010, 0011, 1110 },
se pr¸th f�sh k�noume mia smÐkrunsh diagr�fontac tic lèxeic 1010 kai
1110. Oi enapomeÐnantec lèxeic èqoun ìlec sthn pr¸th suntetagmènh to
mhdèn, opìte to diagr�foume kai èqoume san telikì apotèlesma ton su-
mpuknwmèno k¸dika D = { 000, 110, 011 }.

Ja perigr�youme mia sunhjismènh aÔxhsh se duadikoÔc k¸dikec.
Kat� arq n èstw c mia duadik  lèxh m kouc n ( c ∈ Zn

2 ). To sumpl rwm�
thc cc eÐnai mia lèxh m kouc n pou prokÔptei apì thn c an metatrèyoume ta 0
se 1 kai ta 1 se 0. Dhlad  to sumpl rwma thc c = 10011 eÐnai cc = 01100.
Profan¸c dÔo lèxeic c kai d eÐnai h mia sumpl rwma thc �llhc an kai mìno an
c + d = 1, ìpou 1 = 11 · · · 1. Dhlad  cc = c + 1.
'Estw t¸ra C ènac duadikìc k¸dikac m kouc n kai Cc o sumplhrwmatikìc tou,
dhlad  Cc = { cc | c ∈ C }. To sÔnolo C ∪ Cc apoteleÐ mia aÔxhsh tou k¸dika
C (kai tou Cc). Ac prospaj soume na upologÐsoume thn el�qisth apìstash tou
C ∪ Cc.

Mia pr¸th parat rhsh eÐnai ìti d(C) = d(Cc) kai gia c, d ∈ Zn
2 isqÔei

d(c, dc) = n− d(c, d) (giatÐ?)
Apì ton orismì thc el�qisthc apìstashc èqoume
d(C ∪ Cc) = min{ d(C), d(Cc), min{ d(c, d), c ∈ C, d ∈ Cc } }.
All� min{ d(c, d), c ∈ C, d ∈ Cc } = min{ d(c, dc), c, d ∈ C } =
(b�sei thc prohgoÔmenhc parat rhshc) = min{n − d(c, d), c, d ∈ C } =
n− max{ d(c, d), c, d ∈ C }. Epomènwc
d(C ∪ Cc) = min{ d(C), n− max{ d(c, d), c, d ∈ C }.

Sta epìmena, ìtan asqolhjoÔme me grammikoÔc k¸dikec ja epanèljoume sto
par�deigma autì (blèpe Prìtash 2.1.4).

Sto par�deigma 1.3.19 eÐqame asqolhjeÐ me to gnwstì k¸dika ISBN. Ed¸
ja doÔme p¸c o k¸dikac autìc mporeÐ na proèljei san smÐkrunsh enìc �llou
k¸dika.
'Estw C = { c = x1x2 · · · x10 ∈ Z10

11 | x10 = x1+2x2+3x3+ · · · +9x9 }. Den
eÐnai dÔskolo na apodeÐxoume ìti o C eÐnai ènac ( 10, 119, 2 ) k¸dikac (giatÐ?).
M�lista mporoÔme na apodeÐxoume ìti o C eÐnai dianusmatikìc q¸roc epÐ tou
s¸matoc Z11 (apodeÐxte to!) me di�stash 9. Apì ton k¸dika autì diagr�fou-
me ìlec tic (kwdiko)lèxeic stic opoÐec se mia apì tic jèseic i = 1, 2, . . . , 9
emfanÐzetai "10", en¸ epitrèpetai sthn teleutaÐa jèsh na emfanÐzetai to "10",
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opìte prokÔptei ènac k¸dikac, èstw E . Dhlad  E = { c = x1x2 · · · x10 ∈
C | x1, x2 . . . , x9 6= 10 }. Epeid  o qarakt rac "10� eÐnai diy fioc, proc apo-
fug n sÔgqushc, sumfwnoÔme na ton sumbolÐzoume me "Q". O k¸dikac E eÐnai o
gnwstìc k¸dikac ISBN (giatÐ?)

EpanalhptikoÐ k¸dikec

Pollèc forèc, ìtan metadÐdoume èna m numa, gia na aisjanjoÔme perissìtero
bèbaioi ìti o paral pthc ja eÐnai se jèsh na apokwdikopoi sei to m numa sw-
st�, epanalamb�noume k�je (kwdiko)lèxh perissìterec forèc. Gia par�deigma,
ac upojèsoume ìti jèloume na aposteÐloume thn (kwdiko)lèxh 1011. Ant� aut c
apostèlloume, epanalhptik�, thn lèxh 1011 1011 1011 (skìpima sth graf  parem-
b�lame ken�), opìte an èqei upeisèljei mìno èna l�joc autì ja brÐsketai se mÐa
apì tic treÐc (upo)lèxeic. Oi �llec dÔo (upo)lèxeic eÐnai oi Ðdiec kai epomènwc
to l�joc eÔkola entopÐzetai kai diorj¸netai. Profan¸c an jèloume na dior-
j¸soume dÔo l�jh, tìte k�je (kwdiko)lèxh kat� thn apostol  thc prèpei na
epanalamb�netai pènte forèc. Genik�, an jèloume, me autì ton trìpo, na dior-
j¸noume λ to pl joc l�jh, k�je (kwdiko)lèxh kat� thn apostol  thc prèpei
na epanalamb�netai 2λ + 1 forèc.

Orismìc 1.4.11. 'Estw C ènac (n, M, d) k¸dikac kai k ènac jetikìc akèraioc.
O k¸dikac Ck = { cc · · · c︸ ︷︷ ︸

k−forèc
| c ∈ C } lègetai k-epanalhptikìc k¸dikac tou C .

Profan¸c o k¸dikac Ck èqei m koc k ·n, mègejoc M kai el�qisth apìstash
k · d.

H plèon sunhjismènh perÐptwsh epanalhptikoÔ k¸dika eÐnai h ex c. 'Estw p
ènac pr¸toc arijmìc (  genikìtera dÔnamh enìc pr¸tou arijmoÔ) kai k ènac jeti-
kìc akèraioc. O k¸dikacRp(k) = { 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸

k−forèc
, 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸

k−forèc
, . . . , p− 1 p− 1 · · · p− 1︸ ︷︷ ︸

k−forèc

}

eÐnai ènac p−adikìc k-epanalhptikìc k¸dikac. (PoÐou k¸dika eÐnai epanalhpti-
kìc?) 9

Parat rhsh. 'Enac epanalhptikìc k¸dikac den eÐnai plousi¸teroc tou k¸dika
apì ton opoÐo proèrqetai (kai oi dÔo èqoun to Ðdio mègejoc), all� èqei thn
dunatìthta na diorj¸nei polÔ perissìtera l�jh. H dunatìthta aut  sthn pr�xh
sunektim�tai me to gegonìc ìti to m koc tou eÐnai pollapl�sio apì to antÐstoiqo
m koc tou arqikoÔ k¸dika, gegonìc pou aux�nei to kìstoc se q¸ro, qrìno,
qr ma.

9PolloÐ suggrafeÐc orÐzoun ètsi touc epanalhptikoÔc k¸dikec. Sta epìmena kai emeÐc,
ìtan anaferìmaste se epanalhptikoÔc k¸dikec, ja ennooÔme touc k¸dikec Rp(k) .
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Par�deigma. 'Estw ìti ekteloÔme to peÐrama thc rÐyhc enìc nomÐsmatoc kai
sumfwnoÔme na metadÐdoume ta apotelèsmata twn rÐyewn qrhsimopoi¸ntac ton
k¸dika C = { 0, 1 }. An to apotèlesma eÐnai gr�mmata apostèlloume 0, an to
apotèlesma eÐnai kefal  apostèlloume 1. Profan¸c k�je alloÐwsh tou (mona-
dikoÔ) metadidìmenou qarakt ra dÐnei esfalmèno apotèlesma kat� thn apokw-
dikopoÐhsh. (O k¸dikac pou qrhsimopoioÔme diorj¸nei mhdèn to pl joc l�jh,
afoÔ èqei el�qisth apìstash èna). An t¸ra sumfwn soume na metadÐdoume
ta apotelèsmata twn rÐyewn apostèllontac 000 gia to apotèlesma gr�mmata
kai 111 gia to apotèlesma kefal  qrhsimopoi¸ntac ton 3- epanalhptikì k¸-
dika C3 = { 000, 111 }, tìte mporoÔme na aniqneÔsoume kai na diorj¸soume
(mèqri) èna l�joc, all� den mporoÔme na aniqneÔsoume perissìtra l�jh (blèpe
Je¸rhma 1.3.22).

H (u, u + v)- kataskeu 

Ja telei¸soume thn par�grafo anafèrontac ènan trìpo kataskeu c enìc k¸di-
ka apì dÔo �llouc k¸dikec, eÐnai mia mèjodoc pou efarmìzetai sthn kataskeu 
thc oikogèneiac twn Reed-Muller kwdÐkwn (idè sth selÐda 149).

'Estw C1, C2 dÔo k¸dikec epÐ tou idÐou alfab tou, to opoÐo eÐnai èna pe-
perasmèno s¸ma, me paramètrouc (n, M1, d1) kai (n, M2, d2) antÐstoiqa. Gia
c ∈ C1 kai d ∈ C2 lamb�noume to �jroisma c + d (to �jroisma orÐzetai kat�
suntetagmènec, kajìti oi dÔo k¸dikec eÐnai isom keic kai orÐsjhkan epÐ tou idÐou
alfab tou, to opoÐo eÐnai s¸ma). Katìpin apì thn par�jesh twn lèxewn c kai
c + d prokÔpei h lèxh c(c + d). Efarmìzoume th diadikasÐa aut  gia ìla ta
stoiqeÐa twn C1 kai C2. To sÔnolo C1 ⊕ C2 = { c(c + d) | c ∈ C1, d ∈ C2 }
eÐnai ènac (2n, M1 ·M2, d̄ ) k¸dikac.
Ac upologÐsoume thn el�qisth apìstash d̄. 'Estw dÔo (kwdiko)lèxeic v1 =
c1(c1 + d1) kai v2 = c2(c2 + d2). DiakrÐnoume peript¸seic, an d1 = d2, tìte
d(v1, v2) = 2d(c1, c2) ≥ 2d1. (Up�rqoun (kwdiko)lèxeic c1, c2 ∈ C1 pou h
prohgoÔmenh anisìthta gÐnetai isìthta). Sthn perÐptwsh, ìpou d1 6= d2 èqou-
me apì thn Prìtash 1.2.10 d(v1, v2) = w(v1 − v2) = w(c1 − c2) + w(c1 −
c2 + d1 − d2) ≥ w(d1 − d2) = d(d1, d2) ≥ d2. Gia c1 = c2 kai d1, d2 ∈ C2

ètsi ¸ste d(d1, d2) = d2 oi prohgoÔmenec anisìthtec gÐnontai isìthtec, opìte
èqoume apodeÐxei thn ex c prìtash.

Prìtash 1.4.12. Me tic prohgoÔmenec upojèseic èqoume
d(C1 ⊕ C2) = min{ 2d1, d2 }.
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1.4.2 MegistikoÐ k¸dikec

'Estw, gia par�deigma, o duadikìc k¸dikac C = { 0000, 1111, 0011 } m kouc 4,
megèjouc 3 kai el�qisthc apìstashc 2. O k¸dikac autìc aniqneÔei mhdèn l�jh
( p. q. An l�boume th lèxh 0010, aut  isapèqei apì tic (kwdiko)lèxeic 0000
kai 0011, �ra den diorj¸netai par�olo pou diafèrei apì autèc mìno kat� èna
qarakt ra). Autì den shmaÐnei ìti den mporeÐ na diorj¸sei kamÐa lèxh ( p. q.
An l�boume th lèxh 1000, tìte aut  kat� thn apokwdikopoÐhsh diorj¸netai kai
apokwdikopoieÐtai wc h lèxh 0000). An ston prohgoÔmeno k¸dika episun�you-
me th lèxh 1100, tìte o epauxhmènoc k¸dikac C̄ = { 0000, 1111, 0011, 1100 }
èqei to Ðdio m koc kai thn Ðdia el�qisth apìstash me ton k¸dika C, all� den
diorj¸nei kamÐa lèxh me èna l�joc (giatÐ?). PolÔ de perissìtero pollèc lè-
xeic pou lamb�nontai kai emperièqoun dÔo l�jh sumpÐptoun me (kwdiko)lèxeic,
opìte apokwdikopoioÔntai lanjasmèna (p. q. An èqei staleÐ h lèxh 0000 kai
l�boume th lèxh 1100, tìte aut  an kei ston k¸dika kai epomènwc jewreÐtai,
lanjasmèna, ìti est�lei aut ).

Epomènwc anarwtiètai k�poioc, proc ti aÔxhsh tou dojèntoc k¸dika?
Pèran tou ìti o nèoc k¸dikac eÐnai plousi¸teroc se lèxeic, mporoÔme na diaqei-
risjoÔme apotelesmatikìtera thn pijanìthta lanjasmènhc apokwdikopoÐshc.

Orismìc 1.4.13. 'Enac r−adikìc (n, M, d) k¸dikac C ja lègetai megistikìc
an den up�rqei r−adikìc (n, M + 1, d) k¸dikac C̄ ètsi ¸ste C ⊆ C̄

Profan¸c k�je k¸dikac perièqetai se (toul�qiston) èna megistikì k¸dika.
EpÐshc ènac (n, M, d) k¸dikac C eÐnai megistikìc an kai mìno an gia k�je

lèxh x ∈ An up�rqei mia (kwdiko)lèxh c ∈ C tètoia ¸ste d(x, c) < d (giatÐ?).
'Estw C ènac megistikìc k¸dikac, upojètoume ìti est�lei h (kwdiko)lèxh c

kai el fjei lèxh x sthn opoÐa èqoun upeisèljei toul�qiston d to pl joc l�-
jh (dhlad  to di�nusma l�jouc x − c èqei b�roc toul�qiston d kai epomènwc
d(x, c) ≥ d). Epeid  o k¸dikac eÐnai megistikìc, up�rqei sÐgoura mia (kwdi-
ko)lèxh h opoÐa eÐnai plhsièsterh sth x ap�oti h c. Epomènwc an kat� thn
apokwdikopoÐhsh efarmìsoume thn arq  thc plhsièsterhc lèxhc, tìte oposd -
pote ja èqoume lanjasmènh apokwdikopoÐhsh.

'Estw ìti èqoume ènan duadikì summetrikì dÐaulo epikoinwnÐac, ìpou h pi-
janìthta met�doshc l�jouc qarakt ra eÐnai Ðsh me p, dhlad 
p(el fjei o qarakt rac 1 | est�lei o qarakt rac 0) =
= p(el fjei o qarakt rac 0 | est�lei o qarakt rac 1) = p.
H pijanìthta na metadojoÔn k to pl joc lanjasmènoi qarakt rec eÐnai Ðsh me(
n
k

)
pk(1−p)n−k. Epomènwc gia thn pijanìthta lanjasmènhc apokwdikopoÐhshc

miac lèxhc èqoume
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p(lanjasmènhc apokwdikopoÐhshc) ≥
n∑

k=d

(
n

k

)
pk(1− p)n−k.

Apì thn �llh pleur� ìmwc, se opoiond pote k¸dika me el�qisth apìstash
Ðsh me d, to pl joc twn laj¸n pou mporoÔn na diorjwjoÔn eÐnai Ðson me

[
d−1
2

]
,

sunep¸c gia thn pijanìthta swst c apokwdikopoÐshc èqoume

p(swst c apokwdikopoÐhshc) ≥

[
d−1
2

]
∑

k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−k.

Dhlad 

p(lanjasmènhc apokwdikopoÐhshc) =

= 1− p(swst c apokwdikopoÐhshc) ≤ 1−

[
d−1
2

]
∑

k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−k.

'Ara telik�

n∑

k=d

(
n

k

)
pk(1−p)n−k ≤ p(lanjasmènhc apokwdikopoÐhshc) ≤ 1−

[
d−1
2

]
∑

k=0

(
n

k

)
pk(1−p)n−k.

'Opwc blèpoume ènac megistikìc k¸dikac upertereÐ ènanti twn kwdÐkwn pou
perièqei wc (upo)k¸dikec (plousi¸tero lexilìgio), all� ustereÐ sto gegonìc ìti
èqei auxhmènh pijanìthta lanjasmènhc apokwdikopoÐhshc (lèxeic pou perièqoun
toul�qiston d to pl joc l�jh apokwdikopoioÔntai oposd pote lanjasmèna).

1.4.3 Ask seic

1. 'Estw En o duadikìc k¸dikac pou apoteleÐtai apì ìlec tic lèxeic m kouc n
me �rtio b�roc. 'Estw o k¸dikac D = Zn−1

2 . DeÐxte ìti o En proèrqetai
apì ton D me thn episÔnayh enìc yhfÐou elègqou isotimÐac. Poièc eÐnai oi
par�metroi tou k¸dika En?

2. Kataskeu�ste ènan duadikì k¸dika me paramètrouc (7, 6, 2) kai katìpin
efarmìzontac mia smÐkrunsh kai mia sÔmptuxh na proèljei ènac (6, 4, 3)
k¸dikac.
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3. 'Estw C ènac k¸dikac me paramètrouc (n, M, d). DeÐxte ìti mporoÔme na
kataskeu�soume ènan �llo k¸dika D me paramètrouc (n + 1, M + 2, 1),
ètsi ¸ste o k¸dikac C na proèrqetai apì ton D efarmìzontac diadoqik�
mia smÐkrunsh kai mia sÔmptuxh.

4. 'Estw C ènac duadikìc k¸dikac tou opoÐou ìla ta stoiqeÐa èqoun �rtio b�-
roc. DeÐxte ìti h apìstash dÔo opoiwnd pote (kwdiko)lèxewn eÐnai �rtia.
TÐ sumperaÐnete gia thn el�qisth apìstash ènoc k¸dika pou proèrqetai
apì ènan duadikì k¸dika me thn episÔnayh ènoc yhfÐou elègqou isotimÐac?

5. DeÐxte ìti an up�rqei ènac duadikìc (n, M, d) k¸dikac me d �rtio, tìte u-
p�rqei ènac duadikìc (n, M, d) k¸dikac, tou opoÐou ìlec oi (kwdiko)lèxeic
èqoun �rtio b�roc.

6. 'Estw C ènac duadikìc k¸dikac.

i) Ston k¸dika C efarmìzoume diadoqik� dÔo forèc thn diadikasÐa thc
episÔnayhc enìc yhfÐou elègqou isotimÐac. Ti k¸dikac ja prokÔyei? 'Eqei
nìhma h deÔterh episÔnayh yhfÐou elègqou isotimÐac?

ii) Ston k¸dika C episun�ptoume èna yhfÐo elègqou isotimÐac kai katìpin
sto tèloc k�je stoiqeÐou ènan qarakt ra ètsi ¸ste to b�roc k�je lèxhc
pou prokÔptei na eÐnai perittì. Na sugkrÐnete thn el�qisth apìstash tou
arqikoÔ k¸dika C me thn el�qisth apìstash tou k¸dika D pou prokÔptei
apì thn parap�nw diadikasÐa.
An ston arqikì k¸dika C efarmìsoume antÐstrofh diadikasÐa, dhlad 
pr¸ta sto tèloc k�je stoiqeÐou episun�youme ènan qarakt ra èsti ¸ste
to b�roc k�je lèxhc pou prokÔptei na eÐnai perittì kai katìpin episun�-
youme èna yhfÐo el�gqou isotimÐac, o k¸dikac E pou prokÔptei ti sqèsh
èqei me touc prohgoÔmenouc k¸dikac C kai D?

7. Pìsoi mh isodÔnamoi duadikoÐ k¸dikac m kouc n me dÔo mìno stoiqeÐa
up�rqoun?

8. Efarmìzontac thn (u, u + v)- kataskeu  na kataskeu�sete ton k¸dika
C1 ⊕ C2 stic akìloujec peript¸seic:
i) C1 = { 000, 001, 111 }, C2 = { 100, 011, 001 }
ii) O C1 eÐnai o duadikìc (4, 8, 2) k¸dikac pou apoteleÐtai apì tic okt¸
(kwdiko)lèxeic m kouc 4 kai eÐnai artÐou b�rouc kai o C2 eÐnai o epanalh-
ptikìc k¸dikac R2(4).

Stic parap�nw peript¸seic na upologÐsete tic paramètrouc tou k¸dika
C1 ⊕ C2.
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9. 'Estw C ènac p−adikìc k¸dikac kai C o k¸dikac pou prokÔptei apì ton C
episun�ptontac èna yhfÐo elègqou isotimÐac. Ti sqèsh èqoun oi el�qistec
apost�seic twn kwdÐkwn C p−adikìc kai C?
Prospaj ste me ènan triadikì k¸dika.

10. 'Estw C ènac k¸dikac, o opoÐoc den eÐnai megistikìc. P¸c mporoÔme na
episun�youme stoiqeÐa ston C èwc ìtou na epitÔqoume ènan megistikì k¸-
dika?

1.5 Tèleioi k¸dikec

Sthn arq  orÐzontac thn apìstash Hamming eÐqame parathr sei (Parat rhsh
1.2.4) ìti mporoÔme na k�noume GewmetrÐa sto sÔnolo An, ìpou A eÐnai èna
alf�bhto (sun jwc to Zp   genikìtera èna peperasmèno s¸ma). Ed¸ ja doÔme
mia Gewmetrik  je¸rhsh twn kwdÐkwn wc prìc thn ikanìtht� touc na diorj¸-
noun l�jh.
Autì ja mac odhg sei se mia shmantik  kathgorÐa kwdÐkwn, touc tèleiouc k¸-
dikec.

1.5.1 SfaÐrec omadopoÐhshc kai tèleioi k¸dikec

Orismìc 1.5.1. 'Estw èna alf�bhto A me q to pl joc stoiqeÐa kai n ènac
fusikìc akèraioc. Gia k�je x ∈ An kai k�je pragmatikì mh arnhtikì arijmì r
orÐzoume thn sfaÐra (di�stashc n me kèntro to stoiqeÐo x kai aktÐna Ðsh me r
to sÔnolo Sn

q (x, r) = {y ∈ An | d(x, y) ≤ r } 10 .

ParadeÐgmata 1.5.2. 1. H sfaÐra S3
2(101, 2) sto Z3

2 apoteleÐtai apì ìlec
tic duadikèc lèxeic m kouc 3 oi opoÐec apèqoun apìstash toul�qiston 2
apì thn 101, kai profan¸c S3

2(101, 2) = { 101, 001, 111, 100, 011, 000, 110 }.

2. Sto epìmeno sq ma parÐstatai gewmetrik� h sfaÐra S3
2(111, 1) sto Z3

2,
ìpou ta stoiqeÐa pou an koun s� aut  eÐnai oi korufèc tou kÔbou me thn
èntonh stÐxh.

10 'Otan den up�rqei kÐndunoc sÔgqushc wc proc to q kai to n antÐ gia Sn
q (x, r) ja gr�foume

S(x, r)
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Dustuq¸c eÐnai dÔskolo na k�noume sqediastik  anapar�stash miac sfaÐ-
rac sthn perÐptwsh ìpou h di�stash eÐnai n ≥ 4.

'Amesa sundedemènh me thn ènnoia thc sfaÐrac eÐnai h ènnoia tou ìgkou thc .
O ìgkoc miac sfaÐrac Sn

q (x, r) eÐnai o arijmìc twn lèxewn oi opoÐec perièqontai
mèsa sth sfaÐra. Profan¸c (giatÐ?) o ìgkoc miac sfaÐrac den exart�tai apì thn
epilog  tou kèntrou thc x, gia to lìgo autì sun jwc sumbolÐzetai Vq(n, r).
MporoÔme na upologÐsoume eÔkola ton ìgko miac sfaÐrac. 'Estw mia lèxh
x ∈ An, gia 0 ≤ k ≤ n o arijmìc twn lèxewn, oi opoÐec diafèroun se k
jèseic apì thn x (èqoun apìstash Ðsh me k apì thn x), eÐnai profan¸c Ðsoc
me

(
n
k

)
(q − 1)k. Epomènwc ajroÐzontac apì 0 èwc r èqoume gia ton ìgko thc

sfaÐrac

Vq(n, r) =
r∑

k = 0

(
n

k

)
(q − 1)k .

(O arijmìc r eÐnai pragmatikìc all� sto prohgoÔmeno �jroisma, ìpou o k
eÐnai akèraioc den up�rqei sÔgqush kajìti to k lamb�nei timèc apì 0 èwc [r].)

AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti sthn perÐptwsh ìpou to alf�bhto A eÐnai to Z2,
tìte o ìgkoc miac sfaÐrac aktÐnac r eÐnai to �jroisma twn r pr¸twn diwnumik¸n
suntelest¸n, dhlad 

V2(n, r) =
r∑

k =0

(
n

k

)
.

'Estw C ⊆ An ènac (n, M, d) k¸dikac. Skopìc mac eÐnai me kèntro k�je
(kwdiko)lèxh na kataskeu�soume sfaÐrec me ìso to dunatìn megalÔterh koin 
aktÐna, all� na mhn tèmnontai metaxÔ touc.

Stì epìmeno sq ma oi • anaparistoÔn tic (kwdiko)lèxeic, en¸ oi ◦ anapari-
stoÔn ta upìloipa stoiqeÐa tou An.
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Upojètoume ìti h el�qisth apìstash tou k¸dika eÐnai �rtia Ðsh me d =
2λ+2 kai c, d eÐnai dÔo (kwdiko)lèxeic pou apèqoun metaxÔ touc apìstash Ðsh
me thn el�qisth apìstash tou k¸dika. Tìte up�rqei mia (toul�qiston) lèxh
x ∈ An h opoÐa isapèqei apì tic c kai d (giatÐ?). An p�roume sfaÐrec me kèntra
tic c kai d kai aktÐna λ + 1, tìte oi dÔo sfaÐrec ef�ptontai sth lèxh x. An
ìmwc oi sfaÐrec èqoun aktÐna Ðsh me λ, tìte autèc eÐnai xènec metaxÔ touc.
An h el�qisth apìstash tou k¸dika eÐnai peritt  Ðsh me d = 2λ + 1 kai c, d
eÐnai dÔo (kwdiko)lèxeic pou apèqoun metaxÔ touc apìstash Ðsh me thn el�qisth
apìstash tou k¸dika. Tìte den up�rqei lèxh x ∈ An h opoÐa na isapèqei apì
tic c kai d apìstash Ðsh me λ (giatÐ?). An p�roume sfaÐrec me kèntra tic c kai
d kai aktÐna λ + 1, tìte oi dÔo sfaÐrec tèmnontai se mia (toul�qiston) lèxh
(giatÐ?). An ìmwc oi sfaÐrec èqoun aktÐna Ðsh me λ, tìte autèc eÐnai xènec metaxÔ
touc.

H prohgoÔmenh suz thsh ja mporoÔse na anaparastajeÐ sta epìmena sq -
mata.
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d = 2λ + 2 d = 2λ + 1

'Opwc blèpoume kai stic dÔo peript¸seic sfaÐrec me kèntra (kwdiko)lèxeic
kai aktÐna Ðsh me λ =

[
d−1
2

]
eÐnai xènec metaxÔ touc kai h aktÐna aut  eÐnai h

megalÔterh dunat  me thn idiìthta aut .
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Orismìc 1.5.3. 'Estw C ⊆ An ènac (n, M, d) q−adikìc k¸dikac. O megalÔte-
roc akèraioc arijmìc r gia ton opoÐo oi sfaÐrec Sn

q (c, r) me kèntro opoiad pote
(kwdiko)lèxh c eÐnai xènec metaxÔ touc, lègetai aktÐna omadopoÐhshc kai
sumbolÐzetai me pr(C). Oi de antÐstoiqec sfaÐrec Sn

q (c, r) onom�zontai sfaÐrec
omadopoÐhshc .

Prìtash 1.5.4. Se ènan (n, M, d) k¸dika C ⊆ An h aktÐna omadopoÐhshc
eÐnai Ðsh me pr(C) =

[
d−1
2

]
.

Apìdeixh. H apìdeixh èqei prohghjeÐ.

Je¸rhma 1.5.5. 'Enac k¸dikac C diorj¸nei λ l�jh an kai mìno an gia k�je
(kwdiko)lèxh c oi sfaÐrec Sn

q (c, λ) eÐnai xènec.

Apìdeixh. Upojètoume ìti o k¸dikac diorj¸nei λ l�jh kai ìti up�rqoun dÔo
(kwdiko)lèxeic c kai d gia tic opoÐec up�rqei lèxh x ∈ Sn

q (c, λ) ∩ Sn
q (d, λ).

Epomènwc èqoume ìti d(c, d) ≤ d(c, x) + d(x, d) ≤ λ + λ = 2λ. All� apì to
Je¸rhma 1.3.16 èqoume ìti d(C) ≥ 2λ + 1, �topo.

To antÐstrofo eÐnai profanèc.

Pìrisma 1.5.6. 'Enac k¸dikac diorj¸nei akrib¸c λ l�jh an kai mìno an h
aktÐna omadopoÐhshc eÐnai ish me λ.

Parathr seic 1.5.7. 1. Apì ta prohgoÔmena blèpoume gewmetrik� ìti gia
k�je kwdikolèxh h antÐstoiqh sfaÐra omadopoÐhshc èqei aiqmalwtÐsei ìlec
tic lèxeic, oi opoÐec sÔmfwna me thn arq  thc apokwdikopoÐhshc wc proc
thn plhsièsterh lèxh èlkontai apì to kèntro thc sfaÐrac kai tautÐzontai
m' autì.

2. Lamb�nontac thn (diakekrimènh) ènwsh twn sfair¸n omadopoÐhshc gia
k�je (kwdiko)lèxh èqoume

⋃M
i =1 Sn

q (ci, λ) ⊆ An.

Je¸rhma 1.5.8. To fr�gma omadopoÐhshc sfair¸n   fr�gma Hamming
'Estw C ènac (n, M, d) k¸dikac epÐ tou alf�bhtou A me | A |= q, tìte

isqÔei M ≤ qn/V , ìpou V = Vq(n, r) =
∑r

k =0

(
n
k

)
(q − 1)k kai r = pr(C) =[

d−1
2

]
eÐnai h aktÐna omadopoÐhshc.

Apìdeixh. H apìdeixh aporrèei apì ta prohgoÔmena, ed¸ apl¸c thn epanalam-
b�noume.

An gia k�je (kwdiko)lèxh p�roume thn antÐstoiqh sfaÐra omadopoÐhshc
èqoume M to pl joc xènec sfaÐrec ìlec me thn Ðdia aktÐna omadopoÐhshc
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r = pr(C) =
[

d−1
2

]
. To pl joc twn lèxewn pou perièqontai se k�je sfaÐra

den exart�tai apì to kèntro thc, all� mìno apì thn (koin ) aktÐna kai gia ìlec
eÐnai Ðso me ton ìgko miac ap� autèc, o opoÐoc èqoume deÐxei ìti eÐnai Ðsoc me
V = Vq(n, r) =

∑r
k =0

(
n
k

)
(q − 1)k. Epomènwc to pl joc twn lèxewn pou

perièqetai se ìlec tic sfaÐrec omadopoÐhshc eÐnai Ðso me M · V , pou fusik�
den uperbaÐnei to sunolikì pl joc twn lèxewn m kouc n me qarakt rec apì to
alf�bhto A me ta q to pl joc stoiqeÐa.

Orismìc 1.5.9. 'Estw C ⊆ An ènac (n, M, d) k¸dikac. O mikrìteroc akèraioc
arijmìc r gia ton opoÐo oi sfaÐrec Sn

q (c, r) me kèntro opoiad pote (kwdiko)lèxh
c kalÔptoun to sÔnolo An lègetai aktÐna k�luyhc kai sumbolÐzetai me cr(C).
Oi de antÐstoiqec sfaÐrec Sn

q (c, r) onom�zontai sfaÐrec k�luyhc .

Profan¸c oi sfaÐrec k�luyhc den eÐnai kat� an�gkh xènec metaxÔ touc. Apì
thn �llh pleur� èqoume deÐ ìti oi sfaÐrec omadopoÐhshc eÐnai men xènec metaxÔ
touc, all� den kalÔptoun kat' an�gkh olìklhro to An. Epomènwc genn�tai to
er¸thma:
Up�rqei perÐptwsh na mporoÔme na kalÔyoume to An me xènec sfaÐrec? Me
�lla lìgia, up�rqei perÐptwsh oi sfaÐrec k�luyhc na sumpÐptoun me tic sfaÐrec
omadopoÐhshc?

Orismìc 1.5.10. 'Enac (n, M, d) k¸dikac C ⊆ An onom�zetai tèleioc an h
aktÐna omadopoÐhshc eÐnai Ðsh me thn aktÐna k�luyhc ( pr(C) = cr(C) ).

Par�deigma 1.5.11. O epanalhptikìc duadikìc k¸dikac C = { 000, 111 }
eÐnai profan¸c tèleioc.

Mia �mesh sunèpeia tou orismoÔ eÐnai h ex c prìtash.

Prìtash 1.5.12. 'Enac (n, M, d) k¸dikac C ⊆ An me | A |= q eÐnai tèleioc
an kai mìno an h el�qisth apìstash eÐnai peritt  d = 2r + 1 kai isqÔei

M =
qn

∑r
k =0

(
n
k

)
(q − 1)k

. (1.5.2)

Apìdeixh. To ìti ènac tèleioc k¸dikac anagkastik� èqei peritt  el�qisth apì-
stash èpetai apì ton orismì kai thn suz thsh pou prohg jhke tou OrismoÔ
1.5.3. Ta upìloipa èpontai �mesa apì ton orismì kai to Je¸rhma 1.5.8.

'Opwc blèpoume apì ton orismì ènac tèleioc k¸dikac me paramètrouc (n, M, d)
èqei thn idiìthta na apokwdikopoieÐ k�je lèxh x ∈ An. M�lista de an èqoun
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upeisèljei mèqri
[

d−1
2

]
to pl joc l�jh, tìte, sÔmfwna me thn arq  apokwdiko-

poÐhshc wc proc th plhsièsterh lèxh, h apokwdikopoi sh eÐnai swst .
To prìblhma thc anak�luyhc ìlwn twn tèleiwn kwdÐkwn paramènei anoiktì.

H shmantikìterh prìodoc èqei gÐnei sthn perÐptwsh ìpou to mègejoc tou k¸dika
isoÔtai me th dÔnamh enìc pr¸tou arijmoÔ. Ep� autoÔ ja epanèljoume argìtera.

Proc to parìn ja periorisjoÔme se mia apl  prosèggish tou probl matoc
anazht¸ntac jetikoÔc akeraÐouc q, n, M kai d = 2r + 1 pou ikanopoioÔn th
sqèsh 1.5.2. Prin proqwr soume prèpei na tonÐsoume ìti h up�rxh tètoiwn
arijm¸n den sunep�getai thn Ôparxh kwdÐkwn me autèc tic paramètrouc, ìpwc
ja doÔme argìtera.

EÐnai eÔkolo (kai afÐnetai wc �skhsh) na epalhjeÔsoume ìti k¸dikec (an
up�rqoun) me tic parak�tw oikogèneiec paramètrwn eÐnai tèleioi.

1. (n, M, d) = (n, qn, 1)
2. (n, M, d) = (n, 1, ?)
3. (n, M, d) = (2r + 1, 2, 2r + 1)
4. (n, M, d) = ( qr−1

q−1 , qn−r, 3), r ≥ 2
5. (n, M, d) = (23, 211, 7)
6. (n, M, d) = (90, 278, 5)
7. (n, M, d) = (11, 36, 5)

Oi k¸dikec pou an koun sthn pr¸th kai deÔterh oikogèneia apoteloÔn akraÐ-
ec peript¸seic, ìpou sthn men pr¸th perÐptwsh o k¸dikac apoteleÐtai apì ìlec
tic lèxeic m kouc n kai den diorj¸nei kanèna l�joc, sthn de deÔterh perÐptwsh
o k¸dikac apoteleÐtai apì mÐa mìno lèxh (m�lista de den orÐzetai k�n h el�qisth
apìstash). Sthn trÐth perÐptwsh an koun oi duadikoÐ epanalhptikoÐ k¸dikec
perittoÔ m kouc oi opoÐoi apoteloÔntai apì dÔo mìno lèxeic. H tètarth oiko-
gèneia perilamb�nei mia shmantik  kathgorÐa kwdÐkwn, gnwstoÔc wc k¸dikec
Hamming, stouc opoÐouc ja anaferjoÔme diexodikìtera sthn Par�grafo 3.1.
Oi peript¸seic pènte kai ept� antistoiqoÔn stouc perÐfhmouc Golay k¸dikec,
stouc opoÐouc epÐshc ja anaferjoÔme argìtera sthn Par�grafo 3.2. Tèlo-
c èqei apodeiqjeÐ (blèpe Je¸rhma 3.3.1 kai Prìtash 3.3.3) ìti den up�rqoun
k¸dikec me paramètrouc pou na antistoiqoÔn sthn èkth perÐptwsh.

Oi k¸dikec pou an koun stic treic pr¸tec oikogèneiec anafèrontai wc te-
trimmènoi tèleioi k¸dikec. 'Opwc ja doÔme sthn Par�grafo 3.3 (all� den ja
apodeÐxoume) oi mèqri s mera gnwstoÐ tèleioi k¸dikec, sthn ousÐa 11 an koun

11EpishmaÐnoume ìti an broÔme ènan k¸dika me k�poiec paramètrouc, autì den shmaÐnei
ìti den up�rqoun kai �lloi k¸dikec me tic Ðdiec paramètrouc (blèpe gia par�deigma touc
isodÔnamouc k¸dikec)
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se mia apì tic parap�nw oikogèneiec.

1.5.2 Fr�gmata kwdÐkwn

Prohgoumènwc asqolhj kame me touc megistikoÔc k¸dikec kai eÐdame se ti upe-
rèqoun kai se ti usteroÔn. Ed¸ endiaferìmaste gia k¸dikec oi opoÐoi perièqoun
ìso to dunatìn perisìterec (kwdiko)lèxeic, me dedomènh thn el�qisth apìstash
d kai to m koc n.

Orismìc 1.5.13. 'Estw èna alf�bhto A me r to pl joc stoiqeÐa, n kai d
fusikoÐ arijmoÐ kai Ar(n, d) = max{M | up�rqei (n, M, d) k¸dikac }. 'Enac
k¸dikac C me mègejoc Ðso me Ar(n, d) ja lègetai bèltistoc .

Profan¸c ènac bèltistoc k¸dikac eÐnai megistikìc, to antÐstrofo profan¸c
(giatÐ?) den isqÔei.

O prosdiorismìc twn arijm¸n Ar(n, d) gia tic di�forec timèc twn para-
mètrwn r, n kai d èqei anaqjeÐ se kentrikì prìblhma sthn JewrÐa KwdÐkwn.
Gia mikrèc timèc twn anwtèrw paramètrwn èqoun prosdiorisjeÐ (epakrib¸c) oi
antÐstoiqec timèc Ar(n, d), o epìmenoc pÐnakac perilamb�nei merikèc timèc gia
duadikoÔc k¸dikec.

Merikèc timèc tou A2(n, d)

n d = 3 d = 5 d = 7
5 4 2 −
6 8 2 −
7 16 2 2
8 20 4 2
9 40 6 2
10 72− 79 12 2
11 144− 158 24 4
12 256 32 4
13 512 64 8
14 1024 128 16
15 2048 256 32
16 2560− 3276 256− 340 36− 37

Genik� ìmwc h prosp�jeiec èqoun epikentrwjeÐ sthn eÔresh kal¸n (�nw kai
k�tw) fragm�twn. EpÐshc èqei melethjeÐ h asumptwtik  sumperifor� twn tim¸n
Ar(n, d) wc proc to lìgo δ = d

n kaj¸c to n −→ ∞.
Profan¸c stic akraÐec (kai profaneÐc) peript¸seic èqoume:
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Ar(n, d) ≤ rn

Ar(n, 1) = rn.
Ar(n, n) = r.

Je¸rhma 1.5.14. Gia duadikoÔc k¸dikec isqÔei
A2(n, 2λ + 1) = A2(n + 1, 2λ + 2).

Apìdeixh. H apìdeixh èpetai �mesa apì to Je¸rhma 1.4.9 .

Parat rhsh 1.5.15. 'Opwc ja èqete parathr sei o prohgoÔmenoc pÐnakac
anafèretai se bèltistouc k¸dikec me peritt  el�qisth apìstash. Apì to proh-
goÔmeno Je¸rhma blèpoume ìti eÐnai arketì na upologÐsoume tic timèc A2(n, d)
mìno gia perittèc (  mìno gia �rtiec) timèc tou d.

Je¸rhma 1.5.16. Ar(n, d) ≤ r ·Ar(n− 1, d).

Apìdeixh. 'Estw C ènac bèltistoc r−adikìc (n, M, d) k¸dikac (dhlad  M =
Ar(n, d)). DiamerÐzoume to sÔnolo twn (kwdiko)lèxewn se upok¸dikec ètsi
¸ste k�je upok¸dikac na perièqei se mia sugkekrimènh suntetagmènh (p. q.
sthn teleutaÐa) ton Ðdio qarakt ra. Epomènwc èqoume to polÔ r to pl joc
tètoiouc upok¸dikec. Toul�qiston ènac ap� autoÔc touc upok¸dikec perièqei
toul�qiston M/r to pl joc stoiqeÐa (giatÐ?). Apì ènan tètoio upok¸dika dia-
gr�foume ton koinì qarakt ra apì th sugkekrimènh jèsh, opìte prokÔptei ènac
k¸dikac m kouc n− 1 kai me el�qisth apìstash toul�qiston Ðsh me d. Telik�
blèpoume ìti bèltistoi k¸dikec m kouc n − 1 perièqoun toul�qiston M/r to
pl joc stoiqeÐa kai to apotèlesma èpetai.

H diadikasÐa pou akolouj same sto prohgoÔmeno je¸rhma apoteleÐ su-
mpÔknwsh tou arqikoÔ k¸dika, blèpe parathr seic 1.4.10 , sel. 38.

Je¸rhma 1.5.17. (Fr�gma epik�luyhc sfair¸n   k�tw fr�gma twn
Gilbert-Varshamov).

Gia to mègejoc enìc bèltistou k¸dika isqÔei Ar(n, d) ≥ rn/Vr(n, d− 1).

Apìdeixh. 'Estw ènac (n, M, d) bèltistoc k¸dikac C epÐ tou alfab tou A me
| A |= r kai y ∈ An\C. Tìte up�rqei (kwdiko)lèxh a ∈ C ètsi ¸ste h y na
an kei sth sfaÐra Sn

r (a, d− 1). Pr�gmati an h y den an ke se kamÐa sfaÐra me
kèntro mia (kwdiko)lèxh kai aktÐna Ðsh me d− 1, tìte ja eÐqame d(x, y) ≥ d gia
k�je x ∈ C. Epomènwc o k¸dikac C ∪ { y } ja eÐqe el�qisth apìstash Ðsh me d
kai mègejoc M +1, �topo diìti o C eÐnai bèltistoc. Epomènwc èqoume apodeÐxei
ìti oi sfaÐrec me kèntra ta stoiqeÐa tou C kai aktÐna Ðsh me d− 1 kalÔptoun to
An. 'Ara | A |n, = rn ≤ M · Vr(n, d− 1). Opìte èpetai to apotèlesma.
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Epeid 

Vr(n, d− 1) =
d−1∑

k =0

(
n

k

)
(r − 1)k

th sqèsh sto prohgoÔmeno Je¸rhma thn sunant�me kai wc

Ar(n, d) ≥ rn/
d−1∑

k =0

(
n

k

)
(r − 1)k .

Sundu�zontac to Je¸rhma 1.5.8 me to prohgoÔmeno Je¸rhma èqoume:

Je¸rhma 1.5.18. rn/Vr(n, d− 1) ≤ Ar(n, d) ≤ rn/Vr(n,
[

d−1
2

]
).

Pìrisma 1.5.19. 'Enac tèleioc k¸dikac eÐnai bèltistoc.

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai �mesh, dedomènou ìti h deÔterh anisìthta sto pro-
hgoÔmeno je¸rhma eÐnai isìthta sthn perÐptwsh enìc tèleiou k¸dika.

Ta parap�nw (�nw kai k�tw) fr�gmata gia to mègejoc bèltistwn kwdÐkwn
den eÐnai ta kallÐtera dunat�.

'Opwc ja doÔme sthn perÐptwsh twn Grammik¸n KwdÐkwn (blèpe Prìtash
2.2.30) mporoÔme na belti¸soume to parap�nw k�tw fr�gma.

Ed¸ ja periorisjoÔme anafèrontac mìno dÔo �lla �nw fr�gmata.

Je¸rhma 1.5.20. (Fr�gma Singleton)
Gia bèltistouc r−adikoÔc k¸dikec isqÔei Ar(n, d) ≤ rn−d+1.

Apìdeixh. 'Estw C ènac r−adikìc (n, M, d) k¸dikac. SumptÐsoume ton k¸dika
diagr�fontac tic teleutaÐec d − 1 suntetagmènec apì ìlec tic (kwdiko)lèxeic
(  genikìtera tic Ðdiec d − 1 suntetagmènec apì k�je (kwdiko)lèxh ). Oi M
to pl joc lèxeic pou prokÔptoun eÐnai diaforetikèc metaxÔ touc. Pr�gmati, an
dÔo apì autèc sunèpiptan, tìte oi arqikèc lèxeic apì tic opoÐec proèrqontai ja
dièferan sta diagrafènta tm mata m kouc d−1, dhlad  h metaxÔ touc apìstash
ja  tan to polÔ Ðsh me d− 1, �topo (giatÐ?). Dhlad  èqoume kataskeu�sei èna
k¸dika megèjouc M kai m kouc n− d + 1. Epomènwc M ≤ rn−d+1.

Parathr seic 1.5.21. 1. An sugkrÐnoume to fr�gma Hamming kai to fr�g-
ma Singleton blèpoume ìti sthn men pr¸th perÐptwsh èqoume Ar(4, 3) ≤

r4

4r−3 , en¸ sth deÔterh èqoume Ar(n, d) ≤ rn−d+1. Opìte gia r ≥ 4 to
fr�gma Singleton eÐnai polÔ kallÐtero.



54 Kef�laio 1. Basikèc 'Ennoiec

2. Up�rqoun peript¸seic, ìpou to fr�gma Singleton eÐnai to kallÐtero du-
natìn. Pr�gmati, o k¸dikac
C = { aaa, abc, acd, adb, bca, cda, dba, cab, dac, bad, bdc, cbd, dcb,
bbb, ccc, ddd } eÐnai ènac (3, 16, 2) k¸dikac epÐ tou alf�bhtou
A = { a, b, c, d }, epomènwc gia ènan bèltisto k¸dika me tic Ðdiec para-
mètrouc prèpei na èqoume A4(3, 2) ≥ 16. All� sÔmfwna me to fr�gma
Singleton prèpei na èqoume A4(3, 2) ≤ 43−2+1 = 16. Dhlad  telik�
èqoume isìthta.

Je¸rhma 1.5.22. 'Estw C ènac (n, M, d) k¸dikac epÐ tou alf�bhtou A =
{ a0, a1, . . . , ar−1 }. Upojètoume ìti d > ϑ · n, ìpou ϑ = r−1

r . Gia to mègejoc
M tou k¸dika isqÔei M ≤ d

d−ϑ·n .

Apìdeixh. 'Estw S =
∑

d(x, y), ìpou to �jroisma ekteÐnetai se ìla ta diate-
tagmèna zeÔgh (x, y) (diaforetik¸n metaxÔ touc) (kwdiko)lèxewn. To pl joc
aut¸n twn zeug¸n wc gnwstìn eÐnai Ðso me 2

(
M
2

)
= M(M − 1) kai epeid  h

apìstash metaxÔ dÔo (diaforetik¸n) (kwdiko)lèxewn eÐnai toul�qiston Ðsh me
d, èqoume ìti S ≥ M(M − 1)d.

Ja upologÐsoume t¸ra èna �nw fr�gma gia to �jroisma S. SqhmatÐzoume
ènan M × n pÐnaka tou opoÐou oi grammèc eÐnai ta stoiqeÐa tou C

c1 = c11 c12 · · · c1n

c2 = c21 c22 · · · c2n

· · · · · ·
cM = cM1 cM2 · · · cMn

.

Epilègoume mÐa (tuqaÐa) st lh tou pÐnaka kai ènan tuqaÐo qarakt ra a ∈ A.
'Estw ma to pl joc twn emfanÐsewn tou qarakt ra a s� aut  th st lh, tìte
profan¸c

∑
a∈Ama = M , epÐshc se M −ma to pl joc apì tic (kwdiko)lèxeic

s� aut  th st lh emfanÐzetai ènac �lloc qarakt rac diaforetikìc apì ton a.
Epomènwc h sumbol  aut c thc st lhc sto �jroisma twn apost�sewn ìlwn twn
diatetagmènwn zeug¸n (diaforetik¸n metaxÔ touc) (kwdiko)lèxewn eÐnai Ðsh me∑

a∈Ama(M−ma) = M2−∑
a∈Am2

a. H diadikasÐa aut  epanalamb�netai gia
ìlec (n to pl joc) st lec tou pÐnaka, opìte èqoume S ≤ n(M2−∑

a∈Am2
a). To

�jroisma
∑

a∈Am2
a lamb�nei thn el�qisth tim  an ìla ta ma eÐnai Ðsa me M/r

(giatÐ?). Epomènwc apì thn prohgoÔmenh sqèsh èqoume ìti S ≤ n(M2−M2/r).
Sundu�zontac to k�tw fr�gma tou S, pou br kame parap�nw me thn teleu-

taÐa sqèsh, èqoume M(M − 1)d ≤ S ≤ n(M2 −M2/r). Agno¸ntac to S kai
lÔnontac wc proc M èqoume thn apodeiktèa sqèsh.

Pìrisma 1.5.23. (Fr�gma Plotkin) Dedomènou ìti isqÔei d > ϑ · n èqoume
Ar(n, d) ≤ d

d−ϑ·n .
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'Opwc parathroÔme to �nw fr�gma Plotkin efarmìzetai ìtan o k¸dikac eÐnai
arket� araiìc. Sthn perÐptwsh m�lista pou to mègejoc r tou alfab tou eÐnai
polÔ meg�lo, tìte to ϑ = r−1

r plhsi�zei na gÐnei 1, opìte, gia na efarmìsoume
to prohgoÔmeno pìrisma, h el�qisth apìstash tou k¸dika prèpei na eÐnai sqedìn
Ðsh me to m koc n tou k¸dika.

Endiafèron parousi�zei h perÐptwsh twn duadik¸n kwdÐkwn, ìpou ekeÐ ϑ =
r−1

r = 1
2 . Ed¸ ja doÔme p¸c to prohgoÔmeno apotèlesma efarmìzetai akìma

kai se peript¸seic, ìpou den isqÔei kat� an�gkh d > 1
2n, diakrÐnontac an h

el�qisth apìstash eÐnai �rtia   peritt .

Je¸rhma 1.5.24. (To fr�gma Plotkin se duadikoÔc k¸dikec)
'Estw C ènac duadikìc (n, M, d) k¸dikac.
1. Upojètoume ìti h el�qisth apìstash d eÐnai �rtia, tìte gia d > 1

2n

èqoume A2(n, d) ≤ 2
[

d
2d−n

]
kai

gia n = 2d (opìte d = 1
2n) èqoume A2(2d, d) ≤ 4d.

2. Upojètoume ìti h el�qisth apìstash d eÐnai peritt , tìte gia
d > 1

2(n− 1) èqoume A2(n, d) ≤ 2
[

d+1
2d+1−n

]
kai

gia d = 1
2(n− 1) èqoume A2(2d + 1, d) ≤ 4(d + 1).

Apìdeixh. 1. An d > 1
2n, tìte sto prohgoÔmeno pìrisma apl¸c jètoume ϑ = 1

2

kai èqoume A2(n, d) ≤ 2
[

d
2d−n

]
.

Sthn perÐptwsh, ìpou d = 2k kai n = 2d = 4k, apì to Je¸rhma
1.5.16 èqoume A2(n, d) = A2(4k, 2k) ≤ 2A2(4k − 1, 2k). Efarmìzontac t¸-
ra to prohgoÔmeno apotèlesma h prohgoÔmenh sqèsh suneqÐzetai A2(n, d) =
A2(4k, 2k) ≤ 2A2(4k − 1, 2k) ≤ 4

[
2k

4k−(4k−1)

]
= 8k = 4d.

2. Ed¸ èqoume upojèsei ìti h el�qisth apìstash eÐnai peritt . Apì to
Je¸rhma 1.5.14 èqoume ìti A2(n, d) = A2(n + 1, d + 1) ≤ 2

[
d+1

2d+1−n

]
.

Sthn perÐptwsh ìpou d = 1
2(n−1), dhlad  n = 2d+1, èqoume, p�li apì to

Je¸rhma 1.5.14 kai th deÔterh sqèsh thc pr¸thc perÐptwshc (afoÔ d + 1 eÐnai
�rtioc), ìti A2(n, d) = A2(n + 1, d + 1) = A2(2d + 2, d + 1) ≤ 4(d + 1).

Parat rhsh 1.5.25. 'Opwc eÐdame sthn prohgoÔmenh apìdeixh ta Jewr mata
1.5.14 kai 1.5.16 eÐnai polÔ qr sima sthn efarmog  tou fr�gmatoc Plotikin kai
sthn perÐptwsh ìpou d ≤ r−1

r n. Ed¸ arkoÔmaste se èna epiplèon par�deigma,
ìpou efarmìzoume diadoqik� to Je¸rhma 1.5.16.

A2(13, 5) = 23A2(10, 5) ≤ 8 · 2[
6

11−10

]
= 96.

1.5.3 Ask seic

1. 'Estw C ènac k¸dikac, o opoÐoc den eÐnai bèltistoc, eÐnai dunatìn na episu-
n�youme stoiqeÐa ston C ètsi ¸ste na prokÔyei ènac bèltistoc k¸dikac?
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2. 'Estw A èna alf�bhto kai a,b ∈ An . DeÐxte ìti ta sÔnola S = {x ∈
An | d(x, a) < d(x, b) } kai T = {x ∈ An | d(x, b) < d(x, a) } èqoun
to Ðdio pl joc stoiqeÐwn.

3. DeÐxte ìti, gia d1 ≥ d2, isqÔei: Ar(n, d1) ≤ Ar(n, d2) .

4. Up�rqei duadikìc k¸dikac me paramètrouc (8, 29, 3) ?

5. Na upologÐsete to k�tw kai �nw fr�gma pou anafèrontai sto Je¸rhma
1.5.18 gia tic akìloujec peript¸seic: A2(7, 3), A2(10, 5), A2(13, 7),
A2(14, 7), A2(15, 7) . SugkrÐnete me tic timèc tou pÐnaka thc selÐdac 51.

6. Na sugkrÐnete ta trÐa �nw fr�gmata Hamming, Singleton, Plotkin stic
akìloujec peript¸seic:
A2(7, 5), A2(8, 5), A2(9, 5), A2(15, 9) .

7. DeÐxte ìti A10(10, 3) ≤ 100.000.000 .

8. DeÐxte ìti Ar(r + 1, 3) ≤ rr−1 kai Ar(r + 1, 5) ≤ 2rr−2

r−1 .

9. DeÐxte ìti an to d eÐnai Ðso me mia dÔmanh tou 2, tìte A2(2d, d) = 4d .

10. 'Estw C ènac tèleioc duadikìc k¸dikac me paramètrouc (n, M, 7). DeÐxte
ìti n = 7   n = 23 .



Kef�laio 2

GrammikoÐ K¸dikec

2.1 H ènnoia tou GrammikoÔ k¸dika.

Mèqri t¸ra jewroÔsame ènan (n, M, d) k¸dika C apl¸c san èna uposÔnolo
tou sunìlou An, ìpou A eÐnai èna alf�bhto. EÐqame, ìmwc pei ìti sun jwc wc
alf�bhto jewroÔme to sÔnolo A = Zp twn akeraÐwn mod p, ìpou p eÐnai ènac
pr¸toc arijmìc, to opoÐo eÐnai s¸ma. Sthn perÐptwsh ìmwc aut  to sÔnolo An

èqei algebrik  dom , eÐnai dianusmatikìc q¸roc epÐ tou s¸matoc Zp. Epomènwc
logikì eÐnai na apait soume ènac k¸dikac, san uposÔnolo tou An, na èqei kai
autìc algebrik  dom , na eÐnai dianusmatikìc upìqwroc tou An.

Orismìc 2.1.1. 'Estw Fp èna peperasmèno s¸ma (p.q. Fp = Zp, ìpou p
pr¸toc), to opoÐo sto ex c ja to jewroÔme wc alf�bhto, ènac k¸dikac C ⊆ Fn

p ja
lègetai grammikìc an eÐnai dianusmatikìc upìqwroc tou dianusmatikoÔ q¸rou
Fn

p . 1

ParadeÐgmata 2.1.2. 1. O duadikìc k¸dikac
C = { 0000, 1011, 0110, 1101 } ⊆ Z4

2 eÐnai grammikìc (giatÐ?).

2. O duadikìc k¸dikac C = { 0001, 1011, 0110, 1111 } ⊆ Z4
2 den eÐnai gram-

mikìc (giatÐ?).

3. To sÔnolo B = { 1000011, 0100101, 0010110, 0001111 } eÐnai grammik�
anex�rthto epÐ tou Z2 (giatÐ?). Epomènwc par�gei èna duadikì grammikì
k¸dika di�stashc 4.

1Sta epìmena, ìpou to alf�bhto enìc k¸dika eÐnai èna peperasmèno s¸ma me pl joc
stoiqeÐwn mia dÔnamh tou p, ja qrhsimopoioÔme ton sumbolismì Fp.

57
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4. O n-epanalhptikìc k¸dikac Rr(n) r−adikìc k¸dikac eÐnai ènac grammi-
kìc k¸dikac di�stashc èna gia opoiod pote m koc n kai gia opoiod pote
peperasmèno s¸ma wc alf�bhto (giatÐ?).

5. 'Estw En to uposÔnolo tou Fn
p pou apoteleÐtai apì ìlec tic lèxeic c =

c1c2 · · · cn ∈ Fn
p twn opoÐwn to �jroisma twn qarakt rwn isoÔtai me mhdèn,

dhlad 
∑n

i=1 ci = 0. Den eÐnai dÔskolo na doÔme ìti to En eÐnai ènac
grammikìc k¸dikac. Profan¸c k�je k¸dikac mhdenikoÔ ajroÐsmatoc eÐnai
uposÔnolo tou En.

'Estw k h di�stash enìc grammikoÔ k¸dika C wc dianusmatikoÔ q¸rou. Tì-
te, wc gnwstìn, to mègejìc tou eÐnai Ðso me | C |= qk, ìpou q eÐnai to pl joc
tou alf�bhtou (s¸matoc) Fp. Dhlad  h di�stash enìc grammikoÔ k¸dika ka-
jorÐzei kai to mègejìc tou. Epomènwc sth sunèqeia, ìtan anaferìmaste stic
paramètrouc enìc grammikoÔ k¸dika antÐ na lème o k¸dikac (n, qk, d), ja lème
o k¸dikac [n, k, d].
(Prosoq  sto sumbolismì oi parenjèseic gÐnontai agkÔlec, ìtan antÐ gia to
mègejoc tou k¸dika qrhsimopoioÔme thn di�stas  tou. EpÐshc den shmaÐnei ìti
k�je k¸dikac megèjouc miac dÔnamhc enìc pr¸tou arijmoÔ eÐnai grammikìc).

ShmeÐwsh: O mhdenikìc k¸dikac (pou apoteleÐtai mìno apì th mhdenik 
(kwdiko)lèxh) eÐnai profan¸c grammikìc k¸dikac me di�stash mhdèn. Sta epì-
mena ja jewroÔme, qwrÐc idiaÐterh mneÐa, mh mhdenikoÔc grammikoÔc k¸dikec.

To ìti ènac k¸dikac eÐnai grammikìc eÐnai polÔ shmantikì, gi� autì, ìpwc ja
doÔme parak�tw, oi perissìteroi kaloÐ k¸dikec eÐnai grammikoÐ. Wc mia pr¸th
sunèpeia thc grammikìthtac enìc k¸dika èqoume.

Je¸rhma 2.1.3. 'Estw C ènac grammikìc k¸dikac. H el�qisth apìstas  tou
isoÔtai me thn el�qisth apìstash twn (kwdiko)lèxewn apì th mhdenik  (kwdi-
ko)lèxh 0. Dhlad  d(C) = min{ d(c, 0), c ∈ C }.
Apìdeixh. Profan¸c (giatÐ profan¸c?) isqÔei d(C) ≤ min{ d(c, 0), c ∈ C\{0 } }.

AntÐstrofa, èstw a, b dÔo (kwdiko)lèxeic, tìte, wc gnwstìn, d(a, b) =
d(a − b, 0) ≥ min{ d(c, 0), c ∈ C }, diìti h diafor� c = a − b an kei sto
k¸dika C, afoÔ o k¸dikac eÐnai grammikìc.

H el�qisth apìstash twn lèxewn enìc grammikoÔ k¸dika apì th mhdenik 
lèxh lègetai el�qisto b�roc tou k¸dika kai sumbolÐzetai w(C). Dhlad 
w(C) = min{ d(c, 0), c ∈ C\{0 } }.

To prohgoÔmeno je¸rhma èqei meg�lh shmasÐa sthn pr�xh. ArkeÐ na ana-
logistoÔme thn oikonomÐa qrìnou pou epitugq�noume gia ton upologismì thc
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el�qisthc apìstashc enìc grammikoÔ k¸dika megèjouc M . AntÐ gia ton upo-
logismì thc apìstashc

(
M
2

)
zeug¸n lèxewn, arkeÐ na upologÐsoume mìno thn

apìstash M − 1 zeug¸n lèxewn. Gia par�deigma, upologÐste thn el�qisth
apìstash sta prohgoÔmena paradeÐgmata grammik¸n kwdÐkwn.

Sth selÐda 39 eÐqame deÐ p¸c pèrnoume mia aÔxhsh enìc duadikoÔ k¸dika C
episun�ptontac to sumpl rwm� tou. Sthn perÐptwsh, ìpou o k¸dikac C eÐnai
grammikìc, èqoume ìti kai o k¸dikac C ∪ Cc eÐnai grammikìc. Sugkekrimèna
èqoume.

Prìtash 2.1.4. 'Estw C ènac (n, M, d) duadikìc grammikìc k¸dikac. An h
lèxh 1 = 11 · · · 1 an kei ston k¸dika C, tìte C = Cc.

An h lèxh 1 = 1 1 · · · 1 den an kei ston k¸dika C, tìte C ∩ Cc = ∅ kai to
C ∪ Cc eÐnai (n, 2M, d̄) grammikìc k¸dikac, ìpou
d̄ = min{ d(C), n− max{ d(c, d), c, d ∈ C }.
Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai eÔkolh kai afÐnetai wc �skhsh, arkeÐ na anatrèxoume
sth selÐda 39 kai par�llhla na efarmìsoume ton orismì tou grammikoÔ k¸dika.

2.1.1 Genn torec pÐnakec enìc GrammikoÔ k¸dika.

'Estw C ènac [n, k, d] grammikìc k¸dikac epÐ tou s¸matoc Fp. Wc dianusmatikìc
upìqwroc tou Fn

p èqei mia b�sh B = { b1, b2, . . . , bk }. Gia k�je (kwdiko)lèxh
c up�rqoun (monadik�) λ1, λ2, . . . , λk ∈ Fp ètsi ¸ste c = λ1b1 + λ2b2 +
· · · + λkbk. AntÐstrofa gia k�je r = (λ1, λ2, . . . , λk) ∈ Fk

p to stoiqeÐo
λ1b1 + λ2b2 + · · · + λkbk an kei ston k¸dika C.

'Estw t¸ra o k × n pÐnakac G, tou opoÐou oi grammèc apoteloÔntai apì
ta stoiqeÐa thc b�shc B, tìte, efarmìzontac ton orismì tou pollaplasiasmoÔ
pin�kwn, apì ta prohgoÔmena èqoume ìti C = { r ·G | r ∈ Fk

p }.
Orismìc 2.1.5. 'Estw C ènac [n, k, d] grammikìc k¸dikac epÐ tou s¸matoc Fp,
ènac k × n pÐnakac tou opoÐou oi grammèc apoteloÔn mia b�sh tou C onom�zetai
genn torac pÐnakac tou C.
ParadeÐgmata 2.1.6. 1. 'Enac genn torac pÐnakac tou duadikoÔ grammi-

koÔ k¸dika C = { 0000, 1011, 0110, 1101 } ⊆ Z4
2 eÐnai o pÐnakac G =(

1 0 1 1
0 1 1 0

)
(giatÐ?).

2. To sÔnolo B = { 1000011, 0100101, 0010110, 0001111 } eÐnai grammik�
anex�rthto epÐ tou Z2 (giatÐ?). Epomènwc o paragìmenoc duadikìc gram-
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mikìc k¸dikac èqei wc genn tora pÐnaka ton pÐnaka

G =




1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1


.

3. O n−epanalhptikìc k¸dikac Rr(n) r−adikìc k¸dikac èqei wc genn tora
pÐnaka ton 1× n pÐnaka G =

(
1 1 · · · 1

)
(giatÐ?).

Profan¸c se ènan grammikì k¸dika, ìtan lamb�noume mia �llh b�sh, tìte
èqoume kai ènan �llo genn tora pÐnaka.

Apì thn Grammik  'Algebra eÐnai gnwstì to epìmeno apotèlesma, pou ana-
fèretai sto p¸c sqetÐzontai dÔo genn torec pÐnakec enìc grammikoÔ k¸dika.

L mma 2.1.7. 'Estw C ènac [n, k, d] grammikìc k¸dikac kai R ènac k × k
antistrèyimoc pÐnakac me stoiqeÐa apì to alf�bhto Fp. Tìte gia k�je genn tora
pÐnaka G tou k¸dika, to ginìmeno RG eÐnai genn torac pÐnakac tou k¸dika.
AntÐstrofa, èstw G1 kai G2 dÔo genn torec pÐnakec tou k¸dika, tìte up�rqei
ènac k × k antistrèyimoc pÐnakac R me stoiqeÐa apì to alf�bhto Fp, tètoioc
¸ste G2 = RG1.

Apìdeixh. 'Estw {b1, b2, . . . , bk } mÐa b�sh tou C thc opoÐac ta stoiqeÐa a-

poteloÔn tic grammèc tou genn tora pÐnaka G. Dhlad  G =




b1

b2
...

bk


. EpÐshc

èstw o antistrèyimoc pÐnakac R = (λij)k×k. Tìte h i−gramm  tou ginomènou
RG eÐnai Ðsh me λi1b1 + λi2b2 + · · · + λikbk. Epomènwc oi grammèc tou pÐnaka
RG par�goun ènan upìqwro tou C. All� wc gnwstìn h t�xh tou ginomènou
RG eÐnai mikrìterh   Ðsh apì thn t�xh tou pÐnaka G. EpÐshc h t�xh tou pÐ-
naka G = R−1(RG) eÐnai mikrìterh   Ðsh apì thn t�xh tou pÐnaka RG, �ra
oi dÔo pÐnakec G kai RG èqoun thn Ðdia t�xh. Dhlad  oi grammèc tou pÐnaka
eÐnai grammik¸c anex�rthtec kai epomènwc o upìqwroc tou C pou par�goun eÐ-
nai olìklhroc o k¸dikac C. 'Ara o pÐnakac RG eÐnai genn torac pÐnakac tou
k¸dika.

AntÐstrofa, èstw G1 kai G2 dÔo genn torec pÐnakec tou k¸dika oi grammèc

twn opoÐwn apoteloÔn b�seic tou k¸dika. Dhlad  G1 =




b1

b2
...

bk


 kai



2.1. H ènnoia tou GrammikoÔ k¸dika. 61

G2 =




c1

c2
...
ck


. Ekfr�zoume ta stoiqeÐa thc b�shc { c1, c2, . . . , ck } w-

c grammikì sunduasmì twn stoiqeÐwn thc b�shc {b1, b2, . . . , bk }. Dhlad 
ci = λi1b1 + λi2b2 + · · · + λikbk gia i = 1, 2, . . . , k. O k × k pÐnakac
R = (λij) profan¸c èqei thn idiìthta G2 = RG1 kai epiplèon eÐnai antistrè-
yimoc, afoÔ apoteleÐ ton pÐnaka allag c b�shc.

Par�deigma 2.1.8. Gia touc k¸dikec pou anafèrontai sta trÐa prohgoÔmena
paradeÐgmata mporeÐte na kataskeu�sete �llouc genn torec pÐnakec efarmìzo-
ntac to prohgoÔmeno L mma.

'Estw C ènac [n, k, d] grammikìc k¸dikac kai σ ∈ Sn mia met�jesh n−sumbìlwn.
Efarmìzontac thn σ stouc qarakt rec k�je (kwdiko)lèxhc
c = ( a1, a2, . . . , an ) ∈ C lamb�noume, wc gnwstìn ènan isodÔnamo k¸dika,
èstw Cσ. Dhlad  Cσ = {σ(c) = ( aσ(1), aσ(2), . . . , aσ(n) ) | c ∈ C }.

'Estw t¸ra o pÐnakac Pσ met�jesh, o opoÐoc prokÔptei apì ton tautotikì
pÐnaka In×n an efarmìsoume mia met�jesh σ ∈ Sn stic grammèc tou. Pro-
fan¸c o pÐnakac Pσ eÐnai antistrèyimoc (èqei t�xh n). Den eÐnai dÔskolo na
doÔme ìti gia k�je c = ( a1, a2, . . . , an ) ∈ C isqÔei ( a1, a2, . . . , an ) Pσ =
( aσ(1), aσ(2), . . . , aσ(n) ). Dhlad  Cσ = { cPσ | c ∈ C }. Autì eÐnai isodÔnamo
me to ìti an o pÐnakac G eÐnai genn torac pÐnakac tou k¸dika C, tìte o pÐnakac
GPσ eÐnai genn torac pÐnakac tou k¸dika Cσ.

Apì ta prohgoÔmena èpetai h epìmenh prìtash.

Prìtash 2.1.9. 'Estw C ènac [n, k, d] grammikìc k¸dikac kai σ ∈ Sn mia
met�jesh n−sumbìlwn. Tìte kai o isodÔnamoc k¸dikac Cσ eÐnai grammikìc.

Apìdeixh. EÐnai eÔkolo na elègxoume ìti o k¸dikac Cσ eÐnai ènac dianusmatikìc
q¸roc, afoÔ o C eÐnai dianusmatikìc q¸roc (�skhsh).

Diaforetik� ja mporoÔsame na poÔme. Wc gnwstìn se k�je pÐnaka anti-
stoiqeÐ mia grammik  apeikìnish (giatÐ?), kai grammikèc apeikonÐseic apeikonÐzoun
dianusmatikoÔc q¸rouc se dianusmatikoÔc q¸rouc.

Wc gnwstìn oi isodÔnamoi k¸dikec C kai Cσ èqoun tic Ðdiec paramètrouc
(m koc, mègejoc kai el�qisth apìstash). Dhlad  eÐnai ex� Ðsou apotelesmati-
koÐ, epomènwc to epìmeno apokt� idiaÐterh shmasÐa sth jewrÐa twn grammik¸n
kwdÐkwn.
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Je¸rhma 2.1.10. 'Estw C ènac [n, k, d] grammikìc k¸dikac. Tìte up�rqei
ènac isodÔnamoc grammikìc k¸dikac C̄, o opoÐoc èqei wc genn tora pÐnaka èna
k × n pÐnaka tou opoÐou oi k pr¸tec st lec sqhmatÐzoun ton tautotikì pÐnaka
Ik.

Apìdeixh. 'Estw G ènac genn torac pÐnakac tou k¸dika C. O pÐnakac autìc
èqei k to pl joc grammik¸c anex�rthtec st lec. 'Estw σ ∈ Sn mia met�jesh,
h opoÐa metajètei tic st lec tou pÐnaka G kat� tètoio trìpo ¸ste oi k to
pl joc grammik¸c anex�rthtec st lec na katal�boun tic k pr¸tec jèseic stic
st lec tou pÐnaka G. 'Estw P o pÐnakac thc met�jeshc σ kai M o pÐnakac
pou prokÔptei apì ton pÐnaka G sÔmfwna me thn prohgoÔmenh diadikasÐa. Tìte
eÐnai eÔkolo na parathr soume ìti isqÔei M = GP (giatÐ?).

'Estw C̄ o grammikìc k¸dikac pou èqei wc genn tora pÐnaka ton pÐnaka M.
Dhlad  C̄ = { (λ1, λ2, . . . , λk)·M | (λ1, λ2, . . . , λk) ∈ Ak } = { (λ1, λ2, . . . , λk)·
GP | (λ1, λ2, . . . , λk) ∈ Ak } = { cP | c ∈ C }. O k¸dikac C̄ eÐnai isodÔna-
moc wc proc ton k¸dika C kai oi k pr¸tec st lec tou genn tora pÐnaka M
eÐnai grammik¸c anex�rthtec. 'Estw R o k× k (upo)pÐnakac pou sqhmatÐzoun k
pr¸tec st lec tou pÐnaka M kai S o k × n − k (upo)pÐnakac pou sqhmatÐzoun
n − k upìloipec st lec tou pÐnaka M. Dhlad  o pÐnakac M èqei th morf 
M = [R S]. O pÐnakac R eÐnai antistrèyimoc (giatÐ?), epomènwc apì to l mma
2.1.7 èqoume ìti o pÐnakac R−1M eÐnai genn torac pÐnakac tou k¸dika C̄. All�
R−1M = R−1[R S] = [R−1R R−1S] = [Ik R−1S].

O pÐnakac N = [Ik R−1S] eÐnai o genn torac pÐnakac tou k¸dika C̄ me thn
apaitoÔmenh idiìthta.

Orismìc 2.1.11. 'Enac k × n pÐnakac A me t�xh k ja lègetai anhgmènoc
klimakwtìc an eÐnai thc morf c A = [Ik B].

Ta prohgoÔmena sunoyÐzontai sto epìmeno pìrisma.

Pìrisma 2.1.12. Gia k�je grammikì k¸dika up�rqei ènac isodÔnamoc grammi-
kìc k¸dikac me genn tora pÐnaka èna anhgmèno klimakwtì pÐnaka.

'Opwc èqoume epishm�nei isodÔnamoi k¸dikec èqoun tic Ðdiec paramètrouc,
epomènwc èqoun thn Ðdia apotelesmatikìthta sthn anÐqneush/diìrjwsh laj¸n.
Gia to lìgo autì pollèc forèc eÐnai protimìtero, antÐ tou arqikoÔ k¸dika, na
ergazìmaste me ènan isodÔnamo k¸dika pou èqei genn tora pÐnaka se anhgmènh
klimakwt  morf . San par�deigma ja d¸soume mia �llh apìdeixh tou fr�gmatoc
Singleton (Je¸rhma 1.5.20) sthn perÐptwsh twn grammik¸n kwdÐkwn.

Prìtash 2.1.13. An C eÐnai ènac [n, k, d] grammikìc k¸dikac, tìte
d ≤ n− k + 1.
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Apìdeixh. Apì ta prohgoÔmena mporoÔme na upojèsoume ìti o k¸dikac èqei
genn tora pÐnaka G se anhgmènh klimakwt  morf . Dhlad  G = [Ik B].
K�je gramm  tou pÐnaka G eÐnai mia (kwdiko)lèxh me 0 se toul�qiston k− 1 to
pl joc jèseic. Epomènwc èqei b�roc to polÔ Ðson me n − (k − 1). Opìte apì
to Je¸rhma 2.1.3 èqoume ìti d ≤ n− k + 1.

'Estw C ènac [n, k, d] grammikìc k¸dikac me genn tora pÐnaka G = [Ik A]
se anhgmènh klimakwt  morf . Epeid 
C = { (λ1, λ2, . . . , λk)·G | (λ1, λ2, . . . , λk) ∈ Ak }, k�je (kwdiko)lèxh mporeÐ
na qwrisjeÐ se dÔo tm mata. To pr¸to tm ma pou apoteleÐtai apì touc k pr¸-
touc qarakt rec mporeÐ na eÐnai opoiod pote stoiqeÐo (λ1, λ2, . . . , λk) ∈ Ak,
en¸ to upìloipo tm ma thc twn n− k qarakt rwn prosdiorÐzetai apì to pr¸to
tm ma b�sei tou kanìna (λ1, λ2, . . . , λk)A. Gia to lìgo autì sun jwc to pr¸-
to tm ma to onom�zoume tm ma plhroforÐac kai to upìloipo to onom�zoume
tm ma elègqou isotimÐac. Kajìti oi k pr¸toi qarakt rec perikleÐoun th me-
tadidìmenh plhroforÐa, en¸ oi upìloipoi n− k qarakt rec elègqoun th swst 
met�dosh thc plhroforÐac. Genik� tètoioi k¸dikec onom�zontai susthmatikoÐ
k¸dikec   diaqwrÐsimoi k¸dikec .

H qr sh susthmatik¸n kwdÐkwn prosfèrei poll� pleonekt mata. ArkeÐ na
analogisjoÔme thn oikonomÐa qrìnou pou epitugq�noume kajìti mporoÔme na
apostèlloume to tm ma plhroforÐac, en¸ tautìqrona upologÐzoume to tm ma
elègqou isotimÐac.

Up�rqei mia diadikasÐa (algìrijmoc) me thn opoÐa, gia dedomèno grammikì
k¸dika, mporoÔme na prodiorÐsoume ton antÐstoiqo isodÔnamo k¸dika tou opoÐou
o genn torac pÐnakac eÐnai se anhgmènh klimakwt  morf .

'Estw ènac m× n pÐnakac A me stoiqeÐa apì èna s¸ma F, stic grammèc kai
stic st lec tou pÐnaka mporoÔme na pragmatopoi soume touc ex c metasqhma-
tismoÔc.

1. Na antimetajèsoume dÔo grammèc tou pÐnaka.

2. Na pollaplasi�soume mia gramm  tou pÐnaka me èna mh mhdenikì stoiqeÐo
tou s¸matoc.

3. Na prosjèsoume èna pollapl�sio miac gramm c se mia �llh gramm .

4. Na antimetajèsoume dÔo st lec tou pÐnaka.

5. Na pollaplasi�soume mia st lh tou pÐnaka me èna mh mhdenikì stoiqeÐo
tou s¸matoc.
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Oi parap�nw pènte metasqhmatismoÐ lègontai stoiqei¸deic metasqhma-
tismoÐ tou pÐnaka .

To epìmeno je¸rhma, to opoÐo parajètoume qwrÐc apìdeixh, apoteleÐ th
gnwst  (sqedìn) se ìlouc mac Mèjodo apaloif c tou Gauss.

Je¸rhma 2.1.14. K�je m× n pÐnakac A me stoiqeÐa apì èna s¸ma F mporeÐ

na l�bei th morf 
(

Ir B
0 0

)
efarmìzontac mia peperasmènh akoloujÐa stoi-

qeiwd¸n metasqhmatism¸n. 'Opou r eÐnai h t�xh tou pÐnaka A, o B eÐnai ènac
r × (n− r) pÐnakac kai 0 mhdenikoÐ pÐnakec antÐstoiqwn diast�sewn.

Apìdeixh. H idèa thc apìdeixhc eÐnai aploÔstath kai mporeÐ o kajènac mac apì
mìnoc tou na th sull�bei. 'Allwste se ìla ta biblÐa Grammik c 'Algebrac
up�rqei mia apìdeixh antÐstoiqou jewr matoc.

Parat rhsh 2.1.15. 'Iswc anarwthjeÐ k�poioc giatÐ stouc stoiqei¸deic meta-
sqhmatismoÔc anafèretai ìti mporoÔme na prosjèsoume èna pollapl�sio miac
gramm c se mia �llh gramm , en¸ den anafèretai ìti mporoÔme na prosjèsoume
èna pollapl�sio miac st lhc se mia �llh st lh. Prospaj ste na d¸sete mia
ap�nthsh.

2.1.2 Ask seic

1. 'Estw o n-epanalhptikìc k¸dikac Rp(n) p−adikìc k¸dikac. Na upologÐ-
sete ènan genn tora pÐnak� tou.

2. 'Estw An to sÔnolo ìlwn twn lèxewn tou Zn
2 artÐou b�rouc. DeÐxte

ìti to An eÐnai grammikìc k¸dikac. UpologÐste tic paramètrouc tou.
UpologÐste mia b�sh tou kai gr�yte ènan genn tora pÐnaka se kanonik 
morf .

3. 'Estw En to uposÔnolo tou Fn
p pou apoteleÐtai apì ìlec tic lèxeic c =

c1c2 · · · cn ∈ Fn
p twn opoÐwn to �jroisma twn qarakt rwn isoÔtai me mhdèn,

dhlad 
∑n

i=1 ci = 0. Sto Par�deigma 2.1.25 eÐqame deÐ ìti to En eÐnai
ènac grammikìc k¸dikac. Na upologÐsete tic paramètrouc tou kai ènan
genn tora pÐnaka.

4. DeÐxte ìti se ènan duadikì grammikì k¸dika C eÐte ìlec oi (kwdiko)lèxeic
èqoun �rtio b�roc eÐte akrib¸c oi mÐsec to pl joc èqoun perittì b�roc.
IsqÔei k�ti an�logo se triadikoÔc k¸dikec?
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5. DeÐxte ìti se ènan grammikì k¸dika epÐ tou s¸matoc Zp eÐte ìlec oi (kw-
diko)lèxeic arqÐzoun me 0, eÐte akrib¸c 1/p to pl joc arqÐzoun me mhdèn.

6. 'Estw ènac [n, k, d] grammikìc k¸dikac C epÐ tou s¸matoc Zp . DeÐxte ìti
to �jroisma twn bar¸n ìlwn twn stoiqeÐwn tou C eÐnai to polÔ Ðso me
n(p− 1)pk−1 .

7. 'Estw o 5−adikìc grammikìc k¸dikac C ⊆ Z4
5, o opoÐoc par�getai apì to

sÔnolo { 0123, 0314, 0432 }. Na upologÐsete ènan genn tora pÐnaka se
kanonik  morf  kai katìpin na upologÐsete tic paramètrouc tou.

8. 'Estw C, D duadikoÐ grammikoÐ k¸dikec tou idÐou m kouc. DeÐxte ìti o
k¸dikac pou prokÔptei apì mia (u, u+v)- kataskeu  eÐnai epÐshc grammi-
kìc. UpologÐste tic paramètrouc tou. An G, D eÐnai genn torec pÐnakec
twn C kai D antÐstoiqa, na upologÐsete ènan genn tora pÐnaka tou nèou
k¸dika.

9. 'Estw C1 kai C2 grammikoÐ k¸dikec epÐ tou idÐou s¸matoc me paramè-
trouc [n1, k1, d1] kai [n2, k2, d2] antÐstoiqa kai genn torec pÐnakec G1

kai G2 antÐstoiqa. 'Estw C o grammikìc k¸dikac me genn tora pÐnaka

G =
(

0 G1

G2 ∗
)
, ìpou sth jèsh tou ∗ eÐnai ènac tuqaÐoc k2 × n1 pÐna-

kac me stoiqeÐa apì to s¸ma. DeÐxte ìti h aktÐna k�luyhc tou k¸dika C
eÐnai mikrìterh   Ðsh apì to �jroisma twn aktÐnwn k�luyhc twn kwdÐkwn
C1 kai C2. Dhlad  cr(C) ≤ cr(C1) + cr(C2). (Gia thn aktÐna k�luyhc dec
ton Orismì 1.5.9 ).

2.2 DuðkoÐ k¸dikec

Sta prohgoÔmena eÐdame ìti h Gewmetrik  ènnoia thc apìstashc apoteleÐ to
basikìtero sustatikì sthn kataskeu  kai sto qeirismì enìc k¸dika. Ed¸ ja
doÔme p¸c mia �llh Gewmetrik  ènnoia, h kajetìthta, apobaÐnei shmantik  gia
touc k¸dikec kai idiaÐtera gia touc grammikoÔc k¸dikec.

Ja xekin soume me merikoÔc genikoÔc orismoÔc.

Orismìc 2.2.1. 'Estw èna s¸ma F kai x = (x1, x2, . . . , xn),
y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Fn, ìpou n eÐnai ènac fusikìc arijmìc. To eswte-
rikì ginìmeno twn dianusm�twn x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn)
orÐzetai na eÐnai to stoiqeÐo < x, y >= x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn ∈ F
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Par�deigma 2.2.2. 'Estw x = (1, 2, 3), y = (2, 3, 1) ∈ Z3
5, tìte < x, y >

= xyt = (1, 2, 3)




2
3
1


 = 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 1 = 1

Oi kuri¸terec idiìthtec tou eswterikoÔ ginomènou sunoyÐzontai sthn epì-
menh prìtash.

Prìtash 2.2.3. Gia k�je x, y, z ∈ Fn kai k�je λ ∈ F isqÔei.

1. < x, y >=< y, x >.

2. < (x + y), z >=< x, z > + < y, z >.

3. < (λx), y >=< x, (λy) >= λ(< x, y >).

Apìdeixh. 'Askhsh.

OrismoÐ 2.2.4. 1. 'Estw x, y ∈ Fn. Ta dianÔsmata x, y lègontai k�jeta
  orjog¸nia an < x, y >=< y, x >= 0.

2. 'Estw S èna mh kenì uposÔnolo tou Fn, tìte to sÔnolo
S⊥ = {x ∈ Fn |< x, s >= 0 gia ìla ta s ∈ S } onom�zetai orjog¸-
nio sumpl rwma tou S .

ParadeÐgmata 2.2.5. 1. 'Estw x = (1, 2, 3), y = (2, 3, 4) ∈ Z3
5, tìte

< x, y >= 0, �ra ta x kaiy eÐnai k�jeta.

2. 'Estw x = (1, 2, 3) ∈ Z3
7, tìte < x, x >= 0, dhlad  to x = (1, 2, 3)

eÐnai k�jeto ston eautì tou!

3. 'Estw S = { (1, 1, . . . , 1) } ⊆ Zn
p , tìte to orjog¸nio sumpl rwma eÐnai

Ðso me S⊥ = { (a1, a2, . . . , an) ∈ Zn
p | ∑n

i =1 ai = 0}.
Sthn eidik  perÐptwsh, ìpou p = 2, to orjog¸nio sumpl rwma tou S
apoteleÐtai apì ìlec tic lèxeic artÐou b�rouc (giatÐ?)

Parat rhsh. Sto Par�deigma 2 parap�nw, eÐdame ìti up�rqoun mh mhdenik�
dianÔsmata ta opoÐa eÐnai k�jeta ston eautì touc, k�ti pou den sumbaÐnei an
briskìmaste sto q¸ro Rn me th sun jh gewmetrik  ènnoia thc kajetìthtac.

Prìtash 2.2.6. To orjog¸nio sumpl rwma S⊥ enìc uposunìlou S tou dianu-
smatikoÔ q¸rou Fn eÐnai dianusmatikìc upìqwroc. IsqÔei de S⊥ = (< S >)⊥,
ìpou < S > parist� ton upìqwro ton paragìmeno apì to uposÔnolo S.
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Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai �mesh sunèpeia thc Prìtashc 2.2.3 kai af netai wc
�skhsh.

Orismìc 2.2.7. 'Estw C ⊆ An ènac k¸dikac. To ojog¸nio sumpl rwma C⊥
onom�zetai duðkìc k¸dikac tou k¸dika C .

Profan¸c, apì thn prohgoÔmenh prìtash, o duðkìc k¸dikac enìc k¸dika
eÐnai grammikìc k¸dikac.

Prìtash 2.2.8. 'Estw C1, C2 dÔo k¸dikec me C1 ⊆ C2. Tìte isqÔei C⊥2 ⊆ C⊥1 .

Apìdeixh. 'Estw c ∈ C⊥2 . H (kwdiko)lèxh c eÐnai k�jeth proc k�je stoiqeÐo
tou k¸dika C2, �ra k�je stoiqeÐo tou C1 eÐnai k�jeto proc th c, afoÔ C1, C2.
Dhlad  h c ∈ C⊥1 .

'Estw C = { c1, c2, . . . , cm } ⊆ An ènac k¸dikac. MporoÔme na perigr�-
youme ta stoiqeÐa tou duðkoÔ k¸dika C⊥ wc ex c: Gia x = (x1, x2, . . . , xn) ∈
C⊥, èqoume < x, ci >= 0 gia i = 1, 2, . . . , m. Epomènwc, an
ci = (ci1, ci2, . . . , cin), i = 1, 2, . . . , m, oi prohgoÔmenec sqèseic gÐnontai:

c11x1 + c12x2 + · · · + c1nxn = 0
c21x1 + c22x2 + · · · + c2nxn = 0

...
ci1x1 + ci2x2 + · · · + cinxn = 0

...
cm1x1 + cm2x2 + · · · + cmnxn = 0.

Dhlad  ta stoiqeÐa tou duðkoÔ k¸dika apoteloÔn th lÔsh enìc omogenoÔc
grammikoÔ sust matoc.

'Estw o pÐnakac P =




c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
...

...
...

...
ci1 ci2 · · · cin
...

...
...

...
cm1 cm2 · · · cmn




.

Dhlad  oi grammèc tou pÐnaka P eÐnai oi (kwdiko)lèxeic tou k¸dika C.
To prohgoÔmeno sÔsthma ja mporoÔse na grafeÐ upì thn morf 
(x1, x2, · · · , xn) Pt = 0.
Oi prohgoÔmenec exis¸seic onom�zontai exis¸seic elègqou isotimÐac kai

o pÐnakac P onom�zetai pÐnakac elègqou isotimÐac gia ton duðkì k¸dika C⊥.
'Opwc eÐnai gnwstìn o q¸roc twn lÔsewn tou prohgoumènou sust matoc

èqei di�stash Ðsh me n − r, ìpou r eÐnai h t�xh r(P) tou pÐnaka P. Dhlad  o
duðkìc k¸dikac C⊥ eÐnai ènac grammikìc k¸dikac di�stashc n− r.
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ParadeÐgmata 2.2.9. 1. 'Estw o 5−dikìc k¸dikac C = { 3013, 2004, 1012 }.
O duðkìc k¸dikac eÐnai Ðsoc me C⊥ = {x = x1x2x3x4 ∈ Z4

5 | xPt = 0 },
ìpou P eÐnai o pÐnakac elègqou isotimÐac kai èqei wc grammèc ta stoiqeÐa
tou k¸dika C. Dhlad  ta stoiqeÐa tou C⊥ eÐnai h lÔsh tou sust matoc

3x1 + 0x2 + x3 + 3x4 = 0
2x1 + 0x2 + 0x3 + 4x4 = 0
x1 + 0x2 + x3 + 2x4 = 0.

O pÐnakac elègqou isotimÐac èqei t�xh Ðsh me 3 (giatÐ?). Epomènwc h
di�stash tou duðkoÔ k¸dika C⊥ eÐnai Ðsh me 4−3 = 1, �ra o C⊥ apoteleÐtai
apì 51 stoiqeÐa. (Ja mporoÔsate na ta upologÐsete? Ja mporoÔsate na
upologÐsete mia b�sh tou?).

2. 'Estw o 2−dikìc k¸dikac C = { 1011, 0001, 1010 }. O duðkìc k¸dikac
eÐnai Ðsoc me C⊥ = { x = , x1x2x3x4 ∈ Z4

2 | xPt = 0 }, ìpou P eÐnai o
pÐnakac elègqou isotimÐac kai èqei wc grammèc ta stoiqeÐa tou k¸dika C.
Dhlad  ta stoiqeÐa tou C⊥ eÐnai h lÔsh tou sust matoc
1x1 + 0x2 + x3 + 1x4 = 0
0x1 + 0x2 + 0x3 + x4 = 0
x1 + 0x2 + x3 + 0x4 = 0.

O pÐnakac elègqou isotimÐac èqei t�xh Ðsh me dÔo (giatÐ?). Epomènwc h
di�stash tou duðkoÔ k¸dika C⊥ eÐnai Ðsh me 4−2 = 2, �ra o C⊥ apoteleÐtai
apì 22 stoiqeÐa. (Ja mporoÔsate na ta upologÐsete? Ja mporoÔsate na
upologÐsete mia b�sh tou?).

Sto amèswc prohgoÔmeno par�deigma oi grammèc tou pÐnaka den eÐnai grammi-
k¸c anex�rthtec, sugkekrimèna h deÔterh gramm  eÐnai to �jroisma thc pr¸thc
kai trÐthc gramm c. Epomènwc gia ton upologismì twn stoiqeÐwn tou duðkoÔ
k¸dika C⊥ ja mporoÔsame na apaleÐyoume thn deÔterh gramm  tou antÐstoi-
qou omogenoÔc sust matoc. Dhlad  o k¸dikac C⊥ èqei kai ènan �llo pÐnaka

elègqou isotimÐac, ton P̄ =
(

1 0 1 1
1 0 1 0

)
.

H ènnoia to pÐnaka elègqou isotimÐac ( kai twn exis¸sewn elègqou isotimÐac)
èqei orisjeÐ, proc to parìn, gia ton duðkì k¸dika C⊥ enìc (tuqaÐou) k¸dika C.
Sta epìmena ja doÔme ìti gia k�je grammikì k¸dika mporeÐ na orisjeÐ ènac
pÐnakac elègqou isotimÐac kai ja dieukrinÐsoume ti shmaÐnei ènac k¸dikac èqei
polloÔc pÐnakec elègqou isotimÐac.

Orismìc 2.2.10. 'Estw ènac k¸dikac C m kouc n me stoiqeÐa apì to alf�bhto
A, an up�rqei s× n pÐnakac P me thn idiìthta C = { c ∈ An | cPt = 0 }, tìte
o pÐnakac P ja lègetai pÐnakac elègqou isotimÐac gia ton k¸dika C.
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Parat rhsh 2.2.11. An up�rqei pÐnakac isotimÐac, èstw P, gia ton k¸dika C,
tìte o k¸dikac eÐnai grammikìc. Pr�gmati, èstw c1, c2 ∈ C, tìte (c1 + c2)P =
c1P + c2P = 0 + 0 = 0. Dhlad  c1 + c2 ∈ C. EpÐshc gia λ ∈ A kai c ∈ C
èqoume (λc)P = λ(cP) = λ0 = 0, epomènwc λc ∈ C, 'Ara o k¸dikac C eÐnai
grammikìc.

ShmeÐwsh: Ja mporoÔsame na epiqeirhmatologÐsoume kai wc ex c: Apì
ton trìpo orismoÔ tou pÐnaka elègqou isotimÐac prokÔptei ìti o k¸dikac eÐnai
o pur nac thc grammik c apeikìnishc me pedÐo orismoÔ ton dianusmatikì q¸ro
An, h opoÐa orÐzetai apì ton pÐnaka Pt. 'Ara o k¸dikac C eÐnai grammikìc.

Prìtash 2.2.12. 'Estw C ènac [n, k, d] grammikìc k¸dikac kai G ènac genn -
torac pÐnakac. 'Enac s×n pÐnakac P me stoiqeÐa apì to alf�bhto A tou k¸dika
kai t�xh r(P) Ðsh me n− k eÐnai pÐnakac elègqou isotimÐac tou k¸dika C an kai
mìno an GPt = 0.

Apìdeixh. Wc gnwstìn o k¸dikac C eÐnai thc morf c
C = { (λ1, λ2, . . . , λk) · G, (λ1, λ2, . . . , λk) ∈ Ak }. Epomènwc gia k�je

c ∈ C up�rqoun λ1, λ2, . . . , λk ∈ A ètsi ¸ste c = (λ1, λ2, . . . , λk)·G. Upojè-
toume ìti GPt = 0, tìte gia k�je c ∈ C èqoume cPt = ((λ1, λ2, . . . , λk) ·G) ·
Pt = (λ1, λ2, . . . , λk)·(G·Pt) = 0. Dhlad  C ⊆ {x ∈ An | xPt = 0 }. All�
sÔmfwna me thn prohgoÔmenh parat rhsh to sÔnolo {x ∈ An | xPt = 0 } eÐ-
nai o pur nac thc grammik c apeikìnishc me pedÐo orismoÔ ton dianusmatikì
q¸ro An, h opoÐa orÐzetai apì ton pÐnaka Pt, epomènwc èqei di�stash Ðsh
me n − r(Pt) = n − r(P) = n − (n − k) = k. Opìte apì th sqèsh
C ⊆ {x ∈ An | xPt = 0 } èqoume ìti C = {x ∈ An | xPt = 0 }. Epo-
mènwc, sÔmfwna me ton orismì tou pÐnaka elègqou isotimÐac, o pÐnakac P eÐnai
pÐnakac elègqou isotimÐac gia ton k¸dika C.

AntÐstrofa, upojètoume ìti o pÐnakac P eÐnai pÐnakac elègqou isotimÐac gia
ton k¸dika C, tìte apì tic sqèseic

C = {x ∈ An | xPt = 0 }
kai C = { (λ1, λ2, . . . , λk) ·G, (λ1, λ2, . . . , λk) ∈ Ak }

èpetai ìti GPt = 0.

Je¸rhma 2.2.13. 'Estw C ènac [n, k, d] grammikìc k¸dikac kai G ènac gen-
n torac pÐnakac.

1. O pÐnakac G eÐnai pÐnakac elègqou isotimÐac to duðkoÔ grammikoÔ k¸dika
C⊥.

2. O duðkìc k¸dikac C⊥ èqei di�stash Ðsh me n− k.
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3. C = (C⊥)⊥.

4. 'Estw H ènac genn torac pÐnakac tou duðkoÔ k¸dika C⊥, o H eÐnai pÐnakac
elègqou isotimÐac tou grammikoÔ k¸dika C.

Apìdeixh. 1. 'Estw u ∈ C⊥, tìte gia k�je c ∈ C èqoume < c, u >= cut =
0. Apì ton orismì tou genn tora pÐnaka èqoume ìti
C = { (λ1, λ2, . . . , λk) ·G | (λ1, λ2, . . . , λk) ∈ Ak }.
Opìte apì thn prohgoÔmenh sqèsh èqoume ((λ1, λ2, . . . , λk) ·G)ut = 0,
gia k�je (λ1, λ2, . . . , λk) ∈ Ak, dhlad  (λ1, λ2, . . . , λk) · (Gut) = 0,
gia k�je (λ1, λ2, . . . , λk) ∈ Ak. Autì shmaÐnei ìti Gut = 0, dhlad 
uGt = 0, to opoÐo apodeiknÔei ìti o pÐnakac G eÐnai pÐnakac elègqou
isotimÐac tou duðkoÔ k¸dika C⊥.

2. 'Eqoume epishm�nei ìti o duðkìc k¸dikac C⊥ èqei di�stash Ðsh me n − r,
ìpou r eÐnai h t�xh r(G) tou pÐnaka elègqou isotimÐac G. All� o pÐnakac
G, wc genn torac pÐnakac tou k¸dika C, èqei t�xh Ðsh me th di�stash tou
C, �ra r(G) = k. Dhlad  o duðkìc k¸dikac C⊥ èqei di�stash Ðsh me
n− k.

3. Apì ton orismì tou duðkoÔ k¸dika èqoume ìti C ⊆ (C⊥)⊥. Apì to 2.
èqoume ìti dim(C⊥)⊥ = n−dim C⊥ = n− (n−k) = k = dim C. Opìte
C = (C⊥)⊥.

4. Apì to 1. èqoume ìti o genn torac pÐnakac H tou duðkoÔ k¸dika C⊥ eÐnai
pÐnakac elègqou isotimÐac tou k¸dika (C⊥)⊥ = C.

Pìrisma 2.2.14. 1. K�je s× n pÐnakac P me stoiqeÐa apì èna peperasmè-
no s¸ma F eÐnai pÐnakac elègqou isotimÐac ènoc (monadikoÔ) grammikoÔ
k¸dika C ⊆ Fn.

2. K�je k × n pÐnakac A me stoiqeÐa apì èna peperasmèno s¸ma F me tic
grammèc tou grammik� anex�rthtec eÐnai genn torac pÐnakac enìc gram-
mikoÔ k¸dika C ⊆ Fn kai pÐnakac elègqou isotimÐac tou duðkoÔ grammikoÔ
k¸dika C⊥ ⊆ Fn.

3. K�je grammikìc k¸dikac èqei (toul�qiston) èna pÐnaka elègqou isotimÐac.

Apìdeixh. 1. 'Estw C = { c ∈ An | cPt = 0 } to sÔnolo lÔsewn tou omo-
genoÔc sust matoc (x1, x2, · · · , xn) Pt = 0. To sÔnolo autì apoteleÐ
dianusmatikì upìqwro tou An, �ra o C eÐnai grammikìc.
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2. 'Ameso apì ta prohgoÔmena.

3. 'Ameso apì to 4. tou prohgoumènou jewr matoc.

Parathr seic 2.2.15. 1. Sto 1. tou prohgoumènou porÐsmatoc o k¸dikac
pou orÐzetai eÐnai monadikìc, wc o q¸roc twn lÔsewn ènoc omogenoÔc
sust matoc. EpÐshc den anafèretai tÐpote gia thn t�xh r(P) tou pÐnaka.
Apl¸c na èqoume up� ìyin ìti h di�stash tou k¸dika C eÐnai Ðsh me n−r(P),
(�ra sthn akraÐa perÐptwsh, ìpou r(P) = n, o pÐnakac P eÐnai pÐnakac
elègqou isotimÐac tou mhdenikoÔ k¸dika).

2. Sto 3. tou prohgoumènou porÐsmatoc anafèroume ìti ènac k¸dikac èqei
toul�qiston èna pÐnaka elègqou isotimÐac. EpÐshc sto teleutaÐo par�-
deigma prin ton orismo 2.2.10 eÐqame epishm�nei ìti ènac k¸dikac mporeÐ
na èqei perissìterouc tou enìc pÐnakec elègqou isotimÐac. Pr�gmati, gia
ènan grammikì k¸dika m kouc n (dhlad  ènan dianusmatikì upìqwro tou
An) mporoÔme na kataskeu�soume poll� omogen  grammik� sust mata ta
opoÐa na èqoun wc q¸ro lÔsewn ton dojènta k¸dika (giatÐ?).

3. Prosoq ! ènac genn torac pÐnakac eÐnai p�nta ènac pÐnakac isotimÐac
enìc (tou duðkoÔ ) k¸dika. 'Enac pÐnakac elègqou isotimÐac den eÐnai kat�
an�gkh ènac genn torac pÐnakac enìc k¸dika.

ParadeÐgmata 2.2.16. 1. 'Estw o pÐnakac G =
(

1 1 1 0 0
0 0 0 1 1

)
me

stoiqeÐa sto Z2. O G eÐnai genn torac pÐnakac tou grammikoÔ k¸dika
C = { 00000, 11100, 00011, 11111 } (giatÐ?) kai pÐnakac elègqou isotimÐ-
ac gia to duðkì k¸dika C⊥ = {x = x1x2x3x4x5 ∈ Z5

2 | xGt = 0 } =
{ 00000, 00011, 11000, 11011, 01100, 01111, 10100, 10111 }.

O pÐnakac H =




0 0 0 1 1
1 1 0 0 0
0 1 1 0 0


 eÐnai genn torac pÐnakac tou duðkoÔ

k¸dika C⊥ (giatÐ?) kai pÐnakac elègqou isotimÐac gia ton k¸dika C.

2. 'Estw G =
(

1 1 1 0 0
0 0 0 1 1

)
o pÐnakac tou prohgoumènou paradeÐg-

matoc, all� ta stoiqeÐa tou na jewroÔntai wc stoiqeÐa tou Z3. O G eÐnai
genn torac pÐnakac tou grammikoÔ k¸dika
C = { 00000, 11100, 00011, 11111, 22200, 00022, 11122, 22211, 22222 }
(giatÐ?) kai pÐnakac elègqou isotimÐac gia to duðkì k¸dika
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C⊥ = {x = x1x2x3x4x5 ∈ Z5
3 | xGt = 0 }. O duðkìc k¸dikac èqei 27

to pl joc stoiqeÐa (mporeÐte na ta upologÐsete?).

O pÐnakac H =




1 1 1 0 0
0 0 0 1 2
0 1 2 0 0


 eÐnai genn torac pÐnakac tou duðkoÔ

k¸dika C⊥ (giatÐ?) kai pÐnakac elègqou isotimÐac gia ton k¸dika C.

Sta prohgoÔmena paradeÐgmata gia na upologÐsoume ènan pÐnaka elègqou
isotimÐac enìc grammikoÔ k¸dika upologÐzame ènan genn tora pÐnaka tou antÐ-
stoiqou duðkoÔ k¸dika. Ja kleÐsoume thn par�grafo me mia anafor� se gram-
mikoÔc k¸dikec, oi opoÐoi èqoun genn tora pÐnaka se anhgmènh klimakwt  morf 
kai ja exet�soume touc antÐstoiqouc pÐnakec elègqou isotimÐac.

Je¸rhma 2.2.17. 'Enac grammikìc k¸dikac C m kouc n èqei wc genn tora
pÐnaka ènan pÐnaka thc morf c G = [Ik B] an kai mìno an o pÐnakac P =
[−Bt In−k] eÐnai ènac pÐnakac elègqou isotimÐac gia ton k¸dika C.

Apìdeixh. Ac upologÐsoume to ginìmeno thc i−gramm c tou pÐnaka G me thn
j−st lh tou pÐnaka Pt (jewroÔmenec wc pÐnakec).

(0 · · · 1 · · · 0 bi1 · · · bi,n−k) ·




−b1j
...

−bkj

0
...
1
...
0




= −bij + bij = 0.

Epomènwc èqoume ìti G · Pt = 0. Opìte apì thn prìtash 2.2.12 èpetai to
apotèlesma, kajìti h t�xh tou pÐnaka P = [−Bt In−k] eÐnai Ðsh me n− k.

'Eqoume deÐ ( 2.1.12 ) ìti k�je grammikìc k¸dikac C eÐnai isodÔnamoc me
èna grammikì k¸dika D, o opoÐoc èqei èna genn tora pÐnaka thc morf c G =
[Ik B]. Sthn perÐptwsh aut  o upologismìc tou pÐnaka elègqou isotimÐac P =
[−Bt In−k] eÐnai plèon �mesoc.

Par�deigma 2.2.18. 'Estw o 3−dikìc grammikìc k¸dikac
C = { 00000, 10022, 01022, 11011, 21000, 12000, 20011, 02011, 22022 }
(giatÐ eÐnai grammikìc?) 'Enac genn torac pÐnakac eÐnai o pÐnakac
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G =
(

1 0 0 2 2
0 1 0 2 2

)
. (GiatÐ o G eÐnai genn torac pÐnakac?). Opìte

o pÐnakac P =




0 0 1 0 0
1 1 0 1 0
1 1 0 0 1


 eÐnai pÐnakac elègqou isotimÐac gia ton

k¸dika C.

2.2.1 K¸dikec pou proèrqontai apì �llouc k¸dikec
(H perÐptwsh twn grammik¸n kwdÐkwn)

Sthn par�grafo 1.4.1 eÐqame melet sei diadikasÐec p¸c ènac k¸dikac mporeÐ
na proèljei apì ènan �llo k¸dika. Ed¸ ja doÔme p¸c merikèc apì autèc tic
diadikasÐec efarmìzontai sth perÐptwsh twn grammik¸n kwdÐkwn.

'Estw ènac grammikìc [n, k, d] k¸dikac C me genn tora pÐnaka èstw G. An
epekteÐnoume ton k¸dika C episun�ptontac èna yhfÐo elègqou isotimÐac, tìte o
k¸dikac Ĉ pou prokÔptei eÐnai kai autìc grammikìc (giatÐ?). 'Enac genn torac
pÐnakac tou Ĉ mporeÐ na proèljei apì ton genn tora pÐnaka G tou k¸dika C epi-
sun�ptontac èna yhfÐo elègqou isotimÐac stic (kwdiko)lèxeic pou apoteloÔn tic
grammèc tou G. Pr�gmati, o pÐnakac, èstw Ĝ, pou prokÔptei èqei k to pl joc
grammèc, oi opoÐec eÐnai grammik� anex�rthtec, afoÔ oi antÐstoiqec k to pl joc
grammèc tou pÐnaka G eÐnai grammik� anex�rthtec. EpÐshc an c0 c1 · · · cn cn+1

eÐnai èna stoiqeÐo tou k¸dika Ĉ, tìte to c0 c1 · · · cn eÐnai èna stoiqeÐo tou k¸-
dika C, �ra grammikìc sunduasmìc twn gramm¸n tou pÐnaka G. Epiplèon de
isqÔei −cn+1 = c0 + c1 + · · · + cn. Opìte eÔkola diapist¸noume (apì ton
trìpo kataskeu c twn gramm¸n tou pÐnaka Ĝ) ìti to stoiqeÐo c0 c1 · · · cn cn+1

eÐnai grammikìc sunduasmìc twn gramm¸n tou Ĝ. 'Ara o k¸dikac Ĉ eÐnai ènac
grammikìc [n+1, k, d̂] k¸dikac me el�qisth apìstash d̂ Ðsh me d   d+1. Upen-
jumÐzoume de ìti sthn perÐptwsh ìpou o k¸dikac eÐnai duadikìc, tìte h el�qisth
apìstash d̂ eÐnai p�nta �rtia (blèpe Prìtash 1.4.8).

'Estw P ènac pÐnakac elègqou isotimÐac tou k¸dika C, apì thn Prìtash
2.2.12 èqoume ìti G ·Pt = 0. Epeid  gia èna stoiqeÐo c0 c1 · · · cn cn+1 tou k¸di-
ka Ĉ isqÔei c0+c1+ · · ·+cn = −cn+1, èpetai ìti ènac pÐnakac elègqou isotimÐac

tou k¸dika Ĉ eÐnai o (n− k + 1)× (n + 1) pÐnakac P̂ =
(

1 1 · · · 1
P 0

)
.

'Estw t¸ra ènac grammikìc [n, k, d] k¸dikac C me genn tora pÐnaka G kai
pÐnaka elègqou isotimÐac P. Upojètoume ìti jèloume na ton smikrÔnoume dia-
gr�fontac orismènec (kwdiko)lèxeic, all� o k¸dikac pou ja prokÔyei na para-
meÐnei grammikìc. H diadikasÐa eÐnai apl , epeid  o nèoc k¸dikac eÐnai upìqwroc
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tou arqikoÔ, arkeÐ apì mia b�sh tou k¸dika C na exairèsoume merik� stoiqeÐa
kai na p�roume ton (upì)qwro ton paragìmeno apì ta enapomeÐnanta stoiqeÐa.
Autì epitugq�netai wc ex c: Oi grammèc tou genn tora pÐnaka apoteloÔn mia
b�sh tou C, opìte diagr�fontac merikèc grammèc prokÔptei ènac pÐnakac G1, o
opoÐoc eÐnai genn torac enìc upok¸dika C1 tou k¸dika C.

Ja mporoÔsame na èqoume to Ðdio apotèlesma, an antÐ na diagr�youme me-
rikèc grammèc apì ton genn tora pÐnaka, prosjèsoume merikèc grammèc ston
pÐnaka elègqou isotimÐac, all� an jèloume o k¸dikac pou ja prokÔyei na eÐnai
gn sia mikrìteroc apì ton arqikì, prèpei h grammèc pou ja prosjèsoume na
eÐnai grammik� anex�rthtec apì tic grammèc tou pÐnaka elègqou isotimÐac tou
k¸dika C (blèpe Pìrisma 2.2.14).

Par�deigma 2.2.19. 'Estw ènac duadikìc grammikìc k¸dikac C, o opoÐoc pe-
rièqei kai lèxeic perittoÔ b�rouc (lèxeic artÐou b�rouc perièqei p�nta ènac
grammikìc k¸dikac). Tìte mporoÔme na broÔme mia b�sh tou, h opoÐa na periè-
qei mìno mia lèxh perittoÔ b�rouc. Pr�gmati, arkeÐ na parathr soume ìti to
�jroisma lèxewn perittoÔ b�rouc eÐnai lèxh artÐou b�rouc. Opìte an
{ c1, c2, . . . , ci, . . . , ck } eÐnai mia b�sh tou C me perissìtera tou enìc stoiqeÐ-
a perittoÔ b�rouc, tìte epilègontac èna apì aut� kai prosjètont�c to se ìla
ta upìloipa perittoÔ b�rouc prokÔptei mia b�sh me èna mìno stoiqeÐo perittoÔ
b�rouc.

Apì ta prohgoÔmena èpetai ìti up�rqei ènac genn torac pÐnakac G tou o-
poÐou mia gramm  na eÐnai perittoÔ b�rouc, en¸ ìlec oi upìloipec na eÐnai artÐou
b�rouc. An diagr�youme th gramm  perittoÔ b�rouc prokÔptei ènac pÐnakac G1,
o opoÐoc eÐnai genn torac enìc upok¸dika C1, o opoÐoc èqei di�stash kat� èna
ligìtero apì ton arqikì k¸dika C kai o opoÐoc perièqei ìlec tic (kwdiko)lèxeic
artÐou b�rouc. (SÔgkrine me thn 'Askhsh 2.1.24).

An t¸ra P eÐnai ènac pÐnakac elègqou isotimÐac tou k¸dika C, tìte prosjè-
tontac mia gramm  thc opoÐac ìla ta stoiqeÐa eÐnai 1 prokÔptei ènac pÐnakac P1

elègqou isotimÐac gia ton k¸dika C1.

Me thn antÐstrofh diadikasÐa mporoÔme na aux soume ènan grammikì k¸di-
ka. Pr�gmati, an C eÐnai ènac grammikìc k¸dikac me genn tora pÐnaka G, tìte
prosjètontac grammèc ston genn tora pÐnaka, oi opoÐec eÐnai grammik� anex�r-
thtec apì tic upìloipec, pèrnoume ènan pÐnaka, o opoÐoc apoteleÐ genn tora
pÐnaka enìc grammikoÔ k¸dika, èstw C̄, o opoÐoc perièqei ton C.

Parat rhsh 2.2.20. Aux�nontac/smikrÔnontac ènan grammikì k¸dika, tìte
o duðkìc k¸dikac smikrÔnetai/aux�netai an�loga (blèpe Je¸rhma 2.2.13).
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2.2.2 AutoduðkoÐ k¸dikec

'Opwc eÐnai gnwstì apì th Grammik  'Algebra, ìtan èqoume èna dianusmatikì
q¸ro epÐ tou s¸matoc twn pragmatik¸n arijm¸n, tìte den up�rqoun mh mhdenik�
dianÔsmata ta opoÐa na eÐnai k�jeta (wc proc to gnwstì eswterikì ginìmeno)
proc ton eautì touc.

Sthn perÐptwsh ìmwc pou èqoume dianusmatikoÔc q¸rouc me suntelestèc
apì èna peperasmèno s¸ma ta pr�gmata eÐnai diaforetik�. Sto teleutaÐo pa-
r�deigma parathroÔme ìti h (kwdiko)lèxh 10022 eÐnai k�jeth ston eautì thc,
ìpwc eÐqame epishm�nei k�ti an�logo kai sto par�deigma 2.2.5(2).

Ed¸ ja asqolhjoÔme me grammikoÔc k¸dikac stouc opoÐouc k�je stoiqeÐo
eÐnai k�jeto proc ìla ta stoiqeÐa tou k¸dika kai epiplèon an mia lèxh eÐnai
k�jeth se k�je (kwdiko)lèxh, tìte aut  h lèxh eÐnai anagkastik� stoiqeÐo tou
k¸dika.

Orismìc 2.2.21. 'Enac grammikìc k¸dikac C lègetai autoduðkìc an isqÔei
C = C⊥.

Par�deigma 2.2.22. Profan¸c (giatÐ?) o duadikìc grammikìc k¸dikac
C = { 0000, 1100, 0011, 1111 } eÐnai autoduðkìc.

Oi kuri¸terec idiìthtec enìc autoduðkoÔ k¸dika sunoyÐzontai sto epìmeno
je¸rhma.

Je¸rhma 2.2.23. 1. 'Estw ènac autoduðkìc grammikìc k¸dikac C, tìte gia
k�je dÔo genn torec pÐnakec G kai D tou C isqÔei G ·Dt = 0.

2. 'Enac autoduðkìc k¸dikac C èqei �rtio m koc n = 2k kai di�stash Ðsh me
k.

Apìdeixh. 1. Wc gnwstìn oi grammèc enìc genn tora pÐnaka ènoc k¸dika
apoteloÔntai apì ta dianÔsmata miac b�shc tou k¸dika. 'Estw B =
{b1, b2, . . . , bk, } kai ∆ = {d1, d2, . . . , dk, } dÔo b�seic tou k¸dika

C ètsi ¸ste oi antÐstoiqoi genn torec pÐnakec na eÐnai G =




b1

b2
...

bk


 kai

D =




d1

d2
...

dk


.
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'Eqoume upojèsei ìti o k¸dikac eÐnai autoduðkìc, tìte gia
bi = (bi1, bi2, . . . , bin) ∈ B kai dj = (dj1, dj2, . . . , djn) ∈ ∆ èqoume
< bi, dj >= bi1dj1 + bi2dj2 + · · · + bindjn = 0. Autì isqÔei gia ìla ta
i, j = 1, 2, . . . , n. Dhlad  G ·Dt = 0.

2. Wc gnwstìn gia ton duðkì k¸dika èqoume dim(C⊥) = n − dim(C), ìpou
n eÐnai to m koc tou k¸dika. Opìte to apotèlesma eÐnai �meso.

Parat rhsh 2.2.24. To antÐstrofo tou 1. tou prohgoumènou jewr matoc
den isqÔei. Gia par�deigma o duadikìc k¸dikac C = { 0000, 1100 } eÐnai gram-
mikìc èqei di�stash 1 kai o (monadikìc) genn torac pÐnakac eÐnai o pÐnakac
gramm  G = (1 1 0 0). Profan¸c isqÔei GG⊥ = 0, all� o k¸dikac den eÐnai
autoduðkìc, afoÔ < 1100, 0011 >= 0 kai 0011 /∈ C.

An epiplèon upojèsoume ìti o k¸dikac C èqei �rtio m koc n = 2k kai di�-
stash Ðsh me k, tìte isqÔei to antÐstrofo.
Pr�gmati, upojètoume ìti G · Dt = 0. 'Estw c, d ∈ C, ekfr�zoume to c wc
grammikì sunduasmì twn stoiqeÐwn thc b�shc B kai to d wc grammikì sundua-
smì twn stoiqeÐwn thc b�shc ∆, dhlad  up�rqoun λ1, λ2, . . . , λk sto s¸ma A
ètsi ¸ste c = λ1b1 + λ2b2 + · · · + λkbk kai µ1, µ2, . . . , µk sto s¸ma A ètsi
¸ste d = µ1d1 + µ2d2 + · · · + µkdk. Tìte apì tic idiìthtec pou anafèrontai
sthn Prìtash 2.2.3 kai apì thn upìjesh ìti G · Dt = 0 eÔkola èpetai ìti
< c, d >= 0. Dhlad  C ⊆ C⊥, epeid  ìmwc dim(C) = k = n−k = dim(C⊥),
to apotèlesma èpetai.

H epìmenh prìtash mac dÐnei mia ikan  sunj kh gia thn Ôparxh autoduðk¸n
kwdÐkwn.

Prìtash 2.2.25. 'Estw p pr¸toc arijmìc thc morf c p = 4r + 1, tìte gia
k�je �rtio jetikì akèraio n = 2k up�rqei autoduðkìc k¸dikac epÐ tou Zp me
m koc n.

Apìdeixh. Epeid  o p eÐnai thc morf c p = 4r + 1, up�rqoun jetikoÐ akè-
raioi a kai b ètsi ¸ste p = a2 + b2. Kataskeu�zoume tic lèxeic m kouc n
e1 = a b · · · o, e2 = 00 a b · · · o, . . . , ek = 0 0 · · · a b. EÐnai eÔkolo na e-
lègxoume ìti ta ei eÐnai grammik� anex�rthta kai ìti o k¸dikac pou par�goun
eÐnai autoduðkìc.

Parathr seic 2.2.26. 1. Sthn prohgoÔmenh prìtash isqurist kame ìti
gia ton p = 4r+1 up�rqoun jetikoÐ akèraioi a kai b ètsi ¸ste p = a2+b2.
Up�rqei to ex c je¸rhma sth JewrÐa Arijm¸n.
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'Enac perittìc pr¸toc p mporeÐ na grafeÐ wc �jroisma dÔo tetrag¸nwn
(p = a2 + b2) an kai mìno an eÐnai thc morf c p = 4r + 1. M�lista de
ta a kai b eÐnai monadik�.

2. Up�rqei kai èna �llo je¸rhma sth JewrÐa Arijm¸n.

'Enac perittìc pr¸toc p mporeÐ na grafeÐ wc �jroisma tess�rwn tetrag¸-
nwn.

Opìte mporoÔme na apodeÐxoume ìti an p eÐnai ènac pr¸toc thc morf c
p = 4r + 3 kai o n eÐnai ènac jetikìc akèraioc thc morf c n = 4m, tìte
up�rqei autoduðkìc k¸dikac epÐ tou Zp me m koc Ðson me n.

2.2.3 Upologismìc thc el�qisthc apìstashc se èna grammikì
k¸dika

Prìtash 2.2.27. 'Estw C ènac [n, k, d] grammikìc k¸dikac me pÐnaka elègqou
isotimÐac P. H el�qisth apìstash d eÐnai Ðsh me ton mikrìtero arijmì grammik¸n
exarthmènwn sthl¸n tou P, (dhlad  o P èqei d to pl joc grammik� exarthmènec
st lec kai k�je d− 1 to pl joc st lec tou eÐnai grammik� anex�thtec).

Apìdeixh. 'Estw p1, p2, . . . , pn oi st lec tou pÐnaka P. Upojètoume ìti apì
autèc w to pl joc eÐnai grammik� exarthmènec me to w to el�qisto dunatìn.
Tìte up�rqoun suntelestèc c1, c2, . . . , cn apì to alf�bhto Fp ek twn opoÐwn
oi w to pl joc eÐnai di�foroi tou mhdenìc kai oi upìloipoi eÐnai mhdèn ètsi ¸ste
c1p1 + c2p2 + · · · + cnpn = 0.

Pr�gmati, an upojèsoume (�neu bl�bhc) ìti oi pr¸tec p1, p2, . . . , pw st -
lec eÐnai grammik� exarthmènec kai den up�rqei gn sio uposÔnolì touc pou
na eÐnai grammik� exarthmèno, tìte se k�je grammikì sunduasmì touc λ1p1 +
λ2p2 + · · · + λwpw = 0 ìloi oi suntelestèc prèpei na eÐnai di�foroi tou mh-
denìc. Diaforetik�, an ènac  tan mhdèn tìte ja up rqan ligìtera apì w to
pl joc grammik� exarthmenec st lec (giatÐ?).

Epomènwc blèpoume ìti (c1, c2, . . . , cn) · Pt = 0. H teleutaÐa sqèsh iso-
dunameÐ me to ìti h lèxh c = c1 c2 . . . cn an kei sto k¸dika C. Dhlad  èqoume
mia lèxh b�rouc w, h opoÐa an kei ston k¸dika, opìte apì to je¸rhma 2.1.3
èqoume ìti d ≤ w. EpÐshc an c eÐnai mia (kwdiko)lèxh me b�roc Ðso me thn
el�qisth apìstash tou k¸dika, tìte gia ton pÐnaka P èqoume cPt = 0. 'Ara d
to pl joc st lec tou pÐnaka, pou antistoiqoÔn sta mh mhdenik� stoiqei� thc c,
eÐnai grammik� exarthmènec. Opìte w ≤ d kai to apotèlesma èpetai.
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Par�deigma 2.2.28. JewroÔme ton grammikì k¸dika D epÐ tou Z11 me pÐnaka

elègqou isotimÐac ton P =
(

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

)
. O k¸dikac

autìc eÐnai ènac [10, 8] k¸dikac kai jèloume na upologÐsoume thn el�qisth
apìstas  tou. Epeid  se k�je st lh tou pÐnaka to pr¸to stoiqeÐo eÐnai 1
profan¸c an� dÔo oi st lec eÐnai grammik� anex�rthtec (giatÐ?). All� oi treÐc
pr¸tec st lec eÐnai grammik� exarthmènec, kajìti èqoume

(
1
3

)
= 10

(
1
1

)
+ 2

(
1
2

)
( oi pr�xeic gÐnontai sto Z11). Epomènwc apì thn prohgoÔmenh prìtash

èqoume ìti h el�qisth apìstash tou k¸dika D eÐnai Ðsh me trÐa.

Parat rhsh 2.2.29. Sth selÐda 39 eÐqame asqolhjeÐ me ton k¸dika C =
{ c = x1x2 · · · x10 ∈ Z10

11 | x10 = x1 + 2x2 + 3x3 + · · · + 9x9 } kai eÐ-
qame epishm�nei ìti o C eÐnai ènac dianusmatikìc q¸roc epÐ tou s¸matoc Z11

me di�stash 9 kai el�qisth apìstash Ðsh me 2. Den eÐnai dÔskolo na doÔ-
me ìti o k¸dikac autìc èqei wc pÐnaka elègqou isotimÐac ton pÐnaka H =(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
)

kai ìti o prohgoÔmenoc k¸dikac D pro-
èrqetai apì smÐkrunsh tou k¸dika C, afoÔ o pÐnakac elègqou isotimÐac tou
D proèrqetai apì ton pÐnaka elègqou isotimÐac tou C me thn episÔnayh miac
epiplèon gramm c.

EpÐshc eÐqame deÐ ìti o k¸dikac ISBN proèrqetai apì smÐkrunsh tou k¸dika
C. Ed¸ eÐnai eukairÐa na epishm�noume ìti o k¸dikac ISBN den eÐnai grammikìc.
Pr�gmati, to dianÔsma a = 55 5 5 1 1 1 1 1 8 eÐnai mia (kwdiko)lèxh tou k¸dika
ISBN, all� a + a = X X X X 2 2 2 2 2 5 den an kei ston k¸dika ISBN.

Sthn par�grafo 1.5.2 eÐqame asqolhjeÐ me to k�tw fr�gma Gilbert-Varshamov,
ed¸ ja doÔme ìti to fr�gma autì mporeÐ na beltiwjeÐ an jewr soume grammikoÔc
k¸dikec.

Prìtash 2.2.30. (K�tw fr�gma twn Gilbert-Varshamov gia grammi-
koÔc k¸dikec).

Up�rqei ènac p−adikìc [n, k] grammikìc k¸dikac me el�qisth apìstash
toul�qiston d, arkeÐ na isqÔei

pk < pn/
d−2∑

i = 0

(
n− 1

i

)
(p− 1)i .

Epomènwc an k eÐnai o megalÔteroc akèraioc pou ikanopoieÐ thn parap�nw
anisìthta, tìte Ap(n, d) ≥ pk.

Apìdeixh. An mporèsoume na kataskeu�soume ènan (n − k) × n pÐnaka H me
stoiqeÐa apì to s¸ma Fp ètsi ¸ste k�je sÔnolo me d − 1 to pl joc apì tic
st lec tou na eÐnai grammik� anex�rthto, tìte up�rqei grammikìc k¸dikac me
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pÐnaka elègqou isotimÐac ton pÐnaka autì (Pìrisma 2.2.14). SÔmfwna me thn
prohgoÔmenh prìtash h el�qisth apìstash autoÔ tou k¸dika ja eÐnai toul�qi-
ston Ðsh me d kai ja èqoume telei¸sei.
Wc pr¸th st lh mporoÔme na epilèxoume opoiad pote mh mhdenik  (n−k)−�da.
Wc deÔterh st lh epilègoume opoiad pote (n−k)−�da arkeÐ na mhn eÐnai polla-
pl�sio thc pr¸thc st lhc. Wc trÐth st lh epilègoume opoiad pote (n−k)−�da
arkeÐ na mhn eÐnai grammikìc sunduasmìc twn dÔo prohgoumènwn. Genik� skopìc
mac eÐnai na epilèxoume thn i st lh ètsi ¸ste na mhn eÐnai grammikìc sunduasmìc
opoiwnd pote d − 2 (  ligìterwn) to pl joc sthl¸n apì tic i − 1 to pl joc
st lec pou èqoun  dh epilegeÐ. Dhlad  an èqoume epilèxei i−1 to pl joc st -
lec kai p�roume touc grammikoÔc upìqwrouc tou Fn−k

p di�stashc mikrìterhc  
Ðshc d− 2 pou par�gontai apì st lec pou èqoun  dh epilegeÐ, h i−ost  st lh
den prèpei na brÐsketai se kanènan apì autoÔc touc upìqwrouc.

'Estw j (j ≤ d − 2) to pl joc st lec apì tic i − 1 to pl joc pou èqou-
me epilèxei. Ac upologÐsoume to pl joc twn grammik¸n sunduasm¸n (me mh
mhdenikoÔc suntelestèc) pou mporoÔme na sqhmatÐsoume me autèc tic st lec.
Up�rqoun (p − 1)j epilogèc mh mhdenik¸n suntelest¸n, gia k�je mia apì au-
tèc tic epilogèc èqoume kai ènan grammikì sunduasmì. T¸ra tic j to pl joc
st lec mporoÔme na tic epilèxoume me

(
i−1
j

)
to pl joc trìpouc. 'Ara telik�

èqoume
(
i−1
j

)
(p− 1)j to pl joc grammikoÔc sunduasmoÔc j to pl joc sthl¸n.

AjroÐzontac wc proc j èqoume ìti to pl joc twn grammik¸n sunduasm¸n apì
d− 2   ligìterec to pl joc st lec eÐnai Ðso me Ni =

∑d−2
j=1

(
i−1
j

)
(p− 1)j .

Epomènwc h i st lh mporeÐ na epilegeÐ apì ta upìloipa (mh mhdenik�) stoi-
qeÐa tou dianusmatikoÔ q¸rou Fn−k

p . Ta mh mhdenik� stoiqeÐa tou Fn−k
p eÐnai

pn−k−1. Epomènwc gia na mporoÔme na epilèxoume thn i st lh prèpei na isqÔei
Ni < pn−k − 1. Telik� gia na mporoÔme na epilèxoume kai thn n−ost  st lh
prèpei kai arkeÐ na isqÔei Nn < pn−k − 1, dhlad  prèpei kai arkeÐ na isqÔei∑d−2

j=1

(
n−1

j

)
(p − 1)j < pn−k − 1   isodÔnama

∑d−2
j=0

(
n−1

j

)
(p − 1)j < pn−k. H

teleutaÐa sqèsh ìmwc isqÔei apì thn upìjesh, epomènwc èqoume apodeÐxei to
zhtoÔmeno.

Parat rhsh 2.2.31. An jel soume na sugkrÐnoume to k�tw fr�gma Gilbert-
Varshamov sth genik  tou morf  (Je¸rhma 1.5.17 )me to k�tw fr�gma Gilbert-
Varshamov gia grammikoÔc k¸dikec pou epitunq�netai sthn prohgoÔmenh prì-
tash, apì to epìmeno par�deigma ja doÔme ìti to fr�gma Gilbert-Varshamov
gia grammikoÔc k¸dikec eÐnai polÔ kallÐtero. J� prèpei ìmwc na shmeiwjeÐ ìti
to pr¸to fr�gma anafèretai genik� se ìlouc touc k¸dikec, en¸ to to deÔtero
anafèretai se grammikoÔc k¸dikec.
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Par�deigma. Apì to Je¸rhma 1.5.17 èqoume ìti A2(5, 3) ≤ 25

1+(5
1)+(5

2)
= 2.

Apì thn Prìtash 2.2.30 èpetai ìti up�rqei ènac duadikìc [5, k, 3] grammikìc
k¸dikac arkeÐ na isqÔei 2k < 25

1+(4
1)

= 32
5 . Opìte gia k = 2 èqoume ìti up�rqei

ènac duadikìc [5, 2, 3] grammikìc k¸dikac, epomènwc A2(5, 3) ≤ 4.
An anatrèxoume ston pÐnaka 1.5.2 ja doÔme ìti A2(5, 3) = 4, dhlad  to

A2(5, 3) lamb�nei thn kat¸terh (epitrepìmenh) tim .

2.2.4 'Ask seic

1. 'Estw A, B dÔo uposÔnola tou Zn
p , me thn idiìthta k�je stoiqeÐo tou A

na eÐnai k�jeto me k�je stoiqeÐo tou B, dhlad  < a, b >= 0 gia k�je
a ∈ A, b ∈ B. Upojètoume ìti | A |= pk kai | B |≥ pn−k−1 + 1. DeÐxte
ìti to A eÐnai ènac grammikìc k¸dikac. UpologÐste ton duðkì tou.

2. Na upologÐsete ènan pÐnaka elègqou isotimÐac gia ton n−epanalhptikì
k¸dika Rp(n). Katìpin na perigr�yete ton duðkì k¸dika (Rp(n))⊥ kai na
upologÐsete tic paramètrouc tou.

3. DÐnetai o duadikìc k¸dikac C me pÐnaka elègqou isotimÐac P =




1 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1




kai o triadikìc k¸dikac D me genn tora pÐnaka ton Ðdio pÐnaka P. Na u-
pologÐsete thn el�qisth apìstash tou C kai tou D.

4. DeÐxte ìti se ènan duadikì autoduðkì k¸dika C ìlec oi (kwdiko)lèxeic
èqoun �rtio b�roc, epiplèon deÐxte ìti h lèxh 11 · · · 1 ∈ C. IsqÔei to
antÐstrofo?

5. DeÐxte ìti gia k�je �rtio jetikì akèraio n up�rqei ènac duadikìc auto-
duðkìc k¸dikac m kouc n.

6. Na kataskeu�sete ènan duadikì autoduðkì k¸dika m kouc 8. Na upolo-
gÐsete thn el�qisth apìstas  tou.

7. DeÐxte ìti to b�roc k�je (kwdiko)lèxhc se ènan triadikì autoduðkì k¸dika
eÐnai pollapl�sio tou trÐa.

8. DeÐxte ìti oi lèxeic 1201 kai 1012 par�goun ènan triadikì autoduðkì k¸-
dika. BreÐte ìla ta stoiqeÐa tou.

9. Up�rqei autoduðkìc k¸dikac m kouc 6 epÐ tou s¸matoc Z7 ?



2.3. KwdikopoÐhsh kai apokwdikopoÐhsh me grammikoÔc k¸dikec 81

10. 'Enac grammikìc k¸dikac C lègetai auto-orjog¸nioc an isqÔei C ⊆ C⊥.
D¸ste èna par�deigma enìc auto-orjog¸niou k¸dika pou den eÐnai auto-
duðkìc.

'Estw G o genn torac pÐnakac enìc p−adikoÔ k¸dika C me p = 2   3.
DeÐxte ìti o C eÐnai auto-orjog¸nioc an kai mìno an an� dÔo oi grammèc
tou G eÐnai k�jetec kai to b�roc k�je gramm c eÐnai pollapl�sio tou p.

11. Na upologÐsete to k�tw fr�gma Gilbert-Varshamov stic akìloujec pe-
ript¸seic: A2(6, 3), A2(7, 3), A2(8, 5). SugkrÐnete ta apotelèsmata me
tic timèc tou pÐnaka sth selÐda 1.5.2.

2.3 KwdikopoÐhsh kai apokwdikopoÐhsh me grammi-
koÔc k¸dikec

Sthn selÐda 8 eÐqame anaferjeÐ sth diadikasÐa kwdikopoÐhshc - apokwdikopoÐ-
hshc. Sugkekrimèna eÐqame orÐsei wc sun�rthsh kwdikopoÐhshc mia sun�rthsh
f : S −→ C apì to sÔnolo phg  S se ènan k¸dika C, h opoÐa eÐnai 1 − 1 kai
epÐ.

Sthn perÐptwsh twn grammik¸n kwdÐkwn h diadikasÐa thc kwdikopoÐhshc
gÐnetai eukolìterh qrhsimopoi¸ntac ton genn tora pÐnaka tou k¸dika.

'Etw C ènac p−adikìc [n, k, d] grammikìc k¸dikac me genn tora pÐnaka ton
k×n pÐnaka G. An wc sÔnolo phg  epilèxoume ton dianusmatikì q¸ro Fk

p, tìte
h sun�rthsh f : Fk

p −→ C me f(u) = uG eÐnai mia sun�rthsh kwdikopoÐhshc
afoÔ eÐnai 1-1 kai epÐ (giatÐ?). Epiplèon h sun�rthsh f eÐnai grammik , epomènwc
mporoÔme na ekmetaleujoÔme ìlec tic idiìthtec twn grammik¸n sunatr sewn.

Sthn perÐptwsh, ìpou o genn torac pÐnakac eÐnai se anhgmènh klimakwt 
morf  G = [Ik A], èqoume ìti h proc kwdikopoÐhsh lèxh u ∈ Fk

p kwdikoieÐtai wc
u[Ik A] = uv, ìpou v = uA, dhlad  h kwdikopoihmènh lèxh apoteleÐtai apì
dÔo tm mata, to pr¸to eÐnai h proc kwdikopoÐhsh lèxh kai to deÔtero pleon�zon
tm ma eÐnai to tm ma pou episun�ptetai gia thn prostasÐa apì touc jorÔbouc
kat� th met�dosh. (Mia an�logh suz thsh èqei prohghjeÐ sth selÐda 63).

H sun�rthsh apokwdikopoÐhshc (blèpe selÐda 18) ϕ : Fn
p −→ C orÐzetai apì

ton dianusmatikì q¸ro Fn
p ston dianusmatikì upìqwro C. Autì mac epitrèpei

na broÔme apotelesmatikoÔc trìpouc anÐqneushc kai diìrjwshc l�j¸n.

2.3.1 Diìrjwsh laj¸n me ènan grammikì k¸dika

Prin doÔme p¸c diorj¸noume l�jh me ènan grammikì k¸dika ekmetaleuìmenoi to
gegonìc ìti èqei th dom  dianusmatikoÔ q¸rou, ja parajèsoume merik� apote-
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lèsmata apo th Grammik  'Algebra.

Orismìc 2.3.1. 'Estw V ènac dianusmatikìc q¸roc me suntelestèc apì èna
(ìqi kat� an�gkh peperasmèno) s¸ma F kai U ènac dianusmatikìc upìqwroc tou
V . Gia k�je v ∈ V orÐzoume to sÔnolo v + U = { v + u | u ∈ U }. To
sÔnolo autì onom�zetai sÔmploko tou upìqwrou U kai to v antiprìswpoc
tou sumplìkou .

Je¸rhma 2.3.2. 'Estw V ènac dianusmatikìc q¸roc me suntelestèc apì èna
s¸ma F, a, b ∈ V kai U ènac dianusmatikìc upìqwroc tou V . Oi akìloujec
prot�seic eÐnai isodÔnamec.

1. a + U = b + U .

2. a− b ∈ U .

3. b ∈ a + U .

Apìdeixh. 'Estw x ∈ a + U = b + U , tìte up�rqoun u1, u2 ∈ U ètsi ¸ste
x = a + u1 = b + u2, dhlad  a− b = u2 − u1. All� o U eÐnai dianusmatikìc
upìqwroc, epomènwc a − b = u2 − u1 ∈ U . Dhlad  b = a + (u1 − u2) ∈ U ,
opìte gia k�je u ∈ U èqoume b+u = a+(u1−u2)+u ∈ U . 'Ara b+U ⊆ a+U .
'Omoia apodeiknÔetai ìti a + U ⊆ b + U .

Pìrisma 2.3.3. Me tic upojèseic tou prohgoumènou jewr matoc

1. a + U = U an kai mìno an a ∈ U .

2. DÔo sÔmploka eÐte sumpÐptoun eÐte eÐnai xèna metaxÔ touc. Dhlad  an
(a + U) ∩ (b + U) 6= ∅, tìte (a + U) = (b + U).

3. 'Ena stoiqeÐo tou dianusmatikoÔ q¸rou V an kei se (akrib¸c) èna sÔmplo-
ko wc proc ton upìqwro U .

Apìdeixh. 1. Profan¸c a+U = U = 0+U an kai mìno an a−0 = a ∈ U .

2. 'Estw v ∈ (a + U) ∩ (b + U), tìte a + U = v + U = b + U .

3. K�je v ∈ V an kei se èna (akrib¸c) sÔmploko, to v + U .
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'Estw t¸ra ènac [n, k, d] grammikìc k¸dikac C epÐ tou alfab tou Fp. To
mègejoc tou C eÐnai Ðso me M = pk kai gia k�je x ∈ Fn

p to antÐstoiqo sÔmploko
x+C èqei tìsa stoiqeÐa ìsa kai o k¸dikac C (giatÐ?). Epomènwc up�rqoun pn−k

to pl joc diaforetik� sÔmploka wc proc ton k¸dika (upìqwro) C.
'Estw C = { c1 = 0, c2, c3, . . . , cM }. Epilègoume ènan antiprìswpo

a2 ∈ Fn
p ètsi ¸ste na mhn an kei ston k¸dika C kai na èqei mikrìtero b�roc apì

ìla ta stoiqeia tou C.
To sÔmploko a2 +C = {a2 +0, a2 +c2, a2 +c3, . . . , a2 +cM } eÐnai xèno proc
ton k¸dika. Katìpin epilègoume ènan antiprìswpo a3 ∈ Fn

p ètsi ¸ste na mhn
an kei sthn ènwsh C ∪ (a2 +C) kai na èqei mikrìtero b�roc apì ìla ta stoiqeia
tou C ∪ (a2 + C). SuneqÐzontac thn Ðdia diakasÐa epilègoume ènan antiprìswpo
ai+1 ∈ Fn

p ètsi ¸ste na mhn an kei sthn ènwsh C∪(a2+C)∪(a3+C)∪· · ·∪(ai+C)
kai na èqei mikrìtero b�roc apì ìla ta stoiqeia tou C∪(a2+C)∪(a3+C)∪· · ·∪
(ai+C). Telik� epilègoume me thn Ðdia diadikasÐa kai ton teleutaÐo antiprìswpo
ar, ìpou r = pn−k, opìte to Fn

p gr�fetai wc (diakekrimènh) ènwsh aut¸n twn
sumplìkwn, dhlad  Fn

p = C ∪ (a2 + C) ∪ (a3 + C) ∪ · · · ∪ (ar + C).
SÔmfwna me thn prohgoÔmenh diadikasÐa ta stoiqeÐa tou Fn

p ja mporoÔsan
na dieujethjoÔn se ènan pÐnaka

0 c2 c3 · · · cM

a2 + 0 a2 + c2 a2 + c3 · · · a2 + cM

a3 + 0 a3 + c2 a3 + c3 · · · a3 + cM
...

...
...

...
...

ar + 0 ar + c2 ar + c3 · · · ar + cM

O pÐnakac autìc ja onom�zetai antiproswpeutik  di�taxh twn stoiqeÐwn
tou Fn

p wc proc touc antipros¸pouc 0, a2, a3, . . . , ar.

Parathr seic 2.3.4.

'Opwc blèpoume ston pÐnaka, ta stoiqeÐa k�je gramm c (ektìc thc pr¸thc) eÐnai
ajroÐsmata twn stoiqeÐwn thc pr¸thc gramm c me ton antÐstoiqo antiprìswpo
pou brÐsketai sthn pr¸th st lh. Dhlad , ìtan mia (kwdiko)lèxh c diatrèqei
ta stoiqeÐa tou k¸dika C, tìte ta stoiqeÐo ai + c diatrèqei ta stoiqeÐa thc i
gramm c.

Mia antiproswpeutik  di�taxh den eÐnai monadik  kai exart�tai apì thn epilog 
twn antipros¸pwn. H epilog  aut  èqei meg�lh shmasÐa, ìpwc ja doÔme sta
epìmena, sthn diìrjwsh laj¸n.
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Par�deigma 2.3.5. 'Estw o duadikìc k¸dikac C = { 0000, 1011, 0110, 1101 }.
Mia antiproswpeutik  di�taxh twn stoiqeÐwn tou Z4

2 eÐnai h ex c

0000 1011 0110 1101
1000 0011 1110 0101
0100 1111 0010 1001
0001 1010 0111 1100

An antÐ tou antipros¸pou 0100 epilèxoume ton antiprìswpo 0010, tìte
èqoume thn akìloujh antiproswpeutik  di�taxh

0000 1011 0110 1101
1000 0011 1110 0101
0010 1001 0100 1111
0001 1010 0111 1100

'Estw t¸ra èna stoiqeÐo x ∈ Fn
p , to stoiqeÐo autì katalamb�nei mia jèsh,

èstw i j, ston parap�nw pÐnaka, dhlad  x = ai + cj . Ac upologÐsoume thn
el�qisth apìstash tou x apì ta stoiqeÐa tou k¸dika C. Wc gnwstìn isqÔei ìti
d(x, c) = w(x− c), epomènwc
min{ d(x, c), c ∈ C } = min{w(x− c), c ∈ C } =
= min{w((ai + cj) − c), c ∈ C } = min{w(ai + (cj − c)), c ∈ C }. All� o
k¸dikac C eÐnai dianusmatikìc upìqwroc, �ra ìtan h (kwdiko)lèxh c diatrèqei
ta stoiqeÐa tou C, tìte kai h (kwdiko)lèxh cj − c diatrèqei ìla ta stoiqeÐa tou
C. Epomènwc suneqÐzontac thn prohgoÔmenh sqèsh èqoume
min{w(ai + (cj − c)), c ∈ C } = min{w(ai + c), c ∈ C } = w(ai) =
w(x− cj) = d(x, cj). Epomènwc èqoume ìti min{ d(x, c), c ∈ C } = d(x, cj).
Dhlad  blèpoume ìti h lèxh x pou brÐsketai sthn j st lh tou pÐnaka apèqei
thn mikrìterh apìstash apì thn (kwdiko)lèxh pou brÐsketai sthn koruf  thc
antÐstoiqhc st lhc. 'Ola ta parap�nw sunoyÐzontai sto akìloujo Je¸rhma

Je¸rhma 2.3.6. 'Estw ènac [n, k, d] k¸dikac C, mia antiproswpeutik  di�taxh
twn stoiqeÐwn tou Fn

p mporeÐ na qrhsimeÔsei gia thn apokwdikopoÐhsh sÔmfwna
me thn arq  thc plhsièsterhc lèxhc.

Apìdeixh. 'Estw ìti èqoume epilèxei mia antiproswpeutik  di�taxh twn stoiqeÐ-
wn tou Fn

p kai el fjei h lèxh x ∈ Fn
p , èstw ìti aut  h lèxh katalamb�nei thn

i j jèsh ston pÐnaka, dhlad  x = ai + cj , orÐzoume thn sun�rthsh apokwdiko-
poÐhshc wc ex c ϕ : Fn

p −→ C me ϕ(x) = cj .
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Parathr seic 2.3.7. H apokwdikopoÐsh me ton trìpo pou perigr�yame p¸c
kataskeu�zetai mia antiproswpeutik  di�taxh eÐnai p�nta pl rhc (blèpe Para-
t rhsh 1.3.7). Autì den shmaÐnei ìti p�nta h apokwdikopoÐhsh eÐnai swst .
Endèqetai na èqei staleÐ h (kwdiko)lèxh cm kai na èqei lhfjeÐ h lèxh x, h
opoÐa brÐsketai sthn i j jèsh ston pÐnaka, dhlad  x = ai + cj , tìte aut  ja
apokwdikopoihjeÐ (lanjasmèna) wc cj kai ìqi wc cm. Sugkekrimèna mia lèxh
x apokwdikopoieÐtai swst� an kai mìno an to di�nusma l�jouc pou (pijanì-
n) parèsfuse eÐnai ènac apì touc antipros¸pouc pou qrhsimopoÐhjhkan sth
dhmiourgÐa thc antiproswpeutik c di�taxhc, dhlad  an x = ai + cj , tìte h
apokwdikopoÐhsh eÐnai swst  an kai mìno an o jìruboc pou upeis lje eÐnai to
dianÔsma ai.

Par�deigma 2.3.8. 'Estw o k¸dikac C = { 0000, 1011, 0110, 1101 } tou pro-
hgoumènou paradeÐgmatoc. Upojètoume ìti apostèlletai h lèxh 0110 kai lamb�-
noume th lèxh 0100, h lèxh aut  isapèqei apì tic lèxeic tou k¸dika 0000 kai 0110
apìstash Ðsh me èna. An arkesjoÔme genik� sthn apokwdikopoÐhsh sÔmfwna
me thn arq  thc plhsièsterhc lèxhc, tìte eÐmaste anagkasmènoi na dhl¸soume
amhqanÐa. An qrhsimopoi soume thn antiproswpeutik  di�taxh pou parist�ne-
tai ston pr¸to pÐnaka, tìte apokwdikopoioÔme lanjasmèna wc 0000. An ìmwc
qrhsimopoi soume thn antiproswpeutik  di�taxh pou parist�netai ston deÔtero
pÐnaka, tìte apokwdikopoioÔme swst� wc 0110.

Parat rhsh 2.3.9. MporeÐte na apodeÐxete ìti h mình perÐptwsh, ìpou h
apokwdikopoÐhsh me th bo jeia miac antiproswpeutik c di�taxhc endèqetai na
eÐnai lanjasmènh, eÐnai ìtan genik� sthn apokwdikopoÐhsh sÔmfwna me thn arq 
thc plhsièsterhc lèxhc eÐmaste anagkasmènoi na dhl¸soume amhqanÐa. Dhlad 
ìtan se mia gramm  tou pÐnaka miac antiproswpeutik c di�taxhc up�rqoun dÔo
(toul�qiston) lèxeic me to Ðdio b�roc.

Dedomènou ìti ènac k¸dikac me el�qisth apìstash Ðsh me d diorj¸nei mè-
qri λ ≤ [

(d − 1)/2
]
to pl joc l�jh, se ènan [n, k, d] grammikì k¸dika ìtan

lamb�noume mia antiproswpeutik  di�taxh twn stoiqeÐwn tou Fn
p prèpei (na fro-

ntÐzoume) ìlec oi lèxeic me b�roc to polÔ λ =
[
(d − 1)/2

]
na lamb�nontai wc

antiprìswpoi. Autì bebaÐwc den shmaÐnei ìti den up�rqoun kai �lloi antiprì-
swpoi. 'Opwc sumbaÐnei sthn perÐptwsh ènoc tèleiou grammikoÔ k¸dika, ìpou
ìloi oi antiprìswpoi eÐnai akrib¸c ìlec oi lèxeic me b�roc mikrìtero   Ðson me[
(d− 1)/2

]
(giatÐ?).
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2.3.2 H pijanìthta swst c apokwdikopoÐhshc me ènan gram-
mikì k¸dika

'Estw ènac [n, k, d] grammikìc k¸dikac C. Sthn par�grafo 1.3.1 eÐdame ìti h
(desmeumènh) pijanìthta p(c | c) = h pijanìthta swst c apokwdikopoÐshc
dedomènou ìti est�lei h lèxh c eÐnai Ðsh me to �jroisma ìlwn twn pijanot twn
p( el fjei h lèxh x | est�lei h lèxh c ), ìpou to x diatrèqei ìlec tic lèxeic
sto Fn

p pou ikanopoioÔn th sqèsh ϕ(x) = c. Dhlad 
p(c | c) =

∑
x∈ϕ−1(c) p( el fjei h lèxh x | est�lei h lèxh c ).

'Estw ìti gia thn apokwdikopoÐhsh èqoume epilèxei mia antiproswpeutik 
di�taxh me antipros¸pouc a1 = 0, a2, a3, . . . , ar, ìpwc eÐdame h sun�rthsh
apokwdikopoÐhshc orÐzetai gia x = ai + cj wc ϕ(ai + cj) = cj . Epomènwc
èqoume p(c | c) =

∑r
i =1 p( parèsfuse to ai wc l�joc ). 'Ara to prìblhma

an�getai ston upologismì thc pijanìthtac ènac apì touc antipros¸pouc pou
epilèxame na pareisfÔsei wc di�nusma l�jouc.

Gia ton upologismì thc pijanìthtac p( parèsfuse to ai wc l�joc ) ja pe-
riorisjoÔme sthn merik  perÐptwsh enìc duadikoÔ k¸dika, ìpou h met�dosh
twn mhnum�twn gÐnetai mèsw enìc amn monoc summetrikoÔ diaÔlou epikoinwnÐ-
ac, ìpou h pijanìthta lanjasmènhc met�doshc enìc qarakt ra eÐnai Ðsh me p.
'Estw w(ai) to b�roc tou ai, to ìti o ai pareisfÔei wc l�joc sthn (kwdiko)lèxh
cj pou apostèlletai, shmaÐnei ìti lamb�noume th lèxh ai +cj , epomènwc alloi¸-
nontai oi qarakt rec stic antÐstoiqec jèseic pou h lèxh ai èqei 1. 'Ara èqoume
p( parèsfuse to ai wc l�joc ) = pw(ai)(1 − p)n−w(ai), opìte antikajist¸ntac
sthn prohgoÔmenh sqèsh èqoume p(c | c) =

∑r
i =1 pw(ai)(1− p)n−w(ai).

Ja mporoÔsame diaforetik� na upologÐsoume thn pijanìthta swst c apokw-
dikopoÐhshc wc ex c; 'Eqoume deÐ (sel. 16) ìti h pijanìthta na alloiwjoÔn k to
pl joc qarakt rec eÐnai Ðsh me pk(1−p)n−k. An αk parist� to pl joc twn anti-
pros¸pwn me b�roc k, tìte profan¸c èqoume p(c | c) =

∑n
k =1 αkp

k(1−p)n−k.
Epomènwc èqoume apodeÐxei to epìmeno je¸rhma.

Je¸rhma 2.3.10. 'Estw C ènac [n, k, d] duadikìc grammikìc k¸dikac. U-
pojètoume ìti èqoume epilèxei mia antiproswpeutik  di�taxh me antipros¸pouc
a1 = 0, a2, a3, . . . , ar. Tìte h pijanìthta swst c apokwdikopoÐhshc eÐnai Ðsh
me

p(c | c) =
r∑

i =1

pw(ai)(1− p)n−w(ai) =
n∑

k =1

αkp
k(1− p)n−k .

Par�deigma 2.3.11. 'Estw o duadikìc k¸dikac C = { 0000, 1011, 0110, 1101 }
tou ParadeÐgmatoc 2.3.5 me thn akìloujh antiproswpeutik  di�taxh twn stoi-
qeÐwn tou Z4

2.
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0000 1011 0110 1101
1000 0011 1110 0101
0100 1111 0010 1001
0001 1010 0111 1100

ParathroÔme ìti α0 = 1, α1 = 3, α2 = α3 = α4 = 0, epomènwc èqoume
p(c | c) = (1− p)4 + 3p(1− p)3. An, gia par�deigma, èqoume p = 0.01, tìte
èqoume p(c | c) ≈ 0.9897. Epeid  to mègejoc tou k¸dika eÐnai tèssera, ja
mporoÔsame na upojèsoume ìti h phg  eÐnai to sÔnolo Z2

2 = { 00, 01, 10, 11 }
kai ta stoiqeÐa thc kwdikopoioÔntai mesw miac sun�rthshc kwdikopoÐhshc
f : Z2

2 −→ C. Upojètoume t¸ra ìti to sÔnolo Z2
2 (h phg ) jewreÐtai kai k¸-

dikac (sthn pragmatikìthta ed¸ h sun�rthsh kwdikopoÐhshc eÐnai h tautotik 
sun�rthsh), opìte (sthn pragmatikìthta) to m numa apostèlletai mh kwdiko-
poihmèno. Sthn perÐptwsh aut  h pijanìthta swst c apokwdikopoÐhshc eÐnai
Ðsh me p(c | c) = (1 − p)2 = 0.9801 (giatÐ?), h opoÐa eÐnai mikrìterh apì thn
pijanìthta swst c apokwdikopoÐhshc an qrhsimopoi soume ton k¸dika.

Ed¸ ja jèlame na tonÐsoume, gia �llh mia for�, to kìstoc pou epifèrei h
apaÐthsh na aux soume thn pijanìthta swst c apokwdikopoÐhshc, kajìti thn
pr¸th for� metadÐdoume lèxeic me tèssereic qarakt rec, en¸ th deÔterh lèxeic
me dÔo qarakt rec.

O prosdiorismìc, sto prohgoÔmeno je¸rhma, tou pl jouc αk twn antipro-
s¸pwn b�rouc k eÐnai polÔ dÔskolo na upologisteÐ genik�, m�lista up�rqoun
shmantikèc kathgorÐec kwdÐkwn, ìpou ta antÐstoiqa αk eÐnai �gnwsta. Sthn pe-
rÐptwsh ìmwc enìc tèleiou k¸dika ta αk eÐnai eÔkolo na uplogisjoÔn. Pr�gmati,
sto tèloc thc prohgoumènhc paragr�fou eÐqame epishm�nei ìti sthn perÐptwsh
ènoc tèleiou grammikoÔ k¸dika ìloi oi antiprìswpoi eÐnai akrib¸c ìlec oi lèxeic
me b�roc mikrìtero   Ðson me

[
(d − 1)/2

]
. All� sto sÔnolo Zn

2 up�rqoun
(
n
k

)
to pl joc lèxeic b�rouc k, epomènwc èqoume αk =

(
n
k

)
gia 0 ≤ k ≤ [

(d− 1)/2
]

kai αk = 0 gia
[
(d− 1)/2

] ≤ k ≤ n. Sunep¸c èqoume.

Je¸rhma 2.3.12. Se ènan tèleio [n, k, d] duadikì grammikì k¸dika C h pija-
nìthta swst c apokwdikopoÐhshc me mia antiproswpeutik  di�taxh eÐnai Ðsh me
p(c | c) =

∑t
k =0

(
n
k

)
pk(1− p)n−k.

2.3.3 AnÐqneush laj¸n me ènan grammikì k¸dika

Upojètoume ìti èqoume ènan grammikì k¸dika C [n, k, d], ton opoÐo qrhsimo-
poioÔme (mìno) gia anÐqneush laj¸n.

'Estw ìti est�lei h (kwdiko)lèxh a, all� el fjei h lèxh x. An upeis lje
l�joc, autì ja diafÔgei thc prosoq c mac an kai mìno an h x ∈ C. O k¸dikac
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ìmwc eÐnai grammikìc. 'Ara to l�joc e = x− a den aniqneÔtai an kai mìno an
e ∈ C.

An jèloume na upologÐsoume thn pijanìthta mh anÐqneushc laj¸n ja prèpei
na upologÐsoume thn pijanìthta se k�je (kwdiko)lèxh na epèljoun tìsec al-
loi¸seic ètsi ¸ste na prokÔyei mia �llh (kwdiko)lèxh kai met� na ajroÐsoume.
Sthn merik  perÐptwsh enìc duadikoÔ k¸dika, ìpou h met�dosh twn mhnum�twn
gÐnetai mèsw enìc amn monoc summetrikoÔ diaÔlou epikoinwnÐac, ìpou h pijanì-
thta lanjasmènhc met�doshc enìc qarakt ra eÐnai Ðsh me p èqoume to epìmeno
je¸rhma.

Je¸rhma 2.3.13. 'Estw C [n, k, d] ènac duadikìc grammikìc k¸dikac. Me Ai

sumbolÐzoume to pl joc twn stoiqeÐwn tou C pou èqoun b�roc Ðso me i. H pija-
nìthta p( mh anÐqneushc laj¸n ) exart�tai mìno apì ton k¸dika kai ton dÐaulo
epikoinwnÐac kai eÐnai Ðsh me p( mh anÐqneushc laj¸n ) =

∑n
i =1 Ai·pi·(1−p)n−i.

Apìdeixh. 'Opwc gnwrÐzoume (blèpe selÐda 16) h pijanìthta na alloiwjoÔn i
to pl joc qarakt rec eÐnai Ðsh me pi(1 − p)n−i. Prohgoumènwc eÐdame ìti èna
l�joc den aniqneÔetai an kai mìno an eÐnai stoiqeÐo tou k¸dika C. JewroÔme ìti
k�je mh mhdenik  (kwdiko)lèxh b�rouc i proèrqetai apì alloÐwsh i to pl joc
qarakt rwn thc mhdenik c lèxhc. Epomènwc eÔkola èpetai to apotèlesma.

Par�deigma 2.3.14. 'Estw o duadikìc k¸dikac C = { 0000, 1011, 0110, 1101 }
tou ParadeÐgmatoc 2.3.11. ParathroÔme ìti A1 = 0, A2 = 1, A3 = 2, A4 =
0, epomènwc èqoume p(mh anÐqneushc laj¸n ) =

∑4
i =1 Ai · pi · (1 − p)n−i =

p2(1− p)2 + 2p3(1− p) = p2 − p4. An, gia par�deigma, èqoume p = 0.01, tìte
èqoume p(mh anÐqneushc laj¸n ) = 0.00009999.

Parathr seic 2.3.15. 1. An sugkrÐnoume ta apotelèsmata sta dÔo Pa-
radeÐgmata 2.3.5 kai 2.3.11, blèpoume ìti h pijanìthta mh swst c apo-
kwdikopoÐhshc eÐnai Ðsh me 1 − p(c | c) ≈ 1 − 0.9897 = 0, 0103, en¸
h pijanìthta p(mh anÐqneushc laj¸n ) = 0.00009999. Autì eÐnai ana-
menìmeno, diìti an efarmìsoume thn arq  apokwdikopoÐhshc wc proc th
plhsièsterh lèxh tìte endèqetai mia lhfjeÐsa lèxh na apokwdikopoijeÐ
lanjasmèna.

2. Sto prohgoÔmeno �jroisma
∑n

i = 1 Ai ·pi ·(1−p)n−i oi par�gontec Ai eÐnai
dÔskolo na upologisjoÔn sth genik  perÐptwsh. To prìblhma upologi-
smoÔ twn Ai parousi�zei meg�lo jewrhtikì kai praktikì endiafèron. Mia
pr¸th prosèggish ja epiqeir soume sthn Par�grafo 2.4
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2.3.4 To sÔndromo se ènan grammikì k¸dika

H apokwdikopoÐhsh me th bo jeia miac antiproswpeutik c di�taxhc parousi�zei
eggeneÐc duskolÐec, kajìti (idÐwc ìtan to m koc n tou k¸dika eÐnai meg�lo)
qrei�zetai arketìc qrìnoc na entopisteÐ h jèsh miac lèxhc pou lamb�netai, oÔ-
twc ¸ste na apokwdikopoihjeÐ wc h lèxh pou brÐsketai sthn koruf  thc st lhc
sthn opoÐa brÐsketai. 'Opwc ja doÔme mporoÔme na suntomeÔsoume drastik�
thn parap�nw diadikasÐa.

'Estw C ènac [n, k, d] grammikìc k¸dikac kai P ènac s× n pÐnakac elègqou
isotimÐac tou C. Gia x ∈ Fn

p to stoiqeÐo xPt ja lègetai to sÔndromo tou x.
Wc gnwstìn o pÐnakac Pt orÐzei mia grammik  apeikìnish h : Fn

p −→ Fs
p me

h(x) = xPt, dhlad  to sÔndromo tou x eÐnai h eikìna tou mèsw thc grammik c
apeikìnishc h.

Apì ton orismì tou pÐnaka elègqou isotimÐac (Orismìc 2.2.10) gia ton k¸dika
C èqoume C = { c ∈ An | cPt = 0 }, dhlad  o k¸dikac eÐnai o pur nac thc
grammik c apeikìnishc h.

Prìtash 2.3.16. 'Estw C ènac [n, k, d] grammikìc k¸dikac kai P ènac
s× n pÐnakac elègqou isotimÐac tou. DÔo stoiqeÐa tou x, y ∈ Fn

p èqoun to Ðdio
sÔndromo an kai mìno an ta antÐstoiqa sÔmploka wc proc ton C eÐnai Ðsa.

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai �mesh kajìti h apeikìnish h eÐnai grammik  kai o
pur nac thc apoteleÐtai apì ta stoiqeÐa tou k¸dika C.

Diaforetik� ja mporoÔsame na poÔme ìti x + C = y + C an kai mìno an
(apì to Je¸rhma 2.3.2) x − y ∈ C, an kai mìno an (x − y)Pt = 0 (apì ton
orismì tou pÐnaka elegqou isotimÐac), an kai mìno an xPt = yPt.

Apì thn prohgoÔmenh prìtash blèpoume ìti up�rqei mia èna proc èna kai
epÐ antistoiqÐa metaxÔ twn sumplìkwn tou k¸dika kai twn sundrìmwn.

'Estw t¸ra mia antiproswpeutik  di�taxh twn stoiqeÐwn tou Fn
p wc proc touc

antipros¸pouc 0, a2, a3, . . . , ar. Upojètoume ìti el fjei h lèxh x, h opoÐa
katalamb�nei mia jèsh, èstw i j, ston pÐnaka thc antiproswpeutik c di�taxhc,
dhlad  x = ai + cj . SÔmfwna me ta prohgoÔmena h lèxh ja apokwdikopoihjeÐ
wc h (kwdiko)lèxh cj = x − ai. Epomènwc to prìblhma eÐnai na entopisteÐ o
antiprìswpoc ai. Apì thn prohgoÔmenh prìtash ìmwc èqoume ìti h lèxh x kai o
antiprìswpoc ai èqoun to Ðdio sÔndromo. Epomènwc, an gnwrÐzoume ta sÔndroma
twn antipros¸pwn, mporoÔme eÔkola na proqwr soume sthn apokwdikopoÐhsh
sÔmfwna me ton akìloujo algìrijmo.

Episun�ptoume (proswrin�) sthn antiproswpeutik  di�taxh mia epiplèon
st lh upologÐzontac ta sÔndroma twn antipros¸pwn. 'Otan lamb�noume mia
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lèxh upologÐzoume to sÔndromì thc kai to sugkrÐnoume me ta sÔndroma twn
antipros¸pwn, me autì ton trìpo entopÐzoume ton antÐstoiqo antiprìswpo kai
apokwdikopoioÔme afair¸ntac apì th lèxh pou l�bame ton antiprìswpo pou
entopÐsame.

'Opwc blèpoume gia thn apokwdikopoÐhsh plèon den qreiazìmaste ìlh thn
antiproswpeutik  di�taxh, all� mìno dÔo st lec, thn st lh twn antipros¸pwn
kai thn st lh twn antÐstoiqwn sundrìmwn.

ParadeÐgmata 2.3.17. 1. 'Estw o duadikìc k¸dikac
C = { 0000, 1011, 0110, 1101 } tou ParadeÐgmatoc 2.3.5 me thn antipro-
swpeutik  di�taxh twn stoiqeÐwn tou Z4

2

0000 1011 0110 1101
1000 0011 1110 0101
0100 1111 0010 1001
0001 1010 0111 1100

'Enac pÐnakac elègqou isotimÐac eÐnai o P =
(

1 1 1 0
1 0 0 1

)
(giatÐ?)

UpologÐzoume ta sÔndroma twn antipros¸pwn (dhlad  ta sÔndroma twn
stoiqeÐwn thc pr¸thc st lhc).
(0 0 0 0)Pt = (0 0), (1 0 0 0)Pt = (1, 1), (0, 1, 0, 0)Pt = (1, 0),
(0, 0, 0, 1)Pt = (0, 1).
Upojètoume ìti lamb�noume th lèxh 0 1 1 1, an jèlame na qrhsimopoi sou-
me thn parap�nw antiproswpeutik  di�taxh ja èprepe na entopÐsoume th
jèsh thc kai kat� ta gnwst� na thn apokwdikopoi soume. T¸ra upolo-
gÐzoume to sÔndromì thc (0 1 1 1)Pt = (0 1), blèpoume ìti eÐnai to Ðdio me
to sÔndromo tou antipros¸pou 0 0 0 1. Epomènwc sÔmfwna me ton proh-
goÔmeno algìrijmo apokwdikopoioÔme wc 0 1 1 1 − 0 0 0 1 = 0 1 1 0 ∈ C.
Dhlad  gia thn apokwdikopoÐhsh antÐ tou prohgoumènou pÐnaka eÐnai ar-
ketìc o pÐnakac

0000 00
1000 11
0100 10
0001 01

o opoÐoc èqei mìno dÔo st lec .

2. JewroÔme ton grammikì k¸dika D epÐ tou Z11 me pÐnaka elègqou isotimÐac
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ton P =
(

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

)
. O k¸dikac autìc eÐnai

ènac [10, 8] k¸dikac kai sto Par�deigma 2.2.28 eÐqame upologÐsei ìti h
el�qisth apìstas  tou eÐnai Ðsh me trÐa. Epomènwc diorj¸nei èna l�joc.
Ja doÔme ìti o k¸dikac autìc èqei thn epiplèon idiìthta. Tautìqrona
me thn diìrjwsh enìc l�jouc mporeÐ na aniqneÔei thn Ôparxh dÔo laj¸-
n, ta opoÐa proèrqontai apì thn antimet�jesh dÔo qarakt rwn kat� th
met�dosh miac (kwdiko)lèxhc.

'Estw ìti est�lei h (kwdiko)lèxh a = a1 a2 · · · a10, all� el fjei h lèxh
x = x1 x2 · · · x10, sthn opoÐa se mia jèsh upeis lje èna l�joc. Dhlad 
x = x1 x2 · · · x10 = a1 a2 · · · aj + k, · · · a10.

UpologÐzoume to sÔndromo thc lèxhc x. Dhlad 
x · P⊥ = (

∑10
1 xi,

∑10
1 i xi ) = (

∑10
1 ai + k,

∑10
1 i ai + jk ) =

= ( kmod11, jkmod11 ). Opìte mporoÔme ìqi mìno na diorj¸soume to
l�joc, all� epiplèon na entopÐsoume th jèsh sthn opoÐa upeis lje to
l�joc kaj¸c kai to mègejoc tou qarakt ra k pou prok�lese thn alloÐ-
wsh.

An kat� th met�dosh thc lèxhc ep lje anagrammatismìc kai dÔo qarakt -
rec èqoun antimetatejeÐ stic jèseic r kai j, dhlad  xr = aj kai xj = ar

, tìte èqoume x ·P⊥ = (
∑10

1 ai,
∑10

i = 1 i · ai) + (r− j)xj + (j − r)xr ) =
( 0, (r − j)xj + (j − r)xr ) = ( 0, (r − j)(xj − xr) ). Sthn teleutaÐa isì-
thta blèpoume ìti h pr¸th suntetagmènh eÐnai Ðsh me 0, h deÔterh ìmwc
suntetagmènh aniqneÔei ìti ep lje anagrammatismìc (blèpe parathr seic
met� to Par�deigma 1.3.19 ).

Parathr seic 2.3.18. 1. Sto teleutaÐo par�deigma o k¸dikac D eÐnai epÐ
tou Z11. Endiafèron parousi�zei o dekadikìc k¸dikac E , o opoÐoc proèr-
qetai apì smÐkrunsh tou k¸dika D an diagr�youme ìlec tic (kwdiko)lèxeic
stic opoÐec emfanÐzetai o qarakt rac “10” (k�ti an�lago eÐqame k�nei gia
ton sqhmatismì tou k¸dika ISBN). O k¸dikac E wc upok¸dikac tou D
èqei el�qisth apìstash (toul�qiston) Ðsh me trÐa kai gia k�je a ∈ E
ikanopoioÔntai oi exis¸seic isotimÐac a · P⊥ = ( 0, 0 ), ìpou fusik� oi
pr�xeic exakoloujoÔn na gÐnontai mod11.

O k¸dikac E den eÐnai grammikìc (giatÐ?), eÐnai ìmwc arket� meg�loc (blèpe
�skhsh 1.5.34) kai eÐqe qrhsimopoihjeÐ sto pareljìn gia thn kwdikopoÐ-
hsh twn arijm¸n thlef¸nwn. Pr�gmati, upojètoume ìti oi dekay fioi
arijmoÐ thlef¸nou se mia q¸ra apoteloÔn stoiqeÐa tou k¸dika E . Tìte
kat� thn epilog  enìc arijmoÔ kl shc, an gÐnei l�joc se èna mìno yhfÐo,
o arijmìc diorj¸netai autìmata kai h kl sh kateujÔnetai ston paral -
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pth pou pr�gmati  jele o apostolèac. An kat� thn epilog  gÐnei ènac
anagrammatismìc (pr�gma sÔnhjec), tìte h kl sh den proojeÐtai kai o
apostolèac eidopoieÐtai (p.q. {o arijmìc pou kaleÐte den antistoiqeÐ se
sundromht }) kai epanalamb�nei thn kl sh.

2. Ac doÔme sunoptik� touc k¸dikec pou anafèrontai sta ParadeÐgmata
2.2.28 kai 2.3.172 . 'Opwc blèpoume èqoume ton 11−dikì k¸dika C me
pÐnaka elègqou isotimÐac ton H =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

)
.

Episun�ptontac mia gramm  ston pÐnaka H lamb�noume ton pÐnaka P =(
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

)
. O P eÐnai pÐnakac elègqou isotimÐ-

ac tou k¸dika D , o opoÐoc apoteleÐ mia smÐkrunsh tou k¸dika C.
Me thn Ðdia diadikasÐa ja mporoÔsame na suneqÐsoume thn smÐkrunsh epi-
sun�ptontac mia epiplèon gramm  ston pÐnaka P kai na p�roume ton pÐnaka

Q =




1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
12 22 32 42 52 62 72 82 92 102


, o opoÐoc apoteleÐ

ton pÐnaka elègqou isotimÐac enìc akìmh mikrìterou k¸dika, èstw F .
Opìte ja mporoÔsame na suneqÐsoume me thn Ðdia diadikasÐa.

Oi k¸dikec pou anafèrontai sthn prohgoÔmenh parat rhsh an koun se mia
eureÐa kai polÔ shmantik  oikogèneia kwdÐkwn, stouc BSH k¸dikec. H onomasÐa
proèrqetai apì ta arqik� twn R.C.Bose, D.K.Ray-Chaudhuri, A. Hocquenghem
pou touc anak�luyan sta tèlh thc dekaetÐac tou "50 kai stic arqèc thc dekae-
tÐac tou "60. Oi k¸dikec autoÐ èqoun kalèc idiìthtec kai parousi�zoun eukolÐa
sthn apokwdikopoÐhsh kai diìrjwsh laj¸n. To meg�lo touc pleonèkthma ìmw-
c
eÐnai ìti mporoÔn na kataskeuasjoÔn (upì orismènec proôpojèseic) ¸ste na
èqoun mia epijumht  el�qisth apìstash. EÐnai, ìpwc sunhjÐzetai na lègetai
k¸dikec prosqediasmènhc apìstashc.

Mia susthmatik  melèth aut¸n twn kwdÐkwn eÐnai pèran tou skopoÔ mac.
Ed¸ ja arkesjoÔme sth genÐkeush twn prohgoÔmenwn paradeigm�twn .

'Estw p ènac pr¸toc arijmìc kai d, n jetikoÐ akèraioi me
3 ≤ d ≤ n ≤ p−1 kai a1, a2, . . . , an mh mhdenik� stoiqeÐa tou Zp, (�neu bl�bhc
mporoÔme na upojèsoume ìti a1 = 1, a2 = 2, . . . , an = n) sqhmatÐzoume ton

pÐnaka H =




1 1 · · · 1
a1 a2 · · · an

a2
1 a2

2 · · · a2
n

...
... · · · ...

ad−2
1 ad−2

2 · · · ad−2
n



. ParathroÔme ìti k�je d − 1 to
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pl joc st lec tou pÐnaka autoÔ sqhmatÐzoun ènan pÐnaka Vandermonde. 2

Epomènwc h t�xh tou pÐnaka eÐnai Ðsh me d− 1.
'Estw C o k¸dikac me pÐnaka elègqou isotimÐac ton pÐnaka H. H el�qi-

sth apìstash tou k¸dika eÐnai Ðsh me d (Prìtash 2.2.27),dhlad  eÐnai ènac
[n, n − (d − 1), d] grammikìc k¸dikac. To mègejoc tou k¸dika autoÔ eÐnai Ðso
me pn−(d−1), pou ikanopoieÐ to fr�gma Singleton (Je¸rhma 1.5.20). Epomènwc
èqoume apodeÐxei to akoloujo je¸rhma.

Je¸rhma 2.3.19. 'Estw p pr¸toc arijmìc kai d, n jetikoÐ akèraioi me
3 ≤ d ≤ n ≤ p− 1, tìte isqÔei Ap(n, d) = pn−d+1.

Parat rhsh 2.3.20. Perissìtera gia grammikoÔc k¸dikac pou ikanopoioÔn
to fr�gma Singleton ja doÔme sthn Par�grafo 2.5.

2.3.5 Ask seic

1. Na kataskeu�sete mia antiproswpeutik  di�taxh gia ton duadikì k¸dika

me genn tora pÐnaka
(

0 1 1
1 1 0

)
. ApokwdikopoieÐste tic lèxeic 111 kai

100.
UpologÐste thn pijanìthta swst c apokwdikopoi shc, ìtan h met�dosh
gÐnetai mèsw enìc summetrikoÔ duadikoÔ dÐaulou epikoinwnÐac me pijanì-
thta (lanjamènhc) met�doshc Ðsh me p.
D¸ste èna par�deigma lèxhc pou perièqei èna l�joc kai apokwdikopoieÐtai
lanjasmèna.

2. Na kataskeu�sete mia antiproswpeutik  di�taxh gia ton duadikì k¸dika

me genn tora pÐnaka
(

1 0 1 1 0
0 1 0 1 1

)
. ApokwdikopoieÐste tic lèxeic

11111, 00000 kai 10110.
UpologÐste thn pijanìthta swst c apokwdikopoi shc, ìtan h met�dosh
gÐnetai mèsw enìc summetrikoÔ duadikoÔ dÐaulou epikoinwnÐac me pijanì-
thta (lanjamènhc) met�doshc Ðsh me p.
D¸ste èna par�deigma lèxhc pou perièqei dÔo l�jh kai apokwdikopoieÐ-
tai lanjasmèna kai èna par�deigma lèxhc pou perièqei dÔo l�jh, all�
apokwdikopoieÐtai swst�.

3. Stic dÔo prohgoÔmenec ask seic, antÐ na qrhsimopoi sete mia antiprosw-
peutik  di�taxh, na qrhsimopoi sete to sÔndromo.

2Gia touc pÐnakec Vandermonde kai tic idiìthtèc touc parapèmpoume se ìpoiod pote, èstw
kai stoiqei¸dec, biblÐo Grammik c 'Algebrac.
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4. 'Estw ènac duadikìc k¸dikac me pÐnaka elègqou isotimÐac H. DeÐxte ìti
to sÔndromo miac lèxhc pou lamb�noume isoÔtai me to �jroisma twn ekeÐ-
nwn twn sthl¸n tou pÐnaka H pou antistoiqoÔn stic jèseic, ìpou ep lje
alloÐwsh qarakt rwn.

5. DeÐxte ìti se ènan grammikì k¸dika h aktÐna k�luyhc eÐnai Ðsh me to
mègisto b�roc enìc antipros¸pou se mia antiproswpeutik  di�taxh.

6. 'Estw ènac triadikìc k¸dikac me genn tora pÐnaka
(

1 1 1 0
2 0 1 1

)
.

Na upologÐsete ènan pÐnaka elègqou isotimÐac se kanonik  morf .

Na apokodikopoi sete me thn bo jeia tou sundrìmou tic lèxeic

2121, 1201 kai 2222.

7. 'Estw o k¸dikac tou ParadeÐgmatoc 2.3.172. Me th bo jeia tou sundrì-
mou na apokwdikopoi sete tic lèxeic 0617960587 kai kai 9876543210.

2.4 Diaspor� bar¸n se ènan k¸dika

'Estw C ènac [n, k, d] grammikìc k¸dikac, me Ai ja sumbolÐzoume ton arijmì twn
(kwdiko)lèxewn, oi opoÐec èqoun b�roc Ðso me i. To sÔnolo {A1, A2, . . . , An }
onom�zetai diaspor� bar¸n tou k¸dika C. To polu¸numo WC(z) =

∑n
i =0 Aiz

i

onom�zetai aparijmht c b�rouc gia ton k¸dika C. Profan¸c isqÔei
WC(z) =

∑
a∈C zw(a).

Sthn Par�grafo 2.3.3 eÐqame dei (Je¸rhma 2.3.13) ìti h diaspor� bar¸-
n enìc grammikoÔ k¸dika eÐnai shmantik  sthn pijanìthta swst c anÐqneushc
laj¸n. H melèth tou aparijmht  b�rouc anadeiknÔei th dom  enìc k¸dika w-
c dianusmatikoÔ q¸rou kai apokalÔptei mia bajÔterh sqèsh enìc grammikoÔ
k¸dika me ton antÐstoiqo duðkì k¸dika, k�ti pou den eÐnai profanèc apì ton
orismì thc kajetìthtac kai den mporoÔme na to sun�goume apì ton apeujeÐac
upologismì twn Ai diatrèqontac mÐa proc mÐa tic (kwdiko)lèxeic tou k¸dika.

To kÔrio apotèlesma s� aut  thn kateÔjunsh eÐnai to Je¸rhma tou MacW-
illiams. An kai h idèa thc apìdeixhc eÐnai sqetik� apl , sth genik  perÐptwsh
parousi�zei duskolÐec lìgw thc poluplokìthtac twn upologism¸n. Ed¸ ja
d¸soume mia apl  apìdeixh sthn eidik  perÐptwsh twn duadik¸n kwdÐkwn. Prin
diatup¸soume kai apodeÐxoume to antÐstoiqo Je¸rhma ja parajèsoume merik�
apotelèsma upì morf n Lhmm�twn, ta opoÐa apì mìna touc parousi�zoun ane-
x�rthto endiafèron.
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L mma 2.4.1. 'Estw C ènac duadikìc [n, k, d] k¸dikac. Epilègoume kai sta-
jeropoioÔme èna y ∈ Zn

2 me y /∈ C⊥. To sÔnolo A = {x ∈ C |< x, y >= 0 }
eÐnai dianusmatikìc upìqwroc tou Zn

2 di�stashc Ðshc me k − 1.

Apìdeixh. To apotèlesma èpetai �mesa apì thn Prìtash 2.2.6 kai to gegonìc
ìti an dÔo stoiqeÐa u, v ∈ C den an koun sto sÔnolo A, tìte u−v ∈ A (p�nta
up�rqei toul�qiston èna stoiqeÐo tou k¸dika pou den an kei sto A, afoÔ to
y /∈ C⊥).

Apì to prohgoÔmeno l mma èpetai �mesa ìti an y /∈ C⊥, tìte akrib¸c ta
mis� stoiqeÐa tou k¸dika eÐnai k�jeta wc proc to y.

L mma 2.4.2. 'Estw C ènac duadikìc [n, k, d] k¸dikac. Epilègoume kai sta-
jeropoioÔme èna y ∈ Zn

2 . Tìte
∑

x∈C
(−1)<x,y> =

{ 2k an y ∈ C⊥
0 an y /∈ C⊥ .

Apìdeixh. An y ∈ C⊥, tìte < x, y >= 0 gia k�je x ∈ C, opìte èqoume thn
pr¸th perÐptwsh, afoÔ o k¸dikac perièqei 2k to pl joc stoiqeÐa.

Upojètoume ìti y /∈ C⊥. 'Opwc èqoume parathr sei, gia ta mis� to pl joc
stoiqeÐa tou k¸dika isqÔei < x, y >= 0, epomènwc gia ta upìloipa mis� ja
isqÔei < x, y >= 1. 'Ara èqoume thn deÔterh perÐptwsh.

L mma 2.4.3. Epilègoume kai stajeropoioÔme èna x = x1 x2 · · · xn ∈ Zn
2 .

Tìte ta polu¸numa
∑

y∈Zn
2

zw(y)(−1)<x,y> kai (1 − z)w(x)(1 + z)n−w(x) eÐnai
Ðsa.

Apìdeixh. Gia to tuqaÐo y = y1 y2 · · · yn ∈ Zn
2 èqoume

w(y) = y1 + y2 + · · · + yn kai < x, y >= x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn. Opìte
èqoume∑

y∈Zn
2

zw(y)(−1)<x,y> =
∑

y∈Zn
2

zy1+y2+ ···+yn(−1)x1y1+x2y2+ ···+xnyn =
=

∑
y∈Zn

2
(
∏n

i =1 zyi(−1)xiyi). Sto teleutaÐo �jroisma èqoume 2n to pl joc
prosjetaÐouc (tìsa eÐnai ta stoiqeÐa tou Zn

2 ) kai k�je prosjetaÐoc eÐnai èna
ginìmeno me n to pl joc ìrouc. EpÐshc oi ekjètec yi lamb�noun tic timèc 0 kai
1. Opìte eÔkola blèpoume ìti to teleutaÐo �jroisma eÐnai Ðso me∏n

i =1(
∑1

j =0 zj(−1)xij) =
∏n

i =1(1 + z(−1)xi). Sto teleutaÐo ginìmeno oi
ìroi 1 + z(−1)xi eÐnai thc morf c 1 + z an xi = 0 kai thc morf c 1 − z an
xi = 1. To pl joc twn xi, ta opoÐa isoÔntai me 1 eÐnai ìso kai to b�roc w(x).
Epomènwc mporoÔme na suneqÐsoume kai to teleutaÐo ginìmeno gÐnetai∏n

i =1(1 + z(−1)xi) = (1 − z)w(x)(1 + z)n−w(x). Dhlad  apodeÐxame thn apo-
deiktèa sqèsh

∑
y∈Zn

2
zw(y)(−1)<x,y> = (1− z)w(x)(1 + z)n−w(x).
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Je¸rhma 2.4.4. H tautìthta MacWilliams
'Estw C ènac duadikìc [n, k, d] k¸dikac. Tìte isqÔei

WC⊥(z) = (| C |)−1(1 + z)nWC
(1− z

1 + z

)
.

Apìdeixh. Apì to prohgoÔmeno l mma èqoume
∑

x∈C(
∑

y∈Zn
2

zw(y)(−1)<x,y>) =∑
x∈C(1− z)w(x)(1+ z)n−w(x) = (1+ z)n

∑
x∈C(

1−z
1+z )w(x) = (1+ z)nWC(1−z

1+z ).
Ja upologÐsoume to prohgoÔmeno (diplì) �jroisma all�zontac th seir� twn

prosjetaÐwn.∑
x∈C(

∑
y∈Zn

2
zw(y)(−1)<x,y>) =

∑
y∈Zn

2
zw(y)(

∑
x∈C(−1)<x,y>).

Apì to L mma 2.4.2 èqoume ìti to �jroisma
∑

x∈C(−1)<x,y> = 2k mìno
gia ta y ∈ C⊥, opìte suneqÐzontac èqoume

∑
x∈C(

∑
y∈Zn

2
zw(y)(−1)<x,y>) =∑

y∈C⊥ zw(y)2k = 2kWC⊥(z).
Opìte me apl  sÔgkrish èpetai to apotèlesma.

Parathr seic 2.4.5. 1. All�zontac ton rìlo tou k¸dika C me ton duðkì
tou C⊥, gia thn prohgoÔmenh isìthta èqoume thn ex c èkfrash

WC(z) =
1

2n−k
(1 + z)nWC⊥

(1− z

1 + z

)
.

2. H qr sh thc tautìthtac MacWilliams den prosfèretai gia ton �meso upo-
logismì tou aparijmht  b�rouc ènoc k¸dika. Sun jwc, ìtan h di�stash
k tou k¸dika eÐnai mikr , mporoÔme na proqwr soume ston apeujeÐac upo-
logismì twn Ai diatrèqontac mÐa proc mÐa tic (kwdiko)lèxeic tou k¸dika.
'Otan ìmwc h di�stash eÐnai meg�lh, h di�tash n − k tou duðkoÔ k¸dika
eÐnai mikr , opìte h qr sh thc tautìthtac MacWilliams eÐnai aparaÐthth
kai apotelesmatik .

3. Sth genik  perÐptwsh, ìpou èqoume ènan grammikì [n, k, d] k¸dika C epÐ
enìc s¸matoc F me p to pl joc stoiqeÐa, tìte h tautìthta MacWilliams
èqei th morf 

WC⊥(z) = (| C |)−1[1 + (p− 1)z]nWC
( 1− z

1 + (p− 1)z

)
.

2.4.1 Ask seic

1. 'Estw C ènac duadikìc grammikìc k¸dikac m kouc n. Upojètoume ìti h lè-
xh 11 · · · 1 eÐnai stoiqeÐo tou C, deÐxte ìti Ai = An−i, i = 0, 1, . . . , n .
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2. UpologÐste ton aparijmht  b�rouc enìc k¸dika me gen tora pÐnaka

G =




1 0 0 1 1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 1


 me dÔo trìpouc. ApeujeÐac kai me th qr sh

thc tautìthtac MacWilliams.

3. 'Estw C ènac duadikìc gammikìc k¸dikac kai Ĉ o k¸dikac pou proèrqetai
me thn episÔnayh enìc yhfÐou elègqou isotimÐac. DeÐxte ìti WĈ(z) =
1
2

[
(1 + z)WC(z) + (1− z)WC(−z)

]
.

4. ApodeÐxte thn ex c èkfrash tou Jewr matoc 2.3.13.

'Estw C [n, k, d] ènac duadikìc grammikìc k¸dikac. H pijanìthta mh
anÐqneushc laj¸n eÐnai Ðsh me
p(mh anÐqneushc laj¸n ) = 1

2n−k WC⊥(1− 2p)− (1− p)n .

2.5 K¸dikec me mègisth apìstash (MDS K¸dikec)

Sthn Par�grafo 1.5.2 eÐqame asqolhjeÐ me to dÔskolo prìblhma thc eÔreshc
tou megèjouc bèltistwn kwdÐkwn. An èqoume èna alf�bhto A me r to pl -
joc stoiqeÐa kai n kai d fusikoÔc arijmoÔc, zhtoÔsame na prodiorÐsoume to
megalÔtero mègejoc k¸dika pou mporeÐ na up�rxei me m koc Ðso me n kai el�-
qisth apìstash Ðsh me d. Dhlad  anazhtoÔsame na prosdiorÐsoume ton arijmì
Ar(n, d) = max{M | up�rqei (n, M, d) k¸dikac }.

'Ena apì ta �nw fr�gmata gia ton arijmì Ar(n, d) eÐnai to fr�gma Singleton
(Je¸rhma 1.5.20), to opoÐo sthn perÐptwsh twn grammik¸n kwdÐkwn èqei th
morf . Gia ènan grammikì [n, k, d] k¸dika isqÔei k ≤ n − d + 1 (Prìtash
2.1.13).

AntÐ na stajeropoi soume to m koc n kai thn el�qisth apìstash d kai na
anazht soume to megalÔtero dunatìn mègejoc k¸dika pou mporeÐ na up�rxei
me tic paramètrouc n kai d, mporoÔme na stajeropoi soume tic paramètrouc
m koc n kai to mègejoc M kai na anazhtoÔme k¸dikec me th megalÔterh dunat 
el�qisth apìstash kai me tic paramètrouc n kai M .
Sthn perÐptwsh twn grammik¸n kwdÐkwn, lìgw tou ìti d ≤ n−k+1, to teleutaÐo
prìblhma an�getai sthn anaz thsh kwdÐkwn me paramètrouc [n, k, n − k + 1]
(  duðk� me paramètrouc [n, n− d + 1, d]).

'Enac grammikìc k¸dikac C me paramètrouc [n, k, n− k + 1] ja onom�zetai
k¸dikac mègisthc (el�qisthc) apìstashc (gia suntomÐa MDS k¸dikec, apì to
Maximum Distance Separable ).
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ParadeÐgmata 2.5.1. 1. Profan¸c o p−adikìc k¸dikac C = Fn, dhlad 
ìloc o q¸roc, èqei paramètrouc [n, n, 1] kai eÐnai k¸dikac mègisthc apì-
stashc.

2. O epanalhptikìc p−adikìc k¸dikac
Rp(n) = { 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸

n−forèc
, 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸

n−forèc
, . . . , p− 1 p− 1 · · · p− 1︸ ︷︷ ︸

n−forèc

} eÐnai ènac k¸di-

kac mègisthc apìstashc me paramètrouc [n, 1, n].

3. 'Estw èna peperasmèno s¸ma F kai ènac jetikìc akèraioc n ≥ 2. Gia
k�je 1 ≤ i ≤ n − 1 èstw h lèxh ei m kouc n, h opoÐa èqei stic jèseic i
kai i + 1 to 1 kai p�ntou alloÔ mhdèn. Den eÐnai dÔskolo na doÔme ìti ta
n − 1 to pl joc ei eÐnai grammik� anex�rthta kai epomènwc o grammikìc
k¸dikac, èstw C, pou èqei aut� wc b�sh eÐnai ènac k¸dikac me paramètrouc
[n, n− 1, 2], dhlad  ènac k¸dikac mègisthc apìstashc.

( An periorisjoÔme se duadikoÔc k¸dikec, tìte o k¸dikac tou paradeÐgma-
toc autoÔ eÐnai o gnwstìc k¸dikac An pou apoteleÐtai apì ìlec tic lèxeic
artÐou b�rouc (giatÐ?) (blèpe 'Askhsh 2.1.22) ).

4. An t¸ra n ≥ 3 kai gia k�je 1 ≤ i ≤ n − 2 p�roume tic lèxeic ei m kouc
n, oi opoÐec èqoun stic jèseic i kai i + 1 kai i + 2 to 1 kai p�ntou alloÔ
mhdèn. Den eÐnai dÔskolo na doÔme ìti ta n−2 to pl joc ei eÐnai grammik�
anex�rthta kai epomènwc o grammikìc k¸dikac, èstw C, pou èqei aut� wc
b�sh eÐnai ènac k¸dikac me paramètrouc [n, n−2, 2], dhlad  den eÐnai ènac
k¸dikac mègisthc apìstashc.

5. Sth selÐda 92 eÐqame dei pwc me th bo jeia twn pin�kwn Vandermonde
mporoÔme na kataskeu�soume k¸dikec mègisthc apìstashc.

Ta trÐa pr¸ta paradeÐgmata apoteloÔn akraÐec peript¸seic kwdÐkwn mègi-
sthc apìstashc, k¸dikec me paramètrouc [n, n, 1], [n, 1, n] kai [n, n− 1, 2] ja
onom�zontai tetrimmènoi MDS k¸dikec. Sta epìmena ja asqolhjoÔme me k¸-
dikec mègisthc apìstashc kai paramètrouc [n, k, n− k + 1] me 2 ≤ k ≤ n− 2.

Apì thn Prìtash 2.2.27 èqoume ènan trìpo upologismoÔ thc el�qisthc apì-
stashc enìc grammikoÔ k¸dika me th bo jeia enìc pÐnaka elègqou isotimÐac tou
k¸dika. Sthn perÐptwsh twn kwdÐkwn mègisthc apìstashc èqoume ton akìloujo
qarakthrismì.

Prìtash 2.5.2. 'Estw ènac grammikìc [n, k, d] k¸dikac C me ènan pÐnaka
elègqou isotimÐac P. O k¸dikac C eÐnai k¸dikac megÐsthc apìstashc an kai
mìno an opoiesd pote n−k to pl joc st lec tou P eÐnai grammik� anex�rthtec.
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Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai �mesh apì thn Prìtash 2.2.27 .

Je¸rhma 2.5.3. 'Enac grammikìc k¸dikac C epÐ enìc s¸matoc Fp eÐnai k¸di-
kac mègisthc apìstashc an kai mìno an o antÐstoiqoc duðkìc k¸dikac C⊥ eÐnai
k¸dikac mègisthc apìstashc.

Apìdeixh. Upojètoume ìti o k¸dikac C èqei paramètrouc [n, k, n− k +1], tìte
o duðkìc C⊥ èqei paramètrouc [n, n − k, d] me d ≤ n − (n − k) + 1 = k + 1.
Skopìc mac eÐnai na apodeÐxoume ìti d = k + 1.

Upojètoume ìti d ≤ k, tìte up�rqei mia (kwdiko)lèxh c ston k¸dika me
b�roc Ðso me d, dhlad  h c se d to pl joc jèseic èqei mh mhdenikoÔc qarakt rec.

'Estw P ènac pÐnakac elègqou isotimÐac tou k¸dika C, tìte autìc eÐnai
genn torac pÐnakac gia ton duðkì k¸dika C⊥, epomènwc up�rqei a ∈ Fn−k

p ètsi
¸ste c = aP. Apì ton pÐnaka P diagr�foume k to pl joc st lec wc ex c,
diagr�foume d to pl joc st lec stic antÐstoiqec jèseic pou sthn (kwdiko)lèxh
c emfanÐzontai mh mhdenikoÐ qarakt rec kai tic upìloipec k− d tuqaÐa (èqoume
upojèsei ìti d ≤ k). O upopÐnakac P̄ pou prokÔptei eÐnai tetragwnikìc (n−k)×
(n−k) pÐnakac kai apì thn prohgoÔmenh prìtash èqoume ìti eÐnai antistrèyimoc.
Apì ton trìpo diagraf c twn k sthl¸n tou pÐnaka gia th dhmiourgÐa tou P̄ kai
to gegonìc ìti c = aP èpetai ìti aP̄ = 0. O pÐnakac P̄ eÐnai antistrèyimoc,
�ra a = 0, dhlad  c = aP = 0, �topo. Epomènwc den isqÔei h upìjesh
d ≤ k. 'Ara d = k + 1.

Apì ta prohgoÔmena, epeid  k�je genn torac pÐnakac enìc k¸dika eÐnai
pÐnakac elègqou isotimÐac tou antÐstoiqou duðkoÔ kai antÐstrofa, èqoume to
akìloujo pìrisma.

Pìrisma 2.5.4. 'Enac grammikìc [n, k, d] k¸dikac eÐnai k¸dikac mègisthc a-
pìstashc an kai mìno an se ènan genn tora pÐnaka k�je k to pl joc st lec
eÐnai grammik� anex�rthtec.

Je¸rhma 2.5.5. 'Enac grammikìc [n, k, d] k¸dikac C me genn tora pÐnaka
G = [Ik A] eÐnai k¸dikac mègisthc apìstashc an kai mìno an k�je tetragw-
nikìc upopÐnakac tou A eÐnai antistrèyimoc.

Apìdeixh. Upojètoume ìti k�je tetragwnikìc upopÐnakac tou pÐnaka A eÐnai
antistrèyimoc. O pÐnakac A eÐnai ènac k × (n − k) pÐnakac. An k ≤ n − k,
tìte k�je k to pl joc apì tic st lec tou A eÐnai grammik� anex�rthtec. An
n − k ≤ k, tìte ìlec oi st lec tou A eÐnai grammik� anex�rthtec. 'Estw k
to pl joc st lec tou genn tora pÐnaka G. An autèc eÐnai oi pr¸tec st lec,
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profan¸c eÐnai grammik� anex�rthtec. An ìlec eÐnai st lec tou pÐnaka A, tìte
apì ta prohgoÔmena eÐnai grammik� anex�rthtec. Upojètoume ìti èqoume k to
pl joc st lec apì ton pÐnaka G, oi opoÐec den eÐnai grammik� anex�rthtec, tìte
merikèc apì autèc ja eÐnai st lec tou pÐnaka Ik kai merikèc ja eÐnai st lec
tou A. 'Ara mia apì tic st lec tou Ik ja eÐnai grammikìc sunduasmìc k�poiwn
sthl¸n tou pÐnaka Ik kai k�poiwn sthl¸n tou pÐnaka A me toul�qiston mia apì
tic st lec tou pÐnaka A na èqei mh mhdenikì suntelest  (giatÐ?). Apì tic st lec
autèc diagr�foume tic jèseic stic opoÐec emfanÐzetai to 1. Tìte prokÔptei ènac
grammikìc sunduasmìc thc mhdenik c st lhc me tm mata sthl¸n tou pÐnaka A
dhlad  up�rqei tetragwnikìc upopÐnakac tou A pou den eÐnai antistrèyimoc,
�topo. 'Ara k�je k to pl joc st lec tou pÐnaka G eÐnai grammik� anex�rthtec
kai o k¸dikac eÐnai k¸dikac mègisthc apìstashc apì to prohgoÔmeno pìrisma.

AntÐstrofa, upojètoume ìti o k¸dikac eÐnai k¸dikac mègisthc apìstash-
c. 'Estw ènac B ν × ν upopÐnakac tou pÐnaka A. Metajètontac tic grammèc
kai st lec tou pÐnaka G mporoÔme na p�roume ènan k × n pÐnaka thc morf c

Ĝ =
[

0 B ∗
Ik−ν ∗ ∗

]
, ìpou ta ∗ paristoÔn pÐnakec katall lwn diast�sewn.

O pÐnakac Ĝ eÐnai genn torac pÐnakac enìc k¸dika isodun�mou me ton k¸dika C,
epomènwc kai o nèoc k¸dikac eÐnai k¸dikac mègisthc apìstashc (isodÔnamoi k¸-
dikec èqoun thn Ðdia el�qisth apìstash). Apì to prohgoÔmeno pìrisma èqoume
ìti oi pr¸tec k to pl joc st lec tou pÐnaka Ĝ eÐnai grammik� anex�rthtec epo-
mènwc oi st lec tou pÐnaka B eÐnai grammik� anex�rthtec (giatÐ?), �ra o pÐnakac
B eÐnai antistrèyimoc.

Mia �mesh parat rhsh eÐnai ìti se ènan k¸dika mègisthc apìstashc me gen-
n tora pÐnaka G = [Ik A] kanèna stoiqeÐo tou pÐnaka A den eÐnai mhdenikì.

SunoyÐzontac ìla ta prohgoÔmena mporoÔme na d¸soume touc ex c isodÔ-
namouc qarakthrismoÔc enìc k¸dika mègisthc apìstashc.

Je¸rhma 2.5.6. 'Estw ènac [n, k, d] k¸dikac C. Ta akìlouja eÐnai isodÔnama.

1. O k¸dikac C eÐnai mègisthc apìstashc.

2. Opoiesd pote k to pl joc grammèc enìc genn tora pÐnaka tou C eÐnai
grammik� anex�rthtec.

3. Opoiesd pote n− k to pl joc grammèc enìc pÐnaka elègqou isotimÐac tou
C eÐnai grammik� anex�rthtec.

4. O duðkìc k¸dikac C⊥ eÐnai k¸dikac mègisthc apìstashc.
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5. An G = [Ik A] eÐnai ènac genn torac pÐnakac tou C se kanonik  morf ,
tìte k�je tetragwnikìc upopÐnakac tou A eÐnai antistrèyimoc.

Par�deigma 2.5.7. 'Estw o pÐnakac A =




1 6 2 5 1
1 4 3 3 6
1 5 5 1 5


 epÐ tou s¸ma-

toc Z7. MporoÔme na elègxoume ìti k�je tetragwnikìc upopÐnakac tou A eÐnai
antistrèyimoc (k�nte to!), �ra mporoÔme na kataskeu�soume dÔo k¸dikec mègi-
sthc apìstashc epÐ tou Z7, ènan [8, 3, 6] k¸dika me genn tora pÐnaka [I3 A]
kai ènan [8, 5, 4] k¸dika me pÐnaka elègqou isotimÐac ton pÐnaka [A I3].

Sto teleutaÐo je¸rhma èqoume isodÔnamouc qarakthrismoÔc gia ènan k¸-
dika mègisthc apìstashc, all� den èqoume sunj kec gia to an up�rqoun mh
tetrimmènoi k¸dikec mègisthc apìstashc me dedomèno m koc n kai dedomènh di�-
stash k. H mình sunj kh pou èqoume eÐnai ìti gia mh tetrimmènouc k¸dikec
mègisthc apìstashc prèpei na isqÔei 2 ≤ k ≤ n− 2. Ja doÔme ìti h apaÐthsh h
el�qisth apìstash tou k¸dika prèpei na eÐnai Ðsh me d = n − k + 1 periorÐzei
kat� polÔ th dunatìthta up�rxhc kwdÐkwn mègisthc apìstashc kai èqei sqèsh
me to mègejoc tou peperasmènou s¸matoc Fp epÐ tou opoÐou orÐzetai o k¸dikac.

Je¸rhma 2.5.8. 'Estw èna peperasmèno s¸ma Fp me | Fp |= q. Den up�rqei
mh tetrimmènoc [n, k, d] k¸dikac mègisthc apìstashc me 2 ≤ k ≤ n− q.

Apìdeixh. Upojètoume ìti epÐ tou s¸matoc Fp up�rqei o k¸dikac C el�qisthc
apìstashc me paramètrouc [n, k, n − k + 1] kai ìti 2 ≤ k ≤ n − q. 'Estw
G = [Ik A] ènac genn torac pÐnakac se kanonik  morf . O pÐnakac A èqei
n− k ≥ q to pl joc st lec. 'Opwc èqoume parathr sei, kanèna stoiqeÐo tou A
den eÐnai 0. Opìte pollaplasi�zontac k�je st lh tou A me to antÐstrofo tou
pr¸tou stoiqeÐou thc lamb�noume ènan pÐnaka Â, tou opoÐou ta stoiqeÐa thc
pr¸thc gramm c eÐnai ìla 1. O k¸dikac me genn tora pÐnaka Ĝ = [Ik Â] eÐnai i-
sodÔnamoc me ton arqikì k¸dika, �ra eÐnai k¸dikac mègisthc apìstashc. Epeid 
upojèsame ìti n − k ≥ q, dhlad  to pl joc twn sthl¸n eÐnai megalÔtero apì
to pl joc twn stoiqeÐwn tou alfab tou, profan¸c sth deÔterh gramm  (kai se
k�je gramm ) tou pÐnaka Â dÔo toul�qiston stoiqeÐa ja eÐnai Ðsa. Pollapla-
si�zoume thn pr¸th gramm  tou pÐnaka Ĝ me to stoiqeÐo, to opoÐo emfanÐzetai
sth deÔterh gramm  (toul�qiston) dÔo forèc kai thn afairoÔme apì thn deÔterh
gramm . Tìte prokÔptei mÐa (kwdiko)lèxh h opoÐa stic k pr¸tec jèseic èqei k−2
to pl joc mhdenik� kai stic upìloipec n− k jèseic toul�qiston dÔo mhdenik�,
�ra sunolik� èqei toul�qiston k to pl joc mhdenik�, dhlad  h apìstas  thc
apì thn mhdenik  (kwdiko)lèxh eÐnai to polÔ Ðsh me n − k. Autì eÐnai �topo,
diìti upojèsame ìti o k¸dikac eÐnai mègisthc apìstashc (d = n− k + 1). 'Ara
den up�rqei k¸dikac mègisthc apìstashc me 2 ≤ k ≤ n− q.
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An sto prohgoÔmeno je¸rhma antÐ kou k¸dika C p�roume ton duðkì tou,
tìte èqoume.

Pìrisma 2.5.9. 'Estw èna peperasmèno s¸ma Fp me | Fp |= q. Den up�rqei
mh tetrimmènoc [n, k, d] k¸dikac mègisthc apìstashc me q ≤ k ≤ n.

Opìte, an up�rqei ènac mh tetrimmènoc [n, k, d] k¸dikac mègisthc apìsta-
shc, tìte anagkastik� n− q + 1 ≤ k ≤ q − 1.

Thn teleutaÐa sqèsh ja mporoÔsame na thn ekfr�soume diaforetik� wc
ex c: An up�rqei ènac mh tetrimmènoc [n, k, d] k¸dikac mègisthc apìstashc,
tìte anagkastik� 2 ≤ k ≤ q − 1 kai 2 ≤ n− k ≤ q − 1.

Apì ta prohfoÔmena èpetai to pìrisma.

Pìrisma 2.5.10. Oi mìnoi duadikoÐ k¸dikec mègisthc apìstashc eÐnai oi te-
trimmènoi.

'Eqontac up� ìyh th sqèsh n − q + 1 ≤ k ≤ q − 1, dhlad  n ≤ k + q − 1,
genn�tai to er¸thma: Dojèntwn twn k kai q na brejeÐ h megalÔterh dunat 
tim  tou n ètsi ¸ste na up�rqei ènac k¸dikac mègisthc apìstashc me m koc n.

Ac sumbolÐsoume me m(k, q) th megalÔterh dunat  tim  tou n. Up�rqei
h eikasÐa ìti m(k, q) = q + 1, ektìc apì thn perÐptwsh k = 3, ìpou èqei
apodeiqjeÐ ìti m(3, q) = q + 1 an to q eÐnai perittìc kai m(3, q) = q + 2 an
to q eÐnai �rtioc.

H eikasÐa aut  èqei apodeiqjeÐ gia k ≤ 5 kai ìla ta q. Gia ìla ta k me
q ≤ 11 kai gia ìla ta peritt� q > (4k − 9)2. Qrhsimopoi¸ntac to gegonìc ìti
ènac k¸dikac eÐnai k¸dikac mègisthc apìstashc an kai mìno an o antÐstoiqoc
duðkìc k¸dikac eÐnai k¸dikac mègisthc apìstashc h eikasÐa èqei apodeiqjeÐ kai
se �llec peript¸seic.

Ed¸ den ja sqolhjoÔme me thn apìdeixh twn peript¸sewn, ìpou h eikasÐa
isqÔei (oÔte kai stic peript¸seic, ìpou h apìdeixh eÐnai apl ). Ja anadiatu-
p¸soume ìmwc to prìblhma thc eÔreshc thc mègisthc tim c m(k, q) tou m kouc
gia k¸dikec mègisthc apìstashc se isodÔnama probl mata thc Grammik c 'Al-
gebrac.

'Estw èna peperasmèno s¸ma Fp me | Fp |= q kai k ènac jetikìc akèraioc.
Ta epìmena probl mata eÐnai isodÔnama me thn eÔresh thc megalÔterh-

c dunat c tim c tou n, ¸ste na up�rqei k¸dikac epÐ tou Fp me paramètrouc
[n, k, n− k + 1].

1 Na brejeÐ h megalÔterh tim  tou n ¸ste na up�rqei ènac k × n pÐnakac
me stoiqeÐa apì to s¸ma Fp me thn idiìthta k�je uposÔnolo me k to pl joc
st lec na eÐnai grammik� anex�rthto.
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2 'Estw ènac dianusmatikìc q¸roc V epÐ tou s¸matoc Fp me di�stash Ðsh
me k na brejeÐ h megalÔterh tim  n ¸ste na up�rqei uposÔnolo tou V me n to
pl joc stoiqeÐa kai k�je uposÔnolì tou me k to pl joc stoiqeÐa na apoteleÐ
b�sh tou V .

3 Na brejeÐ h megalÔterh tim  tou n ¸ste na up�rqei ènac
k × (n− k) pÐnakac A me stoiqeÐa apì to s¸ma Fp me thn idiìthta k�je tetra-
gwnikìc upopÐnakac tou A na eÐnai antistrèyimoc.

2.5.1 Ask seic

1. 'Estw C o k¸dikac epÐ tou Z3 me genn tora pÐnaka G =
(

1 0 1
0 1 2

)
.

DeÐxte ìti C eÐnai k¸dikac mègisthc apìstashc.

2. Exet�ste an o triadikìc k¸dikac C me genn tora pÐnaka G =
(

1 0 1 1
0 1 2 1

)

eÐnai k¸dikac mègisthc apìstashc.

3. 'Estw α mia prwtarqik  kubik  rÐza thc mon�dac, wc gnwstìn to sÔnolo
F = { 0, 1, α, α2 } eÐnai s¸ma. DeÐxte ìti o k¸dikac C epÐ tou F me gen-

n tora pÐnaka G =
(

1 0 1 1
0 1 α α2

)
eÐnai k¸dikac mègisthc apìstashc.

4. Na kataskeu�sete ènan triadikì k¸dika mègisthc apìstashc me m koc 4
kai di�stash 2.

5. Exet�ste an up�rqoun triadikoÐ k¸dikec mègisthc apìstashc me paramè-
trouc [5, 3, d], [6, 3, d] kai [n, 2, d] gia n ≥ 5.

6. Na kataskeu�sete ìlouc touc k¸dikec mègisthc apìstashc epÐ tou Z5 me
di�stash 2 kai m kh 4, 5, 6.
Up�rqei pentadikìc k¸dikac mègisthc apìstashc me di�stash 2 kai m koc
n ≥ 7 ?

7. Gia k ≥ 2 na kataskeu�sete k¸dikec mègisthc apìstashc epÐ tou Z11 me
m koc n ìso to dunatìn megalÔtero.

2.6 Merikèc kathgorÐec grammik¸n kwdÐkwn

Sta prohgoÔmena asqolhj kame me touc grammikoÔc k¸dikec kai eÐdame p¸c h
dom  enìc grammikoÔ k¸dika wc dianusmatikoÔ q¸rou kajist� tic diadikasÐec
kwdikopoÐhshc kai apokwdikopoÐhshc perissìtero apotelesmatikèc. Ed¸ ja
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asqolhjoÔme me eidikèc kathgorÐec grammik¸n kwdÐkwn. O trìpoc, me ton opoÐo
orÐzontai, touc kajist� eÔqrhstouc wc proc ton qeirismì touc. Gia to lìgo autì
parousi�zoun tìso jewrhtikì, ìso kai praktikì endiafèron.

2.6.1 PoluwnumikoÐ k¸dikec

'Estw Fk−1[x] to sÔnolo ìlwn twn poluwnÔmwn me bajmì mikrìtero   Ðson tou
k − 1 kai suntelestèc apì to (ìqi kat� an�gkh peperasmèno) s¸ma F. 3

Prìtash 2.6.1. 'Estw α(x) = a0 + a1x + · · · + am−1x
m−1 ∈ Fm−1[x], h

apeikìnish ψ : Fm−1[x] −→ Fm me ψ(α(x)) = (a0, a1, . . . , am−1) eÐnai ènac
isomorfismìc dianusmatik¸n q¸rwn.

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai apl  kai afÐnetai wc �skhsh.

Apì thn prohgoÔmenh prìtash blèpoume ìti mporoÔme na tautÐsoume po-
lu¸numa me diatetagmènec m−�dec kai antÐstrofa diatetagmènec m−�dec me
polu¸numa. Kat� sunèpeia, ìpwc ja doÔme, k¸dikec me sÔnola poluwnÔmwn.

'Estw p ènac pr¸toc arijmìc, sta epìmena, gia eukolÐa sto sumbolismì, me
F ja sumbolÐzoume to peperasmèno s¸ma Fp kai k�je k¸dikac ja jewreÐtai epÐ
tou alfab tou F

Epilègoume kai stajeropoioÔme ena mh mhdenikì polu¸numo
γ(x) = c0 + c1x + · · · + ckx

k ∈ Fk[x] . Gia k�je
α(x) = a0 + a1x + · · · + am−1x

m−1 ∈ Fm−1[x] to polu¸numo α(x) · γ(x) eÐnai
èna polu¸numo bajmoÔ to polÔ m + k − 1.

Prìtash 2.6.2. H apeikìnish ϑ : Fm−1[x] −→ Fm+k−1[x] me ϑ(α(x)) =
α(x) · γ(x) eÐnai mia 1 - 1 grammik  apeikìnish. Epomènwc h eikìna ϑ(Fm−1[x])
eÐnai ènac dianusmatikìc upìqwroc tou Fm+k−1[x] di�stashc m.

Apìdeixh. Gia α(x), β(x) ∈ Fm−1[x] kai λ, µ ∈ F wc gnwstìn isqÔei
(λα(x) + µβ(x)) · γ(x) = λ(α(x) · γ(x)) + µ(β(x)) · γ(x)). Opìte èpetai to
apotèlesma.

'Estw α(x)·γ(x) = r0+r1x+ · · · rm+k−1x
m+k−1. SÔmfwna me thn Prìtash

2.6.1 mporoÔme na tautÐsoume to stoiqeÐo α(x) · γ(x) tou dianusmatikoÔ q¸rou
ϑ(Fm−1[x]) me to stoiqeÐo (r0, r1, . . . , rm+k−1) tou Fm+k.

Ta prohgoÔmena ja mporoÔsan na ekfrasjoÔn wc ex c
3Ed¸ jewroÔme gnwstèc tic ènnoiec, ìpwc bajmìc poluwnÔmou, prìsjesh kai pollapla-

siasmìc poluwnÔmwn kaj¸c kai diaÐresh poluwnÔmwn.
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Fm ψ−1

−→ Fm−1[x] ϑ−→ Fm+k−1[x]
ψ−→ Fm+k .

Prosoq ! Sthn prohgoÔmenh sqèsh h sun�rthsh ψ−1 efarmìzetai apì
to Fm sto Fm−1[x], en¸ h sun�rthsh ψ apì to Fm+k−1[x] sto Fm+k. Autì den
prèpei na prokaleÐ sÔgqush kajìti, genik�, me ψ ja sumbolÐzoume thn apeikì-
nish pou apeikonÐzei èna (opoiod pote) polu¸numo sto antÐstoiqo “di�nusma”
twn suntelest¸n tou.

Orismìc 2.6.3. To sÔnolo C = {ψ(ϑ(α(x))) = ψ(α(x) · γ(x)) =
= (r0, r1, . . . , rm+k−1) | α(x) ∈ Fm[x] } ja lègetai ènac poluwnumikìc
k¸dikac me genn tora polu¸numo (  polu¸numo kwdikopoÐhshc) to polu¸numo
γ(x).

Apì ta prohgoÔmena èpetai h ex c prìtash.

Prìtash 2.6.4. 'Enac poluwnumikìc k¸dikac eÐnai ènac grammikìc k¸dikac.

Parathr seic 2.6.5. 1. Oi par�metroi enìc poluwnumikoÔ k¸dika exart¸-
ntai tìso apì to genn tora polu¸numo, ìso kai apì to fusikì arijmì m
pou qarakthrÐzei to q¸ro Fm−1[x], o opoÐoc eÐnai to pedÐo orismoÔ thc
sun�rthshc ϑ. Sugkekrimèna to m koc tou eÐnai Ðso me n = m + k kai h
di�stas  tou Ðsh me m.

2. An wc phg  (blèpe selÐda 8) p�roume to sÔnolo Fm, tìte h sun�rthsh
kwdikopoÐhshc eÐnai h sÔnjesh twn apeikonÐsewn ψ−1, ϑ kai ψ, dhlad 
f = ψ ◦ ϑ ◦ ψ−1

3. Pollèc forèc sta epìmena ja tautÐzoume, ìpwc proeÐpame, qwrÐc idiaÐterh
mneÐa, tic (kwdiko)lèxeic me polu¸numa, ìpwc kai ta stoiqeÐa thc phg c me
polu¸numa. (Gia to lìgo autì oi deÐktec sthn arÐjmhsh twn qarakt rwn
se mia (kwdiko)lèxh ja arqÐzoun apì to 0).

4. H el�qisth apìstash enìc poluwnumikoÔ k¸dika eÐnai Ðsh me to mikrìtero
pl joc twn mh mhdenik¸n suntelest¸n twn poluwnÔmwn α(x) ·γ(x), ìpou
α(x) ∈ Fm−1[x]. H apìdeixh den eÐnai dÔskolh, arkeÐ na jumhjoÔme to
Je¸rhma 2.1.3.

5. 'Estw γ(x) = c0 + c1x + · · · + ckx
k to polu¸numo genn torac enìc

poluwnumikoÔ k¸dika, an o stajerìc ìroc c0 eÐnai mhdèn, tìte se ìlec tic
(kwdiko)lèxeic o pr¸toc qarakt rac eÐnai mhdèn, ìmoia, an o suntelest c
ck eÐnai mhdèn, tìte o teleutaÐoc qarakt rac se ìlec tic (kwdiko)lèxeic
eÐnai mhdèn. All� tìte oi qarakt rec autoÐ den prosfèroun tÐpote sthn
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kwdikopoÐhsh, opìte o k¸dikac mporeÐ na sumptuqjeÐ wc proc autèc tic
suntetagmènec (blèpe selÐda 37). Epomènwc sta epìmena ja upotÐjetai
ìti o stajerìc ìroc kai o megistob�jmioc suntelest c sto genn tora
polu¸numo eÐnai mh mhdenikoÐ.

Par�deigma 2.6.6. 'Estw to polu¸numo γ(x) = 1 + x + x3 ∈ Z2[x] kai C o
antÐstoiqoc poluwnumikìc k¸dikac m kouc 6. Ac upologÐsoume ta stoiqeÐa tou
kai tautìqrona th sun�rthsh kwdikopoÐhshc f apì thn phg  Z3

2 ston k¸dika C.
'Estw (a0, a1, a2) ∈ Z3

2, sqhmatÐzoume to polu¸numo α(x) = a0 + a1x +
a2x

2 kai k�noume ton pollaplasiasmì α(x) · γ(x) = a0 + (a0 + a1)x + (a1 +
a2)x2 + (a0 + a2)x3 + a1x

4 + a2x
5. Epomènwc h sun�rthsh kwdikopoÐhshc

eÐnai h f(a0, a1, a2) = (a0, a0 + a1, a1 + a2, a0 + a2, a1, a2) kai o k¸dikac
C = { (a0, a0 + a1, a1 + a2, a0 + a2, a1, a2) | (a0, a1, a2) ∈ Z3

2 }.
Ac upologÐsoume ènan genn tora pÐnaka tou k¸dika C. Ta stoiqeÐa

(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) apoteloÔn mia b�sh tou Z3
2 kai h apeikìnish f eÐnai

1 - 1, epomènwc oi eikìnec twn stoiqeÐwn thc b�shc mèsw thc f apoteloÔn
mia b�sh tou k¸dika. 'Eqoume ìti f(1, 0, 0) = (1, 1, 0, 1, 0, 0), f(0, 1, 0) =
(0, 1, 1, 0, 1, 0), f(0, 0, 1) = (0, 0, 1, 1, 0, 1). 'Ara ènac genn torac pÐnakac

tou C eÐnai o G =




1 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 1 0 1


.

'Enac pÐnakac elègqou isotimÐac gia ton k¸dika C eÐnai o pÐnakac P =


0 1 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 1


 kajìti isqÔei GPt = 0 (Prìtash 2.2.12).

H el�qisth apìstash tou k¸dika eÐnai Ðsh me 3, sÔmfwna me thn Prìtash
2.2.27, (h pr¸th, deÔterh kai tètarth st lh eÐnai grammik� exarthmènec, en¸
an� dÔo ìlec oi st lec eÐnai grammik� anex�rthtec).

Prìtash 2.6.7. 'Estw C ènac poluwnumikìc k¸dikac m kouc n me genn tora
polu¸numo to γ(x) = c0 + c1x + · · · + ckx

k, ènac genn torac pÐnakac tou C

eÐnai o (n− k)× n pÐnakac G =




c0 c1 · · · ck 0 0 · · · 0
0 c0 · · · ck−1 ck 0 · · · 0
...

... · · · ...
...

... · · · ...
0 0 · · · 0 c0 c1 · · · ck




Apìdeixh. H di�stash tou k¸dika C eÐnai Ðsh me m = n− k.
Sthn pr¸th gramm  tou pÐnaka G tic k +1 pr¸tec jèseic katalamb�noun oi su-
ntelestèc tou c0, c1, . . . , ck tou genn tora poluwnÔmou kai oi upìloipec jèseic
eÐnai mhdenik�. K�je epìmenh gramm  sqhmatÐzetai me mia kuklik  met�jesh twn



2.6. Merikèc kathgorÐec grammik¸n kwdÐkwn 107

stoiqeÐwn thc amèswc prohgoÔmenhc gramm c èwc ìtou fj�soume sthn teleu-
taÐa gramm , ìpou oi teleutaÐec k + 1 jèseic eÐnai c0, c1, . . . , ck. Epomènwc h
t�xh tou pÐnaka eÐnai Ðsh me m.

O pollaplasiasmìc enìc stoiqeÐou (a0, a1, . . . , am−1) ∈ Fm (apì arister�)
me ton pÐnaka G dÐnei touc suntelestèc tou ginomènou α(x) · γ(x), ìpou α(x) =
a0 + a1x + · · · + am−1x

m−1 ∈ Fm−1[x] kai γ(x) = c0 + c1x + · · · + ckx
k to

polu¸numo genn torac. 'Ara o k¸dikac C sumpÐptei me ton k¸dika pou èqei ton
pÐnaka G wc genn tora pÐnaka.

'Eqoume deÐ sthn par�grafo 2.3.3 ìti se èna grammikì k¸dika m kouc n èna
di�nusma l�jouc e = e0 e1 · · · en−1 den aniqneÔetai an kai mìno an kai autì
eÐnai mia (kwdiko)lèxh. Gia touc poluwnumikoÔc k¸dikec èqoume.

Prìtash 2.6.8. Se ènan poluwnumikì k¸dika C èna di�nusma l�jouc e =
e0 e1 · · · en−1 den aniqneÔetai an kai mìno an to antÐstoiqo polu¸numo e(x) =
e0 + e1x + · · · + en−1x

n−1 eÐnai pollapl�sio tou genn tora poluwnÔmou tou
k¸dika.

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai �mesh sunèpeia twn prohgoumènwn kai afÐnetai wc
�skhsh.

Prìtash 2.6.9. 'Estw ènac poluwnumikìc k¸dikac C m kouc n me genn tora
polu¸numo γ(x). Upojètoume ìti to γ(x) den diaireÐ kanèna polu¸numo thc
morf c xr + c ∈ Fn−1[x]. Tìte h el�qisth apìstash tou C eÐnai toul�qiston
trÐa.

Apìdeixh. 'Estw γ(x) = c0 + c1x + · · · + ckx
k, k�je stoiqeÐo tou k¸dika

diaireÐtai apì to γ(x). Prèpei na apodeÐxoume ìti den up�rqei (kwdiko)lèxh me
b�roc to polÔ 2. Apì thn Parat rhsh 2.6.54 èpetai ìti arkeÐ na apodeÐxoume
ìti den up�rqoun polu¸numa thc morf c xi + cxj ∈ Fn−1[x] me i > j ta opoÐa
na diairoÔntai apì to γ(x). Epeid  c0 6= 0 (blèpe Parat rhsh 2.6.55), èqoume
ìti ta polu¸numa γ(x) kai x` eÐnai sqetik� pr¸ta gia k�je `. Epomènwc an
upojèsoume ìti èna polu¸numo thc morf c xi + cxj = xj(xi−j + c) diaireÐtai
apì to γ(x), tìte ja èprepe to xi−j + c na diaireÐto apì to γ(x), �topo.

'Opwc parathroÔme to apotèlesma pou br kame gia thn el�qisth apìstash
tou k¸dika sto Par�deigma 2.6.6, sun�dei me thn prohgoÔmenh prìtash, kajìti
to polu¸numo genn torac γ(x) = 1+x+x3 den diaireÐ kanèna apì ta polu¸numa
x4 + 1 kai x5 + 1.

T¸ra ja apodeÐxoume (dÐnontac èna par�deigma) ìti o duðkìc k¸dikac enìc
poluwnumikoÔ k¸dika den eÐnai kat� an�gkh poluwnumikìc k¸dikac.
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Par�deigma 2.6.10. 'Estw o duadikìc poluwnumikìc k¸dikac C m kouc 7 me
genn tora polu¸numo to γ(x) = 1 + x + x3. 'Enac genn torac pÐnakac eÐnai o

G =




1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1


.

Wc gnwstìn èna stoiqeÐo x = x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 an kei ston duðkì k¸dika
an kai mìno an Gxt = 0. Apì thn teleutaÐa sqèsh èpetai ìti ènac pÐnakac

elègqou isotimÐac gia ton C eÐnai o P =




1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1




(giatÐ?). Epomènwc o duðkìc k¸dikac C⊥ èqei wc genn tora pÐnaka ton pÐna-
ka P. An o C⊥  tan poluwnumikìc, ja eÐqe èna genn tora polu¸numo èstw
g(x) = 1 + c1x + c2x

2 + c3x
3 + c4x

4. Gia k�je polÔwnumo a0 + a1x + a2x
2

me suntelestèc apì to Z2, oi suntelestèc tou ginomènou (a0 + a1x + a2x
2)g(x)

apoteloÔn mia (kwdiko)lèxh tou C⊥, thn (a0 a1 a2)P. EkteloÔme ton parap�nw
pollaplasiasmì poluwnÔmwn, ton pollaplasiasmì (a0 a1 a2)P kai sugkrÐnoume
ta dÔo apotelèsmata. Prèpei na isqÔei

a0 = a0

a0c1 + a1 = a1

a0c2 + a1c1 + a2 = a2

a0c3 + a1c2 + a2c1 = a0 + a1

a0c4 + a1c3 + a2c2 = a1 + a2

a1c4 + a2c3 = a0 + a1 + a2

a2c4 = a0 + a2

Apì thn deÔterh kai trÐth isìthta èpetai ìti ta c1 kai c2 prèpei na eÐnai Ðsa
me mhdèn, opìte h tètarth isìthta gÐnetai a0c3 = a0 + a1. H isìthta aut  ja
prèpei na isqÔei gia k�je a0, a1 ∈ Z2. Autì ìmwc eÐnai adÔnaton (giatÐ?). 'Ara
o duðkìc k¸dikac C⊥ den eÐnai poluwnumikìc.

2.6.2 KuklikoÐ k¸dikec

Mia eidik , all� h plèon endiafèrousa, kathgorÐa poluwnumik¸n kwdÐkwn eÐnai
oi kuklikoÐ k¸dikec. Oi kuklikoÐ k¸dikec èqoun ploÔsia algebrik  dom , h opoÐa
touc kajist� apotelesmatikoÔc kai ìpwc ja doÔme sta epìmena oi plèon sh-
mantikèc oikogèneiec kwdÐkwn perilamb�noun k¸dikec isodÔnamouc me kuklikoÔc
k¸dikec.

Orismìc 2.6.11. 'Enac grammikìc k¸dikac C m kouc n ja lègetai kukli-
kìc an gia k�je (kwdiko)lèxh c = c0 c1 · · · cn−1 h lèxh pou prokÔptei me
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mia kuklik  met�jesh twn qarakt rwn thc kat� èna b ma, dhlad  h lèxh
cn−1 c0 c1 · · · cn−2, eÐnai kai aut  stoiqeÐo tou k¸dika.

Apì ton orismì èpetai amèswc ìti gia k�je 1 ≤ k ≤ n− 1 h lèxh
ck · · · cn−1 c0 c1 · · · ck−1 eÐnai kai aut  stoiqeÐo tou k¸dika.

ParadeÐgmata 2.6.12. 1. Oi akraÐec peript¸seic tou mhdenikoÔ k¸dika kai
tou k¸dika pou eÐnai ìloc o dianusmatikìc q¸roc Fn

p , apoteloÔn tetrim-
mèna paradeÐgmata kuklik¸n kwdÐkwn.

2. Profan¸c o epanalhptikìc k¸dikac
Rp(k) = { 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸

k−forèc
, 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸

k−forèc
, . . . , p− 1 p− 1 · · · p− 1︸ ︷︷ ︸

k−forèc

} eÐnai kuklikìc.

3. O duadikìc k¸dikac C = { 000, 101, 011, 110 } profan¸c eÐnai kuklikìc
k¸dikac.

4. O duadikìc poluwnumikìc k¸dikac [7, 4, 3] C tou ParadeÐgmatoc 2.6.10

me genn tora pÐnaka G =




1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1


 eÐnai eÔkolo na

diapist¸soume ìti eÐnai ènac kuklikìc k¸dikac.

5. O duadikìc k¸dikac C = { 0000, 1001, 0110, 1111 } den eÐnai kuklikìc
(giatÐ?). Antimetajètontac ìmwc touc qarakt rec thc trÐthc kai tètarthc
jèshc lamb�noume ton k¸dika D = { 0000, 1010, 0101, 1111 }, o opoÐoc
eÐnai kuklikìc. Dhlad  up�rqoun mh kuklikoÐ grammikoÐ k¸dikec oi opoÐoi
eÐnai isodÔnamoi me kuklikoÔc k¸dikec.

6. O p−adikìc k¸dikac En pou apoteleÐtai apì ìlec tic lèxeic m kouc n me
�jroisma qarakt rwn Ðson me mhdèn (blèpe Par�deigma 2.1.25) eÐnai ènac
kuklikìc k¸dikac (giatÐ?)

'Opwc kai sthn prohgoÔmenh par�grafo me F ja sumbolÐzoume to s¸ma Fp,
ìpou p eÐnai ènac pr¸toc arijmìc. EpÐshc sÔmfwna me thn Prìtash 2.6.1 ja
tautÐzoume grammikoÔc k¸dikec m kouc n me upoq¸rouc tou Fn−1[x].

'Estw t¸ra ènac grammikìc k¸dikac C m kouc n kai a0 a1 · · · an−1 èna stoi-
qeÐo tou. SÔmfwna me ta prohgoÔmena èqoume to polu¸numo a0 + a1x + · · · +
an−1x

n−1. Pollaplasi�zontac to polu¸numo autì me x èqoume x(a0 + a1x +
· · · + an−1x

n−1) = a0x + a1x
2 + · · · + an−1x

n. An sthn teleutaÐa sqèsh
antikatast soume to xn me to 1, èqoume to polu¸numo an−1 + a0x + a1x

2 +
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· · · + an−2x
n−1, opìte parathroÔme ìti oi suntelestèc an−1 a0 a1 · · · an−2 tou

teleutaÐou poluwnÔmou antistoiqoÔn se mia kuklik  met�jesh kat� mia jèsh
twn qarakt rwn thc (kwdiko)lèxhc a0 a1 · · · an−1. 'Omoia mia kuklik  met�je-
sh kat� k to pl joc jèseic antistoiqeÐ se pollaplasiasmì tou poluwnÔmou
a0 + a1x + · · · + an−1x

n−1 me xk kai antikat�stash tou xn me to 1. Epomènwc
eÐnai fanerì ìti oi kuklikoÐ k¸dikec èqoun sqèsh me thn antikat�stash tou xn

me to 1. H diadikasÐa ìmwc aut  den eÐnai tÐpote �llo apì na diairèsoume èna
poluwnÔmo me to xn−1 kai na krat soume to upìloipo thc diaÐreshc. Pr�gmati,
èstw φ(x) ∈ F[x], apì thn tautìthta thc diaÐreshc poluwnÔmwn èqoume ìti u-
p�rqoun (monadik�) π(x), υ(x) ∈ F[x] tètoia ¸ste φ(x) = π(x) ·(xn−1)+υ(x)
kai υ(x) = 0   deg(υ(x)) ≤ n−1. Opìte gia xn = 1 sth jèsh tou φ(x) èqoume
to upìloipo υ(x).

Prosoq ! 'Otan lème antikajistoÔme to xn me to 1, ennooÔme ìti antika-
jistoÔme to polu¸numo xn me to stajerì polu¸numo 1 kai ìqi to x lamb�nei
thn tim  1.

'Estw τ1(x), τ2(x) ∈ Fn−1[x]. Apì thn tautìthta thc diaÐreshc polu-
wnÔmwn èqoume ìti up�rqoun (monadik�) π(x), υ(x) ∈ Fn−1[x] tètoia ¸ste
τ1(x) · τ2(x) = π(x) · (xn − 1) + υ(x) kai υ(x) = 0   deg(υ(x)) ≤ n − 1.
Sto sÔnolo Fn−1[x] orÐzoume ènan pollaplasiasmì poluwnÔmwn wc ex c:

τ1(x)¯ τ2(x) =: υ(x) ,

ìpou υ(x) eÐnai to upìloipo thc prohgoÔmenhc diaÐreshc. O pollaplasiasmìc
autìc ja lègetai pollaplasiasmìc mod(xn − 1).

Gia par�deigma, an x3 +x+1, x2 +x+1 ∈ Z2[x], tìte (x3 +x+1) ·(x2 +x+
1) = x5+x+1 = (x+1)·(x4+1)+x ∈ Z2[x], opìte (x3+x+1)¯(x2+x+1) =
x.

Den eÐnai dÔskolo na doÔme ìti to sÔnolo Fn−1[x] me pr�xeic thn prìsjesh
poluwnÔmwn kai ton pollaplasiasmì mod(xn−1) eÐnai ènac metajetikìc daktÔ-
lioc me mon�da. (Wc �skhsh mporeÐte na elègxete thn prosetairistik  idiìthta
tou pollaplasiasmoÔ.)

ShmeÐwsh: Sta epìmena pollèc forèc, ìtan den up�rqei kÐndunoc sÔgqu-
shc, ton pollaplasiasmì mod(xn− 1) ja ton sumbolÐzoume τ1(x) · τ2(x), ìpwc
ton sun jh pollaplasiasmì poluwnÔmwn.

Qrhsimopoi¸ntac thn ènnoia tou ide¸douc kai thn ènnoia tou daktulÐou ph-
lÐko mporoÔme na perigr�youme komy� thn parap�nw diadikasÐa kai touc kukli-
koÔc k¸dikec.

'Estw F[x] o daktÔlioc ìlwn twn poluwnÔmwn me suntelestèc apì to s¸ma
F kai 〈xn − 1〉 to (kÔrio) ide¸dec to paragìmeno apì to polu¸numo xn − 1.
Dhlad  〈xn − 1〉 = {σ(x) · (xn − 1) | σ(x) ∈ F[x] }. O daktÔlioc phlÐko
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F[x]/〈xn − 1〉 apoteleÐtai apì ìla ta sÔmploka thc morf c τ(x) + 〈xn − 1〉 me
τ(x) ∈ F[x]. DÔo stoiqeÐa τ1(x)+〈xn−1〉 kai τ2(x)+〈xn−1〉 tou F[x]/〈xn−1〉
eÐnai Ðsa an kai mìno an h diafor� τ1(x)− τ2(x) an kei sto ide¸dec 〈xn − 1〉  
isodÔnama diaireÐtai apì to xn − 1.

Prìtash 2.6.13. H apeikìnish ϕ : Fn−1[x] −→ F[x]/〈xn − 1〉 me ϕ(τ(x)) =
τ(x) + 〈xn − 1〉 eÐnai ènac isomorfismìc daktulÐwn.

Apìdeixh. O èlegqoc ìti h apeikìnish ϕ plhroÐ tic parap�nw idiìthtec eÐnai
aplìc kai afÐnetai wc �skhsh.

O prohgoÔmenoc isomorfismìc mac epitrèpei na tautÐsoume touc dÔo daktu-
lÐouc kai sta epìmena ja touc sumbolÐzoume qwrÐc di�krish me Rn (Rn :=
Fn−1[x] ∼=ϕ F[x]/〈xn − 1〉).

'Estw t¸ra ènac k¸dikac m kouc n, dhlad  C ⊆ Fn. Apì thn Prìtash 2.6.1
kai thn prohgoÔmenh prìtash, epeid  oi apeikonÐseic ϕ kai ψ−1 eÐnai 1 - 1, sta
epìmena ja mporoÔme na tautÐsoume ton k¸dika C me thn eikìna tou kai na ton
jewroÔme wc uposÔnolo tou Rn.

Je¸rhma 2.6.14. 'Enac k¸dikac C eÐnai kuklikìc an kai mìno an eÐnai èna
ide¸dec tou daktulÐou Rn.

Apìdeixh. Upojètoume ìti o k¸dikac eÐnai kuklikìc. Tìte gia
α1(x), α2(x) ∈ C ⊆ Rn èqoume ìti
(i) α1(x)− α2(x) ∈ C, afoÔ o C eÐnai grammikìc.
'Estw t¸ra α(x) ∈ C kai τ(x) = r0 + r1x + · · · + rkx

k ∈ Rn. Apì ta
prohgoÔmena èqoume ìti o pollaplasiasmìc tou α(x) me x antistoiqeÐ me mia
kuklik  met�jesh kat� mia jèsh, dhlad  x · α(x) ∈ C, afoÔ o C eÐnai kuklikìc,
ìmoia x2 · α(x), . . . , xk · α(x) ∈ C. Epomènwc
(ii) τ(x) · α(x) = r0α(x) + r1xα(x) + · · · + rkx

kα(x) ∈ C.
(Den xeqn�me o pollaplasiasmìc poluwnÔmwn eÐnai mod(xn − 1) .)
Apì tic sqèseic (i)kai (ii) èpetai ìti o C eÐnai èna ide¸dec tou Rn.

AntÐstrofa, upojètoume ìti o k¸dikac C eÐnai èna ide¸dec tou Rn, dhlad 
isqÔoun oi (i) kai (ii). Lamb�nontac sth jèsh tou τ(x) sth sqèsh (ii) èna sta-
jerì polu¸numo, apodeiknÔoume (se sunduasmì me th sqèsh (i)) ìti o k¸dikac
eÐnai grammikìc. An sth jèsh tou τ(x) sth sqèsh (ii) l�boume to polu¸numo
x , apodeiknÔoume ìti o k¸dikac eÐnai kuklikìc.

Apì to prohgoÔmeno je¸rhma èpetai ìti gia na upologÐsoume ìlouc touc
kuklikoÔc k¸dikec m kouc n (prèpei kai) arkeÐ na upologÐsoume ìla ta ide¸dh
tou daktulÐou Rn.
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'Enac trìpoc kataskeÔhc kuklik¸n kwdÐkwn (kai ìpwc ja doÔme sta epìmena
o monadikìc) eÐnai na jewr soume ta kÔria ide¸dh tou daktulÐou Rn. 'Estw
p(x) ∈ Rn, tìte to (kÔrio) ide¸dec to paragìmeno apì to p(x) apoteleÐtai apì
ìla ta pollapl�sia tou p(x), dhlad  〈 p(x) 〉 = { r(x) · p(x) | r(x) ∈ Rn }.
SÔmfwna me ta prohgoÔmena to C = 〈 p(x) 〉 = { r(x) ·p(x) | r(x) ∈ Rn } eÐnai
ènac kuklikìc k¸dikac pou par�getai apì to polu¸numo p(x).

Par�deigma 2.6.15. 'Estw o duadikìc kuklikìc k¸dikac C = 〈 1 + x2 〉 =
{ r(x) ·(1+x2) | r(x) ∈ R3 }. To R3 apoteleÐtai apì okt¸ stoiqeÐa (ta dunat�
upìloipa thc diaÐreshc enìc poluwnÔmou r(x) ∈ Z2[x] me to x3 − 1), dhlad 
R3 = { 0, 1, x, 1 + x, x2, 1 + x2, x + x2, 1 + x + x2 }. Opìte k�nontac touc
pollaplasiasmoÔc (mod(x3−1)) brÐskoume ìti C = { 0, 1+x, 1+x2, x+x2 }.
Dhlad  C = { 000, 110, 101, 011 }, o k¸dikac tou ParadeÐgmatoc 2.6.122.

Je¸rhma 2.6.16. 'Estw C ènac mh mhdenikìc kuklikìc k¸dikac m kouc n.
Tìte up�rqei monadikì monikì polu¸numo γ(x) ∈ Rn elaqÐstou bajmoÔ ètsi
¸ste C = 〈γ(x)〉. Epiplèon to polu¸numo γ(x) diaireÐ to polu¸numo xn − 1.

Apìdeixh. 'Estw α(x), β(x) ∈ C dÔo diaforetik� monik� polu¸numa me to-
n mikrìtero dunatìn bajmì. O k¸dikac eÐnai grammikìc, epomènwc h diafor�
α(x) − β(x) ∈ C kai èqei bajmì mikrìtero apì ton bajmì twn α(x) kai β(x).
Pollaplasi�zontac to α(x) − β(x) me ton antÐstrofo suntelest  tou megi-
stobajmÐou ìrou èqoume èna polu¸numo, to opoÐo an kei ston k¸dika C, eÐnai
monikì kai èqei bajmì mikrìtero apì ton bajmì twn α(x) kai β(x), �topo.

'Estw γ(x) to monadikì monikì polu¸numo elaqÐstou bajmoÔ ston C kai
α(x) ∈ C. Apì thn tautìthta thc diaÐreshc sto F[x] èqoume ìti up�rqou-
n polu¸numa π(x), υ(x) ∈ F[x] tètoia ¸ste α(x) = π(x) · γ(x) + υ(x) me
υ(x) = 0   deg(υ(x)) < deg(γ(x)). Apì to Je¸rhma 2.6.14 èpetai ìti
υ(x) = α(x) − π(x) · γ(x) ∈ C. Epeid  to γ(x) eÐnai elaqÐstou bajmoÔ (kai o
k¸dikac grammikìc), èpetai ìti υ(x) = 0 kai epomènwc C = 〈γ(x)〉.

EpÐshc apì thn tautìthta thc diaÐreshc sto F[x] èqoume ìti up�rqoun po-
lu¸numa π1(x), υ1(x) ∈ F[x] tètoia ¸ste xn − 1 = π1(x) · γ(x) + υ1(x) me
υ1(x) = 0   deg(υ1(x)) < deg(γ(x)). All� xn − 1 = 0 ∈ Rn, epomènwc
υ1(x) = −π1(x) · γ(x) ∈ C = 〈γ(x)〉. 'Ara υ1(x) = 0.

Parat rhsh 2.6.17. Gia ìsouc eÐnai exoikeiwmènoi me tic stoiqei¸deic idiì-
thtec twn idewd¸n kai tou daktulÐou phlÐko, h prohgoÔmenh prìtash eÐnai mia
merik  perÐptwsh thc ex c genik c prìtashc: 'Estw F èna s¸ma. K�je ide¸dec
tou daktulÐou F[x] eÐnai kÔrio. An I = 〈r(x)〉, J = 〈s(x)〉 eÐnai ide¸dh tou
F[x] me I ⊆ J , tìte to polu¸numo s(x) diaireÐ to r(x). Epiplèon k�je ide¸dec
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tou daktulÐou F[x]/I eÐnai thc morf c J/I, ìpou J eÐnai èna ide¸dec tou F[x]
me I ⊆ J .
H apìdeixh eÐnai (akrib¸c) h Ðdia me thn apìdeixh thc prohgoÔmenhc prìtashc.

To monadikì monikì polu¸numo γ(x), pou up�rqei apì to prohgoÔmeno je-
¸rhma, ja lègetai to polu¸numo genn torac tou k¸dika C.

Ed¸ ja jèlame na epishm�noume ìti ènac kuklikìc k¸dikac C wc kÔrio i-
de¸dec tou daktulÐou Rn endèqetai na par�getai apì perissìtera tou enìc
poluwnÔmwn, dhlad  na up�rqoun perissìtera tou enìc polu¸numa f(x) ∈ Rn

ètsi ¸ste C = 〈f(x)〉, all� up�rqei mìno èna polu¸numo genn torac.
Sto prohgoÔmeno par�deigma o k¸dikac C = 〈 1 + x2 〉 par�getai men apì

to polu¸numo 1 + x2, all� to polu¸numo genn torac eÐnai to 1 + x (giatÐ?)

Je¸rhma 2.6.18. 'Ena monikì polu¸numo g(x) ∈ Rn eÐnai to polu¸numo gen-
n torac enìc kuklikoÔ k¸dika C ⊆ Rn an kai mìno an to g(x) diaireÐ to xn− 1.

Apìdeixh. H mia kateÔjunsh èqei  dh apodeiqjeÐ sto Je¸rhma 2.6.16.
Upojètoume ìti to g(x) diaireÐ to xn − 1, dhlad  xn − 1 = t(x) · g(x).

'Estw o kuklikìc k¸dikac C = 〈 g(x) 〉. Apì to prohgoÔmeno je¸rhma up�rqei
to polu¸numo genn torac, èstw γ(x), tou C. Upojètoume ìti γ(x) 6= g(x).
To γ(x) eÐnai to polu¸numo genn torac kai to g(x) monikì, epomènwc o bajmìc
tou eÐnai (gn sia) mikrìteroc apì ton bajmì tou g(x). Epeid  γ(x) ∈ C =
〈 g(x) 〉, up�rqei polu¸numo r(x) ètsi ¸ste γ(x) = g(x) · r(x). O teleutaÐoc
pollaplasiasmìc eÐnai mod(xn− 1), autì shmaÐnei ìti up�rqei polu¸numo π(x)
ètsi ¸ste γ(x) = g(x)·r(x)+π(x)·(xn−1). Pollaplasi�zontac thn teleutaia
sqèsh me t(x) èqoume t(x) · γ(x) = t(x) · (g(x) · r(x) + π(x) · (xn − 1)) =
(t(x) · g(x)) · r(x) + t(x) · π(x) · (xn − 1). All� xn − 1 = t(x) · g(x), opìte,
antikajist¸ntac sthn teleutaÐa sqèsh, èqoume t(x) · γ(x) = (xn − 1) · r(x) +
t(x) · π(x) · (xn− 1) = (xn− 1) · (r(x) + t(x) · π(x)). Apì thn teleutaÐa sqèsh
èqoume ìti o bajmìc tou ginomènou t(x) · γ(x) eÐnai megalÔteroc   Ðsoc tou
ginomènou t(x) · g(x). Autì èrqetai se antÐfash me to ìti o bajmìc tou γ(x)
eÐnai (gn sia) mikrìteroc apì ton bajmì tou g(x). 'Ara g(x) = γ(x).

Apì ta dÔo prohgoÔmena jewr mata eÐnai fanerì ìti to prìblhma tou pros-
diorismoÔ ìlwn twn kuklik¸n kwdik¸n m kouc n epÐ enìc peperasmènou s¸matoc
Fp eÐnai isodÔnamo me ton prosdiorismì thc an�lushc tou poluwnÔmou xn − 1
se ginìmeno (anag¸gwn) paragìntwn epÐ tou Fp.

Ed¸ prèpei na epishm�noume ìti an n = pr ·m me p na mhn diaireÐ ton m, tìte
xn − 1 = (xm − 1)pr . Epomènwc to prìblhma an�getai sthn paragontopoÐhsh
poluwnÔmwn thc morf c xn − 1 me p na mhn diaireÐ ton n. 4

4Gia to lìgo autì ja upojètoume siwphl� (qwrÐc bl�bh thc genikìthtac) ìti o p den
diaireÐ ton n.
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Par�deigma 2.6.19. 'Estw to polu¸numo x3−1 ∈ Z2[x]. Profan¸c x3−1 =
(x + 1)(x2 + x + 1). Epomènwc up�rqoun tèssereic diairètec tou x3 − 1, oi
1, x + 1, x2 + x + 1 kai (x + 1)(x2 + x + 1) = x3 − 1. Oi antÐstoiqoi kuklikoÐ
k¸dikec eÐnai oi ex c:
〈1〉 = R3 = { 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111 }
〈x + 1〉 = { 0, 1 + x, x + x2, 1 + x2 } = { 000, 110, 011, 101 }
〈x2 + x + 1〉 = { 0, 1 + x + x2 } = { 000, 111 }
〈x3 − 1〉 = { 0 } = { 000 }

Apì to Je¸rhma 2.6.16 èqoume ìti ènac kuklikìc k¸dikac eÐnai poluwnumi-
kìc, epomènwc mporoÔme na apodeÐxoume mia prìtash an�logh me thn Prìtash
2.6.7.

Prìtash 2.6.20. 'Estw C ⊆ Rn ènac kuklikìc k¸dikac me genn tora po-
lu¸numo γ(x) = c0 + c1x + · · · + ckx

k. Tìte c0 6= 0, h di�stas  tou eÐ-
nai Ðsh me n − k kai ènac genn torac pÐnakac eÐnai o (n − k) × n pÐnakac

G =




c0 c1 · · · ck 0 0 · · · 0
0 c0 · · · ck−1 ck 0 · · · 0
...

... · · · ...
...

... · · · ...
0 0 · · · 0 c0 c1 · · · ck




Apìdeixh. Upojètoume ìti c0 = 0. Tìte xn−1γ(x) = x−1γ(x) an kei ston
k¸dika kai èqei bajmì Ðson me k− 1, mikrìtero apì ton bajmì tou γ(x), �topo.

H apìdeixh t¸ra eÐnai parìmoia me thn apìdeixh thc Prìtashc 2.6.7.

Parathr seic 2.6.21. 1. Sthn perÐptwsh twn poluwnumuk¸n kwdÐkwn eÐ-
qame deÐ ìti mporoÔme na upojèsoume ìti o stajerìc ìroc tou genn to-
ra poluwnÔmou eÐnai di�foroc tou mhdenìc (blèpe Parat rhsh 2.6.5 5).
Stouc kuklikoÔc k¸dikec apodeÐxame ìti o stajerìc ìroc tou genn tora
poluwnÔmou eÐnai di�foroc tou mhdenìc.

2. Den eÐnai dÔskolo na doÔme ìti to sÔnolo
{ γ(x), xγ(x), x2γ(x), . . . , xn−k−1γ(x) } eÐnai mia b�sh tou k¸dika C (giatÐ?),
epomènwc èqoume mia �llh apìdeixh thc prohgoumènhc prìtashc.

Par�deigma 2.6.22. 'Estw to polu¸numo x4−1 ∈ Z3[x]. Profan¸c x4−1 =
(x − 1)(x + 1)(x2 + 1). Epomènwc up�rqoun okt¸ diairètec tou x4 − 1, oi
1, x− 1, x + 1, x2 + 1, (x− 1)(x + 1), (x− 1)(x2 + 1), (x + 1)(x2 + 1), x4 − 1.
Oi genn torec pÐnakec twn antÐstoiqwn kuklik¸n kwdÐkwn eÐnai kat� seir� oi
ex c:



2.6. Merikèc kathgorÐec grammik¸n kwdÐkwn 115

I4,



−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1


 ,




1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1


 ,

(
1 0 1 0
0 1 0 1

)

( −1 0 1 0
0 −1 0 1

)
,

( −1 1 −1 1
)
,

(
1 1 1 1

)
,

(
0 0 0 0

)

Ed¸ ja prèpei na anafèroume ìti k�je poluwnumikìc k¸dikac den eÐnai kat'
an�gkh kuklikìc k¸dikac. Pr�gmati, sto par�deigma 2.6.6 o duadikìc poluw-
numikìc k¸dikac m kouc 6 me genn tora polu¸numo 1+x+x3 den eÐnai kuklikìc
afoÔ to 1 1 1 0 0 1 eÐnai (kwdiko)lèxh, en¸ to 1 1 1 1 0 0 den eÐnai.

'Estw C1, C2 ∈ Rn dÔo kuklikoÐ k¸dikec, tìte orÐzoume to �jroism� touc
wc ex c: C1 + C2 = { c1 + c2 | c1 ∈ C1, c2 ∈ C2 }. 5

Prìtash 2.6.23. 'Estw C1, C2 ⊆ Rn kuklikoÐ k¸dikec me genn torec polu¸-
numa γ1(x) kai γ2(x) antÐstoiqa, tìte èqoume.

1. C1 ⊆ C2 an kai mìno an to γ2(x) diaireÐ to γ1(x).

2. H tom  C1∩C2 eÐnai kuklikìc k¸dikac me genn tora polu¸numo to el�qisto
koinì pollapl�sio twn γ1(x) kai γ2(x).

3. To �jroisma C1 + C2 eÐnai kuklikìc k¸dikac me genn tora polu¸numo ton
mègisto koinì diairèth twn γ1(x) kai γ2(x).

Apìdeixh. Wc gnwstìn to �jroisma kai h tom  idewd¸n eÐnai ide¸dec, opìte
h apìdeixh èpetai apì to je¸rhma 2.6.14, me tic leptomèreiec na afÐnontai wc
�skhsh.

Upojètoume, ìti xn − 1 =
∏k

i =1 mi(x) eÐnai h an�lush tou se ginìmeno
monik¸n anag¸gwn poluwnÔmwn epÐ tou s¸matoc Fp. Gia k�je i = 1, . . . , k
èstw o kuklikìc k¸dikac Ci me genn tora polu¸numo to polu¸numo mi(x). Apì
thn prohgoÔmenh prìtash èqoume ìti den up�rqei kuklikìc k¸dikac (ektìc apì
ton Ðdio ton Rn), o opoÐoc na perièqei ton k¸dika Ci. Me aut  thn ènnoia
oi k¸dikec Ci eÐnai mègistoi. Profan¸c k�je kuklikìc k¸dikac me genn tora
polu¸numo γ(x) perièqetai stouc antÐstoiqouc mègistouc kuklikoÔc k¸dikec me
polu¸numa genn torec an�gwgouc par�gontec tou γ(x).

Duðk� èstw µi(x) = xn−1
mi(x) kai Di oi kuklikoÐ k¸dikec me polu¸numa genn -

torec antÐstoiqa ta polu¸numa µi(x), p�li apì thn prohgoÔmenh prìtash èqoume
5To �jroisma kuklik¸n kwdÐkwn den eÐnai tÐpote �llo apì to gnwstì �jroisma dianu-

smatik¸n upoq¸rwn.
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ìti den up�rqei kuklikìc k¸dikac (ektìc apì ton mhdenikì) pou na perièqetai
stouc k¸dikec Di. Me aut  thn ènnoia oi k¸dikec autoÐ eÐnai el�qistoi. Pro-
fan¸c k�je el�qistoc k¸dikac Di perièqetai se ìlouc touc kuklikoÔc k¸dikec
twn opoÐwn to el�qisto polu¸numo den diaireÐtai apì to polu¸numo mi(x).

To polu¸numo elègqou enìc kuklikoÔ k¸dika

'Estw C ènac [n, k] kuklikìc k¸dikac me genn tora polu¸numo γ(x), apì to
Je¸rhma 2.6.16 up�rqei (monadikì) monikì polu¸numo δ(x) ètsi ¸ste xn− 1 =
γ(x) · δ(x). Apì thn Prìtash 2.6.20 èqoume ìti o bajmìc tou γ(x) eÐnai Ðsoc me
n− k, �ra o bajmìc tou δ(x) eÐnai Ðsoc me k.

To polu¸numo δ(x) ja lègetai polu¸numo elègqou gia ton kuklikì k¸-
dika C.

H ènnoia tou poluwnÔmou elègqou stouc kuklikoÔc k¸dikec eÐnai par�llhlh
me thn ènnoia tou pÐnaka elègqou isotimÐac, ìpwc ja doÔme sta epìmena.

Je¸rhma 2.6.24. 'Estw C ⊆ Rn ènac kuklikìc k¸dikac me genn tora po-
lu¸numo γ(x) kai polu¸numo elègqou δ(x). Tìte mporoÔme na perigr�youme ta
stoiqeÐa tou C wc ex c: 'Ena c(x) ∈ Rn an kei ston k¸dika C an kai mìno an
c(x) · δ(x) = 0.

(UpenjumÐzoume ìti o pllaplasiasmìc gÐnetai mod(xn − 1) .)

Apìdeixh. Apì to je¸rhma 2.6.16 èqoume ìti C = 〈γ(x)〉. 'Estw c(x) ∈ C,
tìte up�rqei α(x) ∈ Rn ètsi ¸ste c(x) = α(x) · γ(x), tìte c(x) · δ(x) =
α(x) · γ(x) · δ(x) = 0(mod(xn − 1).

AntÐstrofa, upojètoume ìti c(x)·δ(x) = 0(mod(xn−1). Apì thn tautìthta
thc diaÐreshc sto F[x] èqoume ìti up�rqoun polu¸numa π(x), υ(x) ∈ F[x] tètoia
¸ste c(x) = π(x) ·γ(x)+υ(x) me υ(x) = 0   deg(υ(x)) < deg(γ(x)) = n−k.
Tìte apì th sqèsh c(x) · δ(x) = 0(mod(xn − 1) èpetai ìti υ(x) · δ(x) =
0(mod(xn−1). Autì shmaÐnei ìti to polu¸numo xn−1 diaireÐ to υ(x) ·δ(x) sto
F[x]. All� o bajmìc tou ginomènou υ(x)·δ(x) eÐnai mikrìteroc tou (n−k)+k =
n, �topo �ra υ(x) = 0 kai epomènwc c(x) = π(x) · γ(x) ∈ C.

H isìthta c(x) · δ(x) = 0(mod(xn − 1) ep�gei kat� èna fusiologikì trìpo
mia sqèsh orjogwniìthtac sto Rn, h opoÐa odhgeÐ ston upologismì ènoc pÐna-
ka elègqou isotimÐac gia ènan kuklikì k¸dika, kaj¸c kai sthn perigraf  tou
duðkoÔ tou k¸dika.

Je¸rhma 2.6.25. 'Estw C ènac [n, k] kuklikìc k¸dikac me genn tora po-
lu¸numo γ(x) kai polu¸numo elègqou δ(x) = h0 + h1x + · · · + hkx

k. Tìte
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ènac pÐnakac elègqou isotimÐac tou k¸dika C eÐnai o o (n − k) × n pÐnaka-

c H =




hk hk−1 · · · h0 0 0 · · · 0
0 hk · · · h1 h0 0 · · · 0
...

... · · · ...
...

... · · · ...
0 0 · · · 0 hk hk−1 · · · h0


 epiplèon o duðkìc k¸-

dikac C⊥ eÐnai kai autìc kuklikìc kai par�getai apì to polu¸numo d(x) =
hk + hk−1x + · · · + h0x

k.

Apìdeixh. Apì to prohgoÔmeno je¸rhma èqoume ìti to polu¸numo c(x) = c0 +
c1x + · · · + cn−1x

n−1 an kei ston k¸dika C an kai mìno an c(x) · δ(x) = 0.
Ed¸ o pollaplasiasmìc eÐnai (mod(xn − 1). Autì shmaÐnei ìti to polu¸numo
xn − 1 prèpei na diaireÐ to ginìmeno c(x) · δ(x). K�nontac ton pollaplasiasmì
c(x) ·δ(x) kai apait¸ntac to upìloipo thc diaÐreshc me to xn−1 na eÐnai Ðson me
0 èqoume ìti oi suntelestèc twn xk, xk+1, . . . , xn−1 prèpei na eÐnai 0. Dhlad 
èqoume ìti

c0hk + c1hk−1 + · · · + ckh0 = 0
c1hk + c2hk−1 + · · · + ck+1h0 = 0
...

...
...

... · · · ...
...

...
...

cn−k−1hk + cn−khk−1 + · · · + cn−1h0 = 0

.

Apì tic teleutaÐec sqèseic blèpoume ìti h (kwdiko)lèxh c0 c1 · · · cn−1 eÐnai
orjog¸nia wc prìc th lèxh hk hk−1 · · · h0 0 · · · 0 kai tic lèxeic pou proèrqontai
apì kuklikèc metajèseic twn qarakt rwn thc. Dhlad  oi grammèc tou pÐnaka
H eÐnai stoiqeÐa tou duðkoÔ k¸dika C⊥. 'Eqoume epishm�nei ìti to polu¸numo
elègqou δ(x) = h0 + h1x + · · · + hkx

k eÐnai monikì, dhlad  hk = 1, autì
shmaÐnei ìti oi n−k to pl joc grammèc tou pÐnaka H eÐnai grammik� anex�rthtec,
�ra o pÐnakac H eÐnai genn torac pÐnakac tou C⊥, dhlad  pÐnakac elègqou
isotimÐac tou k¸dika C.

ParathroÔme ìti d(x) = hk +hk−1x+ · · · +h0x
k = xk · δ(x−1), epomènwc

apì th sqèsh (x−1)n−1 = γ(x−1) ·δ(x−1) èqoume ((x−1)n−1) ·xk = γ(x−1) ·
xk ·δ(x−1) = γ(x−1)·d(x), dhlad  ((x−1)n−1)·xk ·xn−k = xn−k ·γ(x−1)·d(x).
Apì thn teleutaÐa sqèsh èpetai ìti xn − 1 = (−xn−k · γ(x−1)) · d(x). Epeid 
to polu¸numo genn torac γ(x) eÐnai bajmoÔ n − k, h èkfrash −xn−k · γ(x−1)
eÐnai èna polu¸numo me suntelestèc apì to s¸ma F. 'Ara to polu¸numo d(x)
diaireÐ to xn − 1. Epomènwc apì thn Prìtash 2.6.20 èqoume ìti to ide¸dec
〈d(x)〉 eÐnai ènac kuklikìc k¸dikac me genn tora pÐnaka ton pÐnaka H, dhlad  o
duðkìc k¸dikac C⊥ eÐnai kuklikìc.

Parathr seic 2.6.26. 1. To polu¸numo d(x) = hk +hk−1x+ · · · +h0x
k

par�gei men ton duðkì k¸dika C⊥, all� den eÐnai to polu¸numo genn torac,
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diìti den eÐnai monikì. To polu¸numo genn torac eÐnai to h−1
0 · d(x).

2. 'Opwc blèpoume to polu¸numo elègqou δ(x) = h0 +h1x+ · · · +hkx
k tou

kuklikoÔ k¸dika C den par�gei ton duðkì k¸dika C⊥, all� ton par�gei
to amoibaÐo polu¸numo d(x) = hk + hk−1x + · · · + h0x

k tou opoÐou oi
suntelestèc eÐnai oi suntelestèc tou δ(x) me thn antÐstrofh seir�.

3. Genik� to amoibaÐo polu¸numo φ(x) enìc poluwnÔmou φ(x) = ak+ak−1x+
· · · + a0x

k eÐnai to polu¸numo xkφ(x−1). Epomènwc sth sugkekrimènh
perÐptwsh to polu¸numo δ(x−1) = xn−kd(x) an kei ston k¸dika C⊥.
EpÐshc eÐnai eÔkolo na doÔme ìti to amoibaÐo polu¸numo enìc ginomènou
poluwnÔmwn isoÔtai me to ginìmeno twn antistoÐqwn amoibaÐwn poluwnÔ-
mwn twn paragìntwn.

4. Apì thn apìdeixh tou prohgoumènou jewr matoc mporoÔme eÔkola na
sun�goume to akìloujo apotèlesma. 'Enac [n, k, d] kuklikìc k¸dika-
c me gen tora polu¸numo γ(x) eÐnai autoduðkìc an kai mìno an γ(x) =
− xn−1

xn−k·γ(x−1)
(giatÐ?)

Par�deigma 2.6.27. 'Opwc sto Par�deigma 2.6.22, èstw to polu¸numo x4 −
1 = (x− 1)(x+1)(x2 +1) ∈ Z3[x]. Profan¸c o kuklikìc k¸dikac C me genn -

tora polu¸numo x2 +1 èqei wc genn tora pÐnaka ton pÐnaka
(

1 0 1 0
0 1 0 1

)
,

wc polu¸numo elègqou to polu¸numo (x− 1)(x+1) = x2− 1 kai epomènwc wc

pÐnaka elègqou isotimÐac ton pÐnaka
(

1 0 −1 0
0 1 0 −1

)
.

'Eqoume parathr sei (Par�deigma 2.6.125 ) ìti o O p−adikìc k¸dikac En

pou apoteleÐtai apì ìlec tic lèxeic m kouc n me �jroisma qarakt rwn Ðson me
mhdèn eÐnai ènac kuklikìc k¸dikac. Autì den shmaÐnei ìti k�je grammikìc k¸di-
kac mhdenikoÔ ajroÐsmatoc eÐnai kuklikìc.
Gia par�deigma, o duadikìc k¸dikac { 0000, 1100, 0011, 1111 } eÐnai grammikìc
kai mhdenikoÔ ajroÐsmatoc, all� den eÐnai kuklikìc.
Sto epìmeno je¸rhma dÐnoume ènan qarakthrismì twn kuklik¸n kwdÐkwn mhde-
nikoÔ ajroÐsmatoc.

Je¸rhma 2.6.28. 'Estw o kuklikìc k¸dikac En epÐ tou alfab tou F, tou opoÐou
ta stoiqeÐa eÐnai ìlec oi lèxeic m kouc n me mhdenikì �jroisma qarakt rwn.
To polu¸numo genn torac tou En eÐnai to x − 1 kai k�je kuklikìc k¸dikac C
m kouc n me genn tora polu¸numo γ(x) eÐnai k¸dikac mhdenikoÔ ajroÐsmatoc
an kai mìno an to x− 1 diaireÐ to γ(x).
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Apìdeixh. 'Estw D o kuklikìc k¸dikac tou opoÐou to polu¸numo genn torac
eÐnai to polu¸numo x−1. O D eÐnai di�stashc n−1 (Prìtash 2.6.20) kai mhde-
nikoÔ ajroÐsmatoc, diìti k�je stoiqeÐo tou eÐnai thc morf c −a1 (a1−a2) (a2−
a3) · · · (a(n−k−1) − an−k) an−k (giatÐ?). Epomènwc D ⊆ En. O k¸dikac En den
eÐnai di�stashc n, afoÔ up�rqoun lèxeic me �jroisma qarakt rwn pou den eÐnai
Ðso me mhdèn. 'Ara apì th sqèsh D ⊆ En èqoume ìti D = En.

Ta upìloipa èpontai apì thn Prìtash 2.6.23.

Par�deigma 2.6.29. Sto Par�deigma 2.6.27 o kuklikìc k¸dikac C me genn to-
ra polu¸numo x2 + 1 perièqei lèxeic mh mhdenikoÔ ajroÐsmatoc. To polu¸numo
elègqou eÐnai to (x − 1)(x + 1) = x2 − 1 kai epomènwc o duðkìc k¸dikac C⊥
eÐnai k¸dikac mhdenikoÔ ajroÐsmatoc.

'Eqoume dei prohgoumènwc ìti ènac kuklikìc k¸dikac, ektìc apì to genn -
tora polu¸numo, endèqetai na par�getai kai apì �llo polu¸numo. Ja doÔme
t¸ra ìti gia k�je kuklikì k¸dika C m kouc n up�rqei monadikì polu¸numo
ε(x) ∈ Rn me tic idiìthtec:

α) To ε(x) par�gei ton k¸dika C.
β) To ε(x) eÐnai monadiaÐo stoiqeÐo tou k¸dika C.
γ) To ε(x) eÐnai adÔnamo, dhlad  (ε(x))2 = ε(x) .
'Estw γ(x) kai δ(x) antÐstoiqa ta polu¸numa genn torac kai elègqou gia

ton kuklikì k¸dika C. Apì ton trìpo orismoÔ touc (γ(x) · δ(x) = xn − 1)
èqoume ìti eÐnai sqetik� pr¸ta, epomènwc up�rqoun polu¸numa α(x), β(x) ètsi
¸ste

α(x) · γ(x) + β(x) · δ(x) = 1 (∗) .
'Estw ε(x) = α(x) ·γ(x). An jewr soume ton pollaplasiasmì mod(xn−1)

(blèpe th sqetik  suz thsh prin apì thn Prìtash 2.6.13 sth selÐda 110), tìte
to polu¸numo ε(x) = α(x) · γ(x) an kei ston kuklikì k¸dika C. GnwrÐzoume
(Je¸rhma 2.6.24) ìti èna polu¸numo c(x) ∈ Rn eÐnai stoiqeÐo tou k¸dika an
kai mìno an c(x) · δ(x) = 0 (upenjumÐzoume ìti o pollaplasiasmìc gÐnetai
mod(xn−1)). Epomènwc apì thn sqèsh (∗) èqoume ìti α(x) ·γ(x) ·c(x)+β(x) ·
δ(x) · c(x) = c(x), dhlad  ε(x) · c(x) = c(x). H teleutaÐa sqèsh apodeiknÔei
ìti to ε(x) eÐnai af� enìc men monadiaÐo stoiqeÐo tou C, af� etèrou par�gei ton
C, afoÔ k�je stoiqeÐo tou eÐnai pollapl�sio tou ε(x).

Pollaplasi�zontac kai ta dÔo mèlh thc (∗) me to ε(x) eÔkola blèpoume ìti
pr�gmati isqÔei (ε(x))2 = ε(x) .

Tèloc to ε(x) eÐnai monadikì, diìti genik� se ènan daktÔlio an up�rqei mo-
nadiaÐo autì eÐnai monadikì.
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Par�deigma 2.6.30. 'Estw to polu¸numo x4−1 ∈ Z3[x]. Profan¸c x4−1 =
(x− 1)(x + 1)(x2 + 1). An C eÐnai o kuklikìc k¸dikac me genn tora polu¸numo
x2 + 1, tìte to polu¸numo ε(x) = 2x2 + 2 ∈ R4 plhroÐ tic parap�nw idiìthtec
(na k�nete ton èlegqo!)

Parat rhsh 2.6.31. To polu¸numo ε(x) pou plhroÐ tic parap�nw idiìthtec
onom�zetai adÔnamoc genn torac gia ton kuklikì k¸dika C kai h sqèsh (∗)
mac dÐnei ton trìpo upologismoÔ tou, an gnwrÐzoume to polu¸numo genn tora.

AntÐstrofa, an gnwrÐzoume ton adÔnamo genn tora ε(x) enìc kuklikoÔ k¸-
dika C, tìte gia to polu¸numo genn tora èqoume
γ(x) = m.k.d. (ε(x), xn − 1). (ApodeÐxte to!)

KuklikoÐ k¸dikec kai rÐzec thc mon�dac

'Opwc eÐqame epishm�nei sthn selÐda 113 to prìblhma tou prosdiorismoÔ ìlwn
twn kuklik¸n kwdÐkwn m kouc n eÐnai isodÔnamo me ton prosdiorismì thc an�lu-
shc tou poluwnÔmou xn−1 se ginìmeno (anag¸gwn) poluwnÔmwn. To prìblhma
autì eÐnai polÔ dÔskolo sth genikìtht� tou. 'Eqoun epinohjeÐ di�forec mèjo-
doi “paragontopoÐhshc ” tou poluwnÔmou xn − 1. Ed¸ den ja asqolhjoÔme me
thn paragontopoÐhsh aut . Ja th jewr soume dedomènh kai ja d¸soume mia
diaforetik  parousÐash twn kuklik¸n kwdÐkwn qrhsimopoi¸ntac tic n−ostèc
rÐzec thc mon�dac.

'Estw Fp èna peperasmèno s¸ma me q = pν to pl joc stoiqeÐa kai xn−1 ∈
Fp[x]. Upojètoume ìti xn − 1 =

∏k
i =1 mi(x) eÐnai h an�lush tou se ginìmeno

monik¸n anag¸gwn poluwnÔmwn epÐ tou Fp. Upojètoume ìti ω eÐnai mia rÐza
tou poluwnÔmou xn − 1, h ω brÐsketai se mia epèktash tou s¸matoc Fp kai
mhdenÐzei ènan (mìno) apì touc par�gontec mi(x). Epomènwc gia èna polu¸numo
f(x) ∈ Fp[x] èqoume f(ω) = 0 an kai mìno an up�rqei π(x) ∈ Fp[x] ètsi ¸ste
f(x) = π(x)·mi(x). MetabaÐnontac ston daktÔlio phlÐkoRn = Fp[x]/〈xn−1〉
blèpoume ìti to ω eÐnai rÐza tou poluwnÔmou f(x) an kai mìno an to f(x) an kei
ston kuklikì k¸dika 〈mi(x)〉.

Apì thn prohgoÔmenh suz thsh mporoÔme na sun�goume to epìmeno je¸rh-
ma.

Je¸rhma 2.6.32. 'Estw g(x) = r1(x) ·r2(x) · · · rs(x) èna ginìmeno (monik¸n)
anag ģwn paragìntwn tou xn − 1. Upojètoume ìti { ρ1, ρ2, . . . , ρν } eÐnai oi
rÐzec tou g(x). Tìte o kuklikìc k¸dikac o paragìmenoc apì to g(x) eÐnai Ðsoc
me C = 〈g(x)〉 = { f(x) ∈ Rn | f(ρ1) = 0, f(ρ2) = 0, . . . , f(ρν) = 0 }.
Epiplèon eÐnai arketì na epilèxoume mìno mÐa rÐza ξi apì k�je an�gwgo par�gonta
ri(x), i = 1, . . . , s kai na isqÔei C = 〈g(x)〉 = { f(x) ∈ Rn | f(ξ1) =
0, f(ξ2) = 0, . . . , f(ξs) = 0 }.
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Apìdeixh. Oi rÐzec { ρ1, ρ2, . . . , ρν } tou poluwnÔmou g(x) an koun sto s¸ma
riz¸n E tou poluwnÔmou xn− 1, epomènwc an èna polu¸numo f(x) ∈ Rn an kei
ston kuklikì k¸dika C = 〈g(x)〉, profan¸c mhdenÐzetai apì ta ρ1, ρ2, . . . , ρν ,
�ra C = 〈g(x)〉 ⊆ { f(x) ∈ Rn | f(ρ1) = 0, f(ρ2) = 0, . . . , f(ρν) = 0 }.
AntÐstrofa èna polu¸numo f(x) ∈ Rn, pou mhdenÐzetai apì ta ρ1, ρ2, . . . , ρν ,
sto s¸ma E ja èqei thn an�lush f(x) = g(x) · π(x) me π(x) ∈ Fp[x] (giatÐ to
π(x) ∈ Fp[x] kai ìqi genik� π(x) ∈ E[x] ?). 'Ara C = 〈g(x)〉 ⊇ { f(x) ∈ Rn |
f(ρ1) = 0, f(ρ2) = 0, . . . , f(ρν) = 0 }.

Apì k�je an�gwgo par�gonta ri(x), i = 1, . . . , s epilègoume mia rÐza
ξi. An o bajmìc tou ri(x) eÐnai di, tìte oi �llec rÐzec tou ri(x) eÐnai oi
ξq
i , ξq2

i , . . . , ξqdi−1

i .
('Opou q = pν eÐnai to pl joc wn stoiqeÐwn tou s¸matoc Fp). Pr�gmati, apì
th sqèsh (ri(ξi))q = ri(ξ

q
i ) èqoume ìti oi ξi, ξq

i , ξq2

i , . . . , ξqdi−1

i eÐnai oi rÐze-
c tou ri(x), afoÔ eÐnai diakekrimènec. Epomènwc èqoume ìti { f(x) ∈ Rn |
f(ξ1) = 0, f(ξ2) = 0, . . . , f(ξs) = 0 } ⊆ { f(x) ∈ Rn | f(ρ1) = 0, f(ρ2) =
0, . . . , f(ρν) = 0 }. All� profan¸c isqÔei { f(x) ∈ Rn | f(ξ1) = 0, f(ξ2) =
0, . . . , f(ξs) = 0 } ⊇ { f(x) ∈ Rn | f(ρ1) = 0, f(ρ2) = 0, . . . , f(ρν) = 0 }.
Opìte èpetai to apotèlesma.

Parathr seic 2.6.33. 1. Oi rÐzec ξi, ξq
i , ξq2

i , . . . , ξqdi−1

i tou poluwnÔmou
ri(x) eÐnai pr�gmati diakekrimènec, diìti an upojèsoume ìti ξqκ

i = ξqλ

i me
0 ≤ κ < λ ≤ di−1, tìte ξqκ

i = ξqλ

i = (ξqκ

i )qλ−κ , dhlad  (ξqκ

i )qλ−κ−ξqκ

i =
0. Apì thn teleutaÐa sqèsh èqoume ìti to ξqκ

i eÐnai rÐza tou poluwnÔmou
xqλ−κ − x. 'Ara to ξqκ

i eÐnai koin  rÐza tou an�gwgou poluwnÔmou ri(x)
kai tou poluwnÔmou xqλ−κ − x. Dhlad  to ri(x) diaireÐ to xqλ−κ − x.
Apì gnwstì Je¸rhma 6 èqoume ìti o bajmìc di tou ri(x) prèpei na diaireÐ
th diafor� λ − κ, �topo. Epomènwc oi rÐzec ξi, ξq

i , ξq2

i , . . . , ξ
qdi−1
i eÐnai

diakekrimènec.

2. Ja mporoÔsame na anadiatup¸soume to prohgoÔmeno je¸rhma wc ex c:

'Estw { ρ1, ρ2, . . . , ρν } k�poiec rÐzec tou poluwnÔmou xn−1, tìte to sÔ-
nolo { f(x) ∈ Rn | f(ρ1) = 0, f(ρ2) = 0, . . . , f(ρν) = 0 } eÐnai ènac
kuklikìc k¸dikac me genn tora polu¸numo to el�qisto koinì pollapl�sio
twn elaqÐstwn poluwnÔmwn twn riz¸n ρ1, ρ2, . . . , ρν .

6To Je¸rhma pou epikaloÔmaste eÐnai to ex c:
(Pìrisma Aþ.3.11) 'Estw F peperasmèno s¸ma me q to pl joc stoiqeÐa kai r(x) ∈ F[x] an�-
gwgo polu¸numo. Tìte to r(x) diaireÐ to polu¸numo xqn − x an kai mìno an o bajmìc tou
r(x) diaireÐ to n.
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H apìdeixh eÐnai profan c kai afÐnetai wc �skhsh.
(MporoÔme na parab�loume to apotèlesma autì me thn Prìtash
2.6.23(2) ).

H je¸rhsh aut  twn kuklik¸n kwdÐkwn mac epitrèpei na upologÐsoume ènan
pÐnaka elègqou isotimÐac ènoc kuklikoÔ k¸dika me diaforetikì trìpo apì autìn
pou anafèretai sto Je¸rhma 2.6.25.

'Estw { ρ1, ρ2, . . . , ρν } èna sÔnolo riz¸n tou poluwnÔmou xn − 1. 'Ena
polu¸numo f(x) = a0 +a1x + · · · +an−1x

n−1 ∈ Rn èqei rÐza to ρi an kai mìno
an a0 + a1ρi + · · · + an−1ρ

n−1
i = 0.

Oi rÐzec ρi brÐskontai se mia epèktash, èstw E, tou s¸matoc Fp. To s¸ma
E mporeÐ na jewrhjeÐ wc dianusmatikìc q¸roc epÐ tou Fp me di�stash èstw
d. Epilègoume mia b�sh tou E wc proc Fp. Gia k�je i = 1, . . . , ν kai k�je
j = 0, . . . , n− 1 ja sumbolÐzoume me [rj

i ] to di�nusma st lh twn suntelest¸n
sthn èkfrash tou ρj

i wc grammikoÔ sunduasmoÔ twn stoiqeÐwn aut c thc b�shc
me suntelestèc apì to s¸ma Fp.

Apì th sqèsh a0 + a1ρi + · · · + an−1ρ
n−1
i = 0 èqoume ìti a0 + a1[ri] +

· · · + an−1[rn−1
i ] = 0, ìpou 0 parist� to mhdenikì di�nusma st lh.

H teleutaÐa sqèsh ja mporoÔse na ekfrasteÐ me th bo jeia pin�kwn wc
ex c:

Kataskeu�zoume ton pÐnaka P =




[r0
1] [r1

1] · · · [rn−1
1 ]

[r0
2] [r1

2] · · · [rn−1
2 ]

...
...

...
...

[r0
ν ] [r1

ν ] · · · [rn−1
ν ]


 .

O pÐnakac P eÐnai ènac ν × n, tou opoÐou ta stoiqeÐa (proc to parìn) eÐnai
dianÔsmata st lec. Opìte an jèsoume wc a = (a0, a1, . . . , an−1), tìte h
sqèsh a0 + a1[ri] + · · · + an−1[rn−1

i ] = 0 isqÔei gia k�je i = 1, . . . , ν an kai
mìno an a · P⊥ = 0.

Ston pÐnaka P, an anaptÔxoume thn k�je st lh [rj
i ], h opoÐa èqei m koc

Ðson me d, tìte o pÐnakac mporeÐ na jewrhjeÐ wc ènac νd × n pÐnakac me stoi-
qeÐa apì to s¸ma Fp. Opìte apì ta prohgoÔmena èqoume ìti eÐnai o pÐnakac
elègqou isotimÐac gia ton kuklikì k¸dika { f(x) ∈ Rn | f(ρ1) = 0, f(ρ2) =
0, . . . , f(ρν) = 0 }.

Parat rhsh 2.6.34. Oi grammèc tou pÐnaka pou kataskeu�same me ton pa-
rap�nw trìpo den eÐnai kat� an�gkh grammik� anex�rthtec, opìte an jèloume
na èqoume ènan genn tora pÐnaka tou duðkoÔ k¸dika prèpei na diagr�youme me-
rikèc apì autèc kai na krat soume to megalÔtero dunatìn pl joc grammik�
anexart twn gramm¸n.
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2.6.3 Ask seic

1. Na upologÐsete ènan pÐnaka elègqou isotimÐac kai thn el�qisth apìstash
stic akìloujec peript¸seic poluwnumik¸n duadik¸n kwdÐkwn me antÐstoi-
qa polu¸numa genn torec 1 + x + x2, 1 + x + x3, 1 + x2, 1 + x3 kai me
m koc 5   8.

2. Sthn prohgoÔmenh �skhsh, se k�je perÐptwsh, na exet�sete poÐoi apì
touc antÐstoiqouc duðkoÔc k¸dikec eÐnai poluwnumikoÐ.

3. Na d¸sete ikan  kai anagkaÐa sunj kh ¸ste ènac poluwnumikìc k¸dikac
na eÐnai k¸dikac mègisthc apìstashc.

4. PoÐoi apì touc akìloujouc k¸dikec eÐnai kuklikoÐ? Sthn perÐptwsh pou
k�poioc eÐnai kuklikìc upologÐste to polu¸numo genn tora kai ton pÐnaka
elègqou isotimÐac.

i) C = { 00000, 10110, 01101, 11011 } .

ii) D = {x ∈ Zn
3 | w(x) ≡ 0,mod3 } .

iii) E = {x1x2 · · · xn ∈ Zn
3 | ∑n

i =1 ≡ 0mod3 } .

5. 'Estw C o duadikìc kuklikìc k¸dikac m kouc 7 me gen tora polu¸numo
x3 + x + 1. Na upologÐsete ènan pÐnaka elègqou isotimÐac tou C. Ston
pÐnaka pou ja breÐte na efarmìsete mia met�jesh stic st lec tou ètsi
¸ste o grammikìc k¸dikac pou èqei wc pÐnaka elègqou isotimÐac ton nèo
pÐnaka na mhn eÐnai kuklikìc. 'Ara na sumper�nete ìti up�rqoun kuklikoÐ
k¸dikec pou eÐnai isodÔnamoi me mh kuklikoÔc k¸dikec.

6. 'Estw C ènac grammikìc k¸dikac me genn tora pÐnaka G. DeÐxte ìti arkeÐ
apì k�je kuklik  met�jesh twn stoiqeÐwn k�je gramm c tou pÐnaka G na
prokÔptei mia (kwdiko)lèxh gia na eÐnai o k¸dikac kuklikìc.

7. DeÐxte ìti o duadikìc kuklikìc k¸dikac C me genn tora polu¸numo γ(x)
perièqei thn lèxh 11 · · · 1 an kai mìno an γ(1) 6= 0 .

8. 'Estw C ènac kuklikìc duadikìc k¸dikac perittoÔ m kouc. DeÐxte ìti o C
perièqei mia (kwdiko)lèxh perittoÔ b�rouc an kai mìno an 11 · · · 1 ∈ C.

9. 'Estw C ènac kuklikìc duadikìc k¸dikac me genn tora polu¸numo γ(x).
Upojètoume ìti o C perièqei toul�qiston mia (kwdiko)lèxh perittoÔ b�-
rouc. DeÐxte ìti to uposÔnolo ìlwn twn (kwdiko)lèxewn artÐou b�rouc
apoteleÐ ènan kuklikì upok¸dika kai na upologÐsete to polu¸numo gen-
n tora.
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10. 'Estw p ènac pr¸toc arijmìc kai n ènac jetikìc akèraioc. Up�rqei
p−adikìc kuklikìc k¸dikac m kouc n? (na diakrÐnete pr¸ta thn perÐptwsh
an oi p kai n eÐnai sqetik� pr¸toi ).

11. Pìsoi triadikoÐ kuklikoÐ k¸dikec m kouc 8 up�rqoun? Gia kajènan apì
autoÔc na breÐte ènan pÐnaka elègqou isotimÐac.

12. Na brejoÔn ìloi oi duadikoÐ kuklikoÐ k¸dikec m kouc 7. Gia k�je ènan
apì autoÔc na breÐte to polu¸numo elègqou kai ènan adÔnamo genn tora.
PoÐoi ap� autoÔc eÐnai el�qistoi, poÐoi mègistoi? Na k�nete èna di�gramma
ìpou na diat�xete ìlouc autoÔc touc k¸dikec wc proc th sqèsh “tou
perièqesjai”. (Jewr ste gnwstì ìti x7 − 1 = (x− 1)(x3 + x + 1)(x3 +
x2 + 1) ).

13. 'Estw C ènac kuklikìc k¸dikac me genn tora polu¸numo γ(x). Upojè-
toume ìti o C eÐnai auto-orjog¸nioc (dhlad  C ⊆ C⊥). DeÐxte ìti to x−1
diaireÐ to γ(x).

14. DeÐxte ìti o kuklikìc k¸dikac C me genn tora polu¸numo γ(x) kai po-
lu¸numo elègqou δ(x) eÐnai auto-orjwg¸nioc an kai mìno an to amoibaÐo
polu¸numo tou δ(x) diaireÐ to γ(x).

15. 'Estw C ènac kuklikìc m kouc n k¸dikac me genn tora polu¸numo γ(x).
Upojètoume ìti o duðkìc k¸dikac C⊥ èqei genn tora polu¸numo to po-
lu¸numo d(x). An xn − 1 = γ(x) · σ(x), deÐxte ìti gia k�je rÐza ξ tou
poluwnÔmou d(x) to ξ−1 eÐnai rÐza tou σ(x).

16. 'Enac k¸dikac lègetai anastrèyimoc an gia k�je (kwdiko)lèxh c =
c0c1 · · · cn−1 èpetai ìti kai h lèxh c0ν−1cn−2 · · · c0 eÐnai stoiqeÐo tou k¸-
dika. DeÐxte ìti o kuklikìc k¸dikac C ènac kuklikìc k¸dikac me genn tora
polu¸numo γ(x) eÐnai anastrèyimoc an kai mìno an gia k�je rÐza ξ tou
poluwnÔmou γ(x) èpetai ìti kai h ξ−1 eÐnai rÐza tou γ(x).

17. Na d¸sete ikan  kai anagkaÐa sunj kh ¸ste ènac kuklikìc k¸dikac na
eÐnai k¸dikac mègisthc apìstashc.



Kef�laio 3

“KaloÐ” K¸dikec

Pollèc forèc prohgoumènwc anaferj kame stic idiìthtec pou èqei ènac k¸di-
kac, p.q. wc proc thn apotelesmatikìtht� tou na aniqneÔei   (kai) diorj¸nei
l�jh, wc proc to pl joc twn plhrofori¸n pou mporeÐ na metadojoÔn mèsw tou
k¸dika, wc proc thn eukolÐa pou pragmatopoieÐtai h kwdikopoÐhsh kai h apo-
kwdikopoÐhsh k.l.p. Ta krit ria epilog c enìc k¸dika poikÐloun apì perÐptwsh
se perÐptwsh kai exart¸ntai tìso apì th fÔsh tou proc kwdikopoÐhsh mhnÔma-
toc, ìso kai apì ta diajèsima mèsa gia apoj keush/apostol  tou mhnÔmatoc.
Epiplèon o qarakthrimìc enìc k¸dika wc “kaloÔ” emperièqei kai upokeimenik�
krit ria kai m�llon ja  tan protimìtero na anafèrontai wc “bolikoÐ” k¸dikec.

Stic epìmenec paragr�fouc ja anaferjoÔme se orismènec kathgorÐec kwdÐ-
kwn oi opoÐoi eÐnai grammikoÐ. O trìpoc pou orÐzontai eÐnai tètoioc ¸ste na mac
exafalÐzei èna apotelesmatikì trìpo qeirismoÔ twn. Apì istorik c pleur�c
eÐnai k¸dikec oi opoÐoi èqoun epinohjeÐ kai qrhsimopoihjeÐ me epituqÐa se pollèc
peript¸seic. M�lista oi perissìteroi exakoloujoÔn na qrhsimipoioÔntai mèqri
s mera.

3.1 K¸dikec Hamming

Oi k¸dikec Hamming eÐnai apì touc plèon gnwstoÔc k¸dikec pou qrhsimopoioÔ-
ntai. To pleonèkthm� touc (an kai den mporoÔn na diorj¸soun meg�lo arijmì
laj¸n) ègkeitai sto gegonìc ìti h apokwdikopoÐhsh eÐnai eÔkolh kai epitunq�-
netai me idiaÐtera komyì trìpo.

Epino jhkan, anex�rthta, apì touc Marcel Golay to 1949 kai Richard H-
amming to 1950 kai lìgw thc pleonekthm�twn touc exakoloujoÔn kai s mera

125
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na eÐnai se qr sh.

Sumfwna me thn Prìtash 2.2.27 h el�qisth apìstash enìc [n, k] grammikoÔ
k¸dika me pÐnaka elègqou isotimÐac H eÐnai o mikrìteroc jetikìc akèraioc d gia
ton opoÐo up�rqoun d to pl joc grammik� exarthmènec st lec ston pÐnaka H.
H pio apl  endiafèrousa perÐptwsh eÐnai na mhn up�rqoun dÔo grammik� exa-
trhmènec st lec, dhlad  kamÐa st lh na mhn eÐnai pollapl�sio k�poiac �llhc.
Epomènwc, e�n jèloume na kataskeu�soume ènan [n, k, 3] grammikì k¸dika, prè-
pei kai arkeÐ na kataskeu�soume ènan (n− k)×n pÐnaka tou opoÐou ana dÔo oi
st lec na eÐnai grammik� anex�rthtec, all� na up�rqei (toul�qiston) èna sÔ-
nolo tri¸n grammik� exarthmènwn sthl¸n. O pÐnakac autìc ja eÐnai o pÐnakac
elègqou isotimÐac tou k¸dika.

H diadikasÐa kataskeu c enìc tètoiou pÐnaka eÐnai apl , m�lista de mporoÔme
na kataskeu�soume tètoiouc pÐnakec me to megalÔtero dunatì pl joc sthl¸n.

'Estw r ènac jetikìc akèraioc, Fp èna peperasmèno s¸ma me q = pm to pl -
joc stoiqeÐa, to opoÐo ja eÐnai to alf�bhto kai V1 = Fr

p. Epilègoume èna mh
mhdenikì di�nusma c1 ∈ V1 kai jètoume V2 = V1�{λc1 | λ ∈ Fp, λ 6= 0 }. T¸-
ra epilègoume èna mh mhdenikì di�nusma c2 ∈ V2 kai jètoume V3 = V2�{λc2 |
λ ∈ Fp, λ 6= 0 }. H diadikasÐa aut  suneqÐzetai èwc ìtou exantlhjoÔn ìla ta mh
mhdenik� stoiqeÐa tou Fr

p. Ac upologÐsoume ìla ta stoiqeÐa tou Fr
p pou mporoÔn

na epilegoÔn me aut  th diadikasÐa. Ta mh mhdenik� stoiqeÐa tou s¸matoc eÐnai
q − 1, epomènwc se k�je b ma exairoÔme | {λc2 | λ ∈ Fp, λ 6= 0 } |= q − 1
stoiqeÐa, To sÔnolo Fr

p èqei qr − 1 stoiqeÐa. Epomènwc telik� mporoÔme na
epilèxoume (qr − 1)/(q − 1) to pl joc stoiqeÐa me aut  th diadikasÐa.

Me �lla lìgia diamerÐzoume to sÔnolo Fr
p se kl�seic, ìpou k�je kl�sh

perièqei ìla ta mh mhdenik� pollapl�sia enìc mh mhdenikoÔ dianÔsmatoc (up�r-
qoun (qr−1)/(q−1) to pl joc tètoiec kl�seic ) kai apì k�je kl�sh epilègoume
èna di�nusma.

Me ta dianÔsmata pou epilèxame kataskeu�zoume ènan r×n pÐnaka H, ìpou
n = (qr − 1)/(q − 1).

Apì to Pìrisma 2.2.14 èpetai ìti up�rqei monadikìc grammikìc k¸dikac me
pÐnaka elègqou isotimÐac ton pÐnaka H, o opoÐoc, apì ton trìpo kataskeu c tou,
èqei el�qisth apìstash Ðsh me 3 kai di�stash Ðsh me k = ((qr−1)/(q−1))− r.

Orismìc 3.1.1. O grammikìc k¸dikac
[n = (qr−1)/(q−1), k = ((qr−1)/(q−1))− r, 3] pou kataskeu�same me thn
parap�nw diadikasÐa onom�zetai q−adikìc Hamming k¸dikac kai sumbolÐzetai
H(r, q). O pÐnakac elègqou isotimÐac H onom�zetai pÐnakac Hamming .

ParadeÐgmata 3.1.2. 1. 'Enac pÐnakac elègqou isotimÐac gia ton k¸dika
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H(2, 2) eÐnai o H =
(

1 1 0
1 0 1

)
. Opìte o genn torac pÐnakac eÐnai

o G =
(

1 1 1
)
. Dhlad  o k¸dikac H(2, 2) eÐnai o epanalhptikìc

k¸dikac { 0 0 0, 1 1 1 }.
2. 'Enac pÐnakac elègqou isotimÐac gia ton k¸dika H(3, 2) eÐnai o H =


0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1


.

3. 'Enac pÐnakac elègqou isotimÐac gia ton k¸dika H(2, 11) eÐnai o H =(
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

)
.

O k¸dikac pou melet same sto Par�deigma 2.2.28 proèrqetai apì dipl 
sÔmptuxh tou k¸dika H(2, 11), afoÔ o pÐnakac elègqou isotimÐac tou pro-
èrqetai apì ton parap�nw pÐnaka H diagr�fontac tic dÔo pr¸tec st lec.

4. 'Enac pÐnakac elègqou isotimÐac gia ton k¸dika H(3, 3) eÐnai o H =


0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 2 2 2
1 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2


.

Je¸rhma 3.1.3. 'Enac H(r, q) k¸dikac eÐnai tèleioc kai diorj¸nei mìno èna
l�joc.

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai �mesh sunèpeia thc Prìtashc 1.5.12 kai gia to lìgo
autì afÐnetai wc �skhsh.

Parathr seic 3.1.4. 1. Apì ton trìpo kataskeu c enìc k¸dika Ham-
ming èqoume pollèc dunatìthtec gia thn epilog  twn dianusm�twn pou
ja apotelèsoun tic st lec tou pÐnaka elègqou isotimÐac, epomènwc mpo-
roÔme na kataskeu�soume polloÔc H(r, q) k¸dikec, oi opoÐoi ìmwc eÐnai
isodÔnamoi. 'Opwc èqoume epishm�nei isodÔnamoi k¸dikec tautÐzontai, gia
to lìgo autì sta epìmena ja lème o H(r, q) k¸dikac.

'Enac eÔkoloc trìpoc kataskeu c enìc pÐnaka elègqou isotimÐac gia ènan
H(r, q) k¸dika eÐnai o akìloujoc.

Wc st lec lamb�noume kat� (aÔxousa) seir� ìlouc touc arijmoÔc pou
èqoun r to pl joc yhfÐa, ìtan grafoÔn se q−adik  morf , twn opoÐwn to
pr¸to mh mhdenikì yhfÐo eÐnai Ðso me 1 (metaxÔ twn pollaplasÐwn enìc mh
mhdenikoÔ dianÔsmatoc up�rqei mìno èna, tou opoÐou h h pr¸th mh mhdenik 
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suntetagmènh isoÔtai me 1). Se ìla ta prohgoÔmena paradeÐgmata, ektìc
tou pr¸tou oi pÐnakec elègqou isotimÐac èqoun kataskeuasjeÐ me autìn
ton trìpo.

2. Kataskeu�zontac ènan pÐnaka elègqou isotimÐac sÔmfwna me ton proh-
goÔmeno trìpo, up�rqoun r to pl joc diaforetikèc st lec twn opoÐwn
ta stoiqeÐa eÐnai ìla 0 ektìc enìc to opoÐo eÐnai to 1 (giatÐ?). Epomènwc
mporoÔme na p�roume ènan isodÔnamo k¸dika me pÐnaka elègqou isotimÐac
thc morf c H = [B Ir]. SÔmfwna me to Je¸rhma 2.2.17 ènac genn torac
pÐnakac tou k¸dika eÐnai o G = [In−r −Bt], ìpou n = (qr − 1)/(q − 1).
Sthn perÐptwsh aut  èqoume ènan susthmatikì k¸dika (blèpe selÐda 63)
me ìla ta pleonekt mata apokwdikopoÐhshc.

3. Oi plèon sunhjismènoi k¸dikec Hamming eÐnai oi duadikoÐ. Ed¸ oi st lec
enìc pÐnaka elègqou isotimÐac eÐnai oi akèraioi apì to 1 èwc to 2r − 1
ekfrasmènoi se duadik  morf .

4. Apì ton trìpo orismoÔ oi k¸dikec Hamming eÐnai grammikoÐ. Up�rqoun
ìmwc kai mh grammikoÐ k¸dikec oi opoÐoi èqoun tic Ðdiec paramètrouc me
ènan k¸dika Hamming.

'Estw o k¸dikac H(r, 2) kai ϑ : H(r, 2) −→ Z2 mia mh grammik  a-
peikìnish me ϑ(0) = 0. Epomènwc up�rqoun c, d ∈ H(r, 2) ètsi ¸ste
ϑ(c + d) 6= ϑ(c) + ϑ(d). Gia x ∈ Zn

2 orÐzoume π(x) = 0 an to x èqei
�rtio b�roc kai π(x) = 1 an to x èqei perittì b�roc.

JewroÔme ton k¸dikaD = { (xx+cπ(x)+ϑ(c)) | x ∈ Zn
2 , c ∈ H(r, 2) }

me n = 2r−1. To m koc tou k¸dika D profan¸c eÐnai Ðso me n+n+1 =
2r+1− 1. To mègejìc tou eÐnai Ðso me 22n+1−(r+1) (giatÐ?) kai h di�stas 
tou Ðsh me trÐa. Epomènwc èqoume èna k¸dika me paramètrouc ìpwc oi
par�metroi enìc k¸dika Hamming, o opoÐoc profan¸c den eÐnai grammikìc.

5. Apì to prohgoÔmeno Je¸rhma èpetai �mesa ìti gia n = (qr − 1)/(q− 1)
isqÔei ìti Aq(n, 3) = qn−r, dhlad  èqoume apant sei sto prìblhma tou
prosdiorismoÔ tou Aq(n, 3) (blèpe Par�grafo 1.5.2) gia �peirec timèc
tou n (all� thc parap�nw morf c).

3.1.1 ApokwdikopoÐhsh me k¸dikec Hamming

Sth deÔterh apì tic prohgoÔmenec parathr seic eÐdame ìti ènac k¸dikac H-
amming eÐnai isodÔnamoc me ènan susthmatikì k¸dika. An ìmwc èqoume ènan
pÐnaka elègqou isotimÐac sth morf  pou perigr�fetai sthn pr¸th parat rhsh,
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tìte h apokwdikopoÐhsh gÐnetai eukolìtera epitugq�nontac ìqi mìno th diìrjw-
sh enìc l�jouc all� entopÐzontac kai th jèsh sthn opoÐa ep lje h alloÐwsh
tou qarakt ra.

'Estw ìti èqoume ton k¸dika H(r, q) me pÐnaka elègqou isotimÐac H sth
morf  pou perigr�fetai parap�nw kai kat� thn met�dosh upeis lje to di�nusma
l�jouc (0, 0, . . . , a, . . . , 0), ìpou to a brÐsketai sthn i jèsh. To sÔndromì
tou (blèpe Par�grafo 2.3.4 ) eÐnai Ðso me (0, 0, . . . , a, . . . , 0) · H⊥, dhlad 
h i st lh tou pÐnaka H pollaplasiasmènh me a. Apì ton trìpo kataskeu c
tou pÐnaka to a eÐnai to pr¸to mh mhdenikì yhfÐo tou sundrìmou. Epiplèon
pollaplasi�zontac to sÔndromo me a−1 mporoÔme na entopÐsoume thn jèsh tou
l�jouc.

Gia par�deigma ac p�roume ton pÐnaka elègqou isotimÐac

H =




0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 2 2 2
1 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2


 gia ton k¸dika H(3, 3).

Upojètoume ìti l�bame th lèxh x = 1 1 0 1 1 1 2 2 1 1 2 0 1, to sÔndromì thc
eÐnai to (1 1 0 1 1 1 2 2 1 1 2 0 1) · H⊥ = (2 0 1) = 2(1 0 2). H st lh (1 0 2)t

eÐnai h ebdìmh st lh tou pÐnaka H, epomènwc afair¸ntac to l�joc 2 apì thn
ebdìmh jèsh thc lèxhc x èqoume thn (kwdiko)lèxh c = 1 1 0 1 1 1 0 2 1 1 2 0 1 pou
est�lh.

Sthn perÐptwsh ìpou o k¸dikac eÐnai duadikìc, h ìlh diadikasÐa eÐnai eu-
kolìterh kajìti an èna l�joc èqei upeisèljei sthn i jèsh, tìte h i st lh tou
pÐnaka elègqou isotimÐac eÐnai to sÔndromo thc lèxhc pou el fjei. Epiplèon de
h st lh i den eÐnai tÐpote �llo par� o arijmìc i ekfrasmènoc se duadik  morf .
Opìte kateujeÐan apì to sÔndromo miac lèxhc pou l�bame èqoume th jèsh tou
l�jouc pou upeis lje.

3.1.2 O duðkìc enìc k¸dika Hamming

Ja exet�soume to duðkì k¸dika enìc k¸dika Hamming mìno sthn perÐptwsh
pou o k¸dikac eÐnai duadikìc.

'Estw H(r, 2) o duadikìc k¸dikac Hamming me paramètrouc
[2r − 1, 2r − 1− r, 3]. 'Enac pÐnakac Hamming Hr apoteleÐ ton pÐnaka elègqou
isotimÐac tou. Epomènwc, epeid  oi grammèc tou eÐnai grammik� anex�rthtec,
apoteleÐ èna genn tora pÐnaka tou duðkoÔ k¸dikaH(r, 2)⊥ =: S(r). O k¸dikac
S(r) èqei m koc Ðso me 2r−1 kai di�stash Ðsh me r. Se antÐjesh me thn el�qisth
apìstash tou H(r, 2) pou eÐnai Ðsh me 3, h apìstash tou S(r) eÐnai arket�
meg�lh kai exart�tai apì to r. Prin upologÐsoume thn el�qisth apìstash ja
doÔme p¸c upologÐzoume epagwgik� touc pÐnakec Hr gia r ≥ 1.
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Prìtash 3.1.5. O pÐnakac H1 eÐnai o 1 × 1 pÐnakac 1 kai gia r ≥ 1 isqÔei

Hr+1 =




0 · · · 0 1 1 · · · 1
0

Hr
... Hr

0


 .

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai apl  arkeÐ na doÔme ton trìpo kataskeu c twn
pin�kwn Hamming pou anafèroume sthn Parat rhsh 3.1.41.

Autìc o trìpoc kataskeu c twn pin�kwn mac epitrèpei na perigr�youme
(epagwgik�) ta stoiqeÐa tou k¸dika S(r + 1) me th bo jeia twn stoiqeÐwn tou
S(r).

Wc gnwstìn S(r + 1) = { c · Hr+1 | r ∈ Zr+1
2 }. An doÔme to stoiqeÐo

r ∈ Zr+1
2 wc as me a = 0, 1 kai s ∈ Zr

2, tìte apì thn morf  tou pÐnaka
Hr+1 èqoume ìti r · Hr+1 = (as) · Hr+1 = (s · Hr) a (a1 + s · Hr). Apì thn
teleutaÐa sqèsh blèpoume ìti to tuqaÐo stoiqeÐo c ∈ S(r + 1) gr�fetai sthn
morf  da(a1 + d) me d ∈ S(r) kai a = 0   1.

Sthn pragmatikìthta èqoume apodeÐxei thn epìmenh prìtash.

Prìtash 3.1.6. Gia ton k¸dika S(r) isqÔei:

1. S(1) = Z2

2. Gia r ≥ 1 S(r + 1) = {d0d me d ∈ S(r) } ∪ {d1dc me d ∈ S(r) }
3. H el�qisth apìstash tou S(r) eÐnai Ðsh me 2r−1. Epiplèon h apìstash

metax  dÔo (opoiwnd pote) stoiqeÐwn tou S(r) eÐnai Ðsh me 2r−1.

Apìdeixh. To megalÔtero mèroc thc apìdeixhc èqei prohghjeÐ. 'Oson afor� thn
apìstash metaxÔ dÔo (kwdiko)lèxewn mporoÔme epagwgik� na thn upologÐsoume
an parathr soume thn morf  twn stoiqeÐwn tou k¸dika S(r).

Parathr seic 3.1.7. 1. Epeid  ìlec oi (kwdiko)lèxeic tou k¸dika S(r) i-
sapèqoun, èqei epikrat sei oi k¸dikec autoÐ na onom�zontai k¸dikec Si-
mplex , kajìti mporoÔme na fantasjoÔme ìti ta stoiqeÐa touc katalam-
b�noun tic korufèc enìc (poludi�statou) simplex. Sthn perÐptwsh ìpou
r = 2 eÐnai eÔkolo na doÔme ta stoiqeÐa tou S(2) wc tic korufèc enìc
kanonikoÔ tetraèdrou.

2. H el�qisth apìstash tou k¸dika H(r, 2) eÐnai Ðsh me trÐa ènw to mègejoc
tou eÐnai polÔ meg�lo. Epomènwc to epirtepìmeno mègejoc thc metadidì-
menhc plhroforÐac eÐnai meg�lo se antÐjesh me to pl joc twn laj¸n ta
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opoÐa mporoÔn na diorjwjoÔn.
Apì thn �llh pleur� o duðkìc k¸dikac H(r, 2)⊥ =: S(r) èqei mikrì mè-
gejoc, �ra periorismènh dunatìthta sth met�dosh meg�lou ìgkou plhro-
fori¸n, all� h el�qisth apìstas  tou epitrèpei na diorj¸nontai sqedìn
to 25◦/◦ twn metadidìmenwn qarakt rwn.

3.1.3 Oi k¸dikec Hamming wc kuklikoÐ k¸dikec

H parousÐsash twn kuklik¸n kwdÐkwn me th bo jeia twn n−ost¸n riz¸n thc
mon�dac (blèpe selÐda 120) mac epitrèpei na doÔme ìti merikoÐ apì touc k¸dikec
Hamming eÐnai isodÔnamoi me kuklikoÔc k¸dikec.

Sthn arq  ja doÔme dÔo paradeÐgmata:
1. 'Estw ìti èqoume to polu¸numo x7−1 epÐ tou Z2. Me apl  epal jeush

blèpoume ìti h an�lus  tou se ginìmeno anag¸gwn paragìntwn eÐnai h ex c:
x7− 1 = (x+1)(x3 +x+1)(x3 +x2 +1). 'Estw C = 〈x3 +x+1 〉 o kuklikìc
k¸dikac me gen tora polu¸numo x3 +x+1. Tìte ènac genn torac pÐnakac eÐnai

o G =




1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1


 kai ènac pÐnakac elègqou isotimÐac gia ton

k¸dika C eÐnai o pÐnakac P =




0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1 0
1 0 0 1 0 1 1


 kajìti isqÔei GPt =

0. 'Opwc parathroÔme oi st lec tou pÐnaka elègqou isotimÐac anaparistoÔn
ìlouc touc arijmoÔc apì to 1 èwc to 7 = 23 − 1 se duadik  morf . Epomènwc
o k¸dikac C eÐnai isodÔnamoc me ton k¸dika Hamming H(3, 2), o opoÐoc èqei

pÐnaka elègqou isotimÐac ton pÐnaka H =




0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1


 ( blèpe

Par�deigma 3.1.22).
Ed¸ prèpei na epishm�noume ìti o k¸dikac H(3, 2) den eÐnai kuklikìc (mpo-

reÐte na elègxete ìti to di�nusma c = 1000011 eÐnai mia (kwdiko)lèxh tou
H(3, 2), en¸ h lèxh 1100001 den an kei ston H(3, 2).

Ac doÔme to prohgoÔmeno par�deigma me ton trìpo pou anafèretai sth selÐ-
da 122. 'Estw ω mia prwtarqik  7η ebdìmh rÐza thc mon�dac epÐ tou Z2, h opoÐa
mhdenÐzei to polu¸numo x3+x+1. H ω brÐsketai sto s¸ma riz¸n tou x3+x+1,
èstw E. To s¸ma E perièqei 23 = 8 to pl joc stoiqeÐa (giatÐ?). EpÐshc epeid  h
ω eÐnai prwtarqik  rÐza thc mon�dac ìlec oi dun�meic ω, ω2, . . . , ω7 = ω0 = 1,
eÐnai diakekrimènec kai an koun sto E. Epomènwc ta mh mhdenik� stoiqeÐa tou E
eÐnai oi dun�meic tou ω. An epilèxoume mia b�sh tou E wc proc to Z2, tìte aut 
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ja perièqei trÐa stoiqeÐa. 'Estw [ωj ] to di�nusma st lh twn suntelest¸n sthn
èkfrash tou ωj wc grammikoÔ sunduasmoÔ twn stoiqeÐwn aut c thc b�shc me
suntelestèc apì to s¸ma Z2. Tìte o pÐnakac H =

(
[ω0] [ω1] · · · [ω6]

)
eÐnai ènac 3 × 7 pÐnakac kai oi st lec tou paristoÔn ìlouc touc arijmoÔc apì
to 1 èwc to 7 se duadik  morf , �ra apoteleÐ ton pÐnaka elègqou isotimÐac enìc
Hamming k¸dika, o opoÐoc eÐnai o kuklikìc k¸dikac C = 〈x3 + x + 1 〉.

2. Sto Par�deigma 2.6.22 eÐqame kataskeu�sei ìlouc touc kuklikoÔc k¸-
dikec epÐ tou Z3 m kouc tèssera. Apì autoÔc oi k¸dikec me genn torec pÐnakec(

1 0 1 0
0 1 0 1

) ( −1 0 1 0
0 −1 0 1

)
èqoun di�stash Ðsh me 2 kai el�qisth

apìstash to polÔ Ðsh me 2 (giatÐ?).
'Enac triadikìc Hamming k¸dikac m kouc 4 èqei paramètrouc [n = (32 −

1)/(3−1) = 4, k = 4−2 = 2, d = 3]. Epomènwc den mporeÐ na eÐnai kuklikìc.
Met� apì ta paradeÐgmata aut� eÐmaste se jèsh na doÔme th genik  perÐ-

ptwsh.

Je¸rhma 3.1.8. Oi duadikoÐ Hamming k¸dikec H(r, 2) eÐnai isodÔnamoi me
kuklikoÔc k¸dikec.

Apìdeixh. Wc gnwstìn ènac Hamming k¸dikec H(r, 2) èqei paramètrouc
[n = 2r − 1, k = 2r − 1 − r, d = 3] pÐnaka elègqou isotimÐac tou opoÐou
oi st lec anaparistoÔn ìlouc touc arijmoÔc apì to 1 èwc to 2r − 1. 'Estw
t¸ra ω mia n−ost  prwtarqik  rÐza thc mon�dac (n = 2r − 1) epÐ tou Z2. To
s¸ma riz¸n thc ω, èstw E, apoteleÐtai apì n + 1 = 2r to pl joc stoiqeÐa kai
eÐnai di�stashc r wc dianusmatikìc q¸roc epÐ tou Z2. 'Estw mω(x) to elaqÐ-
sto polu¸numo thc ω, to s¸ma E eÐnai epÐshc to s¸ma riz¸n tou poluwnÔmou
mω(x). Epeid  h ω eÐnai prwtarqik  rÐza thc mon�dac ta mh mhdenik� stoiqeÐ-
a tou E eÐnai oi dun�meic thc ω. An sumbolÐzoume me [ωj ] to di�nusma st lh
twn suntelest¸n sthn èkfrash thc ωj gia j = 0, . . . , n − 1 wc grammikoÔ
sunduasmoÔ twn stoiqeÐwn miac b�shc me suntelestèc apì to s¸ma Z2, tìte o
pÐnakac H =

(
[ω0] [ω1] · · · [ωn−1]

)
eÐnai ènac r×n pÐnakac kai oi st lec

tou paristoÔn ìlouc touc arijmoÔc apì to 1 èwc to n se duadik  morf , �ra
apoteleÐ ton pÐnaka elègqou isotimÐac enìc Hamming k¸dika, o opoÐoc eÐnai o
kuklikìc k¸dikac C = 〈mω(x) 〉. (Blèpe th suz thsh sth selÐda 122 ).

Sthn perÐptwsh pou èqoume ènan q−adikì Hamming k¸dika H(r, q) me
q 6= 2, ìpwc eÐdame kai sto par�deigma prohgoumènwc, o k¸dikac den eÐnai
kat' an�gkh isodÔnamoc me ènan kuklikì k¸dika. To epìmeno je¸rhma dÐnei mia
ikan  sunj kh gia na eÐnai ènac k¸dikac Hamming isodÔnamoc me ènan kuklikì
k¸dika.
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Je¸rhma 3.1.9. 'Estw o q−adikìc Hamming k¸dikac H(r, q). Upojètoume
ìti µ.κ.δ. (r, q−1) = 1, tìte o H(r, q) eÐnai isodÔnamoc me ènan kuklikì k¸dika.

Apìdeixh. O k¸dikac H(r, q) èqei paramètrouc
[n = (qr − 1)/(q − 1), k = (qr − 1)/(q − 1) − r, d = 3]. 'Estw E to s¸ma
riz¸n tou poluwnÔmou xn − 1 epÐ tou Fp. Upojètoume ìti to E èqei qs to
pl joc stoiqeÐa. 'Estw ω mia n−osth prwtarqik  rÐza thc mon�dac tìte ef'
enìc h t�xh thc wc stoiqeÐo thc pollaplasiastik c om�dac tou E eÐnai Ðsh me
n kai o n diaireÐ ton qs − 1, af' etèrou o s eÐnai o mikrìteroc jetikìc akèraioc
¸ste h ω na an kei se èna s¸ma me qs to pl joc stoiqeÐa. Dhlad  èqoume ìti o
n = (qr−1)/(q−1) diaireÐ ton qs−1 kai o s eÐnai o mikrìteroc jetikìc akèraioc
me aut  thn idiìthta. Epeid  (qr − 1)/(q − 1) > qr−1 − 1 kai (qr − 1)/(q − 1)
diaireÐ ton qr − 1 èqoume ìti anagkastik� s = r. Dhlad  to s¸ma riz¸n E
tou poluwnÔmou xn − 1 èqei qr to pl joc stoiqeÐa. An, ìpwc prohgoumènwc,
sumbolÐzoume me [ωj ] to di�nusma st lh twn suntelest¸n sthn èkfrash thc ωj

gia j = 0, . . . , n − 1 wc grammikoÔ sunduasmoÔ twn stoiqeÐwn miac b�shc me
suntelestèc apì to s¸ma Fp, tìte o pÐnakac H =

(
[ω0] [ω1] · · · [ωn−1]

)
eÐnai ènac r × n pÐnakac. Skopìc mac eÐnai na deÐxoume ìti o kuklikìc k¸dikac
C, pou èqei wc pÐnaka elègqou isotimÐac ton pÐnaka H, èqei tic Ðdiec paramètrouc
me ton k¸dika H(r, q).

An� dÔo oi st lec tou pÐnaka H eÐnai grammik� anex�rthtec. Pr�gmati,
oi st lec [ωi] kai [ωj ] eÐnai grammik� exarthmènec an kai mìno an h mia eÐnai
pollapl�sio thc �llhc me èna stoiqeÐo apì to Fp. An kai mìno an ωi · ωj =
ωi−j ∈ Fp. All� èna mh mhdenikì stoiqeÐo a tou E an kei sto Fp an kai mìno an
aq−1 = 1. Epomènwc oi dÔo st lec [ωi] kai [ωj ] eÐnai grammik� exarthmènec an
kai mìno an ω(i−j)(q−1) = 1. H ω eÐnai mia prwtarqik  n−osth rÐza thc mon�doc,
�ra ω(i−j)(q−1) = 1 an kai mìno an (i−j)(q−1) ≡ 0modn. H teleutaÐa sqèsh
me thn proôpìjesh ìti µ.κ.δ. (r, q − 1) = 1 isqÔei (dec thn parat rhsh met�
to tèloc thc apìdeixhc) mìno an i = j. 'Ara apodeÐxame ìti an� dÔo oi st lec
tou pÐnaka H eÐnai grammik� anex�rthtec. Epomènwc o kuklikìc k¸dikac C èqei
m koc Ðso me n = (qr − 1)/(q − 1), di�stash k ≥ (qr − 1)/(q − 1) − r kai
el�qisth apìstash d ≥ 3 (blèpe Prìtash 2.2.27). T¸ra apì to Je¸rhma
1.5.8 èpetai eÔkola ìti k = (qr − 1)/(q − 1) − r kai d = 3, opìte h apìdeixh
teleÐwse.

Parathr seic 3.1.10. 1. Sthn prohgoÔmenh apìdeixh isqurist kame ìti
isqÔei (i−j)(q−1) ≡ 0modn me thn proôpìjesh ìti µ.κ.δ. (r, q−1) = 1
mìno an i = j.

Pr�gmati, ja apodeÐxoume thn ex c apl  �skhsh sth JewrÐa arijm¸n.
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'Estw q dÔnamh pr¸tou arijmoÔ, r jetikìc akèraioc kai
n = (qr − 1)/(q − 1), tìte isqÔei µ.κ.δ. (r, q − 1) = 1 an kai mìno an
µ.κ.δ. (n, q − 1) = 1.

'Eqoume ìti n = (qr − 1)/(q − 1) = 1 + q + q2 + · · · + qr−1 kai o
q − 1 diaireÐ ton qi − 1 gia k�je i = 0, 1, . . . , r − 1, dhlad  up�rqoun
akèraioi si ètsi ¸ste qi = (q − 1)si + 1. Epomènwc èqoume ìti n =
((q− 1)s0 + 1) + ((q− 1)s1 + 1) + · · · + ((q− 1)sr−1 + 1) = (q− 1)s + r.
'Ara µ.κ.δ. (r, q − 1) = 1 an kai mìno an µ.κ.δ. (n, q − 1) = 1.

Epanerqìmenoi t¸ra sta prohgoÔmena, me thn proôpìjesh ìti µ.κ.δ. (r, q−
1) = 1 (dhlad  ìti µ.κ.δ. (n, q − 1) = 1) èqoume ìti (i − j)(q − 1) ≡
0modn sunep�getai ìti i = j dedomènou ìti to n eÐnai h t�xh thc rÐzac
ω.

2. Sto prohgoÔmeno Par�deigma 2 eÐqame deÐ ìti o triadikìc Hamming k¸di-
kac H(2, 3) den eÐnai isodÔnamoc me ènan kuklikì k¸dika. To apotèlesma
autì sun�dei me to prohgoÔmeno je¸rhma kajìti µ.κ.δ. (r = 2, q − 1 =
2) 6= 1, all� den aporrèei wc apotèlesma apì to je¸rhma, diìti sto je-
¸rhma diatup¸netai (mìno) mia ikan  sunj kh gia na eÐnai ènac Hamming
k¸dikac kuklikìc.

3.1.4 Ask seic

1. Me th bo jeia tou Hamming k¸dika H(3, 2) na apokwdikopoi sete tic
lèxeic 1111000 kai 1111111.

2. Me th bo jeia tou Hamming k¸dikaH(3, 3) apokwdikopoi sete tic lèxeic
1111001122201 kai 0012200112202.

3. Efarmìzontac stoiqei¸deic metsqhmatismoÔc ston pÐnaka elègqou isotimÐ-
ac tou k¸dika H(3, 2) na ton fèrete sth morf  [A I3], katìpin upologÐste
ènan genn tora pÐnaka tou H(3, 2).

4. 'Estw Ĥ(r, 2) o k¸dikac pou prokÔptei apì thn prosj kh enìc yhfÐou
elègqou isotimÐac ston k¸dika Hamming H(r, 2). Exet�ste an h duna-
tìthta diìrjwshc laj¸n aux�noun me ton nèo k¸dika. Ti sumbaÐnei me th
dunatìthta anÐqneushc laj¸n?

5. Upojètoume ìti èqoume ènan summetrikì duadikì dÐaulo epikoinwnÐac. DeÐx-
te ìti h pijanìthta swst c apokwdikopoÐhshc me th bo jeia tou sundrì-
mou, eÐnai Ðdia eÐte qrhsimopoi soume ton k¸dika Hamming H(r, 2), eÐte
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qrhsimopoi soume ton k¸dika Ĥ(r, 2) pou prokÔptei apì thn prosj kh
enìc yhfÐou elègqou isotimÐac ston k¸dika Hamming H(r, 2).

6. Na genikeÔsete thn prohgoÔmenh �skhsh sthn perÐptwsh ènoc (tuqaÐou)
duadikoÔ tèleiou k¸dika.

7. DeÐxte ìti an q eÐnai mia dÔnamh enìc pr¸tou arijmoÔ kai 3 ≤ n ≤ q + 1,
tìte Aq(n, 3) = qn−2 .

8. 'Eqontac up� ìyh ìti Hamming k¸dikec eÐnai tèleioi, upologÐste ton a-
rijmì twn (kwdiko)lèxewn b�rouc 3 ston k¸dika H(r, 2). (Sugkekrimèna
deÐxte ìti o arijmìc autìc eÐnai Ðsoc me (2r − 1)(2r−1 − 1)/3

9. Na upologÐsete ton aparijmht  b�rouc tou k¸dika H(3, 2).

10. Na upologÐsete to polu¸numo genn tora tou (isodun�mou) kuklikoÔ H-
amming k¸dika H(3, 2) .

3.2 K¸dikec Golay

Oi k¸dikec Golay apoteloÔn mia polÔ eidik  kathgorÐa kwdÐkwn, h opoÐa eÐnai
apì tic plèon shmantikèc kathgorÐec kwdÐkwn pou èqoun epinohjeÐ. Up�rqoun
tèssereic k¸dikec Golay, dÔo apì autoÔc eÐnai duadikoÐ kai dÔo triadikoÐ. 'Oloi
eÐnai grammikoÐ k¸dikec. DÔo apì autoÔc eÐnai kuklikoÐ kai tèleioi, en¸ oi �lloi
dÔo mporoÔn na prokÔyoun wc epekt�seic aut¸n.

Oi k¸dikec autoÐ epino jhkan to 1948 apì ton Golay kai qrhsimopoi jh-
kan thn perÐodo 1979 - 1981 apì to diasthmìploio Voyager gia thn apostol 
egqr¸mwn fwtografi¸n sth gh apì touc plan tec DÐa kai Krìno.

H eisagwg  twn aut¸n kwdÐkwn ègine apì ton Golay parousi�zontac touc
antÐstoiqouc genn torec pÐnakec. O trìpoc autìc orismoÔ twn den dÐnei kamÐ-
a èndeixh gia ton lìgo pou qrhsimopoi jhkan autoÐ oi sugkekrimènoi pÐnakec.
Katìpin, lìgw tou meg�lou endiafèrontoc pou parousi�zoun, epino jhkan di�-
foroi �lloi trìpoi orismoÔ twn oi opoÐoi ìqi mìno apodeiknÔoun me sÔntomo kai
komyì trìpo tic idiìthtec twn kwdÐkwn Golay, all� kai thn monadikìtht� touc.

3.2.1 DuadikoÐ k¸dikec Golay

'Estw o 12× 12 pÐnakac me stoiqeÐa apì to Z2
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A =




· 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 · 1 1 1 · · · 1·
1 1 · 1 1 1 · · · 1 · 1
1 · 1 1 1 · · · 1 · 1 1
1 1 1 1 · · · 1 · 1 1 ·
1 1 1 · · · 1 · 1 1 · 1
1 1 · · · 1 · 1 1 · 1 1
1 · · · 1 · 1 1 · 1 1 1
1 · · 1 · 1 1 · 1 1 1 ·
1 · 1 · 1 1 · 1 1 1 · ·
1 1 · 1 1 · 1 1 1 · · ·
1 · 1 1 · 1 1 1 · · · 1




,

ìpou sth jèsh twn · eÐnai mhdenik�.

Orismìc 3.2.1. O grammikìc k¸dikac me genn tora pÐnaka ton pÐnaka G =
[I12 A] lègetai (epektamèmoc) k¸dikac Golay kai sumbolÐzetai G24.

Prìtash 3.2.2. 1. O k¸dikac G24 eÐnai autoduðkìc.

2. O pÐnakac [A I12] eÐnai epÐshc ènac genn torac pÐnakac tou G24.

Apìdeixh. Den eÐnai dÔskolo na doÔme ìti an� dÔo oi grammèc tou genn tora
pÐnaka G = [I12 A] eÐnai k�jetec metaxÔ touc. Dhlad  G · Gt = 0. Apì thn
Prìtash 2.2.12 kai to Je¸rhma 2.2.13 èpetai ìti G24 = G⊥24.

ParathroÔme ìti o pÐnakac A eÐnai summetrikìc, opìte apì to Je¸rhma
2.2.17 èpetai ìti o pÐnakac [A I12] eÐnai epÐshc ènac genn torac pÐnakac tou G24.

L mma 3.2.3. To b�roc k�je (kwdiko)lèxhc ston k¸dika G24 eÐnai pollapl�sio
tou 4, all� den isoÔtai me 4.

Apìdeixh. ParathroÔme ìti to b�roc k�je gramm s"tou genn tora pÐnaka G
eÐnai pollapl�sio tou 4. 'Estw r kai s dÔo grammèc tou G, apì thn Prìtash
1.2.10 èqoume ìti w(r + s) = w(r) + w(s) − 2w(r ∩ s). All� prohgoumènwc
èqoume apodeÐxei ìti oi grammèc tou pÐnaka G eÐnai an� dÔo k�jetec, dhlad 
w(r ∩ s) = 0mod (2). Epomènwc kai to w(r + s) eÐnai pollapl�sio tou 4.

Epeid  o k¸dikac eÐnai duadikìc, k�je (kwdiko)lèxh eÐnai �jroisma gramm¸n
tou pÐnaka G. 'Ara èqei b�roc pollapl�sio tou 4.

Upojètoume t¸ra ìti up�rqei mia (kwdiko)lèxh c = c1 c2 · · · c12 c13 · · · c24

me b�roc Ðso me 4. An qwrÐsoume th c se dÔo tm mata a = c1 c2 · · · c12 kai
b = c13 · · · c24, tìte diakrÐnoume tic ex c peript¸seic.
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1. w(a) = 0 kai w(b) = 4. H perÐptwsh aut  eÐnai adÔnath, kajìti apì
ton genn tora pÐnaka [I12 A] èpetai ìti mìno h mhdenik  lèxh èqei touc
pr¸touc 12 qarakt rec ìlouc Ðsouc me 0.

2. w(a) = 4 kai w(b) = 0. 'Omoia h perÐptwsh aut  eÐnai adÔnath, kajìti
apì ton genn tora pÐnaka [A I12] èpetai ìti mìno h mhdenik  lèxh èqei touc
12 teleutaÐouc qarakt rec ìlouc Ðsouc me 0.

3. w(a) = 1 kai w(b) = 3. H perÐptwsh aut  eÐnai adÔnath, kajìti apì
ton genn tora pÐnaka [I12 A] èpetai ìti h lèxh c prèpei na eÐnai mia gramm 
tou, all� kamÐa gramm  tou genn tora pÐnaka den èqei b�roc Ðso me 4.

4. w(a) = 3 kai w(b) = 1. 'Omoia h perÐptwsh aut  eÐnai adÔnath, kajìti
apì ton genn tora pÐnaka [A I12] èpetai ìti h lèxh c prèpei na eÐnai mia
gramm  tou, all� kamÐa gramm  tou genn tora pÐnaka den èqei b�roc Ðso
me 4.

Apomènei mìno h perÐptwsh

5. w(a) = 2 kai w(b) = 2. Sth perÐptwsh aut  èpetai ìti h lèxh c prèpei
na eÐnai to �jroisma dÔo gramm¸n tou pÐnaka [I12 A]. All� to �jroisma
dÔo opoiwnd pote gramm¸n tou pÐnaka A den èqei b�roc Ðson me 2.

'Ara telik� den up�rqei c ∈ G24 me b�roc Ðso me 4.

Apì ta prohgoÔmena èpetai to akìloujo je¸rhma.

Je¸rhma 3.2.4. O k¸dikac G24 eÐnai ènac [24, 12, 8] grammikìc k¸dikac.

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai �mesh apì ta prohgoÔmena arkeÐ na parathr soume
ìti h deÔterh gramm  tou genn tora pÐnaka G = [I12 A] èqei b�roc Ðso me 8.

Parathr seic 3.2.5. 1. Sthn Prìtash ?? o èlegqoc kajetìthtac ana dÔo
twn gramm¸n tou genn tora pÐnaka G = [I12 A] den eÐnai dÔskoloc, all�
eÐnai qronobìroc. ParathroÔme ìti to deÔtero  misu k�je gramm c, apì
thn trÐth èwc kai th dwdèkath, proèrqetai apì mia kuklik  met�jesh twn
stoiqeÐwn tou deÔterou  misu thc deÔterhc gramm c. Epomènwc gia ton
èlegqo thc kajetìthtac dÔo gramm¸n tou pÐnaka eÐnai arketì na elèg-
xoume thn kajetìthta mìno thc pr¸thc kai deÔterhc gramm c wc proc tic
grammèc tou pÐnaka.
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2. O genn torac pÐnakac G = [I12 A] den eÐnai o pÐnakac pou arqik� epi-
no jhke apì ton Golay, all� ènac pÐnakac pou dÐnei ènan (isodÔnamo)
[24, 12, 8] k¸dika Golay.

An apì k�je stoiqeÐo tou k¸dika G24 diagr�youme ton teleutaÐo qarakt -
ra, tìte epitugq�noume mia sÔmptuxh tou k¸dika se ènan �llo k¸dika G23 me
paramètrouc (23, 212, 7), (o opoÐoc proc to parìn den gnwrÐzoume an eÐnai gram-
mikìc). O k¸dikac G23 eÐnai o deÔteroc duadikìc k¸dikac Golay kai eÐnai tèleioc.
Pr�gmati, èqoume ìti 212

[
1 + 23 +

(
23
2

)
+

(
23
3

) ]
= 223, opìte apì thn prìtash

1.5.12 èqoume ìti o G23 eÐnai tèleioc.

Parat rhsh 3.2.6. AntÐ na diagr�youme ton teleutaÐo qarakt ra k�je (kw-
diko)lèxhc tou G24 gia na p�roume ton G23, ja mporoÔsame na diagr�youme ton
qarakt ra apì mia sugkekrimènh jèsh se ìlec tic (kwdiko)lèxeic tou G24 kai
na p�roume ènan isodÔnamo k¸dika proc ton G23 (giatÐ?).

EpÐshc ja mporoÔsame na p�roume ton G24 san epèktash tou G23 prosjè-
tontac èna stoiqeÐo elègqou isotimÐac opìte apì to Je¸rhma 1.4.9 den èqei
shmasÐa poiìn apì touc G24   G23 ja orÐsoume pr¸ta.

O k¸dikac G24 diorj¸nei trÐa l�jh. An jel soume na pragmatopoi soume
apokwdikopoi sh me thn bo jeia twn sundrìmwn, tìte prèpei na upologÐsoume
224

212 = 212 = 4096 to pl joc sÔndroma. Ekmetaleuìmenoi th dom  tou k¸dika
mporoÔme na periorÐsoume kat� polÔ ton arijmì twn apaitoumènwn sundrìmwn
gia thn apokwdikopoÐhsh miac lèxhc.

'Estw ìti el fjei h lèxh x kai ìti kat� thn apostol  upeis ljan 3 to polÔ
l�jh, dhlad  to di�nusma l�jouc e èqei b�roc w(e) ≤ 3.

O k¸dikac G24 eÐnai autoduðkìc, epomènwc oi pÐnakec G = [I12 A] kai C =
[A I12] eÐnai tautìqrona kai genn torec kai pÐnakec elègqou isotimÐac. O upo-
logismìc tou sundrìmou thc lèxhc x tìso me thn bo jeia tou pÐnaka G ìso kai
me thn bo jeia tou pÐnaka C mac epitrèpei na upologÐsoume to di�nusma l�jouc
sqetik� eÔkola.

Kat� arq n parathroÔme ìti to �jroisma trÐwn   ligìtero to pl joc gram-
m¸n tou pÐnaka A èqei b�roc toul�qiston Ðso me 5 (dec th morf  tou pÐnaka
A).

JewroÔme ìti to e apoteleÐtai apì dÔo tm mata, dhlad  e = e1e2, ìpou to
k�je èna apì ta ei eÐnai m kouc 12. Tìte èqoume xG⊥ = eG⊥ = e1 + e2A kai
xC⊥ = eC⊥ = e1A + e2.

Apì tic prohgoÔmenec sqèseic upologÐzoume ta b�rh twn sundrìmwn xG⊥ =
eG⊥ kai xC⊥ = eC⊥.

DiakrÐnoume peript¸seic:
(i) w(eG⊥) ≥ 5 kai w(eC⊥) ≤ 3
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(ii) w(eG⊥) ≤ 3 kai w(eC⊥) ≥ 5
(iiii) w(eG⊥) ≥ 5 kai w(eC⊥) ≥ 5
An èqoume thn pr¸th perÐptwsh, tìte apì tic prohgoÔmenec sqèseic èpetai

ìti anagkastik� to pr¸to tm ma e1 sto di�nusma l�jouc e eÐnai Ðso me to
mhdenikì di�nusma (e1 = 0), opìte apì th sqèsh xC⊥ = eC⊥ = e1A + e2

eÔkola èpetai ìti e = 0e2 = 0(xC⊥).
'Omoia an èqoume thn deÔterh perÐptwsh, tìte èpetai ìti e = e10 =

(xG⊥)0.
An èqoume thn trÐth perÐptwsh tìte èpetai ìti tìso to tm ma e1, ìso kai

to tm ma e2 eÐnai mh mhdenik�. Autì shmaÐnei ìti èqoun upeisèljei l�jh tìso
stic pr¸tec 12 jèseic, ìso kai stic upìloipec 12 jèseic. M�lista de an èqei
upeisèljei èna l�joc sto pr¸to tm ma, tìte sto deÔtero èqoun upeisèljei to
polÔ dÔo kai antÐstrofa.
'Estw ìti èna l�joc emfanÐzetai sto pr¸to tm ma sth jèsh i, i = 1, 2, . . . , 12,
tìte to e1 ja isoÔtai me èna apì ta εi = 00 · · · 1 · · · 0, opìte upologÐzontac ta
12 sÔndroma (x + εj0)C⊥ = (e + εj0)C⊥ = (εie2 + εj0)C⊥ = εiA + e2 + εjA
gia j = 1, 2 . . . , 12 entopÐzoume th jèsh i tou l�jouc wc ex c:

'Ola ta parap�nw sÔndroma èqoun b�roc toul�qiston Ðso me 4 (giatÐ?) ektìc
apì thn perÐptwsh ìpou i = j, ìpou èqoume εiA + e2 + εiA = e2 kai sunep¸c
prosdiorÐzoume tìso th jèsh tou enìc l�jouc sto pr¸to tm ma e1, ìso kai to
deÔtero tm ma e2.

Parìmoia antimetwpÐzetai h perÐptwsh ìpou sto pr¸to tm ma emfanÐzontai
dÔo l�jh (opìte sto deÔtero emfanÐzetai akrib¸c èna l�joc).

Anakefalai¸nontac blèpoume ìti eÐnai arketìc o upologismìc 26 (to polÔ)
sundrìmwn gia na entopÐsoume kai na diorj¸soume mèqri trÐa l�jh me to k¸dika
G24.

3.2.2 TriadikoÐ k¸dikec Golay

'Estw o 6× 6 pÐnakac me stoiqeÐa apì to Z3

B =




0 1 1 1 1 1
1 0 1 2 2 1
1 1 0 1 2 2
1 2 1 0 1 2
1 2 2 1 0 1
1 1 2 2 1 0




,

Orismìc 3.2.7. O grammikìc k¸dikac me genn tora pÐnaka ton pÐnaka G =
[I6 B] lègetai (epektamènoc) triadikìc k¸dikac Golay kai ja sumbolÐzetai G12.
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'Opwc kai sthn perÐptwsh tou duadikoÔ k¸dika Golay G24 mporoÔme na a-
podeÐxoume to akìloujo je¸rhma.

Je¸rhma 3.2.8. 1. O triadikìc k¸dikac Golay G12 eÐnai autoduðkìc.

2. O pÐnakac [−B I6] eÐnai epÐshc ènac genn torac pÐnakac tou G12.

3. O k¸dikac G12 eÐnai ènac [12, 6, 6] k¸dikac.

4. O triadikìc k¸dikac G11 pou proèrqetai apì ton G12, ìtan diagr�youme
ton teleutaÐo qarakt ra apì k�je stoiqeÐo tou G12, eÐnai ènac [11, 6, 5]
tèleioc k¸dikac.

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai ìmoia, ìpwc sthn perÐptwsh tou G24 kai afÐnetai wc
�skhsh.

EpÐshc o k¸dikac G12 proèrqetai apì ton k¸dika G11 prosjètontac èna
yhfÐo elègqou isotimÐac.

3.2.3 Oi k¸dikec Golay wc kuklikoÐ k¸dikec

Ed¸ ja doÔme pwc oi k¸dikec G23 kai G11 mporoÔn na jewrhjoÔn kat� èna
fusiologikì trìpo wc kuklikoÐ k¸dikec.

Pr¸ta ja exet�soume thn perÐptwsh tou duadikoÔ k¸dika G23. To mìno
pou ja jewr soume wc dedomèno eÐnai h an�lush tou poluwnÔmou x23 − 1 =
(x−1)·(x11+x10+x6+x5+x4+x2+1)·(x11+x9+x7+x6+x5+x+1) ∈ Z2[x] se
ginìmeno anag¸gwn poluwnÔmwn. 'Estw g1(x) = x11+x10+x6+x5+x4+x2+1
kai g2(x) = x11+x9+x7+x6+x5+x+1, ìpwc blèpoume ta g1(x) kai g2(x) eÐnai
amoibaÐa polu¸numa (blèpe Parat rhsh 2.6.26). Epomènwc an C1 = 〈g1(x)〉
kai C2 = 〈g2(x)〉, tìte oi C1 kai C2 eÐnai isodÔnamoi k¸dikec. Apì thn Prìtash
2.6.20 èqoume ìti o kuklikìc k¸dikac C1 = 〈g1(x)〉 èqei paramètrouc [23, 12, ?].
O skopìc mac t¸ra eÐnai na upologÐsoume thn el�qisth apìstas  tou.

L mma 3.2.9. 'Estw xp − 1 = (x − 1) · g1(x) · g2(x) ∈ Z2[x], ìpou p eÐnai
ènac perittìc pr¸toc. Upojètoume ìti oi kuklikoÐ k¸dikec C1 = 〈g1(x)〉 kai
C2 = 〈g2(x)〉 eÐnai isodÔnamoi. An a(x) eÐnai mia (kwdiko)lèxh tou C1 perittoÔ
b�rouc, èstw w, tìte w2 ≥ p. An epiplèon ta dÔo polu¸numa g1(x) kai g2(x)
eÐnai amoibaÐa polu¸numa, tìte w2 − w + 1 ≥ p.

Apìdeixh. Epeid  oi k¸dikec C1 kai C2 eÐnai isodÔnamoi, up�rqei mia (kwdiko)lèxh
b(x) ∈ C2, h opoÐa èqei kai aut  b�roc Ðso me w. To polu¸numo a(x) eÐnai
pollapl�sio tou g1(x), ìmoia to polu¸numo b(x) eÐnai pollapl�sio tou g2(x),
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epomènwc to polu¸numo a(x) · b(x) eÐnai pollapl�sio tou g1(x) · g2(x). 'Ara to
a(x) · b(x) ja eÐnai Ðso me 0   Ðso me g1(x) · g2(x).
(UpenjumÐzoume ìti o pllaplasiasmìc gÐnetai (mod(xp − 1) ).
Epeid  to b�roc w eÐnai perittì, èqoume ìti w · w = a(1) · b(1) ≡ 1mod(2).
Epomènwc anagkastik� a(x)·b(x) = g1(x)·g2(x) = 1+x+x2+· · ·+xp−1. All�
to ginìmeno a(x) · b(x) èqei to polÔ w2 to pl joc mh mhdenikoÔc suntelestèc,
epomènwc w2 ≥ p.

Sthn perÐptwsh pou ta g1(x) kai g2(x) eÐnai amoibaÐa polu¸numa, tìte ta
stoiqeÐa tou k¸dika C2 = 〈g2(x)〉 eÐnai ta amoibaÐa stoiqeÐa twn stoiqeÐwn tou
k¸dika C1 = 〈g1(x)〉 (blèpe Parat rhsh 2.6.263). Epomènwc an sth jèsh tou
b(x) parap�nw p�roume to a(x−1), tìte èqoume a(x) · a(x−1) = 1 + x + x2 +
· · ·+xp−1. Apì touc w2 to pl joc ìrouc tou ginomènou a(x) ·a(x−1) oi w eÐnai
Ðsoi me 1 epomènwc to mègisto b�roc tou a(x) · a(x−1) isoutai me w2 − w + 1,
dhlad  w2 − w + 1 ≥ p.

L mma 3.2.10. 'Estw xp− 1 = (x− 1) · g1(x) · g2(x) ∈ Z2[x], ìpou peÐnai ènac
perittìc pr¸toc. Upojètoume ìti ta polu¸numa g1(x) kai g2(x) eÐnai amoibaÐa.
An a(x) eÐnai mia (kwdiko)lèxh tou C = 〈g1(x)〉 artÐou b�rouc, èstw w, tìte
w ≡ 0mod(4). Epiplèon an p 6= 7, tìte w 6= 4.

Apìdeixh. 'Opwc kai sthn apìdeixh tou prohgoumènou l mmatoc èqoume ìti a(x)·
a(x−1) = 0   a(x) · a(x−1) = 1 + x + x2 + · · · + xp−1. To a(x) eÐnai artÐou
b�rouc, epomènwc a(1) = 0 kai sunep¸c a(x) · a(x−1) = 0. Upojètoume ìti
a(x) = xe1 + xe2 + · · · + xew . Tìte a(x) · a(x−1) =

∑w
i=1

∑w
j=1 xei−ej = 0

(oi pr�xeic gÐnontai (mod(xp − 1)). Sto prohgoÔmeno �jroisma èqoume w2 to
pl joc prosjetaÐouc. Sthn perÐptwsh ìpou i = j o antÐstoiqoc prosjetaÐoc
eÐnai Ðsoc me 1, up�rqoun w to pl joc tètoioi prosjetaÐoi, kai epeid  to w eÐnai
�rtioc to ajroism� touc eÐnai Ðso me 0mod(2). Oi upìloipoi w2 − w to pl joc
prosjetaÐoi eÐnai thc morf c xei−ej me i 6= j kai prèpei na diagr�fontai an�
zeÔgh. All� an xei−ej = xek−e` , tìte kai xej−ei = xe`−ek . Autì shmaÐnei
ìti oi prosjetaÐoi autoÐ sto parap�nw �jroisma diagr�fontai �na tetr�dec.
Dhlad  w2 − w ≡ 0mod(4), apì ìpou èpetai w ≡ 0mod(4).

Upojètoume t¸ra ìti w = 4. 'Aneu bl�bhc thc genikìthtac (epeid  o k¸-
dikac eÐnai kuklikìc) mporoÔme na upojèsoume ìti a(x) = xk + xj + xi + 1 me
1 < k, j, i < p. Apo th sqèsh a(x)·a(x−1) = (xk+xj+xi+1)(x−k+x−j+x−i+
1) = 0 èpetai ìti oi ekjètec tou ginomènou (xk+xj +xi+1)(x−k+x−j +x−i+1)
prèpei na sqhmatÐzoun zeÔgh twn opoÐwn ta mèlh na eÐnai isìtima mod(p). E-
ktel¸ntac tic pr�xeic, lìgw summetrÐac, eÐnai arketì na exet�soume kat� pìso
to i eÐnai isìtimo mod(p) me to j − k   me to −j   me to j − i.
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i) Upojètoume ìti i ≡ (j−k)mod(p), tìte ìmwc èqoume k ≡ (j−i)mod(p),
opìte anagkastik� j ≡ ±(i−k)mod(p). Apì thn pr¸th kai trÐth sqèsh èpetai
ìti 2k ≡ 0mod(p)   2i ≡ 0mod(p). Autì eÐnai adÔnaton, diìti èqei upotejeÐ
ìti o p eÐnai perittìc pr¸toc.

ii) Upojètoume ìti i ≡ −jmod(p). 'Eqontac apokleÐsei dunatìthtec pou
emfanÐzontai sthn pr¸th perÐptwsh, èpetai ìti k ≡ i− kmod(p)  
k ≡ j − kmod(p). Upojètoume ìti isqÔei h pr¸th sqèsh (ìmoia exet�zetai kai
h deÔterh), opìte èqoume 2k ≡ imod(p). Tìte ìmwc anagkastika ja isqÔei
kai (i− j) ≡ (j−k)mod(p). Sundu�zontac thn teleutaÐa sqèsh me tic sqèseic
i ≡ −jmod(p) kai 2k ≡ imod(p) èqoume ìti 7k ≡ 0mod(p), dhlad  p = 7.

iii) Upojètoume ìti i ≡ (j − i)mod(p). 'Eqontac apokleÐsei dunatìthtec
pou emfanÐzontai stic prohgoÔmenec peript¸seic, èpetai ìti j ≡ (k− j)mod(p)
kai k ≡ (i − k)mod(p). Opìte èpetai ìti 8j ≡ jmod(p), dhlad  p�li p = 7
kai h apìdeixh teleÐwse.

Je¸rhma 3.2.11. 'Estw G23 ⊆ R23 ènac duadikìc kuklikìc k¸dikac me gen-
n tora polu¸numo γ(x) = x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1. O k¸dikac G23

eÐnai ènac tèleioc k¸dikac me paramètrouc [23, 12, 7].

Apìdeixh. Apì to L mma 3.2.9 èqoume ìti gia k�je (kwdiko)lèxh peritoÔ b�rouc,
èstw w, isqÔei w2 − w + 1 ≥ 23, dhlad  w ≥ 7. Apì to L mma 3.2.10 èqoume
ìti oi (kwdiko)lèxeic artÐou b�rouc èqoun b�roc megalÔtero tou 8. All� h
(kwdiko)lèxh γ(x) = x11+x10+x6+x5+x4+x2+1 èqei b�roc 7, �ra o k¸dikac
èqei paramètrouc [23, 12, 7]. Epiplèon, epeid  isqÔei 212

[
1+23+

(
23
2

)
+

(
23
3

) ]
=

223, o k¸dikac eÐnai tèleioc.

Parathr seic 3.2.12. 1. O k¸dikac G23 èqei tic Ðdiec paramètrouc me ton
k¸dika Golay G23. 'Opwc ja doÔme sthn epìmenh par�grafo (Je¸rhma
3.3.4) oi dÔo k¸dikec eÐnai isodÔnamoi, �ra o k¸dikac Golay G23 eÐnai
kuklikìc.

2. AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti ta dÔo prohgoÔmena l mmata isqÔoun genik� gia
opoiond pote perittì pr¸to p kai ìqi sugkekrimèna gia ton p = 23.

3. Sthn perÐptwsh ìpou p = 7 èqoume ìti x7 − 1 =
= (x−1)(x3+x+1)(x3+x2+1). To polu¸numo x3+x2+1 eÐnai amoibaÐo
me to polu¸numo x3 + x + 1 kai o kuklikìc k¸dikac 〈x3 + x + 1〉 perièqei
(kwdiko)lèxeic b�rouc 4 (upologÐste mia toul�qiston (kwdio)lèxh b�rouc
4!). 'Ara pr�gmati h exaÐresh tou p = 7 sto L mma 3.2.10 eÐnai anagkaÐa.



3.2. K¸dikec Golay 143

4. Me tic upojèseic tou L mmatoc 3.2.9, an èqoume exasfalÐsei ìti h el�-
qisth apìstash, èstw d, tou k¸dika 〈g1(x)〉 eÐnai peritt , tìte isqÔei
d ≥ √

p. H teleutaÐa sqèsh eÐnai gnwst  wc fr�gma thc tetragwnik c
rÐzac.
Up�rqei mia endiafèrousa oikogèneia kwdÐkwn, oi k¸dikec tetrgwnik¸n
upoloÐpwn, sthn opoÐa an kei kai o kwdikac Golay G23, ìpou h el�qi-
sth apìstash plhroÐ to fr�gma thc tetragwnik c rÐzac. Ed¸ den ja
asqolhjoÔme me k¸dikec tetragwnik¸n upoloÐpwn. O endiaferìmenoc a-
nagn¸sthc mporeÐ na anatrèxei sthn paratijèmenh bibliografÐa gia mia
eisagwg  s' autoÔc touc k¸dikec.

T¸ra ja exet�soume thn perÐptwsh tou triadikoÔ k¸dika G11. JewroÔme
dedomènh thn an�lush tou poluwnÔmou x11 − 1 se ginìmeno anag¸gwn poluw-
nÔmwn epÐ tou Z3. Dhlad  x11 − 1 = (x − 1) · g1(x) · g2(x), ìpou g1(x) =
x5 + x4 − x3 + x2 − 1 kai g2(x) = x5 − x3 + x2 − x − 1. ParathroÔme ìti
g2 = (−x5)(g1(x), epomènwc oi kuklikoÐ k¸dikec 〈g1(x)〉 kai 〈g2(x)〉 eÐnai i-
sodÔnamoi me paramètrouc [11, 6, ?]. Ja upologÐsoume thn el�qisth apìstash
tou k¸dika C = 〈g1(x)〉 ⊆ R11.

'Estw o kuklikìc k¸dikac D = 〈(x − 1)g1(x)〉, profan¸c o D perièqetai
ston k¸dika C kai eÐnai di�stashc 5. EpÐshc apì to Je¸rhma 2.6.28 èqoume ìti
o k¸dikac D eÐnai mhdenikoÔ ajroÐsmatoc, dhlad  an
d(x) = d0 + d1x + · · · + d10x

10 ∈ D, tìte
∑10

i =0 di = 0.
O duðkìc k¸dikacD⊥ par�getai apì to amoibaÐo polu¸numo tou g2(x) (blèpe

Parat rhsh 2.6.26) , dhlad  to polu¸numo −g1(x). Autì shmaÐnei ìti D⊥ =
〈−g1(x)〉 = C. Epomènwc gia to d(x) = d0 + d1x + · · · + d10x

10 ∈ D èqoume
ìti eÐnai k�jeto ston eautì tou. Dhlad 

∑10
i = 0 d2

i ≡ 0mod(3).
'Estw w to b�roc tou stoiqeÐou d(x) = d0 + d1x + · · · + d10x

10 ∈ D, to
w parist� ton arijmì twn mh mhdenik¸n suntelest¸n di. All�, epeid  di ∈ Z3,
èqoume ìti gia di 6= 0 isqÔei d2

i ≡ 1mod(3), opìte w ≡ ∑10
i =0 d2

i mod(3).
Apì ta prohgoÔmena èpetai h epomènh prìtash.

Prìtash 3.2.13. 'Estw D kai C ìpwc prohgoumènwc, an d(x) = d0 + d1x +
· · ·+d10x

10 ∈ D me b�roc w, tìte
∑10

i =0 di = 0 kai w ≡ ∑10
i =0 d2

i ≡ 0mod(3).

Epeid  h di�stash tou k¸dika C eÐnai 6 up�rqoun trÐa diaforetik� sÔmploka
tou upìqwrou D sto q¸ro C. H (kwdiko)lèxh a(x) = x10 + x9 + · · · + x + 1
an kei ston k¸dika C, all� den an kei ston D, epomènwc o k¸dikac C eÐnai h
diakekrimènh ènwsh C = D ∪ (a(x) +D) ∪ (−a(x) +D).

'Estw c(x) ∈ C me c(x) /∈ D, qwrÐc bl�bh, upojètoume ìti c(x) = d(x)+a(x)
me d(x) = d0 + d1x + · · · + d10x

10 ∈ D, dhlad 
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c(x) = (d0 + 1) + (d1 + 1)x + · · · + (d10 + 1)x10. Opìte, ìpwc prohgoumè-
nwc w(c(x)) ≡ ∑10

i =0(di + 1)2mod(3). Apì thn teleutaÐa sqèsh èqoume ìti
w(c(x)) ≡ [∑10

i =0 d2
i + 2

∑10
i =0 di + 11

]
mod(3). All� apì thn prohgoÔmenh

prìtash èqoume ìti
∑10

i =0 d2
i ≡

∑10
i =0 di ≡ 0mod(3). Opìte

w(c(x)) ≡ 11 ≡ 2mod(3).
Apì thn teleutaÐa sqèsh èpetai ìti to b�roc enìc c(x) ∈ C me c(x) /∈ D

eÐnai megalÔtero   Ðso tou 5, ektìc e�n eÐnai Ðso me 2. All� an w(c(x)) = 2,
tìte c(x) = xi + xj me 0 ≤ i < j ≤ 10, ìmwc to ginìmeno c(x) · c(x−1) prèpei
na eÐnai pollapl�sio tou g1(x) · g2(x) = x10 + x9 + · · ·+ x + 1, �topo.

Anakefalai¸nontac èqoume thn epomènh prìtash.

Prìtash 3.2.14. 'Estw D kai C ìpwc prohgoumènwc, an c(x) ∈ C me c(x) /∈ D,
tìte w(c(x)) ≡ 2mod(3) kai w(c(x)) ≥ 5.

Je¸rhma 3.2.15. O k¸dikac C = 〈g1(x)〉 eÐnai ènac [11, 6, 5] tèleioc k¸dikac.

Apìdeixh. O k¸dikac C = 〈g1(x)〉 èqei el�qisth apìstash to polÔ 5, afoÔ èqei
èna stoiqeÐo, to g1(x) = x5 + x4 − x3 + x2 − 1, me b�roc Ðso me 5. Apì thn
prohgoÔmenh prìtash èqoume ìti stoiqeÐa pou den an koun ston (upo)k¸dika D
èqoun b�roc megalÔtero   Ðson tou 5. Epomènwc an h el�qisth apìstash tou
k¸dika  tan mikrìterh apì 5, tìte ja èprepe na up�rqei èna stoiqeÐo a(x) ∈ D
me b�roc mikrìtero   Ðso tou 4. 'Omwc apì thn Prìtash 3.2.13 to b�roc tou
a(x) eÐnai pollapl�sio tou 3. Upojètoume ìti to stoiqeÐo a(x) ∈ D èqei b�roc
3. QwrÐc bl�bh thc genikìthtac (epeid  o k¸dikac eÐnai kuklikìc mporoÔme
na p�roume kuklikèc metajèseic twn stoiqeÐwn tou) upojètoume ìti a(x) =
1 + xi + xj me ta i kai j m  mhdenik� kai di�fora metaxÔ touc. To a(x) · a(x−1)
prèpei na eÐnai pollapl�sio tou (x − 1) · g1(x) · g2(x) = x11 − 1, to opoÐo
eÐnai mhdèn ston R11. Dhlad  èqoume ìti (1 + xi + xj) · (1 + x−i + x−j) =
xi + x−i + xj + x−j + xj−i + xi−j = 0. Apì thn teleutaÐa sqèsh èqoume ìti
i ≡ j ≡ (j− i)mod(11), dhlad  i ≡ 0mod(11), �topo. 'Ara telik� h elaqÐsth
apìstash tou k¸dika C isoÔtai me 5.

Epiplèon o k¸dikac eÐnai tèleioc, afoÔ isqÔei 36
[
1+2 ·11+22

(
11
2

) ]
= 311.

O k¸dikac C èqei tic Ðdiec paramètrouc me ton k¸dika Golay G11. 'Opwc kai
sthn perÐptwsh tou duadikoÔ k¸dika Golay, o k¸dikac C eÐnai isodÔnamoc me
ton triadikì k¸dika Golay G11. (Blèpe Je¸rhma 3.3.4 .)

3.2.4 Ask seic

1. 'Estw Ai to pl joc twn stoiqeÐwn b�rouc i de ènan k¸dika. DeÐxte ìti
ston k¸dika G24 isqÔei A20 = A4 = 0 A8 = A16 =?.
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2. DeÐxte ìti an x eÐnai mia duadik  lèxh m kouc 23 kai b�rouc 4, tìte up�rqei
monadik  (kwdiko)lèxh c ∈ G23 b�rouc 7 h opoÐa èqei 1 stic antÐstoiqec
jèseic pou èqei 1 kai h lèxh x. Me ton trìpo autì apodeÐxte ìti to pl joc
twn kwdikolèxewn b�rouc 7 ston k¸dika isoÔtai me 253.

3. DeÐxte ìti ston k¸dika G11 to pl joc twn stoiqeÐwn b�rouc 5 eÐnai Ðso
me 132. (Upìdeixh: QrhsimopoieÐste to gegonìc ìti o k¸dikac G11 eÐnai
tèleioc kai upologÐste to pl joc twn zeug¸n twn lèxewn (x, c), ìpou
x ∈ Z11

2 kai èqei b�roc 3 kai c ∈ G11, èqei b�roc 5 kai oi mh mhdenikèc
jèseic thc x sumpÐptoun me tic antÐstoiqec mh mhdenikèc jèseic thc c.)

4. DeÐxte ìti metajètontac st lec kai efarmìzontac stoiqei¸deic pr�xeic
gramm¸n ènac genn torac pÐnakac tou k¸dika G24 mporeÐ na l�bei th morf (

I7 ∗
05 ∗

)
, ìpou h 8η st lh eÐnai to �jroisma twn ept� pr¸twn sthl¸n.

5. 'Estw H ènac pÐnakac elègqou isotimÐac gia ton k¸dika Hamming H(2, 3)
kai J o tetragwnikìc pÐnakac 4× 4 me ìla ta stoiqeÐa tou 1. DeÐxte ìti

o pÐnakac G =
(

J + I4 I4 I4
0 H −H

)
eÐnai o genn torac pÐnakac enìc

k¸dika isodun�mou me ton k¸dika G12 .

3.3 H monadikìthta twn kwdÐkwn Hamming kai Go-
ley wc tèleioi k¸dikec

Sthn Par�grafo 1.5 eÐqame anafèrei (all� eÐqame anab�lei thn apìdeixh) ìti
par�olo pou oi par�metroi (n, M, d) = (90, 278, 5) ikanopoioÔn th sunj kh
1.5.2, den up�rqoun k¸dikec me autèc tic paramètrouc. T¸ra mporoÔme na d¸-
soume mia apìdeixh.

Je¸rhma 3.3.1. Den up�rqei grammikìc duadikìc k¸dikac me paramètrouc
[90, 78, 5].

Apìdeixh. Upojètoume ìti up�rqei ènac duadikìc grammikìc k¸dikac me tic
parap�nw paramètrouc. 'Estw H ènac pÐnakac elègqou isotimÐac autoÔ tou
k¸dika. O pÐnakac autìc eÐnai ènac 12 × 90 pÐnakac, ac sumbolÐsoume me
h1, h2, . . . , h90 tic st lec tou. Apì thn Prìtash 2.2.27 èpetai ìti k�je te-
tr�da apì tic st lec hi eÐnai grammik� anex�rthtec. Epomènwc to sÔnolo
A = {0, hi, hj+hk | 1 ≤ i ≤ 90, 1 ≤ j < k ≤ 90 } perièqei 1+90+

(
90
2

)
= 212

to pl joc stoiqeÐa. An oi st lec tou pÐnaka H jewrhjoÔn wc dianÔsmata, blè-
poume ìti to sÔnolo A eÐnai to Z12

2 . Wc gnwstìn (blèpe 'Askhsh 2.1.22) to  misu
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twn stoiqeÐwn tou Z12
2 èqoun perittì b�roc, epomènwc to sÔnolo A perièqei 211

to pl joc stoiqeÐa perittoÔ b�rouc.
Ac upologÐsoume to pl joc twn stoiqeÐwn tou sunìlou A perittoÔ b�rouc

me diaforetikì trìpo. Upojètoume ìti r to pl joc apì tic st lec tou pÐnaka H
èqoun perittì b�roc, �ra oi artÐou b�rouc st lec eÐnai 90− r to pl joc. Apì
th sqèsh w(hj +hk) = w(hj)+w(hk)−2w(hj ∩hk) (blèpe 1.2.10) èqoume ìti
to b�roc tou stoiqeÐou hj +hk eÐnai perittì an kai mìno an akrib¸c èna apì ta
stoiqeÐa hj kai hk eÐnai perittoÔ b�rouc. 'Ara to sÔnolo A èqei r+r(90−r) to
pl joc stoiqeÐa perittoÔ b�rouc. Telik� prèpei na isqÔei r + r(90− r) = 211.
'Opwc eÔkola diapist¸noume den up�rqei jetikìc akèraioc pou na plhroÐ thn
teleutaÐa sqèsh. 'Ara den up�rqei grammikìc duadikìc k¸dikac me paramètrouc
[90, 78, 5].

To prohgoÔmeno je¸rhma anafèretai sthn mh Ôparxh grammik¸n kwdÐkwn
me tic paramètrouc (n, M, d) = (90, 278, 5). MporoÔme na apodeÐxoume èna
apotèlesma pou anafèretai sthn mh Ôparxh mh grammik¸n (90, 278, 5) kwdÐkwn.

Orismìc 3.3.2. 'Estw u, v ∈ Zn
2 , to di�nusma u kalÔptei to v an kai mìno

an u∩ v = v. Dhlad  stic jèseic pou to v èqei 1, èqei 1 opwsd pote kai to u.

Gia par�deigma to u = 1 1 0 1 0 1 kalÔptei to v = 0 1 0 0 0 1.

Prìtash 3.3.3. Den up�rqei (90, 278, 5) duadikìc k¸dikac.

Apìdeixh. Upojètoume ìti up�rqei ènac (90, 278, 5) k¸dikac C. Apì thn Prì-
tash 1.4.4 èpetai ìti mporoÔme na upojèsoume ìti h mhdenik  lèxh eÐnai stoiqeÐo
tou k¸dika (0 ∈ C). Epeid  h el�qisth apìstash eÐnai Ðsh me 5, k�je mh mhde-
nik  (kwdio)lèxh èqei b�roc toul�qiston 5. 'Estw Y to uposÔnolo tou Z90

2 , ta
stoiqeÐa tou opoÐou èqoun b�roc 3 kai ta dÔo pr¸ta yhfÐa touc eÐnai 1, (dhlad 
mìno trÐa yhfÐa touc eÐnai 1 ek twn opoÐwn ta dÔo katalamb�noun tic dÔo pr¸tec
jèseic kai to trÐto mia apì tic upìloipec 88) epomènwc profan¸c |Y | = 88.

O k¸dikac C eÐnai tèleioc, epomènwc k�je stoiqeÐo, èstw y, tou Y brÐsketai
se mia monadik  sfaÐra S(x, 2) aktÐnac Ðshc me 2. To kèntro x thc sfaÐrac
prèpei na èqei b�roc Ðso me 5 kai na kalÔptei to y (giatÐ?).

'Estw X to sÔnolo ìlwn twn (kwdiko)lèxewn tou C, oi opoÐec èqoun stic dÔo
pr¸tec jèseic 1 kai to b�roc touc isoÔtai me 5. K�je stoiqeÐo x tou sunìlou
X kalÔptei akrib¸c trÐa stoiqeÐa tou sÔnìlou Y . Pr�gmati èna stoiqeÐo x
tou X èqei dÔo 1 stic dÔo pr¸tec jèseic kai trÐa 1 ta opoÐa katanèmontai stic
upìloipec 88 jèseic, epomènwc kalÔptei ta trÐa stoiqeÐa tou Y pou to kajèna
èqei (to trÐto) 1 se mia apì tic treÐc jèseic (ektìc thc pr¸thc kai deÔterhc) pou
katalamb�noun ta 1 tou x. Epomènwc gia èna x ∈ X èqoume trÐa diaforetik�
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zeÔgh (x, yi), i = 1, 2, 3 me yi ∈ Y ètsi ¸ste x na kalÔptei to yi. 'Ara an
R = { (x, y) |x ∈ X, y ∈ Y kaix kalÔptei toy }, tìte | R |= 3 | X |.
All� o k¸dikac eÐnai tèleioc, epomènwc den up�rqoun dÔo diaforetik� x1, x2 ∈
X pou na kalÔptoun to Ðdio y ∈ Y . Epomènwc | R |= | Y |= 88.

Apì ta prohgoÔmena èpetai ìti | X |= 88
3 , �topo, �ra den up�rqei (90, 278, 5)

duadikìc k¸dikac.

Anakefalai¸nontac blèpoume ìti, pèran twn tetrimmènwn, tèleioi k¸dikec
eÐnai oi k¸dikec Hamming H(r, p), kai oi k¸dikec Golay G23 kai G11. Oi k¸dikec
autoÐ eÐnai grammikoÐ, sthn Parat rhsh 3.1.44 eÐqame dei ìti up�rqoun duadikoÐ
k¸dikec me tic paramètrouc enìc k¸dika Hamming, oi opoÐoi den eÐnai grammikoÐ.
'Eqoun kataskeuasjeÐ k¸dikec epÐ enìc alfabhtoÔ Fp, ìpou Fp eÐnai èna tuqaÐo
peperasmèno s¸ma, me tic paramètrouc enìc k¸dika Hamming, oi opoÐoi den
eÐnai grammikoÐ.

Sthn pragmatikìthta den up�rqoun �lloi tèleioi k¸dikec epÐ enìc alfabhtoÔ
Fp, ìpou Fp eÐnai èna peperasmèno s¸ma. Sugkekrimèna isqÔei to ex c Je¸rhma:

Je¸rhma 3.3.4. 'Enac mh tetrimmènoc tèleioc k¸dikac epÐ enìc alfabhtoÔ Fp

prèpei na èqei eÐte tic paramètrouc ènoc k¸dika Hamming   tic paramètrouc
enìc apì touc k¸dikec Golay G23, G11.

Epiplèon, an ènac k¸dikac èqei tic paramètrouc enìc apì touc k¸dikec Golay,
tìte eÐnai isodÔnamoc proc autìn. An ènac k¸dikac èqei tic paramètrouc enìc apì
touc k¸dikec Hamming kai eÐnai grammikìc, tìte eÐnai isodÔnamoc proc autìn.

H apìdeixh autoÔ tou jewr matoc eÐnai pèran tou skopoÔ tou parìntoc.
O endiaferìmenoc mporeÐ na breÐ mia komy  apìdeixh sto MacWilliams-Sloane
(1977). AxÐzei ìmwc na anafèroume thn kentrik  idèa, h opoÐa basÐzetai sto
ex c je¸rhma tou Lloyd, to opoÐo parajètoume kai autì qwrÐc apìdeixh.

Je¸rhma 3.3.5. E�n up�rqei ènac tèleioc (n, M, 2λ + 1) k¸dikac epÐ tou
s¸matoc Fp, ìpou h t�xh tou eÐnai Ðsh me q, tìte to polu¸numo
L(x) =

∑λ
i=0(−1)i(q − 1)λ−i

(
x−1

i

)(
n−x
λ−i

)
èqei λ diakekrimènec akèraiec rÐzec

metaxÔ tou 1 kai tou n.

Apì to Je¸rhma autì apodeiknÔetai ìti an up�rqei ènac tèleioc k¸dikac epÐ
tou Fp, tìte prèpei na isqÔei λ ≤ 11, q ≤ 8 kai n < 485. Me thn bo jeia upo-
logistoÔ sthn arq  kai katìpin jewrhtik� apedeÐqjei ìti an up�rqoun k¸dikec
twn opoÐwn oi par�metroi ikanopoioÔn ta anwtèrw fr�gmata kai oi opoÐoi eÐnai
tèleioi, dhlad  isqÔei h Prìtash 1.5.12, eÐnai mìno oi tetrimmènoi, oi k¸dikec me
paramètrouc Ðdiec me tic paramètrouc twn kwdÐkwn Hamming kai Golay kaj¸c
kai k¸dikec me parmètrouc (90, 278, 5) gia tic opoÐec èqoume  dh apodeÐxei ìti
den up�rqoun k¸dikec me autèc tic paramètrouc.
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Ed¸ mporoÔme na parathr soume ìti h mh Ôparxh tèleiwn kwdÐkwn me pa-
ramètrouc (90, 278, 5) aporrèei kai apì to prohgoÔmeno je¸rhma, kaj' ìti gia
λ = 2 kai n = 90 L(x) = 0 an kai mìno an x2− 91x + 2048 = 0 h teleutaÐa
ìmwc exÐswsh den èqei akèraiec lÔseic.

To Je¸rhma 3.3.4 dÐnei mia ap�nthsh wc proc touc tèleiouc k¸dikec, all�
afÐnei poll� erwthmatik�.

Apì ton trìpo kataskeu c twn kwdÐkwn Hamming (blèpe Parat rhsh
3.1.4) ènac grammikìc k¸dikac epÐ enìc peperasmènou s¸matoc Fp me tic pa-
ramètrouc enìc k¸dika Hamming eÐnai isodÔnamoc me ton antÐstoiqo k¸dika
Hamming. All� an o k¸dikac den eÐnai grammikìc, tìte paramènei to ex c
prìblhma:

Na brejoÔn ìloi oi (mh isodÔnamoi) mh grammikoÐ k¸dikec, oi opoÐoi èqoun
tic paramètrouc enìc k¸dika Hamming.

To prìblhma paramènei anoiktì. Gia par�deigma pisteÔetai ìti up�rqoun
p�ra polloÐ duðkoÐ k¸dikec me paramètrouc (15, 211, 3).

Apì thn �llh pleur� èqei apodeiqjeÐ (ìpwc anafèretai kai sto Je¸rhma
3.3.4) ìti k�je k¸dikac me tic paramètrouc enìc apì touc k¸dikec Golay, tìte
eÐnai isodÔnamoc proc ènan apì autoÔc.

'Ena �llo meg�lo prìblhma, to opoÐo kai autì paramènei anoiktì, eÐnai to
ex c:

Up�rqoun tèleioi k¸dikec epÐ enìc alfab tou tou opoÐou to pl joc twn
stoiqeÐwn den eÐnai dÔnamh enìc pr¸tou arijmoÔ?

Sqetik� me to teleutaÐo prìblhma èqei apodeiqjeÐ ìti gia λ ≥ 3 o mìnoc mh
tetrimmènoc tèleioc k¸dikac pou diorj¸nei λ to pl joc l�jh eÐnai o duadikìc
k¸dikac Golay. All� oi peript¸seic λ = 2   λ = 1 paramènoun anap�nthtec.

Ed¸ axÐzei na anafèroume èna merikì apotèlesma. Den up�rqei 6−adikìc
(7, 65, 3) k¸dikac.
Endiafèron parousi�zei mia apìdeixh ìpou h Ôparxh 6−adikoÔ (7, 65, 3) k¸dika
an�getai sthn epÐlush tou gnwstoÔ probl matoc tou Euler twn “36 axiwmati-
k¸n”. 'Opwc ìmwc eÐnai gnwstìn 1 to prìblhma autì èqei arnhtik  ap�nthsh,
epomènwc den up�rqei 6−adikìc (7, 65, 3) k¸dikac.

1Gia perissìterec plhroforÐec wc proc autì to prìblhma, ìpwc kai genikìtera gia ta
Latinik� tetr�gwna, o endiaferìmenoc anagn¸sthc mporeÐ na anatrèxei se èna egqeirÐdio
Sunduastik c.
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3.4 K¸dikec Reed-Muller

Oi k¸dikec Reed-Muller eÐnai apì tic pr¸tec oikogèneiec kwdÐkwn, oi opoÐoi, an
kai den eÐnai tìso apotelesmatikoÐ, èqoun qrhsimopoihjeÐ ekten¸c, diìti èqoun
to pleonèkthma thc eÔkolhc apokwdikopoÐhshc. 'Opwc èqoume  dh anafèrei
(blèpe sel. 12 ) oi k¸dikec Reed-Muller èqoun qrhsimopoihjeÐ gia thn apostol 
asprìmaurwn fwtografi¸n apì ton plan th 'Arh.

Up�rqoun polloÐ trìpoi gia na orÐsoume touc k¸dikec Reed-Muller. Ed¸
ja parousi�soume ènan epagwgikì trìpo orismoÔ twn.

Orismìc 3.4.1. Gia k�je akèraio arijmì m ≥ 1 orÐzoume touc k¸dikec Reed-
Muller pr¸thc t�xhc kai sumbolÐzoume RM1(m) =: RM(m) wc ex c:
Gia m = 1 RM(1) = Z2

2 = { 00, 01, 10, 11 }.
Gia m ≥ 1 RM(m + 1) = RM(m) ⊕ R2(2m) = {u(u + v) | u ∈
RM(m), v ∈ R2(2m) }, ìpou R2(2m) eÐnai o epanalhptikìc duadikìc k¸dikac
{ 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸

2m−forèc
, 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸

2m−forèc
}.

(Gia thn (u, u + v)-kataskeu  tou k¸dika RM(m) ⊕ R2(2m) blèpe sel.
41.)

Par�deigma 3.4.2. Efarmìzontac ton orismì eÔkola mporoÔme na kataskeu�-
soume ton k¸dikaRM(2) = { 0000, 0011, 0101, 0110, 1010, 1001, 1111, 1100 }.
Je¸rhma 3.4.3. Gia k�je m ≥ 1 o k¸dikac RM(m) eÐnai grammikìc me para-
mètrouc [2m, m + 1, 2m−1]. EpÐshc k�je (kwdiko)lèxh, ektìc thc 0 kai 1, èqei
b�roc Ðso me 2m−1.

Apìdeixh. Profan¸c o k¸dikac RM(1) eÐnai grammikìc. Upojètontac ìti o
RM(m) eÐnai grammikìc apodeiknÔetai eÔkola ìti kai o RM(m + 1) eÐnai
grammikìc. EpÐshc apì ton orismì èpetai ìti to m koc k�je (kwdiko)lèxhc
tou RM(m + 1) eÐnai dipl�sio apì to m koc k�je (kwdiko)lèxhc tou RM(m),
opìte me epagwg  èpetai ìti to m koc tou RM(m) eÐnai Ðso me 2m.

O k¸dikac RM(m + 1) apoteleÐtai apì dÔo kathgorÐec stoiqeÐwn. Ta
stoiqeÐa thc morf c uu me u ∈ RM(m) kai ta stoiqeÐa thc morf c u(u+1) me
u ∈ RM(m) kai 1 = 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸

2m−forèc
. K�je kathgorÐa perilamb�nei |RM(m)| to

pl joc stoiqeÐa kai den up�rqei stoiqeÐo pou na an kei kai stic dÔo kathgorÐec,
epomènwc |RM(m + 1)| = 2 · |RM(m)| = 2 · 2m+1.

'Estw t¸ra èna stoiqeÐo c ∈ RM(m + 1), to opoÐo eÐnai di�foro twn 0
kai 1. An eÐnai thc morf c uu me u ∈ RM(m), tìte to u eÐnai di�foro twn 0
kai 1 kai sunep¸c, upojètontac ìti to b�roc tou u eÐnai Ðso me 2m−1, èqoume



150 Kef�laio 3. “KaloÐ” K¸dikec

w(c) = 2w(u) = 2 · 2m−1 = 2m. 'Estw ìti to c eÐnai thc morf c u(u + 1) me
u ∈ RM(m). Sthn perÐptwsh pou u = 0   u = 1, profan¸c to b�roc tou
c = u(u + 1) eÐnai Ðso me 2m. Upojètoume ìti to u eÐnai di�foro twn 0 kai
1, tìte w(c) = w(u) + w(u + 1) = w(u) + w(u) + w(1)− 2w(u ∩ 1) (blèpe
Prìtash 1.2.10 ). All� u ∩ 1 = u, opìte apì thn prohgoÔmenh sqèsh èqoume
w(c) = w(u) + w(u) + w(1) − 2w(u) = w(1) = 2m. Epomènwc se ìlec tic
peript¸seic èqoume w(c) = 2m kai h apìdeixh teleÐwse.

Epagwgik� mporoÔme na upologÐsoume touc genn torec pÐnakec twn kwdÐkwn
RM(m) gia m ≥ 1.

Je¸rhma 3.4.4. 'Enac genn torac pÐnakac tou k¸dika RM(1) eÐnai o pÐnakac

R1 =
(

0 1
1 1

)
.

An Rm eÐnai ènac genn torac pÐnakac tou k¸dika RM(m), tìte o pÐnakac

Rm+1 =
(

0 · · · 0 1 · · · 1
Rm Rm

)
eÐnai genn torac pÐnakac touRM(m+1).

Apìdeixh. Profan¸c o pÐnakac R1 eÐnai ènac genn torac pÐnakac tou k¸dika
RM(1).

Upojètoume ìti o pÐnakac Rm eÐnai ènac genn torac pÐnakac tou k¸dika
RM(m), tìte RM(m) = { r · Rm | r ∈ Zm+1

2 }.
'Estw èna stoiqeÐo u ∈ RM(m), tìte up�rqei r ∈ Zm+1

2 ètsi ¸ste u =
r · Rm, episun�ptontac sthn arq  tou r thn suntetagmènh 0, to stoiqeÐo 0 r
an kei sto Zm+2

2 kai gia to stoiqeÐo uu ∈ RM(m+1) èqoume ìti uu = (0 r) ·(
0 · · · 0 1 · · · 1

Rm Rm

)
. Episun�ptontac sthn arq  tou r thn suntetagmè-

nh 1, to stoiqeÐo 1 r an kei sto Zm+2
2 kai gia to stoiqeÐo u(u+1) ∈ RM(m+1)

èqoume ìti u(u + 1) = (1 r) ·
(

0 · · · 0 1 · · · 1
Rm Rm

)
.

Apì ta prohgoÔmena èpetai ìti RM(m + 1) ⊆ { c · Rm+1 | c ∈ Zm+2
2 }.

H t�xh tou pÐnaka Rm+1 eÐnai to polÔ Ðsh me m + 2, epomènwc o q¸roc
{ c · Rm+1 | c ∈ Zm+2

2 } èqei di�stash to polÔ Ðsh me m + 2, opìte apì thn
prohgoÔmenh sqèsh èqoume ìti, (afoÔ h di�stash tou RM(m + 1) eÐnai Ðsh me
m + 2,) RM(m + 1) = { c · Rm+1 | c ∈ Zm+2

2 } kai o pÐnakac Rm+1 eÐnai
genn torac pÐnakac tou RM(m + 1).

( Epeid  k�je stoiqeÐo c ∈ Zm+2
2 eÐnai thc morf c 0 r   1 r me r ∈ Zm+1

2 ,
èqoume ìti kai { c · Rm+1 | c ∈ Zm+2

2 } ⊆ RM(m + 1) ).
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Par�deigma 3.4.5. 'Eqontac ìti o pÐnakac R1 =
(

0 1
1 1

)
eÐnai genn torac

pÐnakac tou k¸dika RM(1), oi pÐnakec R2 =




0 0 1 1
0 1 0 1
1 1 1 1


 kai R3 =




0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1


 eÐnai genn torec pÐnakec twn kwdÐkwn RM(2)

kai RM(3) antÐstoiqa.

Apì ton prohgoÔmeno epagwgikì trìpo kataskeu c twn gennhtìrwn pin�-
kwn twn kwdÐkwn RM(m) mporoÔme na sun�goume ènan ap' eujeÐac trìpo upo-
logismoÔ twn.

Prìtash 3.4.6. 1) H pr¸th gramm  tou pÐnaka Rm apoteleÐtai apì èna tm ma
me 2m−1 to pl joc 0 kai apì èna tm ma me 2m−1 to pl joc 1, dhlad  eÐnai
thc morf c 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸

2m−1

11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
2m−1

. H deÔterh gramm  apoteleÐtai apì dÔo tm mata

me 2m−2 to pl joc 0 kai apì dÔo tm mata me 2m−2 to pl joc 1, ta opoÐa
enall�sontai metaxÔ touc, dhlad  eÐnai thc morf c

00 · · · 0︸ ︷︷ ︸
2m−2

11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
2m−2

00 · · · 0︸ ︷︷ ︸
2m−2

11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
2m−2

.

Genik� h i gramm  apoteleÐtai apì tm mata pou apoteloÔntai apì 0 kai apì t-
m mata pou apoteloÔntai apì 1 m kouc 2m−i, ta opoÐa enall�sontai metaxÔ touc.
Opìte h proteleutaÐa gramm  apoteleÐtai apo enallasìmena 0 kai 1. Apomènei
h teleutaÐa gramm , thc opoÐac ìla ta stoiqeÐa eÐnai 1.

2) Oi st lec tou Rm mporoÔn na perigrafoÔn wc ex c: An exairèsoume
to teleutaÐo stoiqeÐo k�je st lhc, to opoÐo eÐnai p�nta 1, tìte ta tm mata pou
apomènoun anaparistoÔn (diab�zontac apì �nw proc ta k�tw) kat� seir� touc
arijmoÔc 0, 1, . . . , 2m− 1 se duadik  morf .

Apìdeixh. H apìdeixh sunÐstatai se apl  parat rhsh tou pÐnaka Rm+1 =(
0 · · · 0 1 · · · 1

Rm Rm

)
.

3.4.1 SÔgkrish twn kwdÐkwn Hamming kai Reed-Muller

'Estw ìti èqoume ton duadikì k¸dika Hamming H(m, 2) me paramètrouc
[n = 2m − 1), k = 2m − 1 − m, 3] kai ton k¸dika Reed-Muller RM(m) me
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paramètrouc [2m, m + 1, 2m−1]. O duðkìc k¸dikac H(m, 2)⊥ èqei paramètrouc
[n = 2m − 1), m, 2m−1]. 'Opwc blèpoume, an jèloume na sugkrÐnoume dÔo
k¸dikec protimitaÐo eÐnai na sugkrÐnoume ton k¸dika S(m) = : H(m, 2)⊥ me ton
k¸dika RM(m) pou èqoun paremfereÐc paramètrouc.

EpekteÐnoume ton k¸dika HammingH(m, 2) episun�ptontac sthn arq  k�je
stoiqeÐou tou èna yhfÐo elègqou isotimÐac. 2 Thn epèktash pou prokÔptei th
sumbolÐzoume me EH(m, 2). O pÐnakac Hamming Hm eÐnai pÐnakac elègqou
isotimÐac tou k¸dikaH(m, 2), epomènwc gia k�je c ∈ H(m, 2) isqÔei cHt

m = 0.
Den eÐnai dÔskolo na doÔme ìti ènac pÐnakac elègqou isotimÐac tou k¸dika

EH(m, 2) eÐnai o pÐnakac EHm =




0
... Hm

0

1 1 · · · 1




.

Dhlad  o pÐnakac EHm proèrqetai apì ton pÐnaka Hm an episun�youme mia
pr¸th st lh pou apoteleÐtai apì 0 kai katìpin episun�youme mia teleutaÐa
gramm  pou apoteleÐtai apì 1.

Apì ta dÔo pr¸ta ParadeÐgmata 3.1.2 èqoume ìti oi pÐnakec elègqou i-
sotimÐac gia touc k¸dikec EH(2, 2) kai EH(3, 2) antÐstoiqa eÐnai oi pÐnakec

EH2 =




0 0 1 1
0 1 0 1
1 1 1 1


 kai EH3 =




0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1


 .

ParathroÔme ìti EH3 =
(

0 · · · 0 1 · · · 1
EH2 EH2

)
.

H parat rhsh aut  iqÔei genik� gia k�je m ≥ 2. Pr�gmati, apì thn Prìta-
sh 3.1.5 èqoume ènan anagwgikì trìpo upologismoÔ tou pÐnaka Hm+1, dhlad 

Hm+1 =




0 · · · 0 1 1 · · · 1
0

Hm
... Hm

0


 .

An ton sundu�soume me ton pÐnaka EHm =




0
... Hm

0

1 1 · · · 1




, èqoume

2Sun jwc to yhfÐo elègqou isotimÐac episun�ptetai sto tèloc k�je (kwdiko)lèxhc (blèpe
sel. 36), ed¸ to episun�ptome sthn arq .
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ìti EHm+1 =
(

0 · · · 0 1 · · · 1
EHm EHm

)
.

Sto Par�deigma 3.4.5 eÐqame upologÐsei touc genn torec pÐnakec

R2 =




0 0 1 1
0 1 0 1
1 1 1 1


 kai R3 =




0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1


 twn

kwdÐkwn RM(2) kai RM(3) antÐstoiqa. 'Opwc blèpoume R2 = EH2 kai
R3 = EH3. Apì to Je¸rhma 3.4.4 kai ta prohgoÔmena blèpoume ìti gia k�je
m ≥ 1 èqoume ìti Rm = EHm.

Prìtash 3.4.7. O k¸dikac Reed-Muller RM(m) eÐnai Ðsoc me ton duðkì k¸-
dika tou epektamènou duadikoÔ k¸dika Hamming EH(m, 2).

Apìdeixh. Oi dÔo k¸dikec eÐnai grammikoÐ kai èqoun ton Ðdio genn tora pÐnaka.

Parat rhsh 3.4.8. 'Eqontac ton k¸dika Reed-Muller RM(m) efarmìzou-
me thn antÐstrofh diadikasÐa. Dhlad  pèrnoume mìno tic (kwdiko)lèxeic pou
arqÐzoun apì 0 kai katìpin diagr�foume to 0 apì thn pr¸th jèsh. O k¸di-
kac pou prokÔptei apì aut  th sumpÔknwsh den eÐnai par� o duðkìc k¸dikac
S(m) = H(m, 2)⊥.

3.4.2 K¸dikec Reed-Muller an¸terhc t�xhc

'Eqontac orÐsei touc k¸dikec Reed-Muller RM1(m) = RM(m) pr¸thc t�xhc
gia m ≥ 1, mporoÔme gia 2 ≤ r ≤ m na orÐsoume touc k¸dikec Reed-Muller
r−t�xhc wc ex c: RMr(r) = Z2r

2 kaiRMr(m+1) = RMr(m)⊕RMr−1(m),
ìpou ⊕ parist� thn (u, u + v)- kataskeu .

Epagwgik� mporoÔme na apodeÐxoume (h apìdeixh afÐnetai wc �skhsh), epi-
kaloÔmenoi kai thn Prìtash 1.4.12, ìti oi k¸dikec RMr(m) eÐnai grammikoÐ me
paramètrouc [2m, k, 2m−r], ìpou k = 1 +

(
m
1

)
+

(
m
2

)
+ · · ·+ (

m
r

)
.

Parat rhsh 3.4.9. Ja mporoÔsame na orÐsoume wc k¸dika Reed-Muller mh-
denik c t�xhc gia m ≥ 0 ton epanalhptikì k¸dika R2(2m), opìte o Orismìc
3.4.1 sun�dei me ton genikì orismì twn kwdÐkwn Reed-Muller r−t�xhc.

Prìtash 3.4.10. Gia k�je m ≥ 1 o k¸dikac RMm−1(m) apoteleÐtai apì
ìla ta stoiqeÐa tou Z2m

2 artÐou b�rouc. Epomènwc gia k�je r < m o k¸dikac
RMr(m) apoteleÐtai apì stoiqeÐa artÐou b�rouc.
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Apìdeixh. Epagwgik� mporoÔme na apodeÐxoume ìti gia k�je m ≥ 2 kai k�je
1 ≤ r ≤ m isqÔei ìti RMr−1(m) ⊆ RMr(m), �ra genik� isqÔei
RMr(m) ⊆ RMm−1(m) gia k�je r < m. Epomènwc an apodeÐxoume to pr¸to
mèroc thc prìtashc, to upìloipo eÐnai profanèc.

Profan¸c gia m = 1 èqoume ìti o k¸dikac RM0(1) = { 00, 11 } apote-
leÐtai apì ìlec tic lèxeic m kouc 2 artÐou b�rouc. Upojètoume ìti o k¸dikac
RMm−2(m − 1) apoteleÐtai apì ìlec tic lèxeic m kouc 2m−1 artÐou b�rou-
c. Apì ton trìpo orismoÔ twn kwdÐkwn Reed-Muller (m − 1)−t�xhc èqou-
me ìti RMm−1(m) = RMm−1(m − 1) ⊕ RMm−2(m − 1). Epomènwc èna
stoiqeÐo tou k¸dika RMm−1(m) eÐnai thc morf c u(u + v) = uu + 0v me
u ∈ RMm−1(m−1) kai v ∈ RMm−2(m−1). To stoiqeÐo uu èqei �rtio b�roc
kai to stoiqeÐo v èqei �rtio b�roc apì thn upìjesh, epomènwc kai to stoiqeÐo
0v èqei �rtio b�roc. 'Ara gia to b�roc tou stoiqeÐou u(u + v) = uu + 0v
èqoume w(uu + 0v) = w(uu) + w(0v)− 2w(uu∩ 0v), to opoÐo eÐnai �rtio. H
di�stash tou k¸dika RMm−1(m) eÐnai Ðsh me 2m− 1 epomènwc apoteleÐtai apì
ìlec tic lèxeic m kouc 2m artÐou b�rouc.

3.4.3 Ask seic

1. Na upologÐsete ènan pÐnaka elègqou isotimÐac gia ton k¸dika RM(2) kai
gia ton k¸dika RM(3).

2. PoÐoi apì touc k¸dikec Reed-Muller eÐnai autoduðkoÐ? poÐoi eÐnai mègisthc
apìstashc?

3. Exet�ste an ènac Reed-Muller k¸dikac ikanopoieÐ to �nw fr�gma tou
Plotkin (Je¸rhma 1.5.24) me isìthta.



Par�rthma Aþ

StoiqeÐa apì thn 'Algebra

To Par�rthma autì paratÐjetai gia na sumb�lei sthn autodunamÐa tou biblÐou,
sto opoÐo o anagn¸sthc ja mporeÐ na prostrèqei gia arwg  se ènnoiec kai
apotelèsmata pou ja sunant� kat� th melèth tou pr¸tou mèrouc. Se kami�
perÐptwsh den prèpei na jewrhjeÐ wc mia (èstw) sÔntomh eisagwg  se jèmata
'Algebrac.

JewroÔme gnwstèc tic ènnoiec thc sqèshc isodunamÐac, tou s¸matoc, tou
dianusmatikoÔ q¸rou, tou daktulÐou twn poluwnÔmwn me suntelestèc apì èna
s¸ma, kaj¸c kai thn stoiqei¸dh arijmhtik  twn akeraÐwn modn. 1

O endiaferìmenoc anagn¸sthc mporeÐ kai prèpei na anatrèqei sth sqetik 
bibliografÐa (Ellhnìglwssh kai xenìglwssh) gia peretaÐrw melèth se Alge-
brik� jèmata, gegonìc pou ja ton bohj sei na katano sei se arketì b�joc
ènnoiec tou pr¸tou mèrouc.

Aþ.1 DaktÔlioi

Aþ.1.1 OrismoÐ kai idiìthtec

Wc gnwstìn ènac daktÔlioc (R, +, ·) eÐnai èna mh kenì sÔnolo R efodiasmèno
me dÔo pr�xeic. Thn prìsjesh kai ton pollaplasiasmì pou plhroÔn tic ex c
idiìthtec:

1. Wc proc thn prìsjesh eÐnai abelian  om�da, dhlad 

(aþ) a + (b + c) = (a + b) + c , gia ìla ta a, b, c ∈ R.
(H prìsjesh eÐnai prosetairistik ).

1Ed¸ apl¸c ja upenjumÐsoume, se orismènec peript¸seic, touc basikoÔc orismoÔc kai ja
parajèsoume merikèc idiìthtec.
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(bþ) Up�rqei 0 ∈ R ètsi ¸ste 0 + a = a + 0 gia k�je a ∈ R.
('Uparxh oudetèrou wc proc thn prìsjesh).

(gþ) Gia k�je a ∈ R up�rqei −a ∈ R ètsi ¸ste a+(−a) = (−a)+a = 0 .
('Uparxh antijètou wc proc thn prìsjesh).

(dþ) a + b = b + a gia ìla ta a, b ∈ R .

2. a · (b · c) = (a · b) · c gia ìla ta a, b, c ∈ R.
(O pollaplasiasmìc eÐnai prosetairistikìc).

3. a · (b + c) = (a · b) + (a · c) kai (a + b) · c = (a · c) + (b · c) gia ìla ta
a, b, c ∈ R.
(O pollaplasiasmìc eÐnai epimeristikìc wc proc thn prìsjesh).

Gnwst� paradeÐgmata daktulÐwn eÐnai:

1. O daktÔlioc twn akeraÐwn (Z, +, ·) me tic gnwstèc pr�xeic, prìsjesh kai
pollaplasiasmì, twn akeraÐwn arijm¸n.

2. O daktÔlioc R[x] twn poluwnÔmwn me suntelestèc pragmatikoÔc arijmoÔc
kai pr�xeic thn prìsjesh kai pollaplasiasmì poluwnÔmwn.

3. O daktÔlioc Mn(R) twn tetragwnik¸n n×n pin�kwn me stoiqeÐa pragma-
tikoÔc arijmoÔc kai pr�xeic thn prìsjesh kai pollaplasiasmì pin�kwn.
Genik� gia k�je daktÔlio (R, +, ·) orÐzontai oi antÐstoiqoi daktÔlioi R[x]
kai Mn(R) me tic antÐstoiqec pr�xeic.

'Ena �llo par�deigma daktulÐou eÐnai o daktÔlioc (Zm, +, ·) twn akeraÐwn
modm gia ènan jetikì akèraio m.

UpenjumÐzoume p¸c orÐzetai o daktÔlioc (Zm, +, ·).
'Estw m ènac jetikìc akèraioc. Sto sÔnolo twn akeraÐwn arijm¸n orÐzoume
mia sqèsh ∼ wc ex c:
a ∼ b an kai mìno an o m diaireÐ th diafor� a− b.

Den eÐnai dÔskolo na doÔme ìti h sqèsh ∼ eÐnai mia sqèsh isodunamÐac, h
opoÐa diamerÐzei to sÔnolo twn akeraÐwn se kl�seic isodunamÐac. H kl�sh iso-
dunamÐac enìc akeraÐou arijmoÔ a eÐnai to sÔnolo
[a] = { r ∈ Z, | r ∼ a } = { r ∈ Z | me to m na diaireÐ th diafor� a − r } =
{ a + ms | s ∈ Z }. Up�rqoun tìsec kl�seic isodunamÐac ìsa kai ta dunat�
upìloipa thc diaÐreshc enìc akeraÐou me ton m (giatÐ?) Dhlad  èqoume tic kl�-
seic [0], [1], . . . , [m−1], oi opoÐec ja onom�zontai kl�seic upoloÐpwn modm.
DÔo akèraioi arijmoÐ a, b, oi opoÐoi brÐskontai sthn Ðdia kl�sh isodunamÐac, ja
lègontai isìtimoi wc proc mètro m kai sumbolÐzoume a ≡ bmodm.
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To sÔnolo Zm = { [0], [1], . . . , [m − 1] } ìlwn twn kl�sewn upoloÐpwn
modm eÐnai oi akèraioi modm. Sto Zm orÐzoume dÔo pr�xeic. Mia prìsjesh
kai ènan pollaplasiasmì wc ex c:

[a] + [b] = [a + b] kai [a] · [b] = [a · b].
Wc �skhsh mporeÐte na diapist¸sete ìti oi dÔo pr�xeic pou orÐsame eÐnai

“kal� orismènec” , dhlad  an [a1] = [a2], [b1] = [b2], tìte [a1] + [b1] =
[a2] + [b2] kai [a1] · [b1] = [a2] · [b2]. Me diaforetik� lìgia, oi pr�xeic den
exart¸ntai apì thn epilog  twn antipros¸pwn,

To sÔnolo Zm me tic pr�xeic pou orÐsame prohgoumènwc eÐnai ènac daktÔlioc.
(Wc �skhsh na epalhjeÔsete ìti pr�gmati to (Zm, +, ·) eÐnai daktÔlioc).

Parathr seic Aþ.1.1. 1. O trìpoc pou orÐsame tic pr�xeic sto sÔnolo
Zm “upagoreÔei” ènan eÔkolo trìpo na ekteloÔme tic pr�xeic. 'Estw ìti
èqoume na prosjèsoume/pollaplasi�soume to [a] me to [b], tìte prosjè-
toume/pollaplasi�zoume to a me to b stouc akeraÐouc, to apotèlesma pou
brÐskoume to diairoÔme me ton m kai to upìloipo modm pou prokÔptei
eÐnai to apotèlesma thc prìsjeshc/pollaplasiasmoÔ tou [a] me to [b].
Gia par�deigma, èstw [3], [5] ∈ Z6, tìte [3] + [5] = [8 = 6 + 2] = [2] kai
[3] · [5] = [15 = 2 · 6 + 3] = [3].

2. Pollèc forèc, ìtan den up�rqei endeqìmeno sÔgqushc, k�je kl�sh upo-
loÐpwn modm [a] thn tautÐzoume me ton antÐstoiqo antiprìswpo a kai
gr�foume Zm = { 0, 1, . . . , m− 1 }.

'Enac daktÔlioc (R, +, ·) ja lègetai metajetikìc an isqÔei r · s = s · r gia
ìla ta r, s ∈ R.

An se èna daktÔlio (R, +, ·) up�rqei oudètero wc proc ton pollaplasiasmì,
dhlad  up�rqei e ∈ R tètoio ¸ste e · r = r · e = r gia k�je r ∈ R, tìte
o daktÔlioc onom�zetai daktÔlioc me mon�da kai to e tic perissìterec forèc
sumbolÐzetai me 1R (  apl� 1).

Se ìla ta prohgoÔmena paradeÐgmata oi daktÔlioi eÐnai metajetikoÐ me mon�-
da. Ektìc apì ton daktÔlio Mn(R), o opoÐoc èqei mon�da mìno an o daktÔlioc
R èqei mon�da kai den eÐnai metajetikìc gia n > 1, akìma kai an o daktÔlioc R
eÐnai metajetikìc.

Se ènan daktÔlio R me mon�da èna stoiqeÐo a ja lègetai ìti èqei antÐstofo ( 
ìti to a eÐnai antistrèyimo) , an up�rqei a−1 ∈ R ètsi ¸ste a·a−1 = a−1·a = 1.
'Estw U(R) sÔnolo twn antistreyÐmwn stoiqeÐwn enìc daktulÐou R. Wc �skhsh
mporeÐte na apodeÐxete ìti to ginìmeno dÔo antistreyÐmwn stoiqeÐwn eÐnai anti-
strèyimo stoiqeÐo kai ìti to U(R) me pr�xh ton pollaplasiasmì eÐnai om�da, h
pollaplasiastik  om�da tou daktulÐou R.



158 Par�rthma aþ. StoiqeÐa apì thn 'Algebra

Profan¸c U(Z) = {1, −1 } kai U(Mn(R)) = {A ∈ Mn(R) | det(A) 6=
0 }.

Wc �skhsh ja mporoÔsate na apodeÐxete ìti h pollaplasiastik  om�da
tou daktulÐou twn poluwnÔmwn R[x] apoteleÐtai apì ta stajer� mh mhdenik�
polu¸numa.

Prìtash Aþ.1.2. 'Estw m jetikìc akèraioc, to stoiqeÐo [a] ∈ Zm eÐnai anti-
strèyimo an kai mìno an o a eÐnai pr¸toc proc ton m. Dhlad  U(Zm) =
= { [a] ∈ Zm | µ.κ.δ.(a, m) = 1 }.

Apìdeixh. Upojètoume ìti o [a] ∈ Zm eÐnai antistrèyimoc dhlad  up�rqei [b] ∈
Zm ètsi ¸ste [a] · [b] = [1], autì shmaÐnei ìti ab ≡ 1modm, dhlad  o m
diaireÐ th diafor� ab − 1. Opìte èqoume ìti up�rqei akèraioc k tètoioc ¸ste
ab − 1 = mk, dhlad  ab − mk = 1 ap� ìpou èpetai ìti o mègistoc koinìc
diairèthc twn a kai m isoÔtai me 1.

AntÐstrofa, upojètoume ìti o a eÐnai pr¸toc proc ton m, tìte up�rqoun
akèraioi k, n, ètsi ¸ste ak + mn = 1 2. Apì thn teleutaÐa sqèsh èpetai ìti
ak ≡ 1modm, dhlad  [a][k] = [1], �ra to [a] eÐnai antistrèyimo stoiqeÐo tou
Zm.

'Ena mh kenì uposÔnolo S enìc dakltulÐou R ja lègetai upodaktÔlioc an
eÐnai daktÔlioc wc proc thn prìsjesh kai ton pollaplasiasmì tou daktulÐou
R. Dhlad  to S eÐnai upoom�da wc proc thn prìsjesh kai a · b ∈ S gia k�je
a, b ∈ S.

EpishmaÐnoume ìti to mhdèn (to oudètero thc prìsjeshc) enìc daktulÐou
an kei se k�je upodaktÔlio (giatÐ?). Gia thn mon�da (to oudètero tou polla-
plasiasmoÔ) den isqÔei k�ti an�logo.

1. O daktÔlioc twn akeraÐwn èqei mon�da. 'Estw m ènac jetikìc akèraioc
megalÔteroc tou 1, to sÔnolo mZ = {m · r | r ∈ Z } eÐnai upodaktÔlioc
tou Z, all� den èqei mon�da wc proc ton pollaplasiasmì.

2. To sÔnolo R {
(

r 0
0 0

)
| r ∈ Z } apoteleÐ upodaktÔlio tou daktulÐou

M2(Z) twn tetragwnik¸n 2 × 2 pin�kwn me stoiqeÐa akeraÐouc arijmoÔc.

2Ed¸ qrhsimopoioÔme (qwrÐc apìdeixh) to ex c basikì je¸rhma thc JewrÐac Arijm¸n:
'Estw α, β akèraioi arijmoÐ ìqi kai oi dÔo Ðsoi me mhdèn, tìte up�rqoun akèraioi κ, λ ètsi
¸ste µ.κ.δ.(α, β) = ακ + βλ.
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O R èqei wc mon�da ton pÐnaka
(

1 0
0 0

)
, en¸ o M2(Z) èqei wc mon�da

ton pÐnaka
(

1 0
0 1

)

Se ènan daktÔlio R èna mh mhdenikì stoiqeÐo a ja lègetai diairèthc tou
mhdenìc an up�rqoun mh mhdenik� b, c ∈ R ètsi ¸ste ab = ca = 0.
Se ènan daktÔlio me mon�da èna antistrèyimo stoiqeÐo den eÐnai diairèthc tou
mhdenìc (giatÐ?).

'Enac metajetikìc daktÔlioc me mon�da kai dÔo toul�qiston stoiqeÐa ja
lègetai akeraÐa perioq  an den èqei diairètec tou mhdenìc.

O daktÔlioc twn akeraÐwn eÐnai profan¸c akeraÐa perioq . EpÐshc o daktÔ-
lioc R[x] twn poluwnÔmwn me pragmatikoÔc suntelestèc eÐnai akeraÐa perioq 
(giatÐ?). Genik� an R eÐnai ènac daktÔlioc, tìte mporeÐte na apodeÐxete ìti o
R[x] eÐnai akeraÐa perioq  an kai mìno an o R eÐnai akeraÐa perioq .

O daktÔlioc ìmwc Mn(R) den eÐnai akeraÐa perioq  gia n > 1. Gia par�deig-

ma, gia touc pÐnakec A =
(

2 0
0 0

)
kai B =

(
0 2
0 0

)
èqoume ìti B ·A = 0.

Prìtash Aþ.1.3. O daktÔlioc Zm eÐnai akeraÐa perioq  an kai mìno an o m
eÐnai pr¸toc arijmìc.

Apìdeixh. DÐnoume mia skiagr�fhsh thc apìdeixhc me tic leptomèreiec na afÐ-
nontai wc �skhsh.

ArkeÐ na parathr soume ìti an m = a · b me a, b di�fora tou 1, tìte ta
[a], [b] ∈ Zm eÐnai diairètec tou mhdenìc.

AntÐstrofa, an ta [a], [b] ∈ Zm eÐnai diairètec tou mhdenìc kai isqÔei [a] ·
[b] = [0], tìte èqoume ìti o m diaireÐ to ginìmeno ab, opìte an o m  tan pr¸toc
ja èprepe na diaireÐ (toul�qiston) ènan apì touc a, b. 'Ara ènac apì touc [a], [b]
ja  tan Ðsoc me [0], �topo.

Wc �skhsh ja mporoÔsate na upologÐsete touc diairètec tou mhdenìc sto
daktÔlio Zm.

'Estw R ènac daktÔlioc, o mikrìteroc jetikìc akèraioc n (an up�rqei) me
thn idiìthta nr = r + r + · · ·+ r︸ ︷︷ ︸

n−forèc
= 0 gia ola ta r ∈ R ja lègetai qara-

kthristik  tou daktulÐou . An den up�rqei jetikìc akèraioc me thn parap�nw
idiìthta, tìte ja lème ìti h qarakthristik  tou daktulÐou isoÔtai me mhdèn.
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Profan¸c h qarakthristik  tou daktulÐou Z twn akeraÐwn eÐnai Ðsh me mh-
dèn. En¸ h qarakthristik  tou daktulÐou Zm eÐnai Ðsh me m.

Prìtash Aþ.1.4. H qarakthristik  miac akeraÐac perioq c D eÐnai eÐte mhdèn
eÐte pr¸toc arijmìc.

Apìdeixh. Upojètoume ìti h qarakthristik  thc D den eÐnai mhdèn kai eÐnai
Ðsh me m. ParathroÔme ìti o m eÐnai o el�qistoc jetikìc akèraioc tètoioc
¸ste m1 = 0. Pr�gmati, an up rqe 0 < n < m me n1 = 0, tìte gia k�je
a ∈ D ja eÐqame ìti na = (n1) · a = 0. Autì eÐnai �topo apì ton orismì thc
qarakthristik c.

An o m eÐnai sÔnjetoc, tìte ja èqoume m = r · s me 1 < r, s < m. Opìte
(r1) · (s1) = (r · s)1 = m1 = 0 kai epeid  h D eÐnai akeraÐa perioq  èqoume
ìti r1 = 0   s1 = 0, �topo apì ta prohgoÔmena.

'Enac metajetikìc daktÔlioc F me mon�da ìpou k�je mh mhdenikì stoiqeÐo
tou èqei antÐstrofo lègetai s¸ma . Dhlad  h pollaplasiastik  om�da enìc
s¸matoc apoteleÐtai apì ìla ta mh mhdenik� stoiqeÐa tou.

Ta sÔnola Q twn rht¸n, R twn pragmatik¸n kai C twn migadik¸n arijm¸n
eÐnai s¸mata me tic sun jeic pr�xeic prìsjeshc kai pollaplasiasmoÔ.

Profan¸c k�je s¸ma eÐnai akeraÐa perioq . To antÐstrofo profan¸c den
isqÔei, afoÔ o daktÔlioc twn akeraÐwn eÐnai akeraÐa perioq , all� den eÐnai
s¸ma.

An h akeraÐa perioq  eÐnai peperasmènh, tìte isqÔei kai to antÐstrofo. Su-
gkekrimmèna èqoume.

Prìtash Aþ.1.5. K�je peperasmènh akeraÐa perioq  D eÐnai s¸ma.

Apìdeixh. Gia k�je 0 6= a ∈ D kai k�je jetikì akèraio λ oi dun�meic aλ eÐnai
stoiqeÐa thc D kai epeid  h D eÐnai peperasmènh up�rqoun κ, λ jetikoÐ akèraioi
me κ < λ kai aκ = aλ. Dhlad  èqoume ìti aκ − aλ = 0, opìte èqoume
aκ(1− aλ−κ) = 0. Epeid  h D eÐnai akeraÐa perioq  èqoume ìti 1− aλ−κ = 0.
Apì thn teleutaÐa sqèsh èqoume ìti aλ−κ = 1, ap� ìpou èpetai ìti to a eÐnai
antistrèyimo stoiqeÐo.

Anakefalai¸nontac ta prohgoÔmena mporoÔme na apodeÐxoume:
1. 'Ena stoiqeÐo tou daktulÐou Zm eÐnai diairèthc tou mhdenìc an kai mìno an
eÐnai antistrèyimo.

2. O daktÔlioc Zm eÐnai akeraÐa perioq  an kai mìno an o m eÐnai pr¸toc
an kai mìno an o Zm eÐnai s¸ma.
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Aþ.1.2 OmomorfismoÐ-Ide¸dh

'Estw R1 kai R2 dÔo daktÔlioi. Mia apeikìnish f : R1 −→ R2 ja lègetai
omomorfismìc daktulÐwn an gia ìla ta a, b ∈ R1 isqÔei

1. f(a + b) = f(a) + f(b)

2. f(a · b) = f(a) · f(b)

Dhlad  ènac omomorfismìc daktulÐwn “ diathreÐ” tic pr�xeic twn daktulÐwn.
Profan¸c h apeikìnish ϑ : R1 −→ R2 me ϑ(r) = 0 gia k�je r ∈ R1 eÐnai

profan¸c ènac omomorfismìc daktulÐwn, o tetrimmènoc omomorfismìc.
H apeikìnish ϕ : Z −→ Zm me ϕ(a) = [a] gia k�je a ∈ Z eÐnai profan¸c

ènac omomorfismìc daktulÐwn, fusikìc omomorfismìc.
Sth sunèqeia ja mac dojeÐ h eukairÐa na doÔme perissìtera paradeÐgmata

omomorfism¸n daktulÐwn.
'Estw f : R1 −→ R2 ènac omomorfismìc daktulÐwn tìte isqÔei f(0) = 0

(giatÐ?).
To sÔnolo f(R1) = { f(a) ∈ R2 | a ∈ R1 } eÐnai upodaktÔlioc tou R2

(giatÐ?), sun jwc sumbolÐzetai Imf kai onom�zetai daktÔlioc eikìna.
'Otan h apeikìnish f eÐnai epÐ, tìte profan¸c Imf = R2 kai h f onom�zetai
epimorfismìc.

To sÔnolo { r ∈ R1 | f(r) = 0 } onom�zetai pur nac thc f kai sumbolÐ-
zetai Kerf .

O fusikìc omomorfismìc ϕ : Z −→ Zm me ϕ(a) = [a] eÐnai profan¸c epÐ
kai èqei pur na Kerϕ = {mr | r ∈ Z } (giatÐ?)

Profan¸c o pur nac tou tetrimmènou omomorfismoÔ ϑ : R1 −→ R2 me
ϑ(r) = 0 gia k�je r ∈ R1 eÐnai ìloc o daktÔlioc R1.

Prìtash Aþ.1.6. O omomorfismìc daktulÐwn f : R1 −→ R2 eÐnai 1 - 1 an kai
mìno an Kerf = { 0 }.
Apìdeixh. Gia a, b ∈ R1 isqÔei f(a) = f(b) an kai mìno an f(a) − f(b) =
f(a− b) = 0 an kai mìno an a− b ∈ Kerf . Opìte h sunèqeia èpetai eÔkola.

An ènac omomorfismìc daktulÐwn eÐnai 1 - 1, tìte onom�zetai monomorfi-
smìc. An eÐnai 1 - 1 kai epÐ, onom�zetai isomorfismìc.

'Estw (R, +, ·) ènac daktÔlioc kai I èna mh kenì uposÔnolo tou R. To I ja
lègetai ide¸dec tou R (kai ja sumbolÐzetai I C R) an isqÔoun:
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i) a− b ∈ I, gia ìla ta a, b ∈ I.
ii) r · a, a · r ∈ I, gia ìla ta a ∈ I kai r ∈ R.
Profan¸c to sÔnolo { 0 } pou apoteleÐtai mìno apì to mhdèn eÐnai ide¸dec

kai onom�zetai to mhdenikì   to tetrimmèno ide¸dec. EpÐshc olìklhroc o da-
ktÔlioc R eÐnai ide¸dec tou eautoÔ tou. 'Ena ide¸dec I me { 0 } 6= I 6= R ja
lègetai gn sio ide¸dec.

'Opwc blèpoume èna ide¸dec eÐnai “k�ti perissìtero” apì upodaktÔlioc.
Gia par�deigma sto daktÔlio Q[x] ìlwn twn poluwnÔmwn me rhtoÔc suntelestèc
to sÔnolo Z[x] ìlwn twn poluwnÔmwn me akeraÐouc suntelestèc eÐnai upodaktÔ-
lioc, all� den eÐnai ide¸dec (giatÐ?). En¸ to sÔnolo K ìlwn twn poluwnÔmwn
me mhdenikì stajerì ìro eÐnai ide¸dec (giatÐ?)

Sto daktÔlio twn akeraÐwn Z mporeÐte wc �skhsh na apodeÐxete ìti gia
k�je ide¸dec I up�rqei ènac jetikìc akèraioc m ètsi ¸ste I = mZ = {m · r |
r ∈ Z }. Wc upìdeixh mporeÐte na p�rete (sthn perÐptwsh pou to I eÐnai mh
mhdenikì) ton mikrìtero jetikì akèraio m ∈ I kai na apodeÐxete ìti diaireÐ k�je
�llo stoiqeÐo tou I.

'Estw I1, I2 ide¸dh tou daktulÐou R, tìte mporoÔme eÔkola na apodeÐxoume
ìti h tom  I1 ∩ I2 eÐnai ide¸dec tou R.
Gia par�deigma mporeÐte na apodeÐxete ìti an I1 = {m · r | r ∈ Z } kai
I2 = {n · r | r ∈ Z } eÐnai dÔo ide¸dh tou daktulÐou twn akeraÐwn , tìte
I1 ∩ I2 = { k · r | r ∈ Z }, ìpou k eÐnai to el�qisto koinì pollapl�sio twn m
kai n.

'Opwc eÔkola mporoÔme na diapist¸soume h ènwsh dÔo idewd¸n den eÐnai
kat� an�gkh ide¸dec.
MporeÐte na apodeÐxete ìti h ènwsh I1 ∪ I2 eÐnai ide¸dec tou R an kai mìno an
I1 ⊆ I2   I1 ⊇ I2.

'Estw R ènac daktÔlioc kai S ⊆ R. H tom  ìlwn twn idewd¸n tou R
pou perièqoun to uposÔnolo S eÐnai to mikrìtero ide¸dec tou R pou perièqei
to uposÔnolo S, onom�zetai ide¸dec paragìmeno apì to uposÔnolo S kai
sumbolÐzetai 〈S 〉. Dhlad  〈S 〉 =

⋂{ I | I C R kai S ⊆ I }.
'Estw I1, I2 dÔo ide¸dh tou daktulÐou R, Den eÐnai dÔskolo na apodeÐxoume

ìti 〈 I1 ∪ I2 〉 = { a + b | a ∈ I1, b ∈ I2 }. Gia to lìgo autì to ide¸dec
{ a+b | a ∈ I1, b ∈ I2 } to sumbolÐzoume me I1+I2 kai to onom�zoume �jroisma
twn idewd¸n I1 kai I2.

Prìtash Aþ.1.7. 'Estw R ènac metajetikìc daktÔlioc me mon�da kai
∅ 6= S ⊆ R, tìte 〈S 〉 = { a1s1 + a2s2 + · · ·+ aνsν | ai ∈ R, si ∈ S,
i = 1, 2, . . . , ν, ν ≥ 1 }.
Apìdeixh. To sÔnolo { a1s1 + a2s2 + · · ·+ aνsν | ai ∈ R, si ∈ S,
i = 1, 2, . . . , ν, ν ≥ 1 } eÐnai ide¸dec tou R (giatÐ?). EpÐshc to uposÔnolo S
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perièqetai sto { a1s1 + a2s2 + · · ·+ aνsν | ai ∈ R, si ∈ S,
i = 1, 2, . . . , ν, ν ≥ 1 }. Epomènwc apì ton orismì tou 〈S 〉 èqoume ìti
〈S 〉 ⊆ { a1s1 + a2s2 + · · ·+ aνsν | ai ∈ R, si ∈ S, i = 1, 2, . . . , ν, ν ≥ 1 }.

'Estw t¸ra I èna ide¸dec tou R me S ⊆ I. Apì ton orismì tou ide¸douc
èpetai ìti
{ a1s1 + a2s2 + · · · + aνsν | ai ∈ R, si ∈ S, i = 1, 2, . . . , ν, ν ≥ 1 } ⊆ I.
Dhlad  { a1s1 + a2s2 + · · ·+ aνsν | ai ∈ R, si ∈ S,
i = 1, 2, . . . , ν, ν ≥ 1 } ⊆ ⋂{ I | I C R kai S ⊆ I } = 〈S 〉 kai telei¸same.

Parathr seic Aþ.1.8. 1. An S = ∅, tìte profan¸c 〈 ∅ 〉 = { 0 }.

2. Sth genik  perÐptwsh, ìpou o daktÔlioc den eÐnai kat� an�gkh metajeti-
kìc, oÔte èqei kat� an�gkh mon�da, mporoÔme epÐshc na perigr�youme ta
stoiqeÐa enìc ide¸douc pou par�getai apì èna uposÔnolo tou daktulÐou.
Arkest kame ìmwc sthn merik  perÐptwsh, diìti sta epìmena ja asqolh-
joÔme, qwrÐc idiaÐterh mneÐa, apokleistik� me metajetikoÔc daktulÐouc me
mon�da.

Endiafèron parousi�zei h perÐptwsh pou to uposÔnolo S apoteleÐtai apì
èna stoiqeÐo.
An R eÐnai ènac daktÔlioc kai a ∈ R, tìte to ide¸dec to paragìmeno apì to
monosÔnolo { a } ja onom�zetai kÔrio kai profan¸c isqÔei 〈 { a }〉 = 〈 a 〉 =
= { r · a | r ∈ R }.

Prohgoumènwc èqoume dei ìti gia k�je ide¸dec I tou daktulÐou twn akeraÐwn
up�rqei ènac jetikìc akèraioc m ètsi ¸ste I = mZ = {m · r | r ∈ Z }.
Dhlad  to I = 〈m 〉 eÐnai kÔrio. 'Ara k�je ide¸dec tou daktulÐou Z eÐnai kÔrio.
Genik� an se èna daktÔlio k�je ide¸dec tou eÐnai kÔrio, tìte o daktÔlioc ja
onom�zetai daktÔlioc kurÐwn idewd¸n . Sta epìmena ja doÔme kai �lla
paradeÐgmata daktulÐwn kurÐwn idewd¸n.

'Estw R ènac daktÔlioc kai I èna ide¸dec tou. Upojètoume ìti to 1 ∈ I,
tìte profan¸c (apì ton orismì tou ide¸douc) èqoume ìti I = R.
Apì thn apl  aut  parat rhsh èpetai �mesa ìti 〈 a 〉 = R an kai mìno an to
stoiqeÐo a ∈ R eÐnai antistrèyimo (giatÐ?) .
EpÐshc apì thn Ðdia parat rhsh èpetai �mesa ìti se èna s¸ma ta mìna ide¸dh
tou eÐnai to mhdenikì ide¸dec kai olìklhro to s¸ma (giatÐ?) .

'Estw f : R1 −→ R2 ènac omomorfismìc daktulÐwn. Upojètoume ìti
a, b ∈ Kerf , tìte den eÐnai dÔskolo na doÔme ìti a− b ∈ Kerf , ìpwc epÐshc ìti
gia k�je r ∈ R1 ta r · a, a · r ∈ R1. Dhlad  isqÔei h ex c prìtash.
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Prìtash Aþ.1.9. O pur nac ènoc omomorfismoÔ daktulÐwn eÐnai ide¸dec tou
pedÐou orismoÔ.

Par�deigma Aþ.1.10. 'Estw F[x] o daktÔlioc twn poluwnÔmwn me suntelestèc
apì to s¸ma F kai ϕ : F[x] −→ F[x] me ϕ(anxn + · + a1x + a0) = a0,
dhlad  h apeikìnish ϕ apeikonÐzei k�je polu¸numo ston stajerì tou ìro. Den
eÐnai dÔskolo na apodeÐxoume ìti h ϕ eÐnai omomorfismìc daktulÐwn. EpÐshc
mporeÐte na apodeÐxete ìti o pur nac thc ϕ eÐnai ìla ta polu¸numa me mhdenikì
stajerì polu¸numo. Epomènwc, sÔmfwna me ta prohgoÔmena, to sÔnolo twn
poluwnÔmwn me mhdenikì stajerì ìro eÐnai èna ide¸dec tou F[x].

'Opwc ja doÔme amèswc isqÔei kai to antÐstrofo thc prohgoÔmenhc prìta-
shc, dhlad  k�je ide¸dec eÐnai o pur nac enìc omomorfismoÔ daktulÐwn. Opìte
oi ènnoiec pur nac omomorfismoÔ kai ide¸dec eÐnai tautìshmec.

'Estw I èna ide¸dec tou daktulÐou R. Sto daktÔlio R orÐzoume mia sqèsh
∼ wc ex c: a ∼ b an kai mìno an a− b ∈ I.
Wc �skhsh mporeÐte na apodeÐxete ìti h sqèsh ∼ eÐnai sqèsh isodunamÐac. Ac
upologÐsoume tic kl�seic isodunamÐac. H kl�sh isodunamÐac tou stoiqeÐou a
eÐnai to sÔnolo Ca = { r ∈ R | r − a ∈ I } = { r ∈ R gia ta opoÐa up�rqei
h ∈ I ètsi ¸ste r = a + h } = { a + h | h ∈ I }. Thn kl�sh
Ca = { a + h | h ∈ I } ja thn onom�zoume sÔmploko   kl�sh upoloÐpwn
tou a wc proc to ide¸dec I kai ja sumbolÐzetai a + I.

To sÔnolo { a + I | a ∈ R } ìlwn twn sumplìkwn apoteleÐ to sÔnolo
phlÐkwn wc proc th sqèsh isodunamÐac ∼ kai ja sumbolÐzetai R/I.

Me th bo jeia twn pr�xewn thc prìsjeshc kai tou pollaplasiasmoÔ sto
daktÔlio R, sto sÔnolo R/I orÐzoume dÔo pr�xeic, mia prìsjesh kai ènan pol-
laplasiasmì wc ex c:

(a + I) + (b + I) = (a + b) + I
(a + I) · (b + I) = (a · b) + I
Den eÐnai dÔskolo na apodeÐxoume ìti oi dÔo pr�xeic eÐnai kal� orismènec

(den exart¸ntai apì thn epilog  twn antipros¸pwn ).
Wc �skhsh mporeÐte na apodeÐxete ìti to sÔnolo R/I me autèc tic pr�xeic

apoteleÐ daktÔlio. (To mhdèn, dhlad  to oudètero wc proc thn prìsjesh, eÐnai
to sÔmploko 0 + I = I). O daktÔlioc autìc onom�zetai daktÔlioc phlÐkwn
wc proc to ide¸dec I.

Parat rhsh Aþ.1.11. O daktÔlioc twn akeraÐwn Zm twn akeraÐwn modm
(blepe selÐda 156) eÐnai o daktÔlioc phlÐkwn Z/〈m 〉 .

'Estw ϕ : R −→ R/I h (fusik ) apeikìnish me ϕ(r) = r + I. H ϕ eÐnai
epimorfismìc daktulÐwn (giatÐ?) me Kerϕ = I (giatÐ?). 'Ara blèpoume ìti gia
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to ide¸dec I up�rqei ènac omomorfismìc daktulÐwn tou opoÐou o pur nac eÐnai
to I.

Je¸rhma Aþ.1.12. 10 Je¸rhma isomorfism¸n
'Estw ϕ : R1 −→ R2 omomorfismìc daktulÐwn. Tìte up�rqei

ϕ : R1/Kerϕ −→ Imϕ isomorfismìc daktulÐwn.

Apìdeixh. Gia k�je r + Kerϕ ∈ R1/Kerϕ orÐzoume ϕ(r + Kerϕ) = ϕ(r).
Wc �skhsh mporeÐte na apodeÐxete ìti h ϕ eÐnai omomorfismìc daktulÐwn

1 - 1 kai epÐ (blèpe Prìtash Aþ.1.6 kai ton orismì tou daktulÐou phlÐkwn).

Aþ.1.3 Epekt�seic swm�twn

'Estw F èna s¸ma kai E èna s¸ma pou perièqei to F wc upìswma. To E onom�-
zetai epèktash tou F kai sumbolÐzetai F ≤ E   F | E.

'Estw E mia epèktash tou s¸matoc F, tìte to s¸ma E mporeÐ na jewrhjeÐ
wc dianusmatikìc q¸roc epÐ tou s¸matoc F, ìpou h prìsjesh eÐnai h prìsjesh
tou s¸matoc E kai o arijmhtikìc pollaplasiasmìc eÐnai o pollaplasiasmìc
enìc stoiqeÐou tou s¸matoc F kai enìc stoiqeÐou tou s¸matoc E.
H di�stash tou E wc dianusmatikoÔ q¸rou epÐ tou F onom�zetai bajmìc epè-
ktashc kai sumbolÐzetai [E : F] . An obajmìc epèktashc eÐnai peperasmènoc,
tìte h epèktash F | E lègetai peperasmènh epèktash, diaforetik� lègetai �pei-
rh.
Gia par�deigma, an Q, R, C eÐnai ta s¸mata twn rht¸n, twn pragmatik¸n kai
twn migadik¸n arijm¸n antÐstoiqa, tìte [C : R] = 2 en¸ [R : Q] = ∞.

'Estw F ≤ K ≤ E, tìte mporoÔme na apodeÐxoume (prospaj ste to!) ìti
[E : F] = [E : K] · [K : F].

'Estw F èna s¸ma qarakthristik c mhdèn kai Q to s¸ma twn rht¸n arijm¸n.
OrÐzoume thn apeikìnish ϕ : Q −→ F wc ex c: ϕ(a/b) = (a · 1) · (b−1 · 1), ìpou
1 ∈ F eÐnai to monadiaÐo tou s¸matoc F.
MporeÐte na apodeÐxete ìti h apeikìnish ϕ eÐnai ènac omomorfismìc swm�twn
m�lista de eÐnai 1 - 1.

'Estw F èna s¸ma qarakthristik c p kai Zp to s¸ma twn akeraÐwn modp.
OrÐzoume thn apeikìnish ϑ : Zp −→ F wc ex c: ϑ([a]) = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

a−forèc
, ìpou

1 eÐnai to monadiaÐo tou s¸matoc F.
MporeÐte na apodeÐxete ìti h apeikìnish ϕ eÐnai ènac omomorfismìc swm�twn
m�lista de eÐnai 1 - 1.
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Prìtash Aþ.1.13. K�je s¸ma qarakthristik c perièqei èna upìswma isìmor-
fo me to s¸ma twn rht¸n arijm¸n.

K�je s¸ma qarakthristik c p perièqei èna upìswma isìmorfo me to s¸ma
Zp.

Apìdeixh. Wc �skhsh mporeÐte na apodeÐxete ìti oi apeikonÐseic ϕ kai ϑ pou orÐ-
same prohgoumènwc eÐnai pr�gmati omomorfismoÐ kai 1 - 1, opìte to apotèlesma
eÐnai �meso.

Pìrisma Aþ.1.14. To s¸ma twn rht¸n arijm¸n eÐnai (mèsw isomorfismoÔ) to
mikrìtero upìswma ènoc s¸matoc qarakthristik c mhdèn.

To s¸ma twn akeraÐwn modp eÐnai (mèsw isomorfismoÔ) to mikrìtero upì-
swma ènoc s¸matoc qarakthristik c p.

Apìdeixh. H tom  uposwm�twn enìc s¸matoc eÐnai s¸ma (giatÐ?). Epomènwc h
tom  ìlwn twn uposwm�twn enìc s¸matoc eÐnai upìswma, to opoÐo sthn pe-
rÐptwsh pou h qarakthristik  tou s¸matoc eÐnai mhdèn perièqei kai perièqetai
sto Q (giatÐ?). En¸ sthn perÐptwsh pou h qarakthristik  tou s¸matoc eÐnai p
perièqei kai perièqetai sto Zp.

Apì ta prohgoÔmena sun�goume ton epìmeno orismì.
To s¸ma twn rht¸n arijm¸n kai to s¸ma Zp onom�zontai pr¸ta s¸mata .

'Estw F ≤ E mia epèktash tou s¸matoc F kai c ∈ E, orÐzoume
F(c) =

⋂{K | K ≤ E me F ⊆ K kai c ∈ K }. Dhlad  to F(c) eÐnai to
mikrìtero s¸ma tou E pou perièqei to s¸ma F kai to stoiqeÐo c.
To s¸ma F(c) onom�zetai epèktash tou F me pros�rthsh tou stoiqeÐou c.

Profan¸c mporoÔme na prosart soume perissìtera tou enìc stoiqeÐa se
èna s¸ma. M�lista de isqÔei: An c1, c2 ∈ E, tìte (F(c1))(c2) = (F(c2))(c1)
(giatÐ?). Epomènwc mporoÔme na gr�foume F(c1, c2).

Gia par�deigma prosart¸ntac to
√

2 sto Q èqoume to s¸ma
Q(
√

2) = { a + b
√

2 | a, b ∈ Q }. (GiatÐ sta stoiqeÐa tou Q(
√

2) eÐnai aut c
thc morf c?)

Aþ.2 O daktÔlioc twn poluwnÔmwn

'Estw F èna s¸ma kai F[x] o daktÔlioc poluwnÔmwn me suntelestèc apì to
s¸ma F. 'Ena polu¸numo φ(x) ∈ F[x], wc gnwstìn, eÐnai thc morf c
φ(x) = anxn +an−1x

n−1 + · · · +a1x+a0 me ta ai ∈ F. 'Estw k o megalÔteroc
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deÐkthc (an up�rqei) ètsi ¸ste o antÐstoiqoc suntlest c ak na eÐnai mh mhde-
nikìc. O k onom�zetai bajmìc tou poluwnÔmou kai sumbolÐzetai deg(φ(x), o
ak onom�zetai megistob�jmioc suntelest c. An o megistob�jmioc suntele-
st c se èna polu¸numo eÐnai to 1, tìte to polu¸numo onom�zetai monikì. Gia
par�deigma, an φ(x) = anxn + an−1x

n−1 + · · · a1x + a0, tìte to polu¸numo
a−1

n φ(x) profan¸c eÐnai monikì. To polu¸numo, tou opoÐou ìloi oi suntelestèc
eÐnai mhdenikoÐ, onom�zetai to mhdenikì polu¸numo, to sumbolÐzoume me 0 ( 
apl� 0) kai den tou pros�ptoume bajmì.
Profan¸c ta polu¸numa mhdenikoÔ bajmoÔ eÐnai ta mh mhdenik� stoiqeÐa tou
s¸matoc F, ta stajer� polu¸numa.

Gia to bajmì tou ajroÐsmatoc kai tou ginomènou dÔo poluwnÔmwn isqÔei h
akoloujh prìtash, thc opoÐac h apìdeixh eÐnai �mesh.

Prìtash Aþ.2.1. 'Estw φ(x) kai θ(x) mh mhdenik� polu¸numa, tìte isqÔei:

1. EÐte φ(x) + θ(x) =0 eÐte deg( φ(x) + θ(x) ) ≤ max( degφ(x), degθ(x) ).
H anisìthta sthn prohgoÔmenh sqèsh eÐnai gn sia mìno sthn perÐptwsh
pou ta dÔo polu¸numa èqoun ton Ðdio bajmì kai antÐjetouc megistob�jmiouc
suntelestèc

2. deg( φ(x) · θ(x) ) = degφ(x) + degθ(x).

Aþ.2.1 Diairetìthta poluwnÔmwn

Ston daktÔlio F[x] mporoÔme na orÐsoume mia diaÐresh poluwnÔmwn an�logh me
thn gnwst  diaÐresh akeraÐwn arijm¸n.

Je¸rhma Aþ.2.2. Algìrijmoc thc diaÐreshc poluwnÔmwn
'Estw α(x), β(x) ∈ F me to β(x) na mhn eÐnai to mhdenikì polu¸numo. Tìte

up�rqoun monadik� π(x), υ(x) ∈ F tètoia ¸ste
α(x) = π(x) · β(x) + υ(x) kai
  υ(x) = 0   deg(υ(x)) < deg(β(x).

To α(x) onom�zetai diairetaÐoc to β(x) onomazetai diairèthc kai ta π(x), υ(x)
phlÐko kai upìloipo antÐstoiqa.

Apìdeixh. 'Estw A = {α(x) − β(x) τ(x), ìpouτ(x) ∈ F[x] }. An to mhde-
nikì polu¸numo an kei sto sÔnolo A, tìte up�rqei π(x) ∈ F[x] ètsi ¸ste
α(x) − β(x)π(x) = 0, opìte ta π(x) kai υ(x) = 0 plhroÔn tic upojèseic tou
Jewr matoc.

Upojètoume ìti to mhdenikì polu¸numo den an kei sto sÔnolo A. 'Estw
υ(x) = α(x) − β(x) π(x) èna stoiqeÐo tou sunìlou A me ton mikrìtero dunatì
bajmì. Tìte profan¸c α(x) = β(x) π(x) + υ(x).
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Ja deÐxoume ìti deg( υ(x) ) < deg( β(x) ). Pr�gmati, upojètoume ìti
υ(x) = α(x) − β(x) π(x) = anxn + an−1x

n−1 + · · · a1x + a0,
β(x) = bxm + bxm−1 + · · · + b1x + b0 kai deg( υ(x) ) = n ≥ m = deg( β(x) ).
Tìte ta polu¸numa υ(x) kai (anb−1

m )xn−m ·β(x) eÐnai tou idÐou bajmoÔ kai èqoun
antijetouc suntelestèc, epomènwc to polu¸numo υ(x)−(anb−1

m )xn−m ·β(x), èqei
bajmì (gn sia) mikrìtero apo to bajmì tou υ(x) kai epiplèon
υ(x)− (anb−1

m )xn−m · β(x) = α(x) − β(x) π(x)− (anb−1
m )xn−m · β(x) =

= α(x) − ( π(x) + (anb−1
m )xn−m ) · β(x) ∈ A. ToÔto eÐnai �topo apì thn

eklog  tou poluwnÔmou υ(x) wc polu¸numo me ton mikrìtero bajmì apì ìla ta
polu¸numa pou an koun sto sÔnolo A. Epomènwc deg( υ(x) ) < deg( β(x) ).

Ta polu¸numa π(x) kai υ(x) me thn idiìthta α(x) = β(x) · π(x) + υ(x) kai
deg( υ ) < deg( β(x) ) eÐnai monadik�. Pragmati, upojètoume ìti ektìc apì ta
π(x) kai υ(x) up�rqoun kai ta polu¸numa π′(x) kai υ′(x) tètoia ¸ste
α(x) = β(x) · π′(x) + υ′(x) kai deg( υ′(x) ) < deg( β(x) ). Tìte afair¸ntac
kat� mèlh tic sqèseic α(x) = β(x) ·π(x)+υ(x) kai α(x) = β(x) ·π′(x)+υ′(x)
èqoume β(x) · ( π(x) − π′(x) ) = υ(x) − υ′(x), an υ(x) − υ′(x) 6= 0, tìte kai
π(x)−π′(x) 6= 0, opìte apì thn Prìtash Aþ.2.1 èqoume ìti deg( υ(x)−υ′(x) ) ≥
deg( β(x) ). ToÔto eÐnai �topo, afoÔ deg( υ(x)− υ′(x) ) ≤ max( deg( υ(x) ),
deg( υ′(x) ) ) < deg( β(x) ). 'Ara υ(x) = υ′(x) kai π(x) = π′(x).

Parathr seic Aþ.2.3. 1. Sto prohgoÔmeno Je¸rhma, an α(x) = 0
  deg( α(x) ) < deg( β(x) ), tìte profan¸c π(x) = 0 kai υ(x) = α(x).

2. To prohgoÔmeno Je¸rhma (fainomenik�) den mac dÐnei èna trìpo upolo-
gismoÔ tou phlÐkou kai tou upoloÐpou thc diaÐreshc enìc poluwnÔmou di�
enìc �llou poluwnÔmou. An ìmwc parathr soume kalÔtera thn apìdeixh,
ja ( “anagnwrÐsoume” ) th gnwst  se ìlouc mac mèjodo diaÐreshc poluw-
nÔmwn.

Ja lème ìti to polu¸numo β(x) diaireÐ to polu¸numo α(x) (kai ja sumbo-
lÐzoume β(x) |α(x)), an to upìloipo υ(x), sth diaÐresh tou α(x) me to β(x),
eÐnai to mhdenikì polu¸numo. IsodÔnama lème ìti to α(x) diaireÐtai (  eÐnai
pollapl�sio tou) apì to β(x).

Ac doÔme merikèc �mesec sunèpeiec twn prohgoumènwn, tic opoÐec ja qrhsi-
mopoioÔme suqn� sta epìmena qwrÐc idiaÐterh anafor�.

1. To mhdenikì polu¸numo diaireÐtai apì k�je �llo polu¸numo. Pr�gmati,
gia k�je φ(x) ∈ F[x] wc gnwstìn isqÔei φ(x)0 = 0.
Opìte to mhdenikì polu¸numo 0 diaireÐ mìno to mhdenikì polu¸numo. Epomènwc
sta epìmena, ìtan gr�foume φ(x) | θ(x) ja ennooÔme (siwphl�) ìti φ(x) 6= 0.
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2. Upojètoume ìti φ(x) | θ(x), me φ(x) 6= 0. Tìte up�rqei monadikì
π(x) ∈ F[x] tètoio ¸ste θ(x) = φ(x) π(x). Pr�gmati an up rqe kai èna �l-
lo π′(x) ∈ F[x] me θ(x) = φ(x) π′(x), tìte ja eÐqame θ(x) = φ(x) π(x) =
φ(x) π′(x). Dhlad  φ(x) ( π(x) − π′(x) ) = 0 kai epeid  to φ(x) den eÐnai to
mhdenikì polu¸numo èqoume π(x)− π′(x) = 0, �ra π(x) = π′(x).

3. Upojètoume ìti φ(x) | θ(x), tìte deg( φ(x) ) ≤ deg( θ(x) ), opìte an
φ(x) | θ(x) kai θ(x) |φ(x), tìte deg( φ(x) ) = deg( θ(x) ).

4. K�je (mh mhdenikì) stajerì polu¸numo c diaireÐ k�je �llo polu¸numo.
Pr�gmati, gia k�je π(x) ∈ F[x] èqoume φ(x) = c · ( c−1 · φ(x) )

5. An φ(x) | θ(x), tìte gia k�je 0 6= c ∈ F[x] èqoume ìti c · φ(x) | θ(x). 'Ara
an φ(x) = anxn+an−1x

n−1+ · · · a1x+a0, tìte to monikì polu¸numo a−1
n ·φ(x)

diaireÐ to θ(x)
6. Upojètoume ìti to polu¸numo φ(x) daireÐ to polu¸numo θ(x) kai ìti to

polu¸numo θ(x) diaireÐ to polu¸numo σ(x), tìte profan¸c to φ(x) diaireÐ to
σ(x).

7. Upojètoume ìti to polu¸numo φ(x) diaireÐ ta polu¸numa θ1(x) kai θ2(x),
tìte (giatÐ?) to φ(x) diaireÐ to polu¸numo α(x) · θ1(x) + β(x) · θ2(x), gia ìla
ta polu¸numa α(x), β(x) ∈ F[x].

Prìtash Aþ.2.4. O daktÔlioc twn poluwnÔmwn F[x] eÐnai perioq  kurÐwn ide-
wd¸n.

Apìdeixh. 'Estw I èna ide¸dec tou F[x]. An to I eÐnai to mhdenikì ide¸dec, tìte
autì profan¸c eÐnai kÔrio. Upojètoume ìti I 6= { 0 }. Epilègoume èna p(x) ∈ I
elaqÐstou bajmoÔ. Tìte to p(x) diaireÐ k�je stoiqeÐo tou I. Pr�gmati, èstw
α(x) ∈ I, apì thn tautìthta thc diaÐreshc èqoume ìti up�rqoun
π(x), υ(x) ∈ F[x] tètoia ¸ste α(x) = p(x) · π(x) + υ(x) me   υ(x) = 0  
deg(υ(x)) < deg(p(x). All� υ(x) = α(x)− p(x) · π(x) ∈ I (giatÐ?) Epomènwc,
apì ton trìpo eklog c tou p(x), èqoume ìti anagkastik� υ(x) = 0. Dhlad 
I = { r(x) · p(x) | r(x) ∈ F[x] } = 〈 p(x) 〉.

Parat rhsh Aþ.2.5. Epeid  isqÔei 〈 p(x) 〉 = 〈 ap(x) 〉 gia k�je mh mhdenikì
a ∈ F[x] (giatÐ isqÔei?) mporoÔme na anadiatup¸soume thn prohgoÔmenh prìtash
wc ex c: “Gia k�je mh mhdenikì ide¸dec I tou daktulÐou F[x] up�rqei monadikì
monikì polu¸numo q(x) ètsi ¸ste I = 〈 q(x) 〉 ”.

'Ena mh stajerì polu¸numo p(x) ∈ F ja lègetai an�gwgo epÐ tou F an apì
th sqèsh p(x) = σ(x) · τ(x), èpetai ìti èna apì ta σ(x), τ(x) eÐnai stajerì
polu¸numo.
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Apì ton orismì tou anag¸gou poluwnÔmou èpetai ìti ìla ta polu¸numa me
bajmì èna eÐnai an�gwga. To na apofanjoÔme ìmwc an èna polu¸numo me bajmì
megalÔtero tou èna eÐnai an�gwgo den eÐnai kajìlou eÔkolo kai exart�tai apì
to s¸ma F twn suntelest¸n. Gia par�deigma to polu¸numo x2−3 eÐnai an�gwgo
epÐ tou s¸matoc twn rht¸n arijm¸n Q, all� den eÐnai an�gwgo epÐ tou s¸matoc
twn pragmatik¸n arijm¸n, afoÔ x2 − 2 = (x−√3)(x +

√
3).

Aþ.2.2 Mègistoc Koinìc Diairèthc PoluwnÔmwn

PrÐn d¸soume ton orismì tou mègistou koinoÔ diairèth poluwnÔmwn, ja jèlame
na parathr soume ìti, an φ(x), θ(x) ∈ F[x], tìte, ìpwc èqoume epishm�nei, k�je
stajerì (mh mhdenikì) polu¸numo c diaireÐ kai ta dÔo polu¸numa. Dhlad  gia
ta polu¸numa aut� up�rqoun koinoÐ dierètec. Epomènwc èpetai ìti up�rqoun
koinoÐ diairètec dÔo poluwnÔmwn oi opoÐoi eÐnai monik� polu¸numa.

Orismìc Aþ.2.6. 'Estw φ(x), θ(x) ∈ F[x] ìqi kai ta dÔo mhdenik� polu¸-
numa, èna polu¸numo d(x) ∈ F[x] ja lègetai mègistoc koinìc diairèth-
c twn φ(x) kai θ(x) kai ja sumbolÐzetai d(x) = m.k.d.( φ(x), θ(x) )   apl�
d(x) = (φ(x), θ(x) ) an:

(i) d(x)|φ(x) kai d(x)| θ(x). Dhlad  to polu¸numo d(x) eÐnai koinìc diairè-
thc twn φ(x) kai θ(x).

(ii) To d(x) eÐnai monikì polu¸numo.
(iii) An δ(x) ∈ F[x] me δ(x)|φ(x) kai δ(x)| θ(x), tìte δ(x)| d(x). Dhlad 

k�je koinìc diairèthc twn φ(x) kai θ(x) eÐnai diairèthc tou d(x).

O orismìc den exasfalÐzei thn up�rxh enìc m.k.d. dÔo poluwnÔmwn ek twn
opoÐwn toul�qiston to èna eÐnai mh mhdenikì.

MporoÔme ìmwc na doÔme eÔkola ìti an up�rqei m.k.d. twn φ(x) kai θ(x),
tìte autìc eÐnai monadikìc. Pr�gmati upojètoume ìti up�rqoun dÔo polu¸numa
d1(x) kai d2(x) me tic idiìthtec tou orismoÔ. Tìte apì tic (i) kai (iii) tou
orismoÔ èqoume ìti d1(x)| d2(x) kai d2(x)| d1(x). Dhlad  up�rqei c ∈ F[x] tètoio
¸ste d1(x) = c d2(x). All� ta d1(x), d2(x) eÐnai monik�. 'Ara d1(x) = d2(x).

Prin apodeÐxoume ìti o m.k.d. dÔo poluwnÔmwn up�rqei epishmaÐnoume ìti
an kai ta dÔo polu¸numa eÐnai mhdenik� polu¸numa, tìte o m.k.d. den orÐzetai,
afoÔ h (iii) ston orismì den ikanopoieÐtai (giatÐ?).

Ja apodeÐxoume t¸ra èna Je¸rhma to opoÐo ìqi mìno mac exasfalÐzei thn
Ôparxh tou m.k.d. dÔo poluwnÔmwn, all� mac dÐnei kai mÐa èkfrash tou wc
(grammikì) sunduasmì twn dÔo poluwnÔmwn.

Je¸rhma Aþ.2.7. 'Estw φ(x), θ(x) ∈ F[x] ìqi kai ta dÔo mhdenik� polu¸nu-
ma, tìte up�rqei o (monadikìc) m.k.d. twn φ(x) kai θ(x), epiplèon up�rqoun
α(x), β(x) ∈ F[x] tètoia ¸ste m.k.d. ( φ(x), θ(x) ) = α(x) · φ(x) + β(x) · θ(x)
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Apìdeixh. 'Estw U = {λ(x) ·φ(x)+κ(x) ·θ(x) | λ(x), κ(x) ∈ F[x] }. Parath-
roÔme ìti sto sÔnolo U an koun ta polu¸numa φ(x) kai θ(x) (giatÐ ?). EpÐshc
sto sÔnolo U an koun monik� polu¸numa. Pr�gmati an η(x) = λ(x) · φ(x) +
κ(x)·θ(x) eÐnai èna (mh mhdenikì) stoiqeÐo tou U me suntelest  tou megistobaj-
mÐou ìrou c, tìte to polu¸numo c−1η(x) = (c−1λ(x)) · φ(x) + (c−1κ(x)) · θ(x)
eÐnai monikì kai an kei sto sÔnolo U .

Apì tic prohgoÔmenec parathr seic èpetai ìti mporoÔme na epilèxoume èna
stoiqeÐo d(x) = α(x) ·φ(x) + β(x) · θ(x) tou U , to opoÐo na eÐnai monikì kai na
èqei ton mikrìtero bajmì apì ìla ta (mh mhdenik�) stoiqeÐa tou U .

To d(x) eÐnai monikì, �ra plhroÐ th sunj kh (ii) tou orismoÔ.
'Estw δ(x) ∈ F[x] me δ(x)|φ(x) kai δ(x)| θ(x), tìte profan¸c to δ(x)| d(x).

Dhlad  k�je koinìc diairèthc twn φ(x) kai θ(x) eÐnai diairèthc tou d(x). 'Ara
to d(x) plhroÐ th sunj kh (iii) tou orismoÔ.

Apomènei na apodeÐxoume th sunj kh (i).
'Estw τ(x) = λ(x) · φ(x) + κ(x) · θ(x) èna stoiqeÐo tou sunìlou U , ja

deÐxoume ìti d(x)| τ(x).
Apì ton algìrijmo diaÐreshc poluwnÔmwn up�rqoun monadik�

π(x), υ(x) ∈ F[x] tètoia ¸ste τ(x) = π(x) d(x) + υ(x) me υ(x) = 0  
deg( υ(x) ) < deg( d(x) ). Epomènwc èqoume υ(x) = τ(x) − π(x) d(x) =
λ(x) ·φ(x)+κ(x) ·θ(x)−π(x) ·( α(x) ·φ(x)+β(x) ·θ(x) ) = (λ(x)−π(x) α(x) ) ·
φ(x)+( κ(x)−π(x) β(x) ) ·θ(x) ∈ U . Upojètoume ìti to υ(x) den eÐnai to mhde-
nikì polu¸numo, an c eÐnai o suntelest c tou megistobajmÐou ìrou tou, tìte to
polu¸numo c−1υ(x) eÐnai monikì, an kei sto U kai èqei bajmì Ðso me ton bajmì
tou υ(x), o opoÐoc eÐnai (gn sia) mikrìteroc apì to bajmì tou d(x). Autì eÐnai
�topo apì thn epilog  tou poluwnÔmou d(x). Ara υ(x) = 0. Dhlad  to d(x)
eÐnai koinìc diairèthc ìlwn twn stoiqeÐwn tou sunìlou U , �ra kai twn φ(x) kai
θ(x).

Parathr seic Aþ.2.8. 1. 'Opwc prokÔptei apì ton orismì kai prohgoÔme-
nec parathr seic o m.k.d. dÔo poluwnÔmwn èqei to megalÔtero bajmì apì
ìlouc touc koinoÔc diairètec twn dÔo poluwnÔmwn.

2. 'Estw φ(x) kai θ(x) dÔo polu¸numa me to φ(x)| θ(x). Tìte profan¸c
m.k.d.( φ(x), θ(x) ) = c−1φ(x), ìpou c eÐnai o suntelest c tou megisto-
bajmÐou ìrou tou φ(x).

3. 'Estw φ(x) kai θ(x) dÔo polu¸numa kai c1, c2 dÔo mh mhdenik� stoi-
qeÐa tou sunìlou F . Tìte profan¸c m.k.d. ( φ(x), θ(x) ) = m.k.d.
( c1 φ(x), c2 θ(x) ) (giatÐ ?). Epomènwc sthn anaz thsh tou mègistou koi-
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noÔ diairèth dÔo poluwnÔmwn mporoÔme na “periorisjoÔme ” se monik�
polu¸numa.

To prohgoÔmeno Je¸rhma den mac dÐnei èna trìpo upologismoÔ tou m.k.d. dÔ-
o poluwnÔmwn φ(x) kai θ(x), polÔ de perissìtero p¸c mporoÔme na upologÐsou-
me polu¸numa suntelestèc α(x) kai β(x) sthn èkfrash m.k.d. ( φ(x), θ(x) ) =
α(x) · φ(x) + β(x) · θ(x).

H epìmenh prìtash eÐnai polÔ shmantik  kai apoteleÐ to kÔrio b ma ton
upologismì tou mègistou koinoÔ diairèth dÔo poluwnÔmwn.

Prìtash Aþ.2.9. 'Estw φ(x) kai θ(x) mh mhdenik� polu¸numa, an υ(x) eÐnai to
upìloipo thc diaÐreshc tou θ(x) dia tou φ(x), tìte m.k.d.( θ(x), φ(x) ) =m.k.d.
( υ(x), φ(x) ).

Apìdeixh. Apì thn tautìthta thc diaÐreshc èqoume ìti up�rqei( monadikì )
pi(x) ∈ F[x] tètoio ¸ste θ(x) = π(x) φ(x) + υ(x). 'Estw
d1(x) = m.k.d.( θ(x), φ(x) ) kai d2(x) = m.k.d. ( υ(x), φ(x) ). Tìte profan¸c
to d1(x) eÐnai ènac koinìc diairèthc twn υ(x) = θ(x)− π(x) φ(x) kai φ(x), �ra
d1(x)|d2(x). EpÐshc to polu¸numo d2(x) eÐnai ènac koinìc diairèthc twn φ(x)
kai θ(x) = π(x) φ(x)+υ(x), �ra d2(x)|d1(x). 'Opote, epeid  ta d1(x) kai d2(x)
eÐnai monik� èqoume ìti d1(x) = d2(x).

Efarmìzontac diadoqik� thn prohgoÔmenh prìtash kai to gegonìc ìti “To
upìloipo thc diaÐreshc dÔo poluwnÔmwn eÐnai   to mhdenikì   èqei bajmì gn sia
mikrìtero apì to bajmì tou diairèth”, se peperasmèna b mata ja ft�soume se
mhdenikì upìloipo. To proteleutaÐo ( monikì ) upìloipo aut c thc diadikasÐac
eÐnai o zhtoÔmenoc m.k.d. .

Pr�gmati, èstw θ(x), φ(x) ∈ F[x] me to φ(x) mh mhdenikì, tìte apì ton
algìrijmo thc diaÐreshc diadoqik� èqoume

θ(x) = π1(x)φ(x) + υ1(x), deg( υ1(x) ) < deg( φ(x) )
φ(x) = π2(x) υ1(x) + υ2(x), deg( υ2(x) ) < deg( υ1(x) )
υ1(x) = π3(x) υ2(x) + υ3(x), deg( υ3(x) ) < deg( υ2(x) )
υ2(x) = π4(x) υ3(x) + υ4(x), deg( υ4(x) ) < deg( υ3(x) )
....................................... ...............
υn−2(x) = πn(x) υn−1(x) + υn(x), deg( υn−1(x) ) < deg( υn(x) )
υn−1(x) = πn+1(x) υn(x) + 0.
Met� apì n b mata (o arijmìc twn opoÐwn den xepern� ton bajmì tou φ(x))

to teleutaÐo upìloipo υn+1(x) eÐnai to mhdenikì polu¸numo, afoÔ
deg( φ(x) ) > deg( υ1(x) ) > deg( υ2(x) ) > deg( υ3(x) ) > · · · .

Epomènwc èqoume
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m.k.d.( θ(x), φ(x) ) = m.k.d.( φ(x), υ1(x) ) = m.k.d.( υ1(x), υ2(x) ) = · · · =
m.k.d.( υn(x), 0 ). Opìte to antÐstoiqo monikì polu¸numo tou υn(x) eÐnai o
zhtoÔmenoc mègistoc koinìc diairèthc.

Gia ton upologismì twn poluwnÔmwn suntelest¸n α(x) kai β(x) sthn èk-
frash m.k.d. ( φ(x), θ(x) ) = α(x)·φ(x)+β(x)·θ(x). Efarmìzoume antÐstrofh
poreÐa, xekin¸ntac apì thn proteleutaÐa sqèsh èqoume

υn(x) = υn−2(x)− πn(x) υn−1(x).
All� υn−1(x) = υn−3(x) − πn−1(x) υn−2(x) kai υn−2(x) = υn−4(x) −

πn−2(x) υn−3(x), opìte antikajist¸ntac sthn prohgoÔmenh sqèsh èqoume mia
par�stash thc morf c

υn(x) = βn−3(x) υn−4(x) + αn−2(x) υn−3(x). SuneqÐzontac me thn Ðdia
diadikasÐa katal goume se mia par�stash thc morf c

υn(x) = β2(x)υ1(x)+α3(x)υ2(x) kai telik� υn(x) = β1(x)θ(x)+α2(x)φ(x).
'Estw r o megistob�jmioc suntelest c tou υn(x), tìte profan¸c ta zhtoÔ-

mena polu¸numa suntelestèc eÐnai α(x) = r−1α2(x) kai β(x) = r−1β1(x).
Parat rhsh MporoÔme na orÐsoume ton mègisto koinì diairèth perissotè-

rwn, apì dÔo, poluwnÔmwn.
'Estw φi(x) ∈ F[x], i = 1, 2, . . . , n ìqi ìla mhdenik� polu¸numa, èna po-

lu¸numo d(x) ∈ F[x] ja lègetai mègistoc koinìc diairèthc twn φi(x) kai ja
sumbolÐzetai d(x) = m.k.d.( φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x) )   apl�
d(x) = (φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x) ) an:

(i) d(x)|φi(x). Dhlad  to polu¸numo d(x) eÐnai koinìc diairèthc twn φi(x).
(ii) To d(x) eÐnai monikì polu¸numo.
(iii) An δ(x) ∈ F[x] me δ(x)|φi(x), tìte δ(x)| d(x). Dhlad  k�je koinìc

diairèthc twn φi(x) eÐnai diairèthc tou d(x).
H Ôparxh, h monadikìthta kai o upologismìc tou mègistou koinoÔ diairè-

th perissotèrwn twn dÔo poluwnÔmwn basÐzetai sthn ex c apl  parat rhsh.
'Estw φ(x), θ(x), σ(x) ∈ F[x], tìte up�rqei o m.k.d.( φ(x), θ(x), σ(x) ) kai isqÔ-
ei m.k.d.(φ(x), θ(x), σ(x) ) = m.k.d.( m.k.d.( φ(x), θ(x) ), σ(x) ). Pr�gmati èstw
d1(x) = m.k.d.( φ(x), θ(x) ) kai d2(x) = m.k.d.( m.k.d.( φ(x), θ(x) ), σ(x) ) =
= m.k.d.( d1(x), σ(x) ).

'Estw d(x) ènac koinìc diairèthc twn φ(x) kai θ(x), �ra d(x)| d1(x) eÐnai
ìmwc kai diairèthc tou σ(x), epomènwc d(x)| d2(x).

All� d2(x)| d1(x) kai to d1(x) diaireÐ to φ(x) kai to θ(x), �ra to d2(x) eÐnai
ènac koinìc diairèthc twn φ(x) kai θ(x), epÐshc to d2(x)|σ(x). 'Ara to d2(x)
eÐnai ènac koinìc diairèthc twn φ(x), θ(x) kai σ(x), o opoÐoc diaireÐtai apì ton
(tuqaÐo) koinì diairèth d(x). Sunep¸c d2(x) = m.k.d.( φ(x), θ(x), σ(x) ).

Apì thn prohgoÔmenh èkfrash tou m.k.d. twn poluwnÔmwn φ(x), θ(x), σ(x)
eÔkola prokÔptei ìti kai sthn perÐptwsh aut  isqÔei èna je¸rhma an�logo me to
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Je¸rhma Aþ.2.7 (Wc �skhsh prosp�jhse mìnoc na diatup¸seic kai na apodeÐxeic
to antÐstoiqo apotèlesma).

DÔo polu¸numa θ(x) kai φ(x) ja lègontai sqetik� pr¸ta   pr¸ta me-
taxÔ touc an m.k.d. ( θ(x), φ(x) ) = 1

Je¸rhma Aþ.2.10. 'Estw φ(x), θ(x), σ(x) ∈ F[x] me m.k.d. ( φ(x), θ(x) ) = 1
kai φ(x)| θ(x) σ(x). Tìte φ(x)|σ(x).

Apìdeixh. Epeid  m.k.d. ( φ(x), θ(x) ) = 1 up�rqoun polu¸numa α(x) kai β(x)
tètoia ¸ste m.k.d. ( φ(x), θ(x) ) = α(x) · φ(x) + β(x) · θ(x) = 1. Pollapla-
si�zontac kai ta dÔo mèlh thc teleutaÐac sqèshc me to polu¸numo σ(x) èqoume
α(x) · φ(x) · σ(x) + β(x) · θ(x) · σ(x) = σ(x). To polu¸numo φ(x) diaireÐ to
β(x) · θ(x) · σ(x), apì thn upìjesh, profan¸c diaireÐ kai to α(x) · φ(x) · σ(x),
�ra diaireÐ kai to �jroisma α(x) · φ(x) · σ(x) + β(x) · θ(x) · σ(x) = σ(x).

Pìrisma Aþ.2.11. 'Estw φ(x), θ(x), σ(x) ∈ F[x] me m.k.d. (φ(x), θ(x) ) = 1,
φ(x)|σ(x) kai θ(x)|σ(x). Tìte φ(x) θ(x)|σ(x)

Prìtash Aþ.2.12. 'Estw p(x), p1(x), . . . , pn(x) ∈ F[x] an�gwga polu¸nu-
ma. Upojètoume ìti to polu¸numo p(x) diaireÐ to ginìmeno p1(x) · · · pn(x), tìte
up�rqei c ∈ F ètsi ¸ste p(x) = c pi(x) gia k�poio deÐkth i.

Apìdeixh. Epeid  to polu¸numo p(x) eÐnai an�gwgo ja èqoume eÐte p(x)| p1(x)
eÐte m.k.d. ( p(x), p1(x) ) = 1 ( giatÐ ? ). An p(x)| p1(x) èqei kal¸c, an
m.k.d. ( p(x), p1(x) ) = 1, tìte apì thn upìjesh kai thn prohgoÔmenh Prì-
tash èqoume ìti to polu¸numo p(x) diaireÐ to ginìmeno p2(x) · · · pn(x). Opìte
p�li eÐte p(x)| p2(x) eÐte m.k.d. ( p(x), p2(x) ) = 1. SuneqÐzontac aut  th diadi-
kasÐa se peperasmèna b mata ja katal xoume ìti up�rqei 1 ≤ i ≥ n ètsi ¸ste
p(x)| pi(x). Ta polu¸numa ìmwc p(x) kai pi(x) eÐnai an�gwga opìte anagka-
stik� ja up�rqei c ∈ F ètsi ¸ste p(x) = c pi(x).

Prìtash Aþ.2.13. K�je mh stajerì polu¸numo φ(x) diaireÐtai apì (toul�qi-
ston) èna an�gwgo polu¸numo.

Apìdeixh. Ja efarmìsoume epagwg  sto bajmì, èstw n, tou φ(x). An to
φ(x) eÐnai an�gwgo, tìte autì diaireÐtai apì ton eautì tou. Upojètoume ìti
to φ(x) den eÐnai an�gwgo kai ìti ìla ta mh stajer� polu¸numa me bajmì
mikrìtero tou n diairoÔntai apì èna an�gwgo polu¸numo. Gia to φ(x) up�rqoun
mh stajer� polu¸numa φ1(x) kai φ2(x) tètoia ¸ste φ(x) = φ1(x) φ2(x). Ta
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φ1(x) kai φ2(x) èqoun bajmì mikrìtero tou n kai epomènwc apì thn upìjesh
thc epagwg c k�je èna apì aut� diaireÐtai apì èna an�gwgo polu¸numo, �ra
kai to φ(x) diaireÐtai apì èna an�gwgo polu¸numo.

Je¸rhma Aþ.2.14. K�je mh stajerì polu¸numo φ(x) ∈ F[x] gr�fetai wc
ginìmeno anag ģwn poluwnÔmwn sto F[x] kat� monadikì trìpo. Sugkekrimèna
up�rqoun monadik� monik� an�gwga polu¸numa pi(x) ∈ F[x], i = 1, 2, . . . , n
kai monadikì c ∈ F[x] tètoia ¸ste φ(x) = c p1(x) p2(x) · · · pn(x).

Apìdeixh. Ja efarmìsoume epagwg  sto bajmì tou poluwnÔmou φ(x). An
deg( φ(x) ) = 1, tìte to polu¸numo φ(x) eÐnai an�gwgo kai to je¸rhma i-
sqÔei ( ed¸ jewroÔme ìti èqoume ginìmeno me èna an�gwgo ìro ). Upojètoume
ìti to je¸rhma isqÔei gia ìla ta polu¸numa me bajmì mikrìterou tou bajmoÔ
tou φ(x). An to φ(x) eÐnai an�gwgo, tìte p�li to je¸rhma isqÔei. Upojètoume
ìti to φ(x) den eÐnai an�gwgo. 'Ara up�rqoun polu¸numa φ1(x) kai φ2(x) tètoia
¸ste φ(x) = φ1(x) φ2(x). O bajmìc twn φ1(x) kai φ2(x) eÐnai mikrìteroc tou
bajmoÔ tou φ(x), �ra to je¸rhma isqÔei gia aut� ta polu¸numa, ìpote kai to
φ(x) mporeÐ na grafeÐ sth morf  φ(x) = c p1(x) p2(x) · · · pn(x) me c ∈ F[x] kai
ta pi(x) monik� kai an�gwga.

Ac upojèsoume t¸ra ìti φ(x) = c1 p1(x) p2(x) · · · pn(x) =
= c2 q1(x) q2(x) · · · qm(x), ìpou c1, c2 ∈ F kai ta polu¸numa
p1(x), p2(x), . . . , pn(x), q1(x), q2(x), . . . , qm(x) eÐnai monik� kai an�gwga epÐ
tou F . To polu¸numo qm(x) diaireÐ to ginìmeno c1 p1(x) p2(x) · · · pn(x), epo-
mènwc sÔmfwna me thn prohgoÔmenh prìtash up�rqei c ∈ F ètsi ¸ste qm(x) =
c pi(x) gia k�poio deÐkth i. All� ta qm(x) kai pi(x) eÐnai monik�, opìte qm(x) =
pi(x) kai all�zontac, en an�gkh, th seir� twn paragìntwn mporoÔme na upo-
jèsoume ìti qm(x) = pn(x). T¸ra apì th sqèsh c1 p1(x) p2(x) · · · pn(x) =
c2 q1(x) q2(x) · · · qm(x) èqoume ìti c1 p1(x) p2(x) · · · pn−1(x) =
= c2 q1(x) q2(x) · · · qm−1(x). O bajmìc ìmwc tou poluwnÔmou
c1 p1(x) p2(x) · · · pn−1(x) eÐnai mikrìteroc apì ton bajmì tou φ(x), epomènw-
c apì thn upìjesh thc epagwg c èqoume ìti c1 = c2, n − 1 = m − 1 kai
all�zontac, en an�gkh, thn seir� twn paragìntwn pi(x) = qi(x).

Parathr seic Aþ.2.15. 1. Sthn prohgoÔmenh graf  enìc poluwnÔmou wc
ginìmeno anag¸gwn monik¸n poluwnÔmwn oi par�gontec pi(x) den eÐnai ka-
t� an�gkh diakekrimènoi, opìte ja mporoÔsame na gr�youme to polu¸numo
sth morf  φ(x) = c1 pλ1

1 (x) pλ2
2 (x) · · · pλm

m (x), ìpou t¸ra ta polu¸numa
pi(x) eÐnai diakekrimèna kai ta λi eÐnai jetikoÐ akèraioi arijmoÐ. H (mona-
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dik ) aut  graf  onom�zetai an�lush tou φ(x) se ginìmeno monik¸n
anag¸gwn poluwnÔmwn.

2. 'Opwc èqoume epishm�nei èqei shmasÐa epÐ poÐou sunìlou suntelest¸n
exet�zoume an èna polu¸numo eÐnai an�gwgo. Epomènwc ja èqoume kai
thn antÐstoiqh an�lush enìc poluwnÔmou se ginìmeno monik¸n anag¸gwn
poluwnÔmwn. Gia par�deigma, to polu¸numo x4 − x2 − 2 ∈ R[x] èqei thn
an�lush x4 − x2 − 2 = (x2 − 2) (x2 + 1), en¸ to Ðdio polu¸numo, an
jewrhjeÐ wc stoiqeÐo tou C[x], èqei thn an�lush x4 − x2 − 2 =
= (x +

√
2) (x−√2) (x− i) (x + i).

3. 'Opwc blèpoume, h prohgoÔmenh apìdeixh den mac dÐnei ènan (algìrijmo)
trìpo na upologÐzoume touc an�gwgouc par�gontec sthn an�lush ènoc
poluwnÔmou. To prìblhma tou prosdiorismoÔ twn anag¸gwn paragìntwn
enìc poluwnÔmou eÐnai arket� dÔskolo kai eÐnai an�logo me to prìblhma
tou prosdiorismoÔ twn pr¸twn paragìntwn stouc opoÐouc analÔetai ènac
akèraioc arijmìc.

Aþ.2.3 El�qisto koinì pollapl�sio poluwnÔmwn

Prin d¸soume ton orismì tou elaqÐstou koinoÔ pollaplasÐou dÔo poluwnÔmwn
ja jèlame na parathr soume ìti, an φ(x), θ(x) ∈ F [x], tìte to polu¸numo
φ(x) θ(x) diaireÐtai apì ta dÔo polu¸numa φ(x) kai θ(x). Dhlad  eÐnai èna koinì
pollapl�sio twn φ(x) kai θ(x). 'Omwc an èna polu¸numo σ(x) me suntelest 
megistobajmÐou ìrou c eÐnai pollapl�sio enìc poluwnÔmou, èstw δ(x), tìte kai
to polu¸numo c−1 σ(x) eÐnai pollapl�sio tou δ(x) (giatÐ ?). Epomènwc gia ta
polu¸numa φ(x) kai θ(x) up�rqoun monik� koin� pollapl�sia.

Orismìc Aþ.2.16. 'Estw φ(x), θ(x) ∈ F [x], èna polu¸numo m(x) ∈ F [x] ja
lègetai el�qisto koinì pollapl�sio twn φ(x) kai θ(x) kai ja sumbolÐzetai
m(x) = e.k.p.( φ(x), θ(x) )   apl� m(x) = [ φ(x), θ(x) ] an:

(i) φ(x)|m(x) kai θ(x)|m(x). Dhlad  to polu¸numo m(x) eÐnai koinì pol-
lapl�sio twn φ(x) kai θ(x).

(ii) To m(x) eÐnai monikì polu¸numo.
(iii) An µ(x) ∈ F [x] me φ(x)|µ(x) kai θ(x)|µ(x), tìte m(x)|µ(x). Dhlad 

k�je koinì pollapl�sio twn φ(x) kai θ(x) eÐnai pollapl�sio tou m(x).

O orismìc den exasfalÐzei thn up�rxh enìc e.k.p. dÔo poluwnÔmwn.
MporoÔme ìmwc na doÔme eÔkola ìti an up�rqei e.k.p. twn φ(x) kai θ(x),

tìte autì eÐnai monadikì. Pr�gmati upojètoume ìti up�rqoun dÔo polu¸numa
m1(x) kai m2(x) me tic idiìthtec tou orismoÔ. Tìte apì tic (i) kai (iii) tou
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orismoÔ èqoume ìti m1(x)|m2(x) kai m2(x)|m1(x). Dhlad  up�rqei c ∈ F [x]
tètoio ¸ste m1(x) = cm2(x). All� ta m1(x), m2(x) eÐnai monik�. 'Ara
m1(x) = m2(x).

Prin apodeÐxoume ìti to e.k.p. dÔo poluwnÔmwn up�rqei epishmaÐnoume ìti
an (toul�qiston) èna apì ta dÔo polu¸numa eÐnai to mhdenikì polu¸numo, tìte
to e.k.p. eÐnai to monadikì koinì pollapl�sio twn dÔo poluwnÔmwn, dhlad  to
mhdenikì polu¸numo. Epomènwc mporoÔme na upojètoume ìti ta dÔo polu¸numa
eÐnai mh mhdenik�.

Prìtash Aþ.2.17. 'Estw dÔo mh mhdenik� polu¸numa φ(x), θ(x) ∈ F [x]. Tìte
to e.k.p. twn dÔo poluwnÔmwn eÐnai to monikì polu¸numo me to mikrìtero bajmì,
to opoÐo diaireÐtai apì to φ(x) kai θ(x).

Apìdeixh. 'Estw V = {σ(x) ∈ F [x] | σ(x) koinì pollapl�sio twnφ(x)kaiθ(x) }.
To sÔnolo V perièqei mh mhdenik� polu¸numa (giatÐ ?). EpÐshc, ìpwc èqoume
parathr sei, to V perièqei (kai) monik� polu¸numa. 'Estw m(x) ∈ V èna monikì
polu¸numo me ton mikrìtero bajmì.

To m(x) diaireÐ k�je polu¸numo pou an kei sto sÔnolo V. Pr�gmati, an
σ(x) eÐnai èna stoiqeÐo tou sunìlou V, tìte apì ton algìrijmo thc diaÐreshc
èqoume ìti up�rqoun (monadik�) polu¸numa π(x), υ(x) ∈ F [x] tètoia ¸ste
σ(x) = π(x) m(x)+υ(x) me deg( υ(x) ) < deg(m(x) ), ektìc e�n to polu¸numo
υ(x) eÐnai to mhdenikì polu¸numo. Ta polu¸numa φ(x) kai θ(x) } diairoÔn to
polu¸numo σ(x) − π(x) m(x) = υ(x) (giatÐ ?). Dhlad  to υ(x) eÐnai koinì
pollapl�sio twn φ(x) kai θ(x) }, �ra èna stoiqeÐo tou sunìlou V. ToÔto eÐnai
�topo apì thn epilog  tou poluwnÔmou m(x). 'Ara υ(x) =0.

Parat rhsh Aþ.2.18. 'Estw dÔo mh mhdenik� polu¸numa φ(x), θ(x) ∈ F [x],
an upojèsoume ìti oi megistob�jmioi suntelestèc twn φ(x) kai θ(x) eÐnai antÐ-
stoiqa c kai r, tìte profan¸c e.k.p. ( φ(x), θ(x) ) = e.k.p. ( c−1φ(x), r−1θ(x) ).
Epomènwc gia thn eÔresh tou e.k.p. dÔo poluwnÔmwn arkeÐ na periorisjoÔme se
monik� polu¸numa.

Sqìlio Gia to el�qisto koinì pollapl�sio dÔo poluwnÔmwn den isqÔei èna
je¸rhma an�logo me to Je¸rhma Aþ.2.7. PolÔ de perissìtero den isqÔei k�ti
an�logo me ton EukleÐdio Algìrijmo gia ton upologismì tou elaqÐstou koinoÔ
pollaplasÐou dÔo poluwnÔmwn. IsqÔei ìmwc h ex c shmantik  sqèsh pou sun-
dèei ton mègisto koinì diairèth kai to el�qisto koinì pollapl�sio dÔo monik¸n
poluwnÔmwn φ(x) kai θ(x).

e.k.p. ( φ(x), θ(x) )·m.k.d. ( φ(x), θ(x) ) = φ(x) · θ(x) .
H apìdeixh thc opoÐac af netai wc �skhsh .
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MporoÔme na orÐsoume to el�qisto koinì pollapl�sio perissotèrwn, apì
dÔo, poluwnÔmwn.

'Estw φi(x) ∈ F [x], i = 1, 2, . . . , n mh mhdenik� polu¸numa, èna polu¸-
numo m(x) ∈ F [x] ja lègetai el�qisto koinì pollapl�sio twn φi(x) kai ja
sumbolÐzetai m(x) = e.k.p.( φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x) )   apl�
m(x) = (φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x) ) an:

(i) φi(x)|m(x). Dhlad  to polu¸numo m(x) eÐnai koinì pollapl�sio twn
φi(x).

(ii) To m(x) eÐnai monikì polu¸numo.
(iii) An µ(x) ∈ F [x] me φi(x)|µ(x) , tìte m(x)|µ(x). Dhlad  k�je koinì

pollapl�sio twn φi(x) eÐnai pollapl�sio tou m(x).

Parathr seic Aþ.2.19. 1. H Ôparxh, h monadikìthta kai o upologismìc
tou elaqÐstou koinoÔ pollaplasÐou perissotèrwn twn dÔo poluwnÔmwn
basÐzetai sthn ex c apl  parat rhsh. 'Estw φ(x), θ(x), σ(x) ∈ F [x],
tìte up�rqei to e.k.p.( φ(x), θ(x), σ(x) ) kai isqÔei
e.k.p.( φ(x), θ(x), σ(x) ) = e.k.p.( e.k.p.( φ(x), θ(x) ), σ(x) ).

Pr�gmati, èstw m1(x) = e.k.p.( φ(x), θ(x) ) kai
m2(x) = e.k.p.( e.k.p.( φ(x), θ(x) ), σ(x) ) = e.k.p.( d1(x), σ(x) ).

'Estw m(x) èna koinì pollapl�sio twn φ(x) kai θ(x), �ra m1(x)|m(x) eÐ-
nai ìmwc kai pollapl�sio tou σ(x), epomènwc m2(x)|m(x). All� m1(x)|m2(x)
kai to m1(x) eÐnai pollapl�sio twn φ(x) kai θ(x), �ra to m2(x) eÐnai
èna koinì pollapl�sio twn φ(x) kai θ(x), epÐshc to σ(x)|m2(x). 'Ara
to m2(x) eÐnai èna koinì pollapl�sio twn φ(x), θ(x) kai σ(x), to o-
poÐo diaireÐ to (tuqaÐo) koinì pollapl�sio m(x). Sunep¸c m2(x) =
e.k.p.( φ(x), θ(x), σ(x) ).

2. Qrhsimopoi¸ntac thn an�lush enìc poluwnÔmou se ginìmeno anag¸gwn
poluwnÔmwn mporoÔme na upologÐsoume ton mègisto koinì diairèth kai to
el�qisto koinì pollapl�sio dÔo poluwnÔmwn.

'Estw dÔo polu¸numa φ(x) kai θ(x) kai èstw
φ(x) = c1 pλ1

1 (x) pλ2
2 (x) · · · pλm

m (x) kai θ(x) = c2 pν1
1 (x) pν2

2 (x) · · · pνm
m (x)

oi analÔseic touc se ginìmeno monik¸n anag¸gwn poluwnÔmwn, ìpou ta λi

kai νi endèqetai na eÐnai kai mhdèn ìtan ènac par�gontac den emfanÐzetai
sthn antÐstoiqh an�lush tou poluwnÔmou. Jètoume µi = min( λi, νi )
kai Mi = max( λi, νi ). Tìte mporoÔme na apodeÐxoume ìti
m.k.d. (φ(x), θ(x)) = pµ1

1 (x) pµ2
2 (x) · · · pµm

m (x)
kai e.k.p.(φ(x), θ(x)) = pM1

1 (x) pM2
2 (x) · · · pMm

m (x).
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Aþ.2.4 RÐzec poluwnÔmwn

'Estw F èna s¸ma kai E mia epèktash tou F. An c ∈ E, orÐzoume thn apeikìnish
ϕc : F[x] −→ E wc ex c: An σ(x) = anxn + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0, tìte
ϕc(σ(x)) =: σ(c) = anxn + an−1c

n−1 + · · · + a1c + a0. Dhlad  h eikìna tou
σ(x) mèsw thc ϕc eÐnai h tim  tou poluwnÔmou σ(x) sth jèsh c. 'Estw σ(x) ∈ F
ètsi ¸ste σ(c) = 0, tìte to c ja onom�zetai rÐza tou σ(x).

Profan¸c èna c ∈ E eÐnai rÐza tou σ(x) ∈ F an kai mìno an up�rqei π(x) ∈ E,
ètsi ¸ste σ(x) = (x− c) · π(x). (Prosoq ! to π(x) den èqei kat� an�gkh su-
ntelestèc apì to s¸ma F ).
Epomènwc sumperaÐnoume ìti o arijmìc twn riz¸n enìc poluwnÔmou den uper-
baÐnei ton bajmì tou.

H apeikìnish ϕc eÐnai omomorfismìc daktulÐwn (o èlegqoc eÐnai eÔkoloc ).
'Estw p(x) èna stoiqeÐo tou pur na thc ϕc, tìte ϕc(p(x)) = p(c) = 0. Dhlad 
o pur nac thc ϕc apoteleÐtai apì ìla ta polu¸numa tou F[x], ta opoÐa èqoun
rÐza to stoiqeÐo c.

An o pur nac Ker ϕc eÐnai mh mhdenikì ide¸dec, dhlad  up�rqei mh mhdenikì
polu¸numo p(x) me suntelestèc apì to s¸ma F, tou opoÐou rÐza eÐnai to stoiqeÐo
c, tìte to c ja lègetai algebrikì epÐ tou s¸matoc F. Diaforetik� onom�zetai
uperbatikì epÐ tou F.

An k�je stoiqeÐo miac epèktashc E tou s¸matoc F eÐnai algebrikì, tìte h
E onom�zetai algebrik  epèktash tou F.

Prìtash Aþ.2.20. Mia peperasmènh epèktash E tou s¸matoc F eÐnai alge-
brik .

Apìdeixh. H apìdeixh afÐnetai wc �skhsh.

Prìtash Aþ.2.21. 'Estw c ∈ E èna stoiqeÐo algebrikì epÐ tou F, tìte up�rqei
monadikì an�gwgo monikì polu¸numo mc(x) ∈ F[x] me rÐza to stoiqeÐo c.

Apìdeixh. O pur nac Ker ϕc eÐnai Ðde¸dec tou F[x]. Apì thn Parat rhsh
Aþ.2.5 èpetai ìti up�rqei monadikì monikì polu¸numo mc(x) ∈ F[x] ètsi ¸ste
Ker ϕc = 〈mc(x) 〉. Ja deÐxoume ìti to mc(x) eÐnai an�gwgo. Upojètoume
ìti mc(x) = p1(x) · p2(x) me p1(x), p2(x) ∈ F[x], epomènwc èqoume mc(c) =
p1(c) · p2(c) = 0 ∈ E. Dhlad  p1(c) = 0   p2(c) = 0. All� to mc(x) eÐnai
elaqÐstou bajmoÔ me aut  thn idiìthta, �ra anagkastik� èna apì ta pi(x) eÐnai
stajerì polu¸numo.

To polu¸numo mc(x) omom�zetei el�qisto polu¸numo tou stoiqeÐou c .
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Prìtash Aþ.2.22. 'Estw 0 6= r(x) ∈ F[x].
i) Ta stoiqeÐa tou daktulÐou phlÐkwn F[x]/〈 r(x) 〉 eÐnai thc morf c α(x)+

〈 r(x) 〉, ìpou α(x) = 0   o bajmìc tou α(x) eÐnai mikrìteroc apì ton bajmì tou
r(x).

ii) 'Ena α(x) + 〈 r(x) 〉 ∈ F[x]/〈 r(x) 〉 eÐnai antistrèyimo an kai mìno an
m.k.d. ( α(x), r(x) ) = 1.

Apìdeixh. To pr¸to mèroc èpetai apì thn tautìthta thc diaÐreshc kai ton ori-
smì tou sumplìkou ( blèpe selÐda 164).

'Ena α(x)+ 〈 r(x) 〉 ∈ F[x]/〈 r(x) 〉 eÐnai antistrèyimo an kai mìno an up�rqei
β(x) + 〈 r(x) 〉 ∈ F[x]/〈 r(x) 〉 ètsi ¸ste (α(x) + 〈 r(x) 〉) · (β(x) + 〈 r(x) 〉) =
1 + 〈 r(x) 〉, an kai mìno an α(x) · β(x) − 1 ∈ 〈 r(x) 〉, an kai mìno an up�rqei
polu¸numo s(x) ∈ F[x] ètsi ¸ste α(x) · β(x)− 1 = s(x) · r(x), an kai mìno an
m.k.d. ( α(x), r(x) ) = 1 (blèpe Je¸rhma Aþ.2.7).

Pìrisma Aþ.2.23. 'Estw r(x) ∈ F[x], o daktÔlioc phlÐkwn F[x]/〈 r(x) 〉 eÐnai
s¸ma an kai mìno an to polu¸numo r(x) eÐnai an�gwgo epÐ tou F.

Apìdeixh. O F[x]/〈 r(x) 〉 eÐnai s¸ma an kai mìno an k�je mh mhdenikì stoiqeÐo
tou èqei antÐstrofo, an kai mìno an (sÔmfwna me thn prohgoÔmenh prìtash)
k�je mh mhdenikì polu¸numo me bajmì mikrìtero apì to bajmì tou r(x) eÐnai
pr¸to proc to r(x), an kai mìno an to r(x) eÐnai an�gwgo.

'Estw ϕc : F[x] −→ E o omomorfismìc pou orÐsame sthn arq  thc para-
gr�fou kai F[c] = Imϕc = {σ(c) | σ(x) ∈ F[x] }.
Pìrisma Aþ.2.24. O daktÔlioc eikìna F[c] eÐnai s¸ma an kai mìno an to stoiqeÐo
c ∈ E eÐnai algebrikì epÐ tou F.

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai �mesh apì to 1o Je¸rhma Isomorfism¸n kai tic
Prot�seic Aþ.2.21 kai Aþ.2.22.

Sqìlio Aþ.2.25. Profan¸c sthn perÐptwsh pou to stoiqeÐo c eÐnai algebrikì
epÐ tou F, tìte isqÔei F[c] = F(c) kai o bajmìc epèktashc [F(c) : F] eÐnai
peperasmènoc (giatÐ?) .

Sugkekrimmèna mporeÐte na apodeÐxete ìti o bajmìc epèktashc [F(c) : F]
eÐnai Ðsoc me to bajmì tou elaqÐstou poluwnÔmou tou c.

'Estw F ena s¸ma kai φ(x) ∈ F[x], èna prìblhma pou antimetwpÐzoume, eÐnai
kat� posìn up�rqei mia epèktash F | E sthn opoÐa to polu¸numo φ(x) èqei
(toul�qiston) mia rÐza kai katìpin na upologÐsoume (an eÐnai dunatìn) mia rÐza
tou φ(x).
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To prìblhma autì eÐnai duðkì tou probl matoc kat� pìson èna stoiqeÐo miac
epèktashc tou s¸matoc F eÐnai algebrikì epÐ tou F.

'Estw φ(x) = p1(x)p2 · · · pk h an�lush tou φ(x) se ginìmeno anag¸gwn
poluwnÔmwn. Upojètoume ìti to φ(x) èqei mia rÐza ξ se mia epèktash tou F,
tìte to ξ eÐnai rÐza enìc apì touc par�gontec pi(x). AntÐstrofa, an ènac apì
touc par�gontec pi(x) èqei mia rÐza, tìte profan¸c kai to polu¸numo φ(x) èqei
mia rÐza. Epomènwc arkeÐ na exasfalÐsoume ìti ta anag¸ga polu¸numa èqoun
rÐzec.

Je¸rhma Aþ.2.26. Gia k�je an�gwgo polu¸numo p(x) ∈ F[x] up�rqei mia
epèktash F | E kai èna c ∈ E me p(c) = 0.

Apìdeixh. Apì to Pìrisma Aþ.2.23, epeid  to p(x) eÐnai an�gwgo, èqoume ìti o
daktÔlioc phlÐkwn F[x]/〈 p(x) 〉 eÐnai s¸ma.

Mèsw tou fusikoÔ omomorfismoÔ ϕ : F[x] −→ F[x]/〈 p(x) 〉 to s¸ma em-
futeÔetai sto s¸ma E = F[x]/〈 p(x) 〉 ( O periorismìc thc ϕ sto F eÐnai
monomorfirmìc (giatÐ?) ). 'Estw c = x + 〈 p(x) 〉 ∈ E, tìte èqoume p(c) =
p(x + 〈 p(x) 〉) = p(x) + 〈 p(x) 〉 = 0 ∈ E.

Pìrisma Aþ.2.27. Gia k�je polu¸numo φ(x) ∈ F[x] up�rqei mia epèktash F | E
ètsi ¸ste to φ(x) na analÔetai se ginìmeno prwtobajmÐwn paragìntwn sto E[x].
Dhlad  to φ(x)èqei ìlec tic rÐzec tou sto s¸ma E.

Apìdeixh. 'Estw n o bajmìc tou poluwnÔmou φ(x). An n = 1, tìte E = F.
Upojètoume ìti o isqurismìc isqÔei gia ìla ta polu¸numa me bajmì mikrìtero
tou n. Apì ta prohgoÔmena mporoÔme na upojèsoume ìti to φ(x) eÐnai an�gwgo
(giatÐ?). Apì to prohgoÔmeno je¸rhma up�rqei epèktash E0 tou F kai c ∈ E0

ètsi ¸ste φ(x) = (x−c)·τ(x) me τ(x) ∈ E0[x]. Apì thn upìjesh thc epagwg c
up�rqei epèktash E tou E0, ìpou to τ(x) analÔetai se ginìmeno prwtobajmÐwn
paragìntwn. 'Ara to φ(x) = (x−c) ·τ(x) analÔetai se ginìmeno prwtobajmÐwn
paragìntwn sto s¸ma E.

Orismìc Aþ.2.28. 'Estw F èna s¸ma kai φ(x) ∈ F[x] mia epèktash E tou F
onom�zetai s¸ma riz¸n tou poluwnÔmou φ(x), an to φ(x) analÔetai se ginìmeno
prwtobajmÐwn paragìntwn sto E[x] kai, an up�rqei s¸ma K me F ≤ K ≤ E ètsi
¸ste to to φ(x) na analÔetai se ginìmeno prwtobajmÐwn paragìntwn sto K[x],
tìte K = E.

Prìtash Aþ.2.29. K�je polu¸numo φ(x) ∈ F[x] èqei èna s¸ma riz¸n.
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Apìdeixh. Apì to Pìrisma Aþ.2.23 èpetai ìti up�rqei mia epèktash E, h opoÐa
perièqei ìlec tic rÐzec tou φ(x). 'Estw ξ1, ξ2, . . . , ξk ∈ E oi diakekrimènec
rÐzec tou φ(x). To s¸ma F(ξ1, ξ2, . . . , ξk) pou prokÔptei me thn pros�rthsh
twn riz¸n tou φ(x) sto s¸ma F eÐnai profan¸c èna s¸ma riz¸n tou φ(x), afoÔ
plhroÐ tic idiìthtec tou orismoÔ.

Apì ta prohgoÔmena den apokleÐetai èna polu¸numo na èqei poll� s¸mata
riz¸n. Sthn pragmatikìthta ìmwc up�rqei monadikì s¸ma riz¸n enìc poluwnÔ-
mou.

Je¸rhma Aþ.2.30. 'Estw φ(x) ∈ F[x] èna polu¸numo kai K, L dÔo s¸mata
riz¸n tou φ(x). Ta K kai L eÐnai isìmorfa.

H apìdeixh tou prohgoumènou Jewr matoc, an kai san idèa den eÐnai polÔ
dÔskolh, eÐnai makroskel c kai paraleÐpetai.
Sto ex c ìmwc emeÐc ja tautÐzoume ta isìmorfa s¸mata riz¸n enìc poluwnÔmou
kai ja lème to s¸ma riz¸n tou poluwnÔmou.

Gia par�deigma to s¸ma riz¸n tou poluwnÔmou x2 − 2 ∈ Q[x] eÐnai to
Q(
√

2) ∼= Q[x]/〈x2 − 2 〉 .

'Estw φ(x) ∈ F[x] èna polu¸numo kai c mia rÐza tou se mia epèktash E, tìte
to x − c diaireÐ to φ(x) sto E[x]. 'Estw (x − c)m h megalÔterh dÔnamh tou
x− c, h opoÐa diaireÐ to φ(x). Dhlad  φ(x) = (x− c)m · σ(x) me σ(x) ∈ E[x]
kai σ(c) 6= 0. Sthn perÐptwsh aut  h rÐza c onom�zetai rÐza pollaplìthtac m.

'Estw φ(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 ∈ F[x] kai φ′(x) =

nanxn−1 + (n − 1)an−1x
n−2 + · · · + 2a2x + a1 ∈ F[x] h (tupik ) par�gwgoc

tou poluwnÔmou φ(x). EÐnai eÔkolo na apodeÐxoume touc gnwstoÔc kanìnec
parag¸ghshc.

(i) (φ(x) + θ(x))′ = φ′(x) + θ′(x)
(ii) (φ(x) · θ(x))′ = φ′(x) · θ(x) + φ(x) · θ′(x) .
Upojètoume ìti to mh stajerì polu¸numo φ(x) den èqei pollaplèc rÐzec.

An c eÐnai mia rÐza tou, tìte φ(x) = (x − c) · σ(x) kai σ(c) 6= 0. Opìte
èqoume ìti φ′(x) = σ(x) + (x − c) · σ(x), apì thn teleutaÐa sqèsh èqoume
ìti φ′(c) = σ(c) 6= 0. 'Ara h par�gwgoc φ′(x) eÐnai mh mhdenikì polu¸numo.
Epomènwc apodeÐxame thn exhc prìtash.

Prìtash Aþ.2.31. An èna mh stajerì polu¸numo φ(x) ∈ F[x] den èqei polla-
plèc rÐzec, tìte h par�gwgìc tou eÐnai mh mhdenikì polu¸numo

Sthn perÐptwsh pou to polu¸numo φ(x) ∈ F[x] eÐnai an�gwgo isqÔei kai to
antÐstrofo thc prohgoÔmenhc prìtashc.
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Prìtash Aþ.2.32. 'Ena an�gwgo polu¸numo φ(x) ∈ F[x] den èqei pollaplèc
rÐzec an kai mìno an h par�gwgoc eÐnai mh mhdenikì polu¸numo.

Apìdeixh. Apomènei na apodeÐxoume ìti an φ′(x) 6= 0, tìte to polu¸numo den
èqei pollaplèc rÐzec. Epeid  h par�gwgoc φ′(x) den eÐnai to mhdenikì polu¸numo
èqei bajmì mikrìtero apì ton bajmì tou φ(x), to φ(x) ìmwc eÐnai an�gwgo �ra
pr¸to proc to φ′(x). Epomènwc up�rqoun polu¸numa λ(x), µ(x) ∈ F[x] ètsi
¸ste λ(x) ·φ(x)+µ(x) ·φ′(x) = 1. 'Estw c mia pollapl  rÐza tou φ(x), apì thn
teleutaÐa sqèsh èpetai ìti φ′(c) 6= 0. All� apì th sqèsh φ(x) = (x−c)m·σ(x)
me m ≥ 1 èpetai ìti φ′(c) = 0, �topo.

Pìrisma Aþ.2.33. 'Ena polu¸numo φ(x) ∈ F[x] èqei pollaplèc rÐzec an kai
mìno an up�rqei an�gwgo polu¸numo d(x) ∈ F[x], to opoÐo diaireÐ kai to φ(x)
kai thn par�gwgo φ′(x).

Aþ.3 Peperasmèna S¸mata

Sthn par�grafo aut  ja asqolhjoÔme me ta peperasmèna s¸mata, kaj¸c kai
me idiìthtec poluwnÔmwn me suntelestèc apì èna peperasmèno s¸ma.

'Estw F èna pepersmèno s¸ma, tìte profan¸c h qarakthristik  tou eÐnai
peperasmènh, èstw p. Epomènwc to F eÐnai mia peperasmènh epèktash tou s¸-
matoc Zp. 'Estw [F : Zp] = n o bajmìc epèktashc, tìte profan¸c | F |= pn.
Dhlad  to pl joc twn stoiqeÐwn enìc peperasmènou s¸matoc eÐnai Ðso me mia
dÔnamh enìc pr¸tou arijmoÔ.

Aþ.3.1 Ta peperasmèna s¸mata wc s¸mata riz¸n poluwnÔmwn

L mma Aþ.3.1. 'Estw F èna s¸ma qarakthristik c p. Tìte gia k�je jetikì
akèraio n isqÔei (a ± b)pn

= apn ± bpn , gia ìla ta a, b ∈ F.
Apìdeixh. Gia p pr¸to kai gia 1 ≤ k ≤ p o duwnumikìc suntelest c

(
p
k

)
eÐnai

pollapl�sio tou p (giatÐ?). Opìte (a ± b)p = ap ± bp, me tic leptomèreiec na
afÐnontai wc �skhsh.

'Estw F èna peperasmèno s¸ma qarakthristik c p me | F |= pn = q. H
pollaplasiastik  tou om�da perièqei q− 1 to pl joc stoiqeÐa, opìte gia k�je
stoiqeÐo a ∈ F isqÔei aq−1 = 1, 3 dhlad  aq = a gia k�je a ∈ F. Apì th
sqèsh aut  blèpoume ìti k�je stoiqeÐo tou s¸matoc F eÐnai rÐza tou poluwnÔmou

3Ed¸ qrhsimopoioÔme, qwrÐc na apodeiknÔoume, to ex c apotèlesma apì th JewrÐa Om�-
dwn. “ 'Estw G peperasmènh om�da, tìte gia k�je g ∈ G isqÔei g|G| = 1. ”



184 Par�rthma aþ. StoiqeÐa apì thn 'Algebra

xq − x, epeid  de to pl joc twn riz¸n tou xq − x eÐnai to polÔ q èqoume ìti
to s¸ma F eÐnai tìso to sÔnolo riz¸n tou xq − x, ìso kai to s¸ma riz¸n tou.
Dhlad  èqoume apodeÐxei ìti k�je s¸ma F me q to pl joc stoiqeÐa eÐnai s¸ma
riz¸n tou poluwnÔmou xq − x. 'Eqoume ìmwc anafèrei (Je¸rhma Aþ.2.30), ìti
dÔo s¸mata riz¸n enìc poluwnÔmou eÐnai isìmorfa, epomènwc èpetai ìti ìla ta
peperasmèna s¸mata me to Ðdio pl joc stoiqeÐwn eÐnai isìmorfa.

Prohgoumènwc apodeÐxame ìti èna peperasmèno s¸ma eÐnai to s¸ma riz¸n
enìc poluwnÔmou. Ja deÐxoume ìti gia k�je pr¸to p kai k�je jetikì akèraio n
up�rqei èna s¸ma F me pn = q to pl joc stoiqeÐa.

'Estw xq − x ∈ Zp[x] kai E to s¸ma riz¸n tou. Gia dÔo rÐzec ζ, ξ ∈ E den
eÐnai dÔskolo na doÔme ìti (ζ ± ξ)q = ζ ± ξ (dec to L mma Aþ.3.1). EpÐshc
(ζ · ξ−1)q = ζ · ξ−1. Dhlad  ta ζ ± ξ kai ζ · ξ−1 eÐnai rÐzec tou poluwnÔmou
xq − x. 'Ara, an K eÐnai to sÔnolo riz¸n tou xq − x, tìte to K eÐnai s¸ma pou
perièqetai sto E, dhlad  K = E.

To xq−x ìmwc èqei diakekrimènec rÐzec. Pr�gmati, h par�gwgoc tou xq−x
eÐnai Ðsh me (xq−x)′ = qxq−1−1 = −1 ∈ Zp[x], opìte apì to Pìrisma Aþ.2.33
èqoume ìti oi rÐzec tou xq − x eÐnai diakekrimènec. Epomènwc to s¸ma riz¸n E
èqei q = pn to pl joc stoiqeÐa.

Ta prohgoÔmena apoteloÔn thn apìdeixh tou epomènou jewr matoc.

Je¸rhma Aþ.3.2. Gia k�je dÔnamh enìc pr¸tou arijmoÔ (q = pn) up�rqei
monadikì (mèsw isomorfismoÔ) s¸ma F me q = pn to pl joc stoiqeÐa, to opoÐo
eÐnai to s¸ma (kai sÔnolo) riz¸n tou poluwnÔmou xq − x ∈ Zp[x].

Aþ.3.2 Ta upos¸mata enìc peperasmènou s¸matoc

'Estw F èna peperasmèno s¸ma me q = pn to pl joc stoiqeÐa kai K èna upì-
swm� tou. To K èqei pd to pl joc stoiqeÐa. Ja deÐxoume ìti to d diaireÐ to
n.

Pr�gmati, apì th sqèsh (selÐda 165) pou mac dÐnei to bajmì diadoqik¸n
epekt�sewn, èqoume ìti d | n.

AntÐstrofa, èstw d ènac diairèthc tou n, ja deÐxoume ìti up�rqei èna (mo-
nadikì) upìswma K tou F me pd to pl joc stoiqeÐa.

Apì th sqèsh d | n èpetai ìti pd − 1 | pn − 1 (giatÐ?) Opìte èqoume
xpd−1 − 1 | xpn−1 − 1, dhlad  xpd − x | xpn − x. To s¸ma F eÐnai to s¸ma
riz¸n tou poluwnÔmou xpn − x, epomènwc perièqei to s¸ma riz¸n, èstw K, tou
poluwnÔmou xpd − x. To s¸ma den mporeÐ na perièqei kai �llo s¸ma me pd

to pl joc stoiqeÐa, diìti tìte ja eÐqame perissìterec rÐzec gia to polu¸numo
xpd − x ap� ìti eÐnai o bajmìc tou.
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Je¸rhma Aþ.3.3. 'Estw F èna peperasmèno s¸ma me q = pn to pl joc stoi-
qeÐa. To pl joc twn uposwm�twn tou F eÐnai Ðso me to pl joc twn jetik¸n
diairet¸n tou n.

Apìdeixh. H apìdeixh èqei porhghjeÐ.

Je¸rhma Aþ.3.4. H pollaplasiastik  om�da enìc peperasmènou s¸matoc eÐnai
kuklik .

Apìdeixh. 'Estw F èna peperasmèno s¸ma me q = pn to pl joc stoiqeÐa. H
pollaplasiastik  tou om�da eÐnai abelian  kai èqei q − 1 to pl joc stoiqeÐa.
Upojètoume ìti den eÐnai kuklik , dhlad  kanèna stoiqeÐo thc den èqei t�xh Ðsh
me q−1. Tìte (sÔmfwna me to epìmeno L mma) up�rqei 1 < r < q−1 ètsi ¸ste
gia k�je mh mhdenikì stoiqeÐo a tou s¸matoc F na isqÔei ar = 1, dhlad  k�je
mh mhdenikì stoiqeÐo tou F eÐnai rÐza tou poluwnÔmou xr − 1, autì eÐnai �topo,
diìti èna polu¸numo den mporeÐ na èqei perissìterec rÐzec apì to bajmì tou.
'Ara anagkastik� r = q−1 kai h pollaplasiastik  om�da tou F eÐnai kuklik .

To L mma pou epikaloÔmaste sthn prohgoÔmenh apìdeixh qrhsimopoieÐ ori-
smèna apotelèsmata apì th stoiqei¸dh jewrÐa twn abelian¸n om�dwn.

L mma Aþ.3.5. 'Estw G peperasmènh abelian  om�da kai èna a ∈ G me thn
megalÔterh dunat  t�xh, èstw r, tìte gr = 1 gia k�je g ∈ G.

Apìdeixh. Upojètoume ìti up�rqei èna b ∈ G me t�xh Ðsh me s, h opoÐa den
diaireÐ thn t�xh tou a.
Upojètoume ìti to r kai to s eÐnai pr¸ta metaxÔ touc, tìte profan¸c h t�xh
tou stoiqeÐou a · b eÐnai Ðsh me to ginìmeno rs (giatÐ?). Autì eÐnai �topo diìti
upojèsame ìti to r eÐnai h megalÔterh dunat  t�xh twn stoiqeÐwn thc G.
'Estw ìti up�rqei ènac pr¸toc diairèthc p tou s, o opoÐoc den diaireÐ to r, tìte
ta stoiqeÐa a kai bs/p èqoun t�xeic r kai p antÐstoiqa, epomènwc to stoiqeÐo
a · bs/p èqei t�xh Ðsh me rp, p�li �topo.
Apomènei h perÐptwsh, ìpou k�je pr¸toc diairèthc tou s eÐnai kai diairèthc tou
r. Epeid  èqoume upojèsei ìti h t�xh tou b den diaireÐ thn t�xh tou a, up�rqei
pr¸toc p tètoioc ¸ste h megalÔterh dunat  dÔnam  tou, èstw pν , pou diaireÐ
to s na eÐnai (gn sia) megalÔterh apì th megalÔterh dunat  dÔnam  tou , èstw
pλ pou diaireÐ to r, dhlad  ν > λ. H t�xh tou stoiqeÐou aλ eÐnai Ðsh me r/pλ

kai h t�xh tou stoiqeÐou bs/pν eÐnai Ðsh me pν . Ta r/pλ kai pν ìmwc eÐnai pr¸ta
metaxÔ touc, epomènwc h t�xh tou stoiqeÐou aλ · bs/pν eÐnai Ðsh me to ginìmeno
(r/pλ)pν to opoÐo eÐnai megalÔtero apì to r, �topo.
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'Ara telik� den up�rqei stoiqeÐo thc om�dac G me t�xh pou na mhn diaireÐ
thn t�xh tou stoiqeÐou a.

To prohgoÔmeno je¸rhma mac epitrèpei na perigr�foume ta stoiqeÐa enìc
peperasmènou s¸matoc wc dun�meic enìc mìno stoiqeÐou tou, tou genn tora thc
pollaplasiastik c om�dac.

'Enac genn torac thc pollaplasiastik c om�dac F∗ = F r { 0 } ja onom�-
zetai prwtarqikì stoiqeÐo tou s¸matoc.

'Estw F èna peperasmèno s¸ma me q = pn to pl joc stoiqeÐa kai c èna
prwtarqikì stoiqeÐo. To c den eÐnai to monadikì prwtarqikì stoiqeÐo tou F.
Mia dÔnamh tou c gia na eÐnai prwtarqikì stoiqeÐo prèpei na eÐnai genn torac
thc kuklik c om�dac F∗, dhlad  prèpei na èqei t�xh Ðsh me q − 1. Wc gnwstìn
ìmwc h t�xh tou cr eÐnai Ðsh me thn t�xh tou c an kai mìno an to r kai to q − 1
eÐnai pr¸ta metaxÔ touc, epomènwc up�rqoun tìsa prwtarqik� stoiqeÐa ìso to
pl joc ϕ(q − 1) 4 twn akeraÐwn 1 ≤ r ≤ q − 1 oi opoÐoi eÐnai pr¸toi proc to
q − 1.

Apì thn �llh pleur� gnwrÐzoume ìti k�je peperasmèno s¸ma eÐnai to s¸ma
riz¸n enìc poluwnÔmou. Ja doÔme p¸c mporoÔme na sundu�soume ta prwtarqik�
stoiqeÐa ènoc s¸matoc me tic rÐzec poluwnÔmwn.

'Estw c èna prwtarqikì stoiqeÐo tou F, tìte profan¸c isqÔei F = Zp(c). O
bajmìc thc epèktashc [F : Zp] eÐnai Ðsoc me to bajmì tou elaqÐstou poluwnÔmou
mc(x) ∈ Zp[x] tou c (blèpe Sqìlio Aþ.2.25). EpÐshc apì thn Prìtash Aþ.2.21
èqoume ìti F = Zp(c) ' Zp[x]/〈mc(x) 〉. Epomènwc k�je stoiqeÐo tou F ja
mporoÔse na ekfrasjeÐ wc h tim  enìc poluwnÔmou sth jèsh c (blèpe Prìtash
Aþ.2.22).

Sto epìmeno par�deigma ja perigr�youme ta stoiqeÐa enìc s¸matoc F me 16
stoiqeÐa.

Par�deigma Aþ.3.6. 'Estw to s¸ma F me 16 stoiqeÐa.
To s¸ma F eÐnai to s¸ma riz¸n tou poluwnÔmou x24 − x ∈ Z2[x] ( Je¸rhma

Aþ.3.2).
'Estw to polu¸numo x4 + x3 + x2 + x + 1 ∈ Z2[x]. To polu¸numo autì

eÐnai an�gwgo epÐ tou Z2[x] (mporeÐte na k�nete ton èlegqo). Epomènwc o
daktÔlioc phlÐkwn Z2[x]/〈x4 + x3 + x2 + x + 1 〉 eÐnai (isìmorfoc me) to s¸ma
F. 'Estw c mia rÐza tou x4 + x3 + x2 + x + 1, tìte ta stoiqeÐa tou F eÐnai ta

4H sun�rthsh ϕ eÐnai h gnwst  sun�rthsh Euler, thc opoÐac h tim  ϕ(n) gia k�je jetikì
akèraio arijmì n parist� to pl joc twn akeraÐwn metaxÔ tou 1 kai tou n oi opoÐoi eÐnai
pr¸toi proc ton n.

Gia idiìthtec thc sun�rthshc tou Euler parapèmpoume se k�je egqeirÐdio thc JewrÐac
Arijm¸n
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0, 1, c, c + 1, c2, c2 + 1, c2 + c, c2 + c + 1, c3, c3 + 1, c3 + c, c3 + c2, c3 + c +
1, c3 + c2 + 1, c3 + c2 + c, c3 + c2 + c + 1 .

H rÐza c tou poluwnÔmou x4 + x3 + x2 + x + 1 plhroÐ th sqèsh c4 =
c3 + c2 + c + 1. Apì sth sqèsh aut  blèpoume ìti c5 = c(c3 + c2 + c + 1) =
c4 + c3 + c2 + c = (c3 + c2 + c + 1) + (c3 + c2 + c) = 1, dhlad  eÐnai t�xhc 5.
'Ara den eÐnai prwtarqikì stoiqeÐo tou s¸matoc F.

An antÐ tou poluwnÔmou x4 + x3 + x2 + x + 1 p�roume to polu¸numo
x4 + x + 1 ∈ Z2[x], tìte to polu¸numo autì eÐnai an�gwgo kai epomènwc p�li
èqoume Z2[x]/〈x4 + x + 1 〉 = F. 'Opwc prohgoumènwc an ζ eÐnai mia rÐza
tou x4 + x + 1, tìte mporoÔme na ekfr�soume ta stoiqeÐa tou F wc tic timèc
poluwnÔmwn bajmoÔ to polÔ 3 sth jèsh ζ. Ed¸ ìmwc isqÔei ζ4 = ζ + 1. Apì
th sqèsh aut  blèpoume ìti ζ3 6= 1, ìpwc epÐshc ζ5 6= 1. 'Ara h t�xh tou ζ
eÐnai Ðsh me 15. Dhlad  to ζ eÐnai prwtarqikì stoiqeÐo tou F kai ta upìloipa
mh mhdenik� stoiqeÐa tou eÐnai oi dun�meic tou ζ.

Ja mporoÔsame na ekfr�soume ta mh mhdenik� stoiqeÐa tou F tìso wc du-
n�meic tou ζ, ìso kai wc polu¸numa wc proc ζ. Dhlad  èqoume ζ, ζ2, ζ3, ζ4 =
ζ + 1, ζ5 = ζ4 · ζ = (ζ + 1)ζ = ζ2 + ζ, . . . , ζ15 = 1.

Endiafèron eÐnai na prospaj sete na breÐte p¸c ekfr�zetai to Ðdio stoiqeÐo
tou s¸matoc F wc h tim  enìc poluwnÔmou sth jèsh c kai wc mia dÔnamh tou ζ.

Orismìc Aþ.3.7. 'Estw F èna peperasmèno s¸ma, E mia epèktas  tou kai ζ èna
prwtarqikì stoiqeÐo tou E. To el�qisto polu¸numo tou ζ epÐ tou F ja lègetai
prwtarqikì polu¸numo tou E epÐ tou F.

Sto prohgoÔmeno par�deigma blèpoume ìti to polu¸numo x4 + x + 1 eÐnai
prwtarqikì polu¸numo gia to s¸ma me 16 stoiqeÐa epÐ tou s¸matoc Z2.

H eÔresh twn prwtarqik¸n poluwnÔmwn enìc s¸matoc den eÐnai eÔkolh. Sta
epìmena apl¸c ja doÔme orismènec idiìthtèc touc.

Aþ.3.3 An�gwga polu¸numa me suntelestèc apì peperasmèna
s¸mata

Prin melet soume idiìthtec anag¸gwn poluwnÔmwn me suntelestèc apì èna pe-
perasmèno s¸ma ja apodeÐxoume thn Ôparxh anag¸gwn poluwnÔmwn me opoion-
d pote bajmì.

Je¸rhma Aþ.3.8. Gia k�je peperasmèno s¸ma F kai k�je jetikì akèraio arijmì
n up�rqei an�gwgo polu¸numo me suntelestèc apì to F kai bajmì Ðso me n.

Apìdeixh. 'Estw q to pl joc twn stoiqeÐwn tou s¸matoc F, to q eÐnai dÔnamh
enìc pr¸tou arijmoÔ, èstw p. Epomènwc to qn eÐnai dÔnamh pr¸tou arijmoÔ,
�ra up�rqei s¸ma èstw E me qn to pl joc stoiqeÐa (Je¸rhma Aþ.3.2), to s¸ma
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E eÐnai epèktash tou s¸matoc F. 'Estw ζ èna prwtarqikì stoiqeÐo tou E, tìte
F(ζ) = E. Epomènwc apì th sqèsh [E : F] = [F(ζ) : F] = n èqoume ìti o
bajmìc tou elaqÐstou poluwnÔmou tou ζ epÐ tou F eÐnai Ðsoc me n.

Parat rhsh Aþ.3.9. Apì thn prohgoÔmenh apìdeixh èpetai ìti gia k�je je-
tikì akèraio n den up�rqei mìno an�gwgo polu¸numo me suntelestèc apì èna
peperasmèno s¸ma me bajmì n, all� èna prwtarqikì polu¸numo bajmoÔ n.

Ja perigr�youme to s¸ma riz¸n ènoc anag¸gou poluwnÔmou me suntelestèc
apì èna peperasmèno s¸ma.

Je¸rhma Aþ.3.10. 'Estw F èna peperasmèno s¸ma me q to pl joc stoiqeÐa
kai σ(x) ∈ F[x] èna an�gwgo polu¸numo bajmoÔ d. An ξ eÐnai mia rÐza tou, tìte
to s¸ma riz¸n tou σ(x) eÐnai to s¸ma F(ξ).

Apìdeixh. 'Estw E to s¸ma riz¸n tou σ(x) kai ξ mia rÐza tou. Profan¸c èqoume
ìti F ≤ F(ξ) ≤ E. O bajmìc epèktashc [F(ξ) : F] eÐnai Ðsoc me d. Epomènwc
to s¸ma F(ξ) èqei qd to pl joc stoiqeÐa kai eÐnai to s¸ma (sÔnolo) riz¸n tou
poluwnÔmou xqd − x (Je¸rhma Aþ.3.2). Mia apì tic rÐzec tou xqd − x eÐnai kai
to ξ, �ra to an�gwgo polu¸numo σ(x), pou èqei kai autì rÐza to ξ, diaireÐ to
xqd − x (giatÐ?). Epomènwc ìlec oi rÐzec tou σ(x) eÐnai kai rÐzec tou xqd − x,
dhlad  F(ξ) = E.

Pìrisma Aþ.3.11. 'Estw F èna peperasmèno s¸ma me q to pl joc stoiqeÐa kai
σ(x) ∈ F[x] èna an�gwgo polu¸numo bajmoÔ d. To σ(x) diaireÐ to polu¸numo
xqn − x an kai mìno an o d diaireÐ ton n.

Apìdeixh. 'Estw K to s¸ma riz¸n tou poluwnÔmou σ(x) kai E to s¸ma riz¸n
tou poluwnÔmou xqn − x. Apì to prohgoumeno je¸rhma èpetai ìti to K èqei qd

to pl joc stoiqeÐa. Apì thn apìdeixh tou Jewr matoc Aþ.3.3 èpetai ìti to K
eÐnai upìswma tou E an kai mìno an to d diaireÐ to n.

'Epomènwc h apìdeixh an�getai sto ìti to an�gwgo polu¸numo σ(x) diaireÐ
to xqn − x an kai mìno an K ≤ E.
Profan¸c an to σ(x) diaireÐ to xqn − x, tìte k�je rÐza tou σ(x) eÐnai kai rÐza
tou xqn − x, opìte K ≤ E.

AntÐstrofa, an K ≤ E, tìte epeid  to E eÐnai to sÔnolo riz¸n tou xqn − x,
k�je rÐza tou σ(x) eÐnai kai rÐza tou xqn − x. To σ(x) ìmwc eÐnai an�gwgo,
�ra eÐnai to el�qisto polu¸numo (pollaplasiasmèno Ðswc me èna stoiqeÐo tou
s¸matoc F) miac rÐzac tou xqn − x, epomènwc diaireÐ to xqn − x.
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Sto Je¸rhma Aþ.3.10 eÐdame ìti an F èna peperasmèno s¸ma me q to pl joc
stoiqeÐa kai σ(x) ∈ F[x] èna an�gwgo polu¸numo bajmoÔ d, tìte to s¸ma riz¸n
tou σ(x) prokÔptei me thn episÔnayh mìno miac rÐzac ξ sto s¸ma F.

MporoÔme na leptologÐsoume perissìtero kai na upologÐsoume ìlec tic rÐzec
enìc anag¸gou poluwnÔmou, arkeÐ na gnwrÐzoume mìno mÐa apì autèc.

Je¸rhma Aþ.3.12. 'Estw F èna peperasmèno s¸ma me q to pl joc stoiqeÐa
kai σ(x) ∈ F[x] èna an�gwgo polu¸numo bajmoÔ d. An ξ eÐnai mia rÐza tou, tìte
oi upìloipec rÐzec tou σ(x) eÐnai oi ξq, ξq2

, . . . , ξqd−1 .
M�lista de o d eÐnai o mikrìteroc jetikìc akèraioc me thn idiìthta ξqd

= ξ.

Apìdeixh. To peperasmèno s¸ma F èqei q to pl joc stoiqeÐa kai to q eÐnai
Ðso me mia dÔnamh ènoc pr¸tou p, thn qarakthristik  tou s¸matoc. Apì to
L mma Aþ.3.1 kai to gegonìc ìti aq = a gia k�je a ∈ F èpetai eÔkola ìti
σ(ξq) = (σ(ξ))q = 0. Dhlad  to ξq eÐnai rÐza tou σ(x). 'Omoia apodeiknÔetai
ìti ta ξq2

, . . . , ξqd−1 eÐnai rÐzec tou σ(x).
Gia na telei¸soume prèpei na apodeÐxoume ìti oi rÐzec ξ, ξq, ξq2

, . . . , ξqd−1

eÐnai diakekrimènec. Upojètoume ìti ξqκ
= ξqλ me 0 ≤ κ < λ ≤ d − 1, tìte

ξqκ
= ξqλ

= (ξqκ
)qλ−κ , dhlad  (ξqκ

)qλ−κ − ξqκ
= 0. Apì thn teleutaÐa sqèsh

èqoume ìti to ξqκ eÐnai rÐza tou poluwnÔmou xqλ−κ − x. 'Ara to ξqκ eÐnai koin 
rÐza tou an�gwgou poluwnÔmou σ(x) kai tou poluwnÔmou xqλ−κ − x. Dhlad 
to σ(x) diaireÐ to xqλ−κ − x. Apì to Pìrisma Aþ.3.11 èpetai ìti to d prèpei na
diaireÐ to λ− κ, �topo.

Parat rhsh Aþ.3.13. To s¸ma riz¸n tou anag¸gou poluwnÔmou σ(x) ∈ F[x]
bajmoÔ d èqei qd to pl joc stoiqeÐa, epomènwc h pollaplasiastik  tou om�da
èqei qd − 1 to pl joc stoiqeÐa. Oi dun�meic qi eÐnai pr¸tec wc proc ton qd − 1,
�ra ìlec oi rÐzec ξ, ξq, ξq2

, . . . , ξqd−1 tou poluwnÔmou σ(x) èqoun thn Ðdia t�xh
wc stoiqeÐa thc pollaplasiastik c om�dac tou s¸matoc riz¸n tou.

To prohgoÔmeno je¸rhma ja mporoÔse na qrhsimeÔsei ston upologismì tou
elaqÐstou poluwnÔmou mc(x) ∈ F[x] enìc algebrikoÔ stoiqeÐou c, to opoÐo
brÐsketai se mia epèktash E tou F.

Pìrisma Aþ.3.14. 'Estw F èna peperasmèno s¸ma me q to pl joc stoiqeÐa
kai c èna algebrikì stoiqeÐo epÐ tou F. To el�qisto polu¸numo tou c eÐnai to
polu¸numo mc(x) = (x − c)(x − cq) · · · (x − cqd−1

), ìpou d eÐnai o mikrìteroc
jetikìc akèraioc me thn idiìthta cqd

= c. M�lista de ta c, cq, · · · , cqd−1 èqoun
to Ðdio el�qisto polu¸numo.
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Parat rhsh Aþ.3.15. Sth sqèsh mc(x) = (x − c)(x − cq) · · · (x − cqd−1
)

o pollaplasiasmìc sto deÔtero mèroc gÐnetai se mia epèktash tou s¸matoc F
(sugkekrimèna sto s¸ma riz¸n F(c) tou mc(x)), all� oi suntelestèc tou mc(x),
met� tic pr�xeic kai thn anagwg  omoÐwn ìrwn brÐskontai sto s¸ma F.

Par�deigma Aþ.3.16. Sto par�deigma Aþ.3.6 perigr�fontac ta stoiqeÐa enìc
s¸matoc F me 16 stoiqeÐa eÐqame upologÐsei dÔo el�qista polu¸numa stoiqeÐwn
tou epÐ tou Z2. Ed¸ ja upologÐsoume ta el�qista polu¸numa gia ìla ta stoiqeÐa
tou.

EÐqame dei ìti to polu¸numo x4 + x + 1 eÐnai prwtarqikì polu¸numo. 'Estw
ζ èna prwtarqikì stoiqeÐo tou s¸matoc F, to opoÐo eÐnai rÐza tou x4 + x + 1.
Epiplèon to ζ eÐnai ènac genn torac thc polaplasiastik c om�dac tou s¸matoc.
ParathroÔme ìti:
(i) ζ24

= ζ, �ra ta ζ, ζ2, ζ4, ζ8 èqoun to Ðdio el�qisto polu¸numo mζ(x) =
(x− ζ)(x− ζ2)(x− ζ4)(x− ζ8).

(ii) (ζ3)2
4

= ζ3, �ra ta ζ3, ζ6, ζ12, ζ24 = ζ9 èqoun to Ðdio el�qisto
polu¸numo mζ3(x) = (x− ζ3)(x− ζ6)(x− ζ12)(x− ζ9).

(iii) (ζ5)2
2

= ζ5, �ra ta ζ5, ζ10 èqoun to Ðdio el�qisto polu¸numo
mζ5(x) = (x− ζ5)(x− ζ10).

(iv) (ζ7)2
4

= ζ7, �ra ta ζ7, ζ14, ζ28 = ζ13, ζ56 = ζ11 èqoun to Ðdio
el�qisto polu¸numo mζ7(x) = (x− ζ7)(x− ζ14)(x− ζ13)(x− ζ11).

Qrhsimopoi¸ntac to gegonìc ìti to ζ eÐnai rÐza tou x4 + x + 1, dhlad 
ζ4 = ζ + 1, mporoÔme na upologÐsoume ta el�qista polu¸numa. Sugkekrimèna
èqoume

mζ(x) = x4 + x + 1
mζ3(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1
mζ5(x) = x2 + x + 1
mζ7(x) = x4 + x3 + 1
Apì ta polu¸numa aut� mìno ta mζ(x) = x4+x+1 kai mζ7(x) = x4+x3+1

eÐnai prwtarqik�.

Den eÐnai eÔkolo na upologÐsoume ìla ta an�gwga polu¸numa enìc su-
gkekrimènou bajmoÔ epÐ enìc peperasmènou s¸matoc. Ja mporoÔsame ìmwc na
upologÐsoume to pl joc touc.

Je¸rhma Aþ.3.17. 'Estw F èna peperasmèno s¸ma me q to pl joc stoiqeÐa
kai n ènac jetikìc akèraioc. To polu¸numo xqn − x eÐnai to ginìmeno ìlwn twn
anag ģwn poluwnÔmwn epÐ tou F, twn opoÐwn o bajmìc eÐnai diairèthc tou n.

Apìdeixh. GnwrÐzoume ìti (Pìrisma Aþ.3.11) èna an�gwgo polu¸numo diaireÐ
to xqn − x an kai mìno an o bajmìc tou diaireÐ to n. Epomènwc h an�lush
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tou xqn − x se ginìmeno anag¸gwn poluwnÔmwn perilamb�nei ìla ta an�gwga
polu¸numa me bajmì pou eÐnai diairèthc tou n.

'Enac an�gwgoc par�gontac tou xqn − x emfanÐzetai mÐa mìno for� sthn
an�lush tou xqn−x, diìti to xqn−x den èqei pollaplèc rÐzec (blèpe thn apìdeixh
tou Jewr matoc Aþ.3.2). 'Ara pr�gmati isqÔei o isqurismìc tou jewr matoc.

'Estw αq(d) o arijmìc twn anag¸gwn poluwnÔmwn bajmoÔ d epÐ tou pepe-
rasmènou s¸matoc F me q to pl joc stoiqeÐa. Apì to prohgoÔmeno je¸rhma
èpetai ìti qn =

∑
d|n d · αq(d).

Sthn teleutaÐa sqèsh an efarmìsoume ton tÔpo antistrof c tou Möbius 5

èqoume ìti

αq(n) =
1
n

∑

d|n
µ(d)qn/d .

Gia par�deigma to pl joc twn anag¸gwn poluwnÔmwn bajmoÔ 12 eÐnai Ðso
me αq(12) = 1

12(µ(1)q12 + µ(2)q6 + µ(3)q4 + µ(4)q3 + µ(6)q2 + µ(12)q ) =
1
12( q12 − q6 − q4 + q2 ) .

Prìtash Aþ.3.18. 'Estw F èna peperasmèno s¸ma me q to pl joc stoiqeÐa èna
monikì an�gwgo poluwnumo f(x) ∈ F[x] bajmoÔ d eÐnai prwtarqikì (gia k�poia
epèktash E tou F) an kai mìno an to f(x) diaireÐ to polu¸numo xqd−1 − 1 kai
to f(x) den diaireÐ kanèna polu¸numo thc morf c xk − 1 gia k�je k < qd − 1 .

Apìdeixh. 'Estw f(x) ∈ F[x] èna an�gwgo polu¸numo bajmoÔ d. Apì to Pì-
risma Aþ.3.11 èqoume ìti to f(x) diaireÐ to xqd−1 − 1. M�lista de o d eÐnai o
mikrìteroc jetikìc akèraioc s me thn idiìthta to f(x) na diaireÐ to xqs−1 − 1.

To s¸ma riz¸n tou poluwnÔmou f(x) eÐnai mia epèktash E tou F me qd to
pl joc stoiqeÐa, Upojètoume ìti to f(x) den diaireÐ kanèna polu¸numo thc
morf c xk − 1 gia k�je k < qd − 1 . 'Ara kamÐa rÐza ξ tou f(x) den èqei thn
idiìthta ξk = 1 gia k < qd − 1. All� k�je rÐza ζ tou f(x) èqei thn idiìthta
ζqd−1 = 1. Dhlad  to ζ eÐnai genn torac thc pollaplasiastik c om�dac tou

5H sun�rthsh tou Möbius gia ènan jetikì akèraio m orÐzetai wc ex c

µ(m) =





1 an m = 1

(−1)k an m = p1p2 · · · pk ìpou oi pi eÐnai diakekrimènoi pr¸toi
0 diaforetik�

.

O tÔpoc antistrof c tou Möbius eÐnai o ex c
An g(n) =

∑
d|n f(d), tìte èpetai ìti f(n) =

∑
d|n g(n/d)µ(d) .

Gia idiìthtec thc sun�rthshc tou Möbius parapèmpoume se k�je egqeirÐdio thc JewrÐac
Arijm¸n.
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s¸matoc E. Sunep¸c to f(x) eÐnai prwtarqikì polu¸numo tou s¸matoc riz¸n
tou E.

Upojètoume t¸ra ìti to an�gwgo polu¸numo f(x) eÐnai prwtarqikì polu¸-
numo se mia epèktash E tou F, dhlad  to el�qisto polu¸numo enìc prwtarqikoÔ
stoiqeÐou ζ tou E. Ja deÐxoume ìti to f(x) den diaireÐ kanèna polu¸numo thc
morf c xk − 1 gia k�je k < qd − 1 .

Ef� ìson to ζ eÐnai rÐza tou f(x) oi �llec rÐzec tou eÐnai oi ζq, ζq2
, . . . , ζqd−1 .

Epomènwc to s¸ma riz¸n pou perièqei qd to pl joc stoiqeÐa perièqetai sto s¸-
ma E, to opoÐo èqei to Ðdio pl joc stoiqeÐwn, �ra to E eÐnai to s¸ma riz¸n
tou f(x). To f(x) den diaireÐ kanèna polun¸numo thc morf c xk − 1 gia k�je
k < qd− 1 , diìti diaforetik� ja eÐqame ζk = 1, �topo, afoÔ h t�xh tou ζ eÐnai
Ðsh me qd − 1.

Parat rhsh Aþ.3.19. Sthn prohgoÔmenh prìtash apodeÐxame ìti oi ènnoiec
prwtarqikì polu¸numo kai prwtarqikì stoiqeÐo tou s¸matoc riz¸n tou sundè-
ontai me to gegonìc ìti oi rÐzec tou prwtarqikoÔ poluwnÔmou eÐnai pwtarqik�
stoiqeÐa tou s¸matoc riz¸n tou.

Aþ.3.4 Oi rÐzec thc mon�dac epÐ peperasmènwn swm�twn

'Estw F èna peperasmèno s¸ma me q to pl joc stoiqeÐa qarakthristik c p (to
q eÐnai mia dÔnamh tou p) kai xn − 1 ∈ F[x]. Upojètoume ìti n = m · pk me to
m na eÐnai pr¸to proc to p. Tìte profan¸c xn− 1 = xm·pk − 1 = (xm− 1)pk ,
opìte h anaz thsh twn riz¸n (kai genik� h melèth) tou xn − 1 an�getai sthn
melèth tou poluwnÔmou xm − 1, ìpou to m eÐnai pr¸to proc to p (kai fusik�
proc to q). Sta epìmena qwrÐc �llh mneÐa ja upojètoume ìti to n kai to q eÐnai
sqetik� pr¸toi.

'Estw E to s¸ma riz¸n tou xn − 1 ∈ F[x] kai En to sÔnolo riz¸n tou. Ta
stoiqeÐa tou En onom�zontai n−ostèc rÐzec thc mon�dac epÐ tou s¸matoc
F. Oi rÐzec tou xn − 1 eÐnai diakekrimènec (giatÐ?), epomènwc to En eÐnai èna
uposÔnolo thc pollaplasiastik c om�dac tou s¸matoc riz¸n E me n to pl joc
stoiqeÐa.

Prìtash Aþ.3.20. 1. To sÔnolo En eÐnai mia kuklik  om�da t�xhc n.

2. O bajmìc epèktashc [E : F] = s eÐnai o mikrìteroc jetikìc akèraioc me
thn idiìthta qs ≡ 1modn.

Apìdeixh. 'Estw ζ, ξ ∈ En, tìte (ζ ·ξ−1)n = ζn ·(ξn)−1 = 1. 'Ara ζ ·ξ−1 ∈ En.
'Epomènwc oi rÐzec tou xn−1 apoteloÔn mia (upo)om�da thc pollaplasiastik c
om�dac tou E, h opoÐa ìmwc eÐnai kuklik . 'Ara kai h En eÐnai kuklik .
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To s¸ma riz¸n E èqei qs to pl joc stoiqeÐa, ìpou s eÐnai o bajmìc epèktashc
[E : F]. Opìte h pollaplasiastik  om�da tou E èqei qs− 1 to pl joc stoiqeÐa
kai epomènwc h t�xh n thc upoom�dac En diaireÐ to qs − 1.

'Estw r jetikìc akèraioc ètsi ¸ste to n na diaireÐ to qr − 1, tìte to po-
lu¸numo xn − 1 diaireÐ to polu¸numo xqr−1 − 1. Dhlad  to s¸ma riz¸n E tou
poluwnÔmou xn− 1 perièqetai se k�je s¸ma me qr to pl joc stoiqeÐa, arkeÐ to
n na diaireÐ to qr − 1. 'Ara eÐnai to s¸ma me qs to pl joc stoiqeÐa, ìpou s eÐnai
o mikrìteroc jetikìc akèraioc ètsi ¸ste to n na diaireÐ to qs − 1 .

'Estw ω ènac genn torac thc om�dac En twn n−ost¸n riz¸n thc om�dac,
tìte k�je �llh n−ost  rÐza thc mon�dac eÐnai thc morf c ωi, i = 0, 1, . . . , n−
1. Mia tètoia rÐza ja lègetai prwtarqik  n−ost  rÐza thc mon�dac . Mia
�llh prwtarqik  n−ost  rÐza thc mon�dac ja eÐnai thc morf c ωk, ìpou
µ. κ. δ . (n, k) = 1 (giatÐ?). Epomènwc up�rqoun ϕ(n) to pl joc prwtarqikèc
rÐzec thc mon�dac, ìpou ϕ parist� th sun�rthsh tou Euler.

Den prèpei na sugqèoume tic n−ostèc prwtarqikèc rÐzec thc mon�dac me ta
prwtarqik� stoiqeÐa tou s¸matoc E riz¸n tou poluwnÔmou xn − 1 .

'Estw ω mia prwtarqik  n−ost  rÐza thc mon�dac kai ζ èna prwtarqikì
stoiqeÐo tou E. Tìte h t�xh tou ζ eÐnai Ðsh me qs − 1 kai to ω eÐnai mia dÔnamh
tou ζ, dhlad  ω = ζk.

GnwrÐzoume ìti h t�xh tou ω eÐnai Ðsh me n. Apì thn �llh pleur� ìmwc
h t�xh tou ζk eÐnai Ðsh me qs−1

µ. κ. δ. (k, qs−1) . All� to n diaireÐ to qs − 1, dhlad 
qs − 1 = nr. Opìte h teleutaÐa sqèsh gÐnetai qs−1

µ. κ. δ. (k, qs−1) = nr
µ. κ. δ. (k, nr) .

Epomènwc to stoiqeÐo ζk eÐnai pwtarqik  n−ost  rÐza thc mon�dac an kai mìno
an nr

µ. κ. δ. (k, nr) = n, an kai mìno an µ. κ. δ. (k, nr) = r, an kai mìno an k = rm
, opou to m eÐnai pr¸to proc to n. 'Ara apodeÐxame to ex c je¸rhma.

Je¸rhma Aþ.3.21. 'Estw ζ èna prwtarqikì stoiqeÐo tou E, tou s¸matoc riz¸n
tou poluwnÔmou xn − 1 ∈ F[x]. To sÔnolo twn prwtarqik¸n n−ost¸n riz¸n
thc mon�doc eÐnai to sÔnolo

Ω = { ζk | k =
qs − 1

n
m, m < n kai o eÐnai pr¸toc proc ton n } .

Pìrisma Aþ.3.22. 'Estw F èna peperasmèno s¸ma me q to pl joc stoiqeÐa kai
E to s¸ma riz¸n tou xn − 1 ∈ F[x] me qs to pl joc stoiqeÐa. An Φ eÐnai to
sÔnolo twn prwtarqik¸n stoiqeÐwn tou s¸matoc E, tìte Ω ∩ Φ = ∅, ektìc e�n
n = qs − 1, opìte Ω = Φ .
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To prohgoÔmeno pìrisma k�nei saf  th di�krish metaxÔ prwtarqik¸n riz¸n
tou poluwnÔmou xn − 1 kai prwtarqik¸n stoiqeÐwn tou s¸matoc riz¸n tou.

'Estw F èna s¸ma me q to pl joc stoiqeÐa kai xn − 1 ∈ F[x]. Epeid  oi
rÐzec tou xn− 1 eÐnai diakekrimènec, to polu¸numo xn− 1 eÐnai to ginìmeno twn
diakekrimènwn elaqÐstwn poluwnÔmwn twn antÐstoiqwn riz¸n tou.

'Estw E to s¸ma riz¸n tou xn − 1. To E èqei qs to pl joc stoiqeÐa. An ζ
eÐnai èna prwtarqikì stoiqeÐo tou E, tìte apì to prohgoÔmeno je¸rhma to stoi-
qeÐo ω = ζ(qs−1)/n eÐnai mia prwtarqik  n−ost  rÐza thc mon�dac. Epomènwc
oi rÐzec tou xn − 1 eÐnai oi 1, ω, ω2, . . . , ωn−1.

To el�qisto polu¸numo mω(x) thc rÐzac ω èqei wc rÐzec tic ω, ωq, . . . , ωqd−1 ,
ìpou d eÐnai o mikrìteroc jetikìc akèraioc me thn idiìthta ωqd

= ω, dh-
lad  qd ≡ 1modn . Epomènwc mω(x) = (x − ω) (x − ωq) · · · (x − ωqd−1

).
'Omoia gia k�je rÐza ωi to antÐstoiqo èl�qisto polu¸numo eÐnai thc morf c
mωi(x) = (x−ωi) (x−ωiq) · · · (x−ωiqdi−1

), ìpou d eÐnai o mikrìteroc jetikìc
akèraioc me thn idiìthta ωiqdi = ωi, dhlad  iqdi ≡ imod n

O prohgoÔmenoc trìpoc paragontopoÐhshc tou poluwnÔmou xn − 1 èqei to
meionèkthma ìti oi pr�xeic prèpei na gÐnontai sto s¸ma riz¸n tou.

Ja doÔme ènan �llo trìpo paragontopoÐhshc tou poluwnÔmou xn−1 ∈ F[x].
'Estw ω mia prwtarqik  rÐza tou xn − 1, ìlec oi rÐzec eÐnai oi ωk. An to k

eÐnai pr¸to proc to n, tìte èqoume mia �llh prwtarqik  rÐza. An to k den eÐnai
pr¸to proc to n, tìte h t�xh m = n

µ. κ. δ. (k, n) thc ωk wc stoiqeÐo thc om�dac
En eÐnai ènac diairèthc tou n. Dhlad  h ωk eÐnai m−ost  prwtarqik  rÐza thc
mon�doc.

AntÐstrofa, gia k�je diairèth m tou n k�je rÐza tou xm − 1 eÐnai rÐza
tou xn − 1. 'Ara telik� ìlec oi rÐzec tou xn − 1 eÐnai prwtarqikèc rÐzec sta
polu¸numa xm − 1 me m diairèth tou n.

Apì ta prohgoÔmena odhgoÔmaste ston epìmeno orismì.

Orismìc Aþ.3.23. 'Estw F èna s¸ma me q to pl joc stoiqeÐa kai k ènac jetikìc
akèraioc pr¸toc proc ton q. To kuklotomikì polu¸numo t�xhc k epÐ tou F
eÐnai to monikì polu¸numo Qk(x), tou opoÐou oi rÐzec eÐnai oi prwtarqikèc k−stèc
rÐzec thc mon�doc.

GnwrÐzoume ìti oi prwtarqikèc k−stèc rÐzec thc mon�dac eÐnai ϕ(k) to pl -
joc, ìpou ϕ eÐnai h sun�rthsh tou Euler. Dhlad  an ζ1, ζ2, . . . , ζϕ(k) eÐnai oi
prwtarqikèc k−stèc rÐzec thc mon�dac, tìte
Qk(x) = (x− ζ1) (x− ζ2) · · · (x− ζϕ(k)).

Apì th suz thsh pou prohg jhke tou orismoÔ èpetai �mesa ìti
xn − 1 = Πd|nQd(x).
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Parathr seic Aþ.3.24. 1. Apì ton trìpo orismoÔ twn kuklotomik¸n po-
luwnÔmwn den èpetai ìti oi suntelestèc touc eÐnai stoiqeÐa tou s¸ma-
toc F. All� an xn − 1 = m1(x) · m2(x) · · · mν eÐnai h an�lush tou
xn − 1 se ginìmeno anag¸gwn poluwnÔmwn epÐ tou F, tìte apì th sqèsh
xn − 1 = m1(x) · m2(x) · · · mν = Πd|nQd(x), an ζ eÐnai mia rÐza enìc
Qd(x), aut  ja eÐnai rÐza enìc (mìno) mi(x). Opìte oi rÐzec tou mi(x)
eÐnai oi ζ, ζq, . . . , ζqd−1 . H ζ wc rÐza tou Qd(x) èqei t�xh Ðsh me d (wc prw-
tarqik  d−osth rÐza thc mon�dac), opìte ìlec oi rÐzec ζ, ζq, . . . , ζqd−1

tou mi(x) èqoun t�xh Ðsh me d (giatÐ?). Epomènwc ìlec eÐnai prwtarqikèc
d−ostec rÐzec thc mon�dac, �ra ìlec eÐnai rÐzec tou Qd(x), dhlad  to
mi(x) diaireÐ to Qd(x). Telik� k�je Qd(x) eÐnai to ginìmeno (k�poiwn
apì ta) mi(x) ∈ F[x], �ra kai ta Qd(x) ∈ F[x].

2. Up�rqei ènac �lloc (anadromikìc) trìpoc, me ton opoÐo ìqi mìno diapi-
st¸noume ìti ta kuklotomik� polu¸numa èqoun suntelestèc apì to s¸ma
F, all� mporoÔme na ta upologÐsoume.

x2 − 1 = Q1(x) Q2(x)

x3 − 1 = Q1(x) Q3(x)

x4 − 1 = Q1(x) Q2(x) Q4(x)

x5 − 1 = Q1(x) Q5(x)

x6 − 1 = Q1(x) Q2(x) Q3(x) Q6(x)

kai èpetai h sunèqeia.

Opìte èqoume Q1(x) = x − 1, Q2(x) = x + 1, Q3(x) = x2 + x + 1,
Q4(x) = x4−1

Q1(x) Q2(x) = x2 + 1, Q5(x) = x5−1
Q1(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1,

Q6(x) = x6−1
Q1(x) Q2(x) Q3(x) = x2 − x + 1

kai èpetai h sunèqeia.

3. EpÐshc me epagwg  mporoÔme na apodeÐxoume ìti ta kuklotomok� polu¸-
numa èqoun touc suntelestèc touc sto pr¸to s¸ma Zp, ìpou p eÐnai h
qarakthristik  tou s¸matoc F (prospaj ste to!) .

4. O prohgoÔmenoc trìpoc upologismoÔ twn kuklotomik¸n poluwnÔmwn eÐnai
qronobìroc kai lìgw thc anadromikìthtac met� apì orismèna b mata sthn
pr�xh eÐnai atelèsforoc.

Ja mporoÔsame na upologÐzoume ta kuklotomik� polu¸numa ap� eujeÐac
gia k�je t�xh k. Efarmìzoume ton tÔpo antistrof c tou Möbius (blèpe
selÐda 191) sth sqèsh xn − 1 =

∏
d|n Qd(x) kai èqoume ìti Qn(x) =



196 Par�rthma aþ. StoiqeÐa apì thn 'Algebra

∏
d|n(xd − 1)µ(n/d) =

∏
d|n(xn/d − 1)µ(d). All� prosoq ! merikoÐ apì

touc ekjètec sto prohgoÔmeno ginìmeno endèqetai na eÐnai Ðsoi me −1,
opìte prèpei na gÐnoun oi antÐstoiqec diairèseic.

Par�deigma. 'Estw x15 − 1 = Q1(x) Q3(x) Q5(x) Q15(x) ∈ Z2[x]. SÔmfwna
me ta prohgoÔmena èqoume ìti Q15(x) = (x15−1) (x5−1)−1 (x3−1)−1 (x−1) =
(x15−1) (x−1)
(x5−1) (x3−1)

= x8 + x7 + x5 + x4 + x3 + x + 1.
'Omoia mporeÐte na upologÐsete kai ta upìloipa kuklotomik� polu¸numa.
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