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Επαναληπτικές ασκήσεις

Άσκηση 1. Να λυθεί και να διερευνηθεί το σύστημα
$
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2x ` y “ k

x ` w “ 1

λx ` y ` w “ 4

,

όπου x, y,w είναι οι άγνωστοι και k, λ είναι παράμετροι.

Λύση. Επειδή το σύστημα είναι 3 ˆ 3 ϑα υπολογίσουμε

την ορίζουσα των συντελεστών του συστήματος.
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Αν λ , 3, τότε το σύστημα έχει μοναδική λύση:

x “ Dx

D
, y “ Dy

D
,w “ Dw
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Dw “
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Αν λ “ 3, τότε η επαυξημένη μήτρα του συστήματος

γίνεται
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• Αν k , 3, τότε το σύστημα είναι αδύνατο, διότι προ-

κύπτει η εξίσωση 0x ` 0y ` 0w “ k ´ 3.

• Αν k “ 3, τότε προκύπτει το σύστημα
#

x ` w “ 1

y ´ 2w “ 1
ô

#

x “ 1 ´ w

y “ 1 ` 2w

οπότε είναι αόριστο και οι λύσεις του έχουν την μορφή

px, y,wq “ p1 ´ w, 1 ` 2w,wq,w P R

�
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Άσκηση 2. Να βρεθεί το rank της μήτρας
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Η αρχική μήτρα είναι R-ισοδύναμη με μια μήτρα η οποία

έχει 3 γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα, άρα έχει rank

3. �
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Άσκηση 3. Να διαγωνιοποιηθεί ορθογώνια η μήτρα
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Λύση. Γνωρίζουμε ότι μια τετραγωνική μήτρα είναι ορθο-

γωνίως διαγωνιοποίηση ανν είναι συμμετρική. Εδώ η A

είναι συμμετρική.

Αρχικά ϑα υπολογίσουμε τις ιδιοτιμές της μήτρας A μέ-

σω του χαρακτηριστικού πολυωνύμου της μήτρας
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Άρα, η A έχει 3 διαφορετικές ιδιοτιμές λ1 “ ´1, λ2 “ 2,

λ3 “ 5.

Θα υπολογίσουμε ένα ιδιοδιάνυσμα για κάθε μια από

τις 3 ιδιοτιμές λ λύνοντας το ομογενές σύστημα pA ´
λI3qX “ 0
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´Εστω X “ px, y, zq.
Για λ1 “ ´1 έχουμε το σύστημα
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5x ` y ` z “ 0

x ` 2y ` 2z “ 0

x ` 2y ` 2z “ 0

ô
#

5x ` y ` z “ 0

x ` 2y ` 2z “ 0
R2 Ñ R2 ´ 2R1 ô

#

5x ` y ` z “ 0

´9x “ 0
ô

#

x “ 0

z “ ´y

Άρα, X “ p0, y,´yq “ yp0, 1,´1q
Για λ2 “ 2 έχουμε το σύστημα

$
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2x ` y ` z “ 0

x ´ y ` 2z “ 0

x ` 2y ´ z “ 0

R2 Ñ R2 ` R1 ô
#

x “ ´z

x ` 2y ´ z “ 0
ô

#

x “ ´z

y “ z

Άρα, X “ p´z, z, zq “ zp´1, 1, 1q
Για λ3 “ 5 έχουμε το σύστημα
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´x ` y ` z “ 0

x ´ 4y ` 2z “ 0

x ` 2y ´ 4z “ 0

R3 Ñ R3 ´ R2 ô
#

´x ` y ` z “ 0

y “ z
ô

#

x “ 2z

y “ z

Άρα, X “ p2z, z, zq “ zp2, 1, 1q
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Η ορθογώνια διαγωνιοποίηση της μήτρας A έχει την

μορφή

A “ PDPT

όπου P είναι η ορθογώνια μήτρα με στήλες ορθοκανο-

νικά διανύσματα των αντίστοιχων ιδιοχώρων της μήτρας.

(Υπολογίζονται μέσω του αλγορίθμου Gram ­ Schmidt)

Επειδή τα 3 ιδιοδιανύσματα αντιστοιχούν σε διαφορε-

τικές ιδιοτιμές είναι ήδη ορθογώνια μεταξύ τους.

Επομένως, η P έχει ως στήλες τα διανύσματα που βρή-

καμε πολλαπλασιασμένα έτσι ώστε να έχουν μήκος 1.

Άρα,

P “
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0 ´1?
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Η μήτρα D διαγώνια μήτρα με στοιχεία τις ιδιοτιμές με

την ίδια σειρά που τοποθετήσαμε στην P τα αντίστοιχα

ιδιοδιανύσματα

D “

»

–

´1 0 0

0 2 0

0 0 5
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Άσκηση 4. Δίδεται ότι το φάσμα της μήτρας

A “

»

–

2 1 1

1 4 3

´1 ´1 0
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fl

είναι sppAq “ t1, 2, 3u. Να βρεθεί το sppBq και η detpBq,
όπου B “ 2A3 ` A2 ´ 2I3.

Λύση. Επειδή B “ 2A3 ` A2 ´ 2I3 το φάσμα sppBq ισούται

με tpp1q, pp2q, pp3qu όπου ppxq “ 2x3 ` x2 ´ 2.

pp1q “ 2 ¨ 13 ` 12 ´ 2 “ 1

pp2q “ 2 ¨ 23 ` 22 ´ 2 “ 18.

pp3q “ 2 ¨ 33 ` 32 ´ 2 “ 61.

Η ορίζουσα της B ισούται με 1 ¨ 18 ¨ 61.
(Η B είναι αντιστρέψιμη.) �
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Άσκηση 5. Να βρεθούν τα x, y P R για τα οποία η πα-

ράσταση

px ´ 2q2 ` py ´ 1q2 ` px ` y ´ 1q2

λαμβάνει την ελάχιστη τιμή της.

Λύση. 1ος τρόπος (Μέσω ανισότητας Cauchy ­ Schwarz)

xu, vy2 ď xu,uy xv, vy
Η ισότητα ισχύει ανν το u ειναι πολλαπλάσιο του v

Θέτουμε v “ px ´ 2, y ´ 1, x ` y ´ 1q.
Θα υπολογίσουμε ένα διάνυσμα u “ pa, b, cq έτσι το

εσωτερικό γινόμενο xu, vy να μην εξαρτάται από τα x, y.

xu, vy “ apx ´ 2q ` bpy ´ 1q ` cpx ` y ´ 1q
“ pa ` cqx ` pb ` cqy ´ 2a ´ b ´ c

Πρέπει a ` c “ b ` c “ 0, άρα μπορούμε να διαλέξουμε

u “ p´1,´1, 1q.
Τότε xu, vy “ ´2p´1q ´ p´1q ´ 1 “ 2

Άρα, από την ανισότητα C–S ισχύει

22 ď pp´1q2 ` p´1q2 ` 12qqppx ´ 2q2 ` py ´ 1q2 ` px ` y ´ 1q2q
Ισοδύναμα:

px ´ 2q2 ` py ´ 1q2 ` px ` y ´ 1q2 ě 4

3

Για να βρούμε τα x, y που δίνουν την ελάχιστη τιμή

δουλεύουμε ως εξής: Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν το

u είναι πολλαπλάσιο του v

2 “ xu, vy “ xu, λuy “ λ xu,uy “ 3λô λ “ 2

3
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Άρα, v “ 2

3
u ô px ´ 2, y ´ 1, x ` y ´ 1q “ 2

3
p´1,´1, 1q,

οπότε

x ´ 2 “ ´2

3
, y ´ 1 “ ´2

3
, x ` y ´ 1 “ 2

3

x “ 4

3
, y “ 1

3
2ος τρόπος (Μέσω της μεθόδου των ελαχίστων τετρα-

γώνων)

Το πρόβλημα είναι ισοδύναμο με την εύρεση ενός δια-

νύσματος X “ px, yq για το οποίο ελαχιστοποιεί την πα-

ράσταση ‖AX ´ B‖2 όπου A “

»

–

1 0

0 1

1 1

fi

fl, B “
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1

1
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fl (Αντι-

στοιχεί στο μη συμβιβαστό σύστημα
$

’

&

’

%

x “ 2

y “ 1

x ` y “ 1

q

Η λύση προκύπτει ϑεωρώντας το συμβιβαστό σύστημα

AtAX “ AtB
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0 1 1
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0 1

1 1
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y



“
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1 0 1

0 1 1
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1

1

fi
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„

2 1

1 2

 „

x

y



“
„

3

2



ô
#

2x ` y “ 3

x ` 2y “ 2
ô

#

x “ 4
3

y “ 1
3

Η ελάχιστη τιμή της παράστασης προκύπτει αντικαθι-

στώντας τα x, y στην παράσταση.

�
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Άσκηση 6. Δίδεται η μήτρα A “

»

–

1 ´1 2

0 ´2 0

2 3 1

fi

fl.

α) Να βρεθεί το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της μή-

τρας A.

β) Να αποδειχθεί ότι

A´1 “ 1

6
A2 ´ 7

6
I.

γ) Να υπολογισθεί η τιμή της ορίζουσας της μήτρας

pA3 ´ 7Aq2021.

Λύση. Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της μήτρας A ισού-

ται με

|A ´ λI3| “
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1 ´ λ ´1 2

0 ´2 ´ λ 0

2 3 1 ´ λ
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∣

∣

∣

∣
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“ ´pλ` 2q
∣
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∣
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∣

1 ´ λ 2

2 1 ´ λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´pλ` 2qp1 ` λ2 ´ 2λ´ 4q
“ ´pλ` 2qpλ2 ´ 2λ´ 3q “ ´pλ3 ´ 7λ´ 6q
“ ´λ3 ` 7λ` 6

Από το ϑεώρημα Cayley ­ Hamilton γνωρίζουμε ότι η

μήτρα A είναι ρίζα του χαρακτηριστικού της πολυωνύμου,

δηλαδή

´A3 ` 7A ` 6I3 “ 0



Εφαρμοσμένη άλγεβρα - 11 - Σάββατο 12 Ιουνίου 2021

β) ´A3 ` 7A “ ´6I3 ô Ap´A2 ` 7I3q “ ´6I3 ô
A
1

6
pA2 ´ 7I3q “ I3.

Άρα, A´1 “ 1

6
pA2 ´ 7I3q

γ) ´A3 ` 7A “ ´6I3 ô A3 ´ 7A “ 6I3

|pA3 ´ 7Aq2021| “ |p6I3q2021| “ |6I3|2021 “

∣

∣
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∣

∣

∣

6 0 0

0 6 0

0 0 6
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∣

∣

∣

∣

2021

“

p63q2021
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Άσκηση 7. ´Εστω η ορθοκανονική βάση του R3 που α-

ποτελείται από τα διανύσματα v1 “ p 1?
2
, 0,´ 1?

2
q, v2 “

p 1?
3
, 1?

3
, 1?

3
q, v3 “ p 1?

6
,´ 2?

6
, 1?

6
q.

i) Να εκφραστεί το διάνυσμα v “ p3, 2, 2q ως γραμμι-

κός συνδυασμός των v1, v2, v3.

ii) Να βρεθούν οι τιμές του λ P R ώστε το διάνυσμα

x “ p1, 2, λq να είναι γραμμικώς εξαρτημένο από τα

v1, v2.

iii) ´Εστω W ο χώρος που παράγουν τα διανύσματα v1

και v2. Να βρεθεί η ελάχιστη τιμή της απόστασης

μεταξύ του διανύσματος v “ p3, 2, 2q και των διανυ-

σμάτων y P W .

Λύση. �


