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Κανόνας αθροίσµατος

Κανόνας αθροίσµατος:

Αν |A| = m και |B| = n µε A ∩ B = ∅ (δηλαδή A, B ξένα) τότε

|A ∪ B| = |A|+ |B| = m + n.

Αν |A1| = n1, |A2| = n2, . . ., |Ak | = nk όπου τα Ai , Aj είναι ξένα όταν

i 6= j τότε

|A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ak | = |A1|+ |A2|+ · · ·+ |Ak | = n1 + n2 + · · ·+ nk .

Πρακτικά, ο κανόνας του αθροίσµατος διατυπώνεται ως εξής:

Αν ένα αντικείµενο A µπορεί να επιλεγεί κατά m τρόπους και ένα

αντικείµενο B κατά n τρόπους τότε συνολικά η επιλογή ενός από τα 2

µπορεί να γίνει κατά m + n τρόπους.

Γενικότερα, αν υπάρχουν n1 επιλογές για το πρώτο αντικείµενο, n2

επιλογές για το δεύτερο αντικείµενο, . . ., nk επιλογές για το k-στο

αντικείµενο, τότε για την επιλογή ενός από τα k αντικείµενα υπάρχουν

n1 + n2 + · · ·+ nk τρόποι.
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Πολλαπλασιαστική αρχή ή Κανόνας γινοµένου

Πολλαπλασιαστική αρχή:

Αν |A| = m και |B| = n τότε |A × B| = |A| · |B| = m · n.

Αν |A1| = n1, |A2| = n2, . . ., |Ak | = nk , τότε

|A1 × A2 × · · · × Ak | = |A1| · |A2| · · · |Ak | = n1 · n2 · · · nk .

Πρακτικά, η πολλαπλασιαστική αρχή διατυπώνεται ως εξής:

Αν ένα αντικείµενο A µπορεί να επιλεγεί κατά m τρόπους και ένα

αντικείµενο B κατά n τρόπους τότε και τα δύο µαζί µπορούν να επιλεγούν

κατά m · n τρόπους.

Γενικότερα, αν υπάρχουν n1 επιλογές για το πρώτο αντικείµενο, n2

επιλογές για το δεύτερο αντικείµενο, . . ., nk επιλογές για το k-στο

αντικείµενο, τότε και τα k αντικείµενα µπορούν να επιλεγούν κατά

n1 · n2 · · · nk τρόπους.
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Πολλαπλασιαστική αρχή ή Κανόνας γινοµένου

Παράδειγµα 1

Αν από την πόλη A στην πόλη B υπάρχουν 3 διαφορετικοί δρόµοι, από την B στη

Γ 2 δρόµοι και από τη Γ στη ∆ 4 δρόµοι, πόσες διαδροµές υπάρχουν από την

πόλη A στη ∆ µέσω των πόλεων B και Γ;

A B Γ ∆

Απάντηση.

Υπάρχουν 3 · 2 · 4 = 24 διαδροµές.
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Πολλαπλασιαστική αρχή ή Κανόνας γινοµένου

Παράδειγµα 2

Με πόσους τρόπους µπορούν να τοποθετηθούν 6 πιόνια στα τετράγωνα µιας

6 × 6 σκακιέρας ώστε να µην υπάρχουν δύο ή περισσότερα πιόνια στην ίδια

γραµµή ή στήλη.

Λύση.

6 εκλογή −→

5 εκλογή −→

4 εκλογή −→

3 εκλογή −→

2 εκλογή −→

1 εκλογή −→

Μαθηµατικά των Υπολογιστών Συνδυαστική 2024 – 2025 5 / 74



Πολλαπλασιαστική αρχή ή Κανόνας γινοµένου

Το πρώτο πιόνι τοποθετείται στην πρώτη γραµµή µε 6 διαφορετικούς τρόπους.

Για το δεύτερο πιόνι υπάρχουν 5 διαφορετικοί τρόποι (εξαιρείται το τετράγωνο

της δεύτερης γραµµής στην στήλη του οποίου έχουµε ϐάλει στην πρώτη γραµµή

το πρώτο πιόνι). Για το τρίτο πιόνι υπάρχουν 4 διαφορετικοί τρόποι (εξαιρούνται

τα τετράγωνα της τρίτης γραµµής στις στήλες των οποίων έχουµε ήδη ϐάλει τα

δυο προηγούµενα πιόνια). Συνεχίζοντας µε αυτό τον τρόπο (ϐλέπε

προηγούµενο σχήµα) για το τέταρτο πιόνι υπάρχουν 3 τρόποι, για το πέµπτο 2

τρόποι και για το έκτο ένας µόνο τρόπος τοποθέτησής του.

΄Ετσι σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή για να τοποθετήσουµε και τα 6

πιόνια στην σκακιέρα ϑα υπάρχουν

6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 6! = 720 τρόποι.
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Κανόνας της αµφιµονοσήµαντης απεικόνισης

Κανόνας της αµφιµονοσήµαντης απεικόνισης:

΄Εστω A, B πεπερασµένα σύνολα. Αν υπάρχει αµφιµονοσήµαντη

απεικόνιση f από το A στο B τότε |A| = |B|.

Πρακτικά, ο κανόνας της αµφιµονοσήµαντης απεικόνισης διατυπώνεται ως εξής:

Αν σε κάθε αντικείµενο ενός συνόλου A µπορεί να αντιστοιχηθεί ένα και

µοναδικό αντικείµενο ενός συνόλου B και αντιστρόφως, τότε τα δύο

σύνολα έχουν ίσο πλήθος στοιχείων.
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∆ιατάξεις

∆ιατάξεις

΄Εστω E ένα πεπερασµένο σύνολο µε n στοιχεία, δηλαδή |E| = n.

Κάθε διατεταγµένη m-άδα (a1,a2, . . . ,am) µε ai ∈ E για κάθε

i ∈ [m] = {1, 2, . . . ,m} ονοµάζεται διάταξη των n στοιχείων ανά m.

Αν τα στοιχεία µιας διάταξης είναι διαφορετικά (δηλαδή ai 6= aj για

κάθε i, j ∈ [m] µε i 6= j) τότε αυτή ονοµάζεται απλή διάταξη (ή

διάταξη) ενώ αν τα στοιχεία της δεν είναι κατ᾿ ανάγκη διαφορετικά τότε

αυτή ονοµάζεται επαναληπτική διάταξη ή διάταξη µε επανάληψη.

Αν n = m, τότε η διάταξη n ανά n ονοµάζεται µετάθεση n στοιχείων.

Μια επαναληπτική µετάθεση στην οποία εµφανίζονται k διαφορετικά

στοιχεία ονοµάζεται µετάθεση k ειδών στοιχείων.
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∆ιατάξεις

Παράδειγµα 3

Αν n = 4, m = 2 και E = {α, β, γ, δ}, τότε οι διατάξεις των 4 στοιχείων ανά δύο

είναι :
(α, β), (α, γ), (α, δ), (β, γ), (β, δ), (γ, δ),
(β, α), (γ, α), (δ, α), (γ, β), (δ, β), (δ, γ),

ενώ οι διατάξεις µε επανάληψη των 4 στοιχείων ανά 2 είναι οι προηγούµενες

και επιπλέον οι :

(α,α), (β, β), (γ, γ), (δ, δ).
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∆ιατάξεις

Παράδειγµα 4

Οι µεταθέσεις των 3 στοιχείων α, β, γ είναι :

(α, β, γ), (α, γ, β), (β, α, γ),
(β, γ, α), (γ, α, β), (γ, β, α).

Παράδειγµα 5

Οι µεταθέσεις 3 ειδών όπου το α εµφανίζεται 2 ϕορές και τα β, γ από µία

ϕορά είναι :

(α,α, β, γ), (α,α, γ, β), (α, β, α, γ), (α, β, γ, α),
(α, γ, α, β), (α, γ, β, α) (β, α, α, γ), (β, α, γ, α)
(β, γ, α, α), (γ, α, α, β), (γ, α, β, α), (γ, β, α, α).
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∆ιατάξεις

΄Ασκηση 1

Να δειχθεί ότι το πλήθος των 1–1 απεικονίσεων f από το A στο B, όπου |A| = m,

|B| = n µε m ≤ n είναι ίσο µε το πλήθος των διατάξεων των n στοιχείων ανά m.

΄Ασκηση 2

Να δειχθεί ότι το πλήθος των απεικονίσεων του A στο B, όπου |A| = m και

|B| = n είναι ίσο µε το πλήθος των επαναληπτικών διατάξεων των n ανά m.
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∆ιατάξεις

Λύση της 1 στην ειδική περίπτωση A = {α, β, γ, δ} και

B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.

Για κάθε 1–1 απεικόνιση f : A → B ορίζουµε µια διάταξη των 7 στοιχείων

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} ανά 4 ως εξής: Αν f(α) = 5, f(β) = 3, f(γ) = 1 και

f(δ) = 4 τότε η Ϲητούµενη διάταξη είναι η

(5, 3, 1, 4)

Αντίστροφα, για κάθε διάταξη των 7 στοιχείων ανά 4 ορίζουµε µια

απεικόνιση f : A → B ως εξής:

Η (3, 5, 6, 7) για παράδειγµα, ορίζει την απεικόνιση f : A → B µε

f(α) = 3, f(β) = 5,

f(γ) = 6, f(δ) = 7.
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∆ιατάξεις

Ο αριθµός των (απλών) διατάξεων n στοιχείων ανά m συµβολίζεται µε P(n,m).
Εύκολα προκύπτει ότι P(n, 1) = n για κάθε n ∈ N

∗.

Εύκολα προκύπτει ότι P(n, 2) = n(n − 1) για κάθε n ∈ N
∗ µε n ≥ 2.

Θεωρούµε ότι P(n, 0) = 1 για κάθε n ∈ N.

Γενικότερα, ισχύει η επόµενη πρόταση:

Για κάθε n,m ∈ N µε m ≤ n ισχύει ότι P(n,m) = n!
(n−m)!

Επίσης, ισχύει ότι P(n,m) = 0 όταν m > n.
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∆ιατάξεις

Απόδειξη: ΄Εστω |E| = n. Τα στοιχεία µιας οποιασδήποτε διάταξης

(a1,a2, . . . ,am) των n στοιχείων του E ανά m επιλέγονται ως εξής:

a1 επιλέγεται από το E1 = E

a2 · · · E2 = E \ {a1}
a3 · · · E3 = E \ {a1,a2}
...

...
...

am επιλέγεται από το Em = E \ {a1,a2, . . . ,am−1}

΄Ετσι το (a1,a2, . . . ,am) επιλέγεται από το σύνολο E1 × E2 × · · · × Em. ΄Αρα,

P(n,m) = |E1 × E2 × · · · × Em| = |E1||E2| · · · |Em|

= n(n − 1) · · · (n − (m − 1))
︸ ︷︷ ︸

m όροι

= n(n − 1) · · · (n − m + 1)
︸ ︷︷ ︸

m όροι

=
n(n − 1) · · · (n − m + 1)(n − m) · · · 2 · 1

1 · 2 · · · (n − m)
=

n!

(n − m)!
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∆ιατάξεις

Ο αριθµός των µεταθέσεων των n στοιχείων συµβολίζεται µε Pn,n = Pn.

Αριθµός µεταθέσεων

Pn = n!

Ο αριθµός των επαναληπτικών διατάξεων των n στοιχείων ανα m συµβολίζεται

µε U(n,m).

Αριθµός επαναληπτικών διατάξεων

U(n,m) = n
m
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∆ιατάξεις

Παράδειγµα 6

Από µια καλπη που περιέχει 100 λαχνούς αριθµηµένους από το 1 µέχρι το 100

κληρώνονται διαδοχικά 5 λαχνοί, χωρίς µετα από κάθε κλήρωση να

επανατοποθετούνται στη κάλπη. Ο πρώτος λαχνός που κληρώνεται κερδίζει

10.000 ευρώ, ο δεύτερος 5.000 ευρώ, ο τρίτος 3.000 ευρώ, ο τέταρτος 2.000

ευρώ και ο πέµπτος 1.000 ευρώ. Να ϐρεθεί το πλήθος των δυνατών

αποτελεσµάτων της κλήρωσης.

Λύση. Για τον υπολογισµό των δυνατών αποτελεσµάτων παρατηρούµε ότι η

σειρά µε την οποία εξάγονται οι αριθµοί είναι σηµαντική λόγω του διαφορετικού

ποσού που κερδίζεται σε κάθε κλήρωση. ΄Ετσι ο Ϲητούµενος αριθµός ϑα είναι

ίσος µε τον αριθµό των διατάξεων των 100 ανά 5 δηλαδή

P(100, 5) =
100!

(100 − 5)!

= 100 · 99 · 98 · 97 · 96

= 9034502400
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∆ιατάξεις

Παράδειγµα 7

Πόσους τετραψήφιους ϕυσικούς αριθµούς µπορούµε να κατασκευάσουµε µε

τα ψηφία 1,2,3,4,5,6,7

1 όταν όλα τα ψηφία τους είναι διαφορετικά.

2 όταν τα ψηφία τους µπορεί να επαναλαµβάνονται.

3 όταν πρέπει να είναι περιττοί και τα ψηφία τους µπορεί να

επαναλαµβάνονται.

4 όταν το άθροισµα του δεύτερου και τέταρτου ψηφίου τους είναι ίσο µε 9

και τα ψηφία τους να είναι διαφορετικά.

Λύση. Επειδή στην κατασκευή των αριθµών αυτών παίζει ϱόλο η σειρά των

ψηφίων τους, πρόκειται για διατάξεις στο (1) και για επαναληπτικές διατάξεις στο

(2) των 7 ανά 4. ΄Ετσι µπορούµε να κατασκευάσουµε:
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∆ιατάξεις

1 P(7, 4) = 7!
(7−4)! =

1·2·3·4·5·6·7
1·2·3 = 840 ϕυσικούς αριθµούς µε διαφορετικά

ψηφία.

2 U(7, 4) = 74 = 2401 ϕυσικούς αριθµούς µε ψηφία που µπορεί να

επαναλαµβάνονται.

3 Επειδή ϑέλουµε οι αριθµοί που κατασκευάζουµε να είναι περιττοί ϑα

υπάρχουν 4 διαφορετικές επιλογές για το τελευταίο ψηφίο τους (1 ή 3 ή 5

ή 7). Για τα υπόλοιπα 3 ψηφία τους υπάρχουν 7 επιλογές (διότι τα ψηφία

τους µπορεί να επαναλαµβάνονται). ΄Ετσι εδώ µπορούµε να

κατασκευάσουµε 4 · 73 = 1372 τέτοιους αριθµούς.
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4 ΄Εστω xyzw ένας τέτοιος αριθµός. Πρέπει να ισχύει y + w = 9 οπότε

υπάρχουν 6 επιλογές για το Ϲευγάρι (y,w):

(2, 7), (7, 2), (3, 6), (6, 3), (4, 5) και (5, 4)

Αφού έχουµε διαλέξει το Ϲευγάρι (y,w) το Ϲευγάρι (x, y) ϑα επιλέγεται

µεταξύ των διατάξεων του συνόλου [7] \ {y,w}, δηλαδή ϑα επιλέγεται µε

P(5, 2) τρόπους.

΄Αρα σύµφωνα µε τον κανόνα του γινοµένου, µπορούµε να

κατασκευάσουµε 6 · P(5, 2) = 6 5!
(5−2)! = 5! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120

διαφορετικούς αριθµούς.
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∆ιατάξεις

Αναγωγική εξίσωση διατάξεων

P(n,m) = P(n − 1,m) + m · P(n − 1,m − 1)

όπου P(n, 0) = 1 για κάθε n ∈ N.

Συνδυαστική απόδειξη: ΄Εστω ένα σύνολο E µε |E| = n και ∆m(E) το σύνολο

όλων των διατάξεων των n στοιχείων του E ανά m.

Θεωρούµε β ∈ E και ορίζουµε τα υποσύνολα του ∆m(E) :

A = {(a1,a2, . . . ,am) ∈ ∆m(E) : ai 6= β ∀i ∈ [m]}

Bi = {(a1,a2, . . . ,am) ∈ ∆m(E) : ai = β}

όπου i ∈ [m].
Τα σύνολα A, B1, B2, . . . , Bm αποτελούν µια διαµέριση του ∆m(E), οπότε ισχύει :

|∆m(E)| = |A|+
m∑

i=1

|Bi | (1)
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∆ιατάξεις

Επειδή A = ∆m(E \ {β}) έπεται ότι :

|A| = P(n − 1,m) (2)

Επιπλέον, επειδή κάθε στοιχείο του Bi έχει σταθερή την i συντεταγµένη (δηλαδή

ίση µε β) προκύπτει ότι η απεικόνιση φi : Bi → ∆m−1(E \ {β}), µε

φi((a1,a2, . . . ,ai−1, β,ai+1, . . . ,am)) = (a1,a2, . . . ,ai−1,ai+1, . . . ,am))

είναι αµφιµονοσήµαντη. Οπότε,

Bi ∼ ∆m−1(E \ {β}),

και εποµένως

|Bi | = P(n − 1,m − 1), για κάθε i ∈ [m]. (3)

Από τις (1), (2) και (3) προκύπτει ότι

P(n,m) = P(n − 1,m) +

m∑

i=1

P(n − 1,m − 1)

= P(n − 1,m) + mP(n − 1,m − 1)
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Συνδυασµοί

Συνδυασµοί

΄Εστω ένα σύνολο E µε |E| = n.

Κάθε οικογένεια που αποτελείται απο m στοιχεία του E ονοµάζεται συνδυα-

σµός των n στοιχείων ανά m.

Αν τα στοιχεία ενός συνδυασµού είναι διαφορετικά τότε αυτός ονοµάζεται

απλός συνδυασµός (ή συνδυασµός) ενώ αν τα στοιχεία του δεν είναι κατ᾿

ανάγκη διαφορετικά τότε αυτός ονοµάζεται επαναληπτικός συνδυασµός ή

συνδυασµός µε επανάληψη.

Ουσιαστικά κάθε απλός συνδυασµός των n στοιχείων του E ανά m είναι ένα

υποσύνολο του E µε m στοιχεία.

Η διαφορά συνδυασµών και διατάξεων είναι ότι στους συνδυασµούς δεν

παίζει ϱόλο η σειρά των στοιχείων .
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Συνδυασµοί

Παράδειγµα 8

Αν n = 4 και m = 2, έστω E = {α, β, γ, δ}.

Τότε οι συνδυασµοί των 4 ανά 2 είναι :

{α, β}, {α, γ}, {α, δ}, {β, γ}, {β, δ}, {γ, δ}

ενώ οι επαναληπτικοί συνδυασµοί των 4 ανά 2 είναι :

αα, ββ, γγ, δδ, αβ, αγ, αδ, βγ, βδ, γδ
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Συνδυασµοί

Αριθµός συνδυασµών
(

n

m

)
ή C(n,m) ή Cm

n

(
n

m

)

=
n!

m!(n − m)!

Απόδειξη: Για το σύνολο E µε |E| = n γράφουµε ∆m(E) και Σm(E) τα σύνολα

των διατάξεων και συνδυασµών αντίστοιχα των n στοιχείων του E ανά m.

Για κάθε συνδυασµό σ = {a1,a2, . . . ,am} στο Σm(E) ορίζουµε Aσ το σύνολο

όλων των διατάξεων στο ∆m(E) των οποίων τα στοιχεία είναι τα a1,a2, . . . ,am.

Προφανώς η οικογένεια {Aσ} όπου σ ∈ Σm(E) είναι µια διαµέριση του ∆m(E)
και ισχύει ότι |Aσ| = m!, (δηλαδή ο αριθµός των µεταθέσεων των στοιχείων

a1,a2, . . . ,am).
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Συνδυασµοί

΄Αρα είναι,

|∆m(E)| = |
⋃

{Aσ : σ ∈ Σm(E)}|

=
∑

σ∈Σm(E)

|Aσ|

= m!|Σm(E)|

΄Αρα,

|Σm(E)| =
|∆m(E)|

m!
⇐⇒

(
n

m

)

=
n!

m!(n − m)!

Παρατήρηση (
n

m

)

=

(
n

n − m

)
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Συνδυασµοί

Παράδειγµα 9

Κατα πόσους τρόπους µπορεί να σχηµατισθεί µια τετραµελής Πανεπιστηµιακή

επιτροπή από 4 ϕοιτητές, 3 λέκτορες και 2 καθηγητές

1 Αν όλοι είναι εξίσου εκλέξιµοι.

2 Αν η επιτροπή δεν περιέχει κανένα ϕοιτητή.

3 Αν η επιτροπή πρεπει να περιέχει 1 καθηγητή, 1 λέκτορα και 2 ϕοιτητές.
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Συνδυασµοί

Λύση. Επειδή στο σχηµατισµό της επιτροπής τα µέλη της έχουν ισότιµο ϱόλο,

πρόκειται για συνδυασµούς. ΄Ετσι

1 Ο Ϲητούµενος αριθµός ισούται µε τον αριθµό των συνδυασµών των

4 + 3 + 2 = 9 ατόµων ανά 4, δηλαδή

(
9

4

)

=
9!

4!(9 − 4)!
=

6 · 7 · 8 · 9

1 · 2 · 3 · 4
= 126

2 Ο Ϲητούµενος αριθµός ισούται µε τον αριθµό των συνδυασµών των 3+2 =

5 (εξαιρούνται οι ϕοιτητές) ανά 4, δηλαδή

(
5

4

)

=
5!

4!(5 − 4)!
= 5

3 Για κάθε καθηγητή που ϑα εκλεγεί υπάρχουν
(

2

1

)
= 2 τρόποι, για τον

λέκτορα
(

3

1

)
= 3 τρόποι, ενώ για τους 2 ϕοιτητές

(
4

2

)
= 6 τρόποι. ΄Ετσι,

σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή ο Ϲητούµενος αριθµός ϑα είναι

ίσος µε 2 · 3 · 6 = 36.
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Συνδυασµοί

Αναγωγικές εξισώσεις συνδυασµών

Τρίγωνο του Pascal

(
n

m

)

=

(
n − 1

m

)

+

(
n − 1

m − 1

)

όπου m ≤ n µε
(

n

0

)
= 1 για κάθε n ∈ N και

(
n

m

)
= 0 αν m > n.
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Συνδυασµοί

Συνδυαστική απόδειξη: ΄Εστω E ένα σύνολο µε n στοιχεία. ∆ιαµερίζουµε το

σύνολο Σm(E) των συνδυασµών των n στοιχείων του E ανά m σε δύο σύνολα

A, B ως εξής : Αν β ∈ E ορίζουµε :

A το σύνολο όλων των συνδυασµών στο Σm(E) που δεν περιέχουν το β,

και

B το σύνολο όλων των συνδυασµών στο Σm(E) που περιέχουν το β.

Προφανώς,

A = Σm(E \ {β}) οπότε |A| =

(
n − 1

m

)

.

Από την άλλη, κάθε συνδυασµός σ ∈ B περιέχει το β, οπότε γράφεται

σ = {a1,a2, . . . ,am−1, β}

όπου ai ∈ E \ {β} για κάθε i ∈ [m − 1].
Τότε ο συνδυασµός σ′ = {a1,a2, . . . ,am−1} είναι στο Σm−1(E \ {β}).
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Συνδυασµοί

Επειδή η απεικόνιση σ → σ′ από το B στο Σm−1(E \ {β}) είναι

αµφιµονοσήµαντη προκύπτει ότι

|B| = |Σm−1(E \ {β})| =

(
n − 1

m − 1

)

΄Αρα,

|Σm(E)| = |A|+ |B|

και εποµένως (
n

m

)

=

(
n − 1

m

)

+

(
n − 1

m − 1

)
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Συνδυασµοί

Κατακόρυφη αναγωγική εξίσωση

(
n

m

)

=

(
m − 1

m − 1

)

+

(
m

m − 1

)

+ · · ·+

(
n − 1

m − 1

)

=

n∑

ν=m

(
ν − 1

m − 1

)
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Συνδυασµοί

Απόδειξη: Εφαρµόζοντας το τρίγωνο του Pascal για κάθε

ν ∈ {n, n − 1, . . . ,m + 1,m} αντί n προκύπτουν οι ισότητες:

(
n

m

)

=

(
n − 1

m

)

+

(
n − 1

m − 1

)

(
n − 1

m

)

=

(
n − 2

m

)

+

(
n − 2

m − 1

)

(
n − 2

m

)

=

(
n − 3

m

)

+

(
n − 3

m − 1

)

...
(

m + 1

m

)

=

(
m

m

)

+

(
m

m − 1

)

(
m

m

)

=

(
m − 1

m

)

+

(
m − 1

m − 1

)
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Συνδυασµοί

Προσθέτοντας κατά µέλη τις παραπάνω ισότητες έχουµε ότι

(
n

m

)

=

(
m − 1

m − 1

)

+

(
m

m − 1

)

+ · · · +

(
n − 3

m − 1

)

+

(
n − 2

m − 1

)

+

(
n − 1

m − 1

)
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Συνδυασµοί

Οριζόντια αναγωγική εξίσωση

(
n

m

)

= (−1)m

(
n + 1

0

)

+ (−1)m−1

(
n + 1

1

)

+ · · · + (−1)m−m

(
n + 1

m

)

=

m∑

ν=0

(−1)m−ν

(
n + 1

ν

)

Η απόδειξη σαν άσκηση. (Εφαρµογή του τριγώνου του Pascal για n + 1 αντί n

και κάθε ν = 1, 2, . . . ,m αντί m.)
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Συνδυασµοί

Οι αριθµοί
(

n

m

)

0
1
2
3
4
5
6
7 1

1
1
1
1
1
1
1
0 1 2 3 4 5 6 7

1
2
3
4
5
6
7 21 35

15
10
6
3
1

1
4

10
20 15

5
1

35 21
6
1

1
7 1

20 = 10+ 10 (Τρίγωνο Pascal)

20 = 1+ 3+ 6+ 10 (Κατακόρυφη αναγωγική σχέση)

20 = −1+ 7− 21+ 35 (Οριζόντια αναγωγική σχέση)
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Λυµένες ασκήσεις

΄Ασκηση 1

Να υπολογισθεί ο αριθµός των τρόπων που n ανδρόγυνα µπορούν να καθίσουν

σε ένα ευθύγραµµο τραπέζι έτσι ώστε σε k καθορισµένα ανδρόγυνα οι

σύζυγοι να κάθονται ο ένας δίπλα στον άλλο.

Λύση.

Το πλήθος των είναι k και το πλήθος των είναι 2n − 2k .

Θεωρούµε ότι κάθε ένα από τα k καθορισµένα ανδρόγυνα είναι ένα αδιαίρετο

στοιχείο οπότε το πλήθος των στοιχείων που πρέπει να τοποθετήσουµε στον

ευθύγραµµο τραπέζι είναι ίσο µε µε 2n − k και εποµένως ϑα υπάρχουν

(2n − k)! τρόποι τοποθέτησης. Σε κάθε ένα από αυτούς τους τρόπους

τοποθέτησης υπάρχουν δύο επιλογές τοποθέτησης καθενός από τα k

καθορισµένα Ϲευγάρια (δηλαδή ο άνδρας να προηγείται ή να έπεται της

γυναίκας). ΄Αρα ο Ϲητούµενος αριθµός ϑα είναι ίσος µε

2 · 2 · · · 2
︸ ︷︷ ︸

k ϕορές

(2n − k)! = 2
k(2n − k)!
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Λυµένες ασκήσεις

΄Ασκηση 2

Με πόσους τρόπους µπορούν να καθίσουν σε ένα στρογγυλό τραπέζι µε 9

όµοιες ϑέσεις 9 άτοµα.

Λύση.

3
7

6

2

4
5

1

8

9

Σε κάθε τρόπο τοποθέτησης των 9

ατόµων στο τραπέζι αντιστοιχούν 9

µεταθέσεις του συνόλου [9] που

προκύπτουν µε κυκλική εναλλαγή των

στοιχείων τους. ΄Ετσι για παράδειγµα

για τον τρόπο τοποθέτησης του

διπλανού σχήµατος προκύπτουν οι

µεταθέσεις : (1, 3, 7, 6, 2, 4, 9, 5, 8),
(3, 7, 6, 2, 4, 9, 5, 8, 1),
(7, 6, 2, 4, 9, 5, 8, 1, 3),
(6, 2, 4, 9, 5, 8, 1, 3, 7),
(2, 4, 9, 5, 8, 1, 3, 7, 6),
(4, 9, 5, 8, 1, 3, 7, 6, 2),
(9, 5, 8, 1, 3, 7, 6, 2, 4),
(5, 8, 1, 3, 7, 6, 2, 4, 9),
(8, 1, 3, 7, 6, 2, 4, 9, 1).
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Λυµένες ασκήσεις

Αν K είναι το σύνολο όλων των τρόπων τοποθέτησης των 9 ατόµων στο τραπέζι

και S το σύνολο όλων των µεταθέσεων του [9] τότε ορίζουµε

Ci , i ∈ K, το σύνολο όλων των µεταθέσεων του S που προκύπτουν από το i.

Προφανώς, η οικογένεια (Ci)i∈K είναι µια διαµέριση του S και |Ci| = 9, για

κάθε i ∈ K. Οπότε προκύπτει ότι :

|S| =
∑

i∈K

|Ci | ⇔

9! = 9 + 9 + · · ·+ 9
︸ ︷︷ ︸

|K| ϕορές

⇔

9! = |K| · 9 ⇒ |K| =
9!

9
= 8!
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Λυµένες ασκήσεις

΄Ασκηση 3

Να υπολογισθεί ο αριθµός των διαφόρων τρόπων που µπορούν να καθίσουν σε

µια σειρά n αγόρια και k κορίτσια, k ≤ n + 1, έτσι ώστε να µην υπάρχουν δυο

κορίτσια που να κάθονται το ένα δίπλα στο άλλο.

Λύση. Καταρχήν τοποθετούµε τα αγόρια. Ο αριθµός τοποθέτησης των αγοριών

είναι ίσος µε µε τον αριθµό των µεταθέσεων των n αγοριών δηλαδή n!.
α 3α 1 α 2 n−1 α nα

Για κάθε µετάθεση (a1,a2, . . . ,an) του συνόλου των αγοριών υπάρχουν n + 1

επιτρεπτές ϑέσεις για τα κορίτσια. ΄Ετσι ο αριθµός των τρόπων που µπορούν να

τοποθετηθούν τα k κορίτσια, για τη µετάθεση αυτή των αγοριών, ισούται µε τον

αριθµό των διατάξεων των n + 1 ανά k δηλαδή P(n + 1, k).
΄Αρα, σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή ο Ϲητούµενος αριθµός ϑα είναι

ίσος µε

n!P(n + 1, k) =
n!(n + 1)!

(n + 1 − k)!
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ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΣΥΝ∆ΥΑΣΤΙΚΗΣ

2η ∆ΙΑΛΕΞΗ

Επαναληπτικοί συνδυασµοί

Μεταθέσεις k ειδών στοιχείων

Ακέραιες λύσεις γραµµικής εξίσωσης

Μονοπάτια

Μαθηµατικά των Υπολογιστών Συνδυαστική 2024 – 2025 40 / 74



Επαναληπτικοί συνδυασµοί

Αριθµός επαναληπτικών συνδυασµών

E(n,m) =

[
n

m

]

=

(
n + m − 1

m

)

Συνδυαστική απόδειξη: Θεωρούµε τα σύνολα

E = {x1, x2, . . . , xn}

και

T = {x1, x2, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+m−1}

΄Εστω

Em(E) το σύνολο των επαναληπτικών συνδυασµών των n στοιχείων του E

ανά m

και

Σm(T) το σύνολο των (απλών) συνδυασµών των n +m − 1 στοιχείων του T

ανά m.

Θα κατασκευασθεί µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση µεταξύ τους.
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Επαναληπτικοί συνδυασµοί

Παράδειγµα για n = 8 και m = 5

E = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8}

T = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11, x12}

΄Εστω σ ένας επαναληπτικός συνδυασµός του E, π.χ.

σ = x2x7x2x5x7

Επειδή στους συνδυασµούς δεν παίζει ϱόλο η σειρά µπορούµε να γράφουµε:

σ = x2x2x5x7x7

Τότε

σ′ = x2x3x7x10x11

είναι ένας συνδυασµός του T .

Η απεικόνιση σ → σ′ είναι αµφιµονοσήµαντη.
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Επαναληπτικοί συνδυασµοί

Κατασκευή µιας αµφιµονοσήµαντης απεικόνισης από το Em(E) στο Σm(T)
όπου E = {x1, x2, . . . , xn} και T = {x1, x2, . . . , xn+m−1}

Τα στοιχεία του Em(E) µπορούν να γραφούν υπό την µορφή :

σ = xi1xi2 · · · xim όπου i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ im ≤ n.

Ορίζουµε

σ′ = xj1xj2 · · · xjm

όπου jk = ik + k − 1, για κάθε k ∈ [m]. (∆ηλαδή ‘‘δείκτης’’ + ‘‘σειρά’’ − 1).

Προφανώς για κάθε k ∈ [m] ισχύουν:

jk ≤ n + m − 1

και

j1 < j2 < · · · < jm,

δηλαδή τα στοιχεία του σ′ είναι διακεκριµένα και εποµένως σ′ ∈ Σm(T).
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Επαναληπτικοί συνδυασµοί

Η απεικόνιση σ → σ′ είναι µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση µεταξύ των

συνόλων Em(E) και Σm(T), οπότε είναι

|Em(E)| = |Σm(T)| ⇔

[
n

m

]

=

(
n + m − 1

m

)
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Μεταθέσεις k ειδών στοιχείων

Αριθµός µεταθέσεων k ειδών στοιχείων µε

n1, n2, . . . , nk στοιχεία αντίστοιχα.

M(n1, n2, . . . , nk) =
n!

n1!n2! · · · nk !
όπου n = n1 + n2 · · · nk .

Απόδειξη: Κάθε µετάθεση σ, k ειδών που n1 συµπίπτουν µε a1, n2 συµπίπτουν

µε a2, . . ., nk συµπίπτουν µε ak µπορεί να κατασκευασθεί ως εξής:

Αρχικά τοποθετούµε τα n1 το πλήθος a1 σε n1 από τις n ϑέσεις
α 1 α 1 α 1σ

Τούτο γίνεται µε
(

n

n1

)
τρόπους.

΄Επειτα τοποθετούµε τα n2 το πλήθος a2 σε n2 από τις n − n1 ϑέσεις που

περίσσεψαν
α 1 α 1σ α 1α2 α2 α2α2

Αυτό γίνεται µε
(

n−n1

n2

)
τρόπους.

΄Επειτα τοποθετούµε τα n3 το πλήθος a3 µε
(

n−n1−n2

n3

)
τρόπους.
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Μεταθέσεις k ειδών στοιχείων

΄Αρα τελικά για να κατασκευάσουµε όλες τις µεταθέσεις αυτές των k ειδών

υπάρχουν

(
n

n1

)(
n − n1

n2

)(
n − n1 − n2

n3

)

· · ·

(
n − n1 − n2 − · · · − nk−1

nk

)

τρόποι. ΄Ετσι,

M(n1, n2, . . . , nk) =
n!

n1!(n − n1)!
·

(n − n1)!

n2!(n − n1 − n2)!
·

(n − n1 − n2)!

n3!(n − n1 − n2 − n3)!

· · ·
nk !

nk !0!

=
n!

n1!n2! · · · nk !
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Μεταθέσεις k ειδών στοιχείων

Παράδειγµα 1

Πόσες είναι οι µεταθέσεις των γραµµάτων της λέξης :

Μ Α Θ Η Μ Α Τ Ι Κ Α

Λύση. Το πλήθος των µεταθέσεων των γραµµάτων της δοσµένης λέξης ισούται

µε τον αριθµό των µεταθέσεων 7 ειδών (όσων δηλαδή είναι τα διαφορετικά

γράµµατά της) δηλαδή,

M(2, 3, 1, 1, 1, 1, 1) =
10!

2!3!1!1!1!1!1!
= 302400
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Μεταθέσεις k ειδών στοιχείων

Παράδειγµα 2

Να δοθεί µια συνδυαστική ερµηνεία του αριθµού
(4n)!

23n3n
.

Λύση. Ο αριθµός των τρόπων διάταξης των αντικειµένων A1, A2, . . ., An, τα

οποία εµφανίζονται 4 ϕορές το καθένα ισούται µε τον αριθµό των µεταθέσεων

n ειδών στοιχείων µε 4, 4, . . ., 4 στοιχεία αντίστοιχα, δηλαδή είναι ίσος µε
(4 + 4 + · · ·+ 4)!

4!4! · · · 4!
=

(4n)!

(4!)n
=

(4n)!

4n3n2n
=

(4n)!

22n3n2n
=

(4n)!

23n3n
.
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Ακέραιες Λύσεις Γραµµικής Εξίσωσης

Ακέραιες Λύσεις Γραµµικής Εξίσωσης

x1 + x2 · · ·+ xn = m (1)

όπου m, n ∈ N
∗ και xi ∈ N.

Πρόταση 1

1 Ο αριθµός των λύσεων της (1) µε xi ∈ {0, 1} για κάθε i ∈ [n] είναι

ίσος µε
(

n

m

)
.

2 Ο αριθµός των λύσεων της (1) είναι ίσος µε
[

n

m

]
.
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Απόδειξη

1 Αρκεί να κατασκευασθεί µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση f µεταξύ του

συνόλου όλων των λύσεων x = (x1, x2, . . . , xn) της (1) µε xi ∈ {0, 1}, και

του συνόλου όλων των υποσυνόλων A του [n] µε |A| = m.

Πραγµατικά, ϑέτουµε

f(x) = Ax = {i ∈ [n] : xi = 1}

Για παράδειγµα αν n = 10, m = 4 και x = (1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 0) τότε

f(x) = {1, 4, 8, 9}.

Προφανώς Ax ⊆ [n] µε |Ax| = m, οπότε η f είναι καλά ορισµένη.
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Εύκολα αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση f είναι αµφιµονοσήµαντη µε

f
−1(A) = (µA(1), µA(2), . . . , µA(n))

για κάθε A ⊆ [n] µε |A| = m, όπου µA είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση

του A.

Για παράδειγµα, αν n = 10 και A = {1, 4, 8, 9} προκύπτει ότι

f
−1(A)

= (µA(1), µA(2), µA(3), µA(4), µA(5), µA(6), µA(7), µA(8), µA(9), µA(10))

= (1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 0)
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2 Αρκεί να κατασκευασθεί µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση g µεταξύ του

συνόλου όλων των µη αρνητικών ακεραίων λύσεων της εξίσωσης (1) και

του συνόλου όλων των {0, 1}-λύσεων

y = (y1, y2, . . . , yn+m−1)

της εξίσωσης

y1 + y2 + · · ·+ yn+m−1 = m (2)

Αν x = (x1, x2, . . . , xn) είναι µη αρνητική ακέραια λύση, τότε ϑέτουµε

y = (1, 1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

x1 ϕορές

, 0, 1, 1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

x2 ϕορές

, 0, . . . , 1, 1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

xn−1 ϕορές

, 0, 1, 1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

xn ϕορές

)

Το πλήθος των στοιχείων του y είναι n + m − 1 διότι x1 + x2 + · · ·+ xn = m

(πλήθος µονάδων) και το πλήθος των µηδενικών είναι n − 1.

Επειδή το άθροισµα των στοιχείων της y είναι m έπεται ότι y ειναι λύση της

(2).
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Με άλλα λόγια ορίζουµε g(x) = y µε

yt =

{

0, t = x1 + x2 + · · ·+ xi + i

1, t 6= x1 + x2 + · · ·+ xi + i

όπου i ∈ [n − 1] και t ∈ [n + m − 1].
Αντίστροφα, αν y = (y1, y2, . . . , yn+m−1) είναι µια {0, 1}-λύση της (2) τότε

υπάρχουν ακριβώς n − 1 το πλήθος t ∈ [n + m − 1] µε yt = 0.

Τότε, ϐάζοντας ένα µηδενικό στην αρχή και ένα στο τέλος του y για κάθε

i ∈ [n] ορίζουµε xi το πλήθος µονάδων που περιέχονται µεταξύ του i-στού

και (i + 1)-στού µηδενικού.
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Να δειχθεί ότι η x = (x1, x2, . . . , xn) είναι η µοναδική λύση της (2) µε

g−1(y) = x.

Παράδειγµα

Η x = (2, 0, 3, 1, 2) λύση της εξίσωσης x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 8

απεικονίζεται στην

y = (1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1)

{0, 1}-λύση της εξίσωσης

y1 + y2 + y3 + · · ·+ y12 = 8
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΄Ασκηση 4

∆ίνονται m, n ∈ N
∗ και οι ακέραιοι αριθµοί si , όπου i ∈ [n], µε

s = s1 + s2 + · · · + sn ≤ m.

Να δειχθεί ότι ο αριθµός των ακέραιων (όχι κατ᾿ ανάγκη µη αρνητικών) λύσεων

της εξίσωσης

x1 + x2 + · · ·+ xn = m (3)

µε τους περιορισµούς xi ≥ si για κάθε i ∈ [n] ισούται µε

(
n + m − s − 1

n − 1

)
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Λύση. Αν (x1, x2, . . . , xn) είναι µια λύση της (3) µε xi ≥ si , για κάθε i ∈ [n], τότε

ϑέτουµε

yi = xi − si για κάθε i ∈ [n].

Εύκολα προκύπτει ότι yi ∈ N για κάθε i ∈ [n] και

y1 + y2 + · · ·+ yn = m − s (4)

Αντίστροφα, αν (x1, x2, . . . , xn) είναι µια µη αρνητική λύση της (4) τότε αν

ϑέσουµε

xi = yi + si για κάθε i ∈ [n]

προκύπτει ότι xi ≥ si για κάθε i ∈ [n] και (x1, x2, . . . , xn) είναι λύση της (3).

Κατόπιν τούτων προκύπτει ότι υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση µεταξύ

των ακεραίων λύσεων της (3) µε xi ≥ si για κάθε i ∈ [n] και των µη αρνητικών

λύσεων της (4). ΄Ετσι ο Ϲητούµενος αριθµός ϑα είναι ίσος µε τον αριθµό των µη

αρνητικών λύσεων της (4) δηλαδή
(

n + m − s − 1

m − s

)

=

(
n + m − s − 1

n − 1

)

.
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΄Ασκηση 5

Να διατυπωθεί και να αποδειχθεί ανάλογο αποτέλεσµα µε αυτό της

προηγούµενης άσκησης 4 όταν s = s1 + s2 + · · · + sn ≥ m και xi ≤ si για κάθε

i ∈ [n].

΄Ασκηση 6

Να ϐρεθεί ο αριθµός των λύσεων της γραµµικής εξίσωσης

x1 + x2 · · ·+ xn = m

µε xi ∈ N
∗ για κάθε i ∈ [n].
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΄Ασκηση 7

Να ϐρεθεί ο αριθµός των µη αρνητικών ακέραιων λύσεων της εξίσωσης

x1 + x2 + x3 + 5x4 = 16.

Λύση. Παρατηρούµε ότι για κάθε λύση της εξίσωσης ισχύει ότι 0 ≤ x4 ≤ 3.

∆ιακρίνουµε περιπτώσεις για την τιµή του x4.

Αν x4 = 0, ο Ϲητούµενος αριθµός ισούται µε τον αριθµό των µη αρνητικών

ακέραιων λύσεων της εξίσωσης

x1 + x2 + x3 = 16,

δηλαδή είναι ίσος µε
[

3

16

]
=

(
18

16

)
.

Αν x4 = 1, ο Ϲητούµενος αριθµός ισούται µε τον αριθµό των µη αρνητικών

ακέραιων λύσεων της εξίσωσης

x1 + x2 + x3 = 11,

δηλαδή είναι ίσος µε
[

3

11

]
=

(
13

11

)
.
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Αν x4 = 2, ο Ϲητούµενος αριθµός ισούται µε τον αριθµό των µη αρνητικών

ακέραιων λύσεων της εξίσωσης

x1 + x2 + x3 = 6,

δηλαδή είναι ίσος µε
[

3

6

]
=

(
8

6

)
.

Τέλος, αν x4 = 3, ο Ϲητούµενος αριθµός ισούται µε τον αριθµό των µη

αρνητικών ακέραιων λύσεων της εξίσωσης

x1 + x2 + x3 = 1,

δηλαδή είναι ίσος µε
[

3

1

]
=

(
3

1

)
.

Αρα, ο συνολικός αριθµός των λύσεων της εξίσωσης ισούται µε
(

18

2

)
+

(
13

2

)
+

(
8

2

)
+

(
3

2

)
.
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΄Ασκηση 8

Να ϐρεθεί ο αριθµός των µη αρνητικών ακέραιων λύσεων της ανίσωσης

x1 + x2 + x3 + x4 < 12.

Λύση. Επειδή τα xi , i ∈ [4] είναι ακέραιοι ισχύει

x1 + x2 + x3 + x4 < 12 ⇔ x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 11

Αν τεθεί

x5 = 11 − x1 − x2 − x3 − x4

τότε x5 ≥ 0 και η παραπάνω ανίσωση είναι ισοδύναµη µε την εξίσωση

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 11

΄Αρα, ο αριθµός των λύσεων της αρχικής ανίσωσης είναι ίσος µε τον αριθµό

των µη αρνητικών ακέραιων λύσεων της εξίσωσης

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 11

δηλαδή είναι ίσος µε
[

5

11

]
=

(
5+11−1

11

)
=

(
15

11

)
.

Μαθηµατικά των Υπολογιστών Συνδυαστική 2024 – 2025 60 / 74



Μονοπάτια

Μονοπάτια

΄Ενα µονοπάτι µε δύο βήµατα V = (0, 1) (κατακόρυφα) και H = (1, 0)
(οριζόντια) είναι µια ακολουθία µε στοιχεία στο {H,V} που ενώνει τα σηµεία

(0, 0) και (n,m).

Παράδειγµα Αν n = 8 και m = 5

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

1

2

3

4

5 (8, 5)

(0, 0)

Το µονοπάτι P = V H V H V H H H V H H V H

Το µήκος (δηλαδή ο αριθµός των ϐηµάτων) ενός µονοπατιού που ενώνει τα

σηµεία (0, 0) και (n,m) είναι ίσο µε n + m. Συγκεκριµένα το µονοπάτι έχει n

οριζόντια και m κατακόρυφα ϐήµατα.
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Το πλήθος των µονοπατιών που ενώνουν τα σηµεία (0, 0) και (n,m) είναι

ίσο µε
(

n+m

n

)
.
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Αντιστοιχία µονοπατιών και µη αρνητικών ακέραιων λύσεων εξίσωσης

Κάθε µονοπάτι που ενώνει τα σηµεία (0, 0) και (n − 1,m) αντιστοιχεί σε µια µη

αρνητική και ακέραια λύση της εξίσωσης

x1 + x2 · · ·+ xn = m,

και αντιστρόφως.

Πράγµατι, το µονοπάτι P γράφεται µονοσήµαντα στη µορφή

P = V
x1 HV

x2HV
x3 · · ·V

xn−1 HV
xn

όπου xi+1, i ∈ [n − 2] είναι το πλήθος των κατακόρυφων ϐηµάτων µεταξύ του

i-στού και (i + 1)-οστού οριζόντιου ϐήµατος, x1 (αντ. xn) είναι το πλήθος των

κατακόρυφων ϐηµάτων πρίν (αντ. µετά) από το πρώτο (αντ. τελευταίο) οριζόντιο

ϐήµα.

Το µονοπάτι P αντιστοιχεί στη λύση (x1, x2, . . . , xn) της εξίσωσης

x1 + x2 + · · ·+ xn = m.
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Παράδειγµα

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10 (9 − 1, 10)

(0, 0)

Το µονοπάτι P γράφεται µονοσήµαντα στη µορφή

P = V
1

H V
2
H V

0
H V

3
H V

0
H V

1
H V

1
H V

2
H V

0

και αντιστοιχεί στην λύση (1, 2, 0, 3, 0, 1, 1, 2, 0) της εξίσωσης

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9 = 10.
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Συµπέρασµα

Το πλήθος των µη αρνητικών και ακέραιων λύσεων της εξίσωσης

x1 + x2 + · · ·+ xn = m

είναι ίσο µε το πλήθος των µονοπατιών που ενώνουν τα σηµεία (0, 0) και

(n − 1,m), δηλαδή ίσο µε

(
n + m − 1

n − 1

)

=

[
n

m

]

.
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΄Ασκηση 9

Για τα µονοπάτια που αποτελούνται από ϐήµατα (1, 0) και (0, 1) να υπολογισθεί

1 ο αριθµός των µονοπατιών από το σηµείο (0, 0) στο σηµείο (50, 50),

2 ο αριθµός των µονοπατιών από το σηµείο (40, 40) στο σηµείο (50, 50),

3 ο αριθµός των µονοπατιών από το σηµείο (0, 0) στο σηµείο (50, 50) που

διέρχονται από το σηµείο (40, 40),

4 ο αριθµός των µονοπατιών από το σηµείο (0, 0) στο σηµείο (50, 50) που

δεν διέρχονται από το σηµείο (40, 40).

Λύση: Θα χρησιµοποιηθεί ο τύπος: Ο αριθµός M(n,m) όλων των µονοπατιών

από (0, 0) στο (n,m) είναι M(n,m) =

(
n + m

n

)

.

Κατόπιν τούτου έχουµε ότι
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1 M(50, 50) =
(

50+50

50

)
=

(
100

50

)
.

2 Κάθε µονοπάτι από το (40, 40) στο (50, 50) αντιστοιχεί σε ένα µονοπάτι

από το (0, 0) στο (10, 10) (µε παράλληλη µετατόπιση των αξόνων)

(50,50)

(0,0)(40,40)

(10,10)

V V V H H H V V V V H H H H H V V V H H

οπότε ο Ϲητούµενος αριθµός ισούται µε M(10, 10) =
(

20

10

)
.
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3 Ο Ϲητούµενος αριθµός ισούται µε M(40, 40)M(10, 10) αφού κάθε τέτοιο

µονοπάτι διασπάται κατά µοναδικό σε δύο µονοπάτια : Το πρώτο από το

(0, 0) στο (40, 40) και το δεύτερο από το (40, 40) στο (50, 50)
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(50,50)

(40,40)

(0,0)
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4 Ο Ϲητούµενος αριθµός ισούται µε M(50, 50)− M(40, 40)M(10, 10).
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Επαναληπτικές Ασκήσεις

1 Πόσους πενταψήφιους αριθµούς µπορούµε να κατασκευάσουµε µε τα

ψηφία 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

1 αν πρέπει να έχουν τα ψηφία τους διαφορετικά,

2 αν τα ψηφία τους µπορεί να επαναλαµβάνονται,

3 αν πρέπει να είναι άρτιοι αριθµοί και τα ψηφία τους να είναι διαφορετικά

4 αν το άθροισµα του πρώτου και του τελευταίου ψηφίου τους είναι ίσο µε 4

και τα ψηφία τους µπορούν να επαναλαµβάνονται.

2 Πόσες είναι οι µεταθέσεις των γραµµάτων της λέξης

Π Α Ν Ε Π Ι Σ Τ Η Μ Ι Ο Υ Π Ο Λ Ι Σ

3 Κατά πόσους τρόπους ένα τριµελές συµβούλιο µπορεί να σχηµατισθεί από

4 αντρόγυνα,

1 αν όλοι είναι εξίσου εκλέξιµοι,

2 αν το συµβούλιο πρέπει να περιλαµβάνει δύο γυναίκες και ένα άντρα,

3 αν δεν επιτρέπεται δύο σύζυγοι να περευρίσκονται στο συµβούλιο.
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4 Πόσες λέξεις µπορούν να κατασκευασθούν χρησιµοποιώντας όλα τα

γράµµατα της λέξης Ε Φ Α Ρ Μ Ο Γ Η και πόσες από αυτές έχουν τα

γράµµατα Α και Ρ διαδοχικά.

5 Πέντε άτοµα µπαίνουν σε ασανσέρ στο ισόγειο ενός κτιρίου µε 4

ορόφους. Με πόσους τρόπους µπορούν να κατανεµηθούν στους

ορόφους.

6 Με πόσους τρόπους µπορούν να χωρισθούν 20 ϕοιτητές σε 3 οµάδες των

10, 6, και 4 ατόµων αντίστοιχα.

7 Από 21 καθηγητές εκ των οποίων 8 είναι µαθηµατικοί, 6 ϕυσικοί και 7

χηµικοί ϑέλουµε να σχηµατίσουµε µια επιτροπή από 5 καθηγητές στους

οποίους τουλάχιστον ένας πρέπει να είναι ϕυσικός, για να πάρουν µέρος

σε ένα συνέδριο. Πόσες επιτροπές µπορούν να σχηµατισθούν.

8 Κατά πόσους τρόπους 4 λευκές, 5 κίτρινες και 9 µαύρες µπάλες µπορούν

να διαταχθούν

1 χωρίς περιορισµό

2 αν κάθε διάταξή τους αρχίζει µε λευκή και τελειώνει µε µαύρη µπάλα.
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9 Να δειχθεί ότι ο αριθµός των απεικονίσεων f : [m] → [n] που είναι

1 γνησίως αύξουσες είναι ίσος µε
(

n

m

)

2 αύξουσες είναι ίσος µε
[

n

m

]

10 Να ϐρεθεί µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση µεταξύ του συνόλου των

αυξουσών συναρτήσεων f : [m] → [n] και του συνόλου όλων των µη

αρνητικών λύσεων της εξίσωσης : x1 + x2 + · · ·+ xn = m.

(Υπόδειξη Για f : [m] → [n] αύξουσα, ορίζουµε xi = |f−1({i})|, για κάθε

i ∈ [n], τότε x1 + x2 + · · · + xn = m κλπ.)

11 Να δειχθεί ότι για κάθε n ∈ N
∗ ισχύει

P(n, n) − 2P(n − 1, n − 1)− (n − 1)!(n − 2) = 0.

12 Να δειχθεί ότι για κάθε m, n ∈ N ισχύει

n

(
n

m

)

= (m + 1)

(
n

m + 1

)

+ m

(
n

m

)

= m

(
n + 1

m + 1

)

+

(
n

m + 1

)
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Επαναληπτικές ασκήσεις

13 Να λυθούν στο σύνολο N οι εξισώσεις

1

1
(

4

n

) =
1
(

5

n

) +
1
(

6

n

)

2

1
(

n

4

) =
1
(

n

5

) +
1
(

n

6

)

14 Να ϐρεθεί ο αριθµός m ∈ N για τον οποίο ισχύουν
(

n

m

)
= 252 και

P(n,m) = 30240 για κάποιο n ∈ N
∗.
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