
Εφαρµοσµένη Συνδυαστιϰή - Απαρίϑµηση µε συµµετρίες

∆ίδονται ένα σύνολο A ϰαι ένα σύνολο χρωµάτων Σ, ϰαι τα δύο µη ϰενά ϰαι πεπερασµένα. ΄Ενας χρωµατισµός του

A είναι µια απειϰόνιση f : A→ Σ. Χωρίς βλάβη της γενιϰότητας, ϑεωρούµε ότι A = [n] = {1, 2, . . . , n}, οπότε ένας
χρωµατισµός του A είναι απλά µια λέξη στο Σn ϰαι το πλήϑος αυτών είναι kn, όπου k = |Σ|.

Συχνά, έχει ορισϑεί µια σχέση ισοδυναµίας στο Σn, ώστε ϰάποιοι χρωµατισµοί να ϑεωρούνται ισοδύναµοι. Τότε

προϰύπτει το πρόβληµα της απαρίϑµησης των ϰλάσεων ισοδυναµίας. Θα ασχοληϑούµε µε το πρόβληµα αυτό στην

περίπτωση που η ισοδυναµία ορίζεται µέσω µεταϑέσεων του Σn. Για παράδειγµα, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι

δύο λέξεις στο Σn είναι ισοδύναµες όταν η µια προϰύπτει από την άλλη µε ϰυϰλιϰή µετάϑεση, οπότε ϑέλουµε να

µετρήσουµε τις ϰλάσεις ισοδυναµίας, οι οποίες στην περίπτωση αυτή ονοµάζονται (n, k)-necklaces ϰαι το σύνολο

αυτών συµβολίζεται µεN(n, k). Με ορολογία ΄Αλγεβρας, έχουµε την οµάδα Cn των ϰυϰλιϰών µεταϑέσεων του [n] να
δρα στο σύνολο Σn ϰαι ϑέλουµε να µετρήσουµε τις τροχιές αυτής της δράσης.
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Σχήµα 1: Οι λέξεις rbbgbr, rrbbgb ϰαι bbgbrr προϰύπτουν µε ϰυϰλιϰή µετάϑεση η µία από την άλλη.

Ορισµός: Αν G µη ϰενό σύνολο ϰαι ∗ : G × G → G, διµελής εσωτεριϰή πράξη, τότε το ζεύγος (G, ∗) ονοµάζεται
οµάδα ανν

• ∀g1, g2, g3 ∈ G, g1 ∗ (g2 ∗ g3) = (g1 ∗ g2) ∗ g3 (προσεταίριση)

• ∃e ∈ G,∀g ∈ G, g ∗ e = e ∗ g = g (ουδέτερο στοιχείο)

• ∀g ∈ G,∃g′ ∈ G, g ∗ g′ = g′ ∗ g = e (συµµετριϰό στοιχείο)

Εύϰολα αποδειϰνύεται ότι το ουδέτερο στοιχείο e είναι µοναδιϰό ϰαι ότι ϰάϑε g ∈ G έχει µοναδιϰό συµµετριϰό

στοιχείο, το οποίο συµβολίζεται µε g−1.

Το σύνολο των µεταϑέσεων ενός µη ϰενού, πεπερασµένου συνόλου A, δηλαδή των αµφιµονοσήµαντων απειϰονί-

σεων σ : A → A, συµβολίζεται µε S(A) ή απλά µε Sn, όταν A = [n], ϰαι, εφοδιασµένο µε την πράξη της σύνϑεσης,

αποτελεί οµάδα, η οποία ονοµάζεται συµµετριϰή οµάδα τουA. Συµβολίζουµε για απλότητα την σύνϑεση µεταϑέσεων

ως απλό γινόµενο, δηλαδή

(σπ)(i) := (σ ◦ π)(i) = σ(π(i)), σ, π ∈ Sn, i ∈ [n].

Παράδειγµα: Για τις µεταϑέσεις σ, π ∈ S4, µε σ = 1 4 3 2 ϰαι π = 2 1 3 4, ή σε γραφή πίναϰα

σ =

(

1 2 3 4
1 4 3 2

)

, π =

(

1 2 3 4
2 1 3 4

)

,

είναι

σπ =

(

1 2 3 4
4 1 3 2

)

, πσ =

(

1 2 3 4
2 4 3 1

)

, σ−1 =

(

1 2 3 4
1 4 3 2

)

,

Οισ, π γράφονται ως γινόµενο ξένων ϰύϰλωνωςσ = (1)(2, 4)(3) = (2, 4) ϰαιπ = (1, 2)(3)(4), οπότεσπ = (1, 4, 2)(3)
ϰαι η σ−1 = (1)(2, 4)(3) προϰύπτει αντιστρέφοντας ϰάϑε ϰύϰλο της σ.

Το πλήϑος των ϰύϰλων µιας µετάϑεσης σ συµβολίζεται µε c(σ).
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Ορισµός (Τάξηστοιχείου): ΄ΕστωG (πολλαπλασιαστιϰή) οµάδα (µε ουδέτερο στοιχείο το 1). Η τάξη ενός στοιχείου

a ∈ G συµβολίζεται ως ord(a) ϰαι ορίζεται ως ο ελάχιστος ϑετιϰός αϰέραιοςm ώστε am = 1. Αν δεν υπάρχει τέτοιος
m, τότε ορίζουµε ord(a) = +∞. Αν ord(a) <∞, ισχύουν οι αϰόλουϑες ιδιότητες (για k, ℓ ∈ Z):

• ak = 1 ⇔ ord(a)|k

• ak = aℓ ⇔ ord(a)|k − ℓ

• Αν |G| = n < +∞, τότε an = 1 ϰαι ord(a)|n.

Ορισµός (Κυϰλιϰή οµάδα): Μια (πολλαπλασιαστιϰή) πεπερασµένη οµάδα G, τάξης |G| = n ονοµάζεται ϰυϰλιϰή

(τάξης n) όταν υπάρχει a ∈ G, τέτοιο ώστε G = {a, a2, . . . , an−1, an = 1}, οπότε γράφουµε G = 〈a〉. Το στοιχείο a
ϰαλείται γεννήτορας της G. Στην περίπτωση αυτή, η G είναι αντιµεταϑετιϰή ϰαι ισχύουν τα αϰόλουϑα:

• Κάϑε υποοµάδαH τηςG είναι ϰυϰλιϰή της µορφήςH = 〈aq〉 για ϰάποιο ϑετιϰό διαιρέτη q του n ϰαι αντίστροφα
ϰάϑε ϑετιϰός διαιρέτης q αντιστοιχεί σε µια µοναδιϰή υποοµάδα.

• Αν d = gcd(n, k), k > 0, τότε 〈ak〉 = 〈ad〉 ϰαι ord(ak) = n/d.

• G = 〈ak〉 ⇔ gcd(n, k) = 1, άρα η G έχει φ(n) γεννήτορες,

όπου φ(n) := |{x ∈ [n] : gcd(x, n) = 1}| η συνάρτηση Euler.

Ορισµός (∆ράση οµάδας): Η δράση µιας οµάδας (G, ∗) (µε ουδέτερο στοιχείο e) σε ένα σύνολο X είναι µια

απειϰόνιση α : G×X → X , µε συµβολισµό gx := α(g, x), µε τις αϰόλουϑες ιδιότητες:

• g(hx) = (g ∗ h)x, για ϰάϑε g, h ∈ G ϰαι x ∈ X ,

• ex = x, για ϰάϑε x ∈ X .

Παρατήρηση: Αν για ϰάϑε g ∈ G ορίσουµε την απειϰόνιση fg : X → X , µε fg(x) = gx, τότε η fg προφανώς

είναι αµφιµονοσήµαντη, δηλαδή fg ∈ S(X). Πράγµατι, η αντίστροφή της είναι η fg−1 , αφού (fg−1 ◦ fg)(x) =
fg−1(fg(x)) = fg−1(gx) = g−1(gx) = (g−1 ∗ g)x = ex = x ϰαι οµοίως (fg ◦ fg−1)(x) = x. Εποµένως, η απειϰόνιση

ψ : G→ S(X), µε ψ(g) = fg, είναι ένας µορφισµός οµάδων, δηλαδή ψ(g ∗ h) = ψ(g) ◦ ψ(h), για ϰάϑε g, h ∈ G.

Ορισµός (orbit): Αν η οµάδα G δρα στο σύνολο X , τότε για ϰάϑε x ∈ X ορίζεται το σύνολο Gx := {gx : g ∈ G},
το οποίο ονοµάζεται τροχιά (orbit) του x. Οι τροχιές {Gx}x∈X αποτελούν διαµέριση τουX . Για την απόδειξη αυτού,

ορίζουµε τη σχέση

x ∼ y ⇔ ∃g ∈ G, y = gx

ϰαι αρϰεί να δείξουµε ότι είναι σχέση ισοδυναµίας. Προφανώς είναι αναϰλαστιϰή, δηλαδή x ∼ x, για ϰάϑε x ∈ X ,

αφού x = ex. Επιπλέον, είναι συµµετριϰή, δηλαδή για ϰάϑε x, y ∈ X είναι x ∼ y ⇒ y ∼ x, αφού x ∼ y ⇒ y =
gx⇒ g−1y = g−1(gx) = (g−1 ∗ g)x = ex = x⇒ y ∼ x. Τέλος, είναι µεταβατιϰή, δηλαδή για ϰάϑε x, y, z ∈ X είναι

x ∼ y, y ∼ z ⇒ x ∼ z, αφού x ∼ y, y ∼ z ⇒ y = gx, z = hy ⇒ z = h(gx) = (h ∗ g)x⇒ x ∼ z.
Το σύνολο των τροχιών στο X από τη δράση της G συµβολίζεται µεX/G := {Gx : x ∈ X}.

Παράδειγµα: Τα (n, k)-necklaces είναι οι τροχιές που προϰύπτουν από τη δράση α : Cn×Σn → Σn της ϰυϰλιϰής

οµάδας Cn = 〈(1, 2, . . . , n)〉 των ϰυϰλιϰών µεταϑέσεων του [n], στο σύνολο Σn, η οποία ορίζεται ως

α(σ,w) = σw = wσ(1)wσ(2) · · ·wσ(n), σ ∈ Cn, w = w1w2 · · ·wn ∈ Σn.

Για παράδειγµα, για n = 6, η C6 παράγεται από την ρ = (1, 2, 3, 4, 5, 6), δηλαδή

C6 = 〈ρ〉 = {ρ = (1, 2, 3, 4, 5, 6), ρ2 = (1, 3, 5)(2, 4, 6), ρ3 = (1, 4)(2, 5)(3, 6), ρ4 = (1, 5, 3)(2, 6, 4),

ρ5 = (1, 6, 5, 4, 3, 2), ρ6 = (1)(2)(3)(4)(5)(6)}.

Η C6 έχει φ(6) = 2 γεννήτορες, τις ρ ϰαι ρ5 = ρ−1, διότι gcd(6, k) = 1 ⇒ k ∈ {1, 5}. Αν w = rbbgbr, τότε
ρw = bbgbrr ∼ w, δηλαδή η ρ περιστρέφει την w αριστερόστροφα ϰατά µία ϑέση (ϰαι η ρi ϰατά i ϑέσεις).
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Ορισµός (stabilizer): ΄Εστω οµάδαG που δρα στο σύνολοX ϰαι έστω x ∈ X . Το σύνολοGx := {g ∈ G : gx = x}
ονοµάζεται σταϑεροποιητής του x στην G ϰαι αποτελεί υποοµάδα της G (άσϰηση).

Πρόταση 1 (Orbit-stabilizer theorem). ΄Εστω πεπερασµένη οµάδα G που δρα στο σύνολο X . Για ϰάϑε x ∈ X ισχύει ότι

|Gx||Gx| = |G|. (1)

Απόδειξη. Το σύνολο G διαµερίζεται ως G =
⋃

y∈Gx{g ∈ G : gx = y}. Αρϰεί λοιπόν να δειχϑεί ότι ϰάϑε ένα από

αυτά τα σύνολα-ϰλάσεις περιέχει |Gx| στοιχεία. ΄Εστω g ∈ G ϰαι έστω η ϰλάση C(g, x) = {h ∈ G : hx = gx} της

παραπάνω διαµέρισης µε αντιπρόσωπο το g. Για ϰάϑε h ∈ C(g, x) είναι

hx = gx⇒ g−1hx = x⇒ g−1h ∈ Gx.

Η απειϰόνιση f : C(g, x) → Gx, µε f(h) = g−1h, είναι ένα προς ένα, διότι

f(h1) = f(h2) ⇒ g−1h1 = g−1h2 ⇒ gg−1h1 = gg−1h2 ⇒ h1 = h2,

ϰαι είναι επί, διότι για ϰάϑε a ∈ Gx είναι a ∈ Gx ⇒ gax = gx ⇒ ga ∈ C(g, x) ϰαι f(ga) = g−1ga = a. Εποµένως,
|C(g, x)| = |Gx|, οπότε |G| =

∑

y∈Gx |Gx| = |Gx||Gx|.

Πρόταση 2 (Orbit-counting lemma). ΄Εστω πεπερασµένη οµάδα G που δρα στο σύνολο X ϰαι έστω Xg := {x ∈ X :
gx = x} το σύνολο των σταϑερών σηµείων x ∈ X της g ∈ G. Το πλήϑοςN = |X/G| όλων των τροχιών στοX , ισούται µε

το µέσο πλήϑος σταϑερών σηµείων ανά στοιχείο g ∈ G, δηλαδή

N =
1

|G|

∑

g∈G

|Xg|.

Απόδειξη. ΄Εστω O1, O2, . . . , ON οι τροχιές όλων των x ∈ X . Βάσει των προηγουµένων, οι τροχιές αυτές αποτελούν

διαµέριση τουX . Επιπλέον, µετρώντας το σύνολο {(g, x) ∈ G×X : gx = x} µε δύο τρόπους, πρώτα ως προς όλα τα

g ϰαι έπειτα ως προς όλα τα x, προϰύπτει ότι |{(g, x) ∈ G×X : gx = x}| =
∑

g∈G |Xg| =
∑

x∈X |Gx|. Εποµένως,

∑

g∈G

|Xg| =
∑

x∈X

|Gx|
(1)
=

∑

x∈X

|G|

|Gx|
=

N
∑

i=1

∑

x∈Oi

|G|

|Gx|
=

N
∑

i=1

∑

x∈Oi

|G|

|Oi|
=

N
∑

i=1

|G|

|Oi|

∑

x∈Oi

1 = |G|

N
∑

i=1

|Oi|

|Oi|
= N |G|.

Παράδειγµα: Για G = Cn = 〈(1, 2, . . . , n)〉 ϰαι X = Σn, το πλήϑος |Xσ| των λέξεων που παραµένουν σταϑερές

από τη δράση της σ ∈ Cn ισούται µε |Σ|c(σ), διότι είναι σw = w αν ϰαι µόνο αν ταυτίζονται (έχουν το ίδιο χρώµα) τα

γράµµατα της w των οποίων οι ϑέσεις αντιστοιχούν σε ίδιο ϰύϰλο της σ.
Για παράδειγµα, για n = 6 ϰαι k = |Σ| = 3, έχουµε

σ ∈ C6 |Xσ|

(1)(2)(3)(4)(5)(6) 36

(1, 2, 3, 4, 5, 6) 3

(1, 3, 5)(2, 4, 6) 32

(1, 4)(2, 5)(3, 6) 33

(1, 5, 3)(2, 6, 4) 32

(1, 6, 5, 4, 3, 2) 3

οπότε |N(6, 3)| =
1

|C6|

∑

σ∈C6

|Xσ| = 130.
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Πόρισµα 3. Το πλήϑος των (n, k)-necklaces ισούται µε

|N(n, k)| =
1

n

n
∑

i=1

kgcd(n,i) =
1

n

∑

d|n

φ(d)kn/d.

Απόδειξη. ΄Εστω ρ = (1, 2, . . . , n). Βάσει της Πρότασης 2, είναιN(n, k) =
1

|Cn|

∑

σ∈Cn

|Xσ|, όπουX = Σn ϰαιΣ = [k].

΄Εχουµε ήδη δει ότι |Xσ| = kc(σ), οπότε, για την πρώτη ισότητα, αρϰεί να δειχϑεί ότι c(ρi) = gcd(n, i), για ϰάϑε

i ∈ [n]. Θέτουµε d := gcd(n, i) ϰαι i = ad, n = bd, a, b ∈ N
∗. Προφανώς, είναι gcd(a, b) = gcd(i/d, n/d) = 1.

΄Εστω x ∈ [n]. Ο ϰύϰλος του x στην ρi είναι ο

cx = ((x+ i) (mod n), (x+ 2i) (mod n), . . . , (x+ kxi) (mod n) = x), i ∈ [n],

όπου kx είναι ο ελάχιστος φυσιϰός ώστε kxi πολλαπλάσιο του n. Επειδή

n|kxi⇒ kxi = λn, λ ∈ N
∗ ⇒ kxi/d = λn/d⇒ n/d|kx,

έπεται ότι kx πολλαπλάσιο του n/d. Επιπλέον, ο in/d είναι πολλαπλάσιο του n, αφού in/d = adn/d = an. Κατόπιν
τούτων, ο ϰύϰλος cx έχει µήϰος n/d, πράγµα που σηµαίνει ότι όλοι οι ϰύϰλοι της ρi έχουν το ίδιο µήϰος n/d ϰαι άρα
είναι σε πλήϑος c(ρi) = d (αφού το συνολιϰό µήϰος τους ισούται µε n).

Για τη δεύτερη ισότητα, έστω d διαιρέτης του n, οπότε n = dn/d. Θεωρούµε τα σύνολα

Id := {i ∈ [n] : gcd(n, i) = n/d} ϰαι Φd := {a ∈ [d] : gcd(a, d) = 1}

ϰαι την απειϰόνιση fd : Φd → Id, µε f(a) = an/d. Η fd είναι προφανώς αµφιµονοσήµαντη ϰαι η οιϰογένεια (Id)d|n
διαµερίζει το [n], οπότε

n
∑

i=1

kgcd(n,i) =
∑

d|n

∑

i∈Id

kgcd(n,i) =
∑

d|n

∑

i∈Id

kn/d =
∑

d|n

kn/d
∑

i∈Id

1 =
∑

d|n

|Id|k
n/d =

∑

d|n

|Φd|k
n/d =

∑

d|n

φ(d)kn/d.

Ορισµός (cycle index): Για ϰάϑε οµάδα µεταϑέσεων G (υποοµάδα της S(A), |A| = n) ορίζεται το πολυώνυµο

Z(G;x1, x2, . . . , xn) =
1

|G|

∑

g∈G

x
c1(g)
1 x

c2(g)
2 · · · xcn(g)n

το οποίο ονοµάζεται ευρετήριο ϰύϰλων (cycle index) της G, όπου ci(g) το πλήϑος ϰύϰλων µήϰους i στην µετάϑεση g.
Για παράδειγµα, για την ϰυϰλιϰή οµάδα Cn των µεταϑέσεων του [n], βάσει της απόδειξης του Πορίσµατος 3, είναι

Z(Cn;x1, x2, . . . , xn) =
1

n

∑

d|n

φ(d)x
n/d
d .

Παρατήρηση: Η αϰολουϑία (c1(g), c2(g), . . . , cn(g)) ονοµάζεται τύπος της g ϰαι ισοδυναµεί µε µια διαµέριση του

αϰεραίου n σε c(g) όρους, αφού είναι

c1(g) + c2(g) + · · ·+ cn(g) = c(g), c1(g) + 2c2(g) + · · · + ncn(g) = n,

δηλαδή το ci(g) ισούται µε το πλήϑος των εµφανίσεων του όρου i στη διαµέριση του n.
Το πολυώνυµο Z , όταν είναι γνωστό, διευϰολύνει την απαρίϑµηση µε την Πρόταση 2, όπου η βασιϰή δυσϰολία

είναι ο υπολογισµός των |Xg|. Συγϰεϰριµένα, ανX = Σn µε |Σ| = k, όπως είδαµε είναι |Xg| = kc(g), οπότε προϰύπτει
το αϰόλουϑο αποτέλεσµα:
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Πόρισµα 4 (Polya Enumeration�eorem). ΄Εστω G οµάδα µεταϑέσεων του A που δρα στο σύνολο X = ΣA, µε |Σ| = k,
|A| = n. Το πλήϑοςN = |X/G| όλων των τροχιών στο X ισούται µε

N = Z(G; k, k, . . . , k).

Το µονώνυµο Zg(x1, . . . , xn) :=
∏n

i=1 x
ci(g)
i ϰωδιϰοποιεί την ϰυϰλιϰή δοµή της g. Με ϰατάλληλη αλλαγή των

µεταβλητών x1, . . . , xn, µπορούµε να εϰλεπτύνουµε την απαρίϑµηση. Για το σϰοπό αυτό, ορίζουµε µια συνάρτηση

βάρους W : Σ → R (το R µπορεί να είναι οποιοσδήποτε αντιµεταϑετιϰός δαϰτύλιος, συνήϑως είναι ο δαϰτύλιος

των πολυωνύµων ή των δυναµοσειρών ως προς ϰάποιες µεταβλητές) στο σύνολο Σ των χρωµάτων (το οποίο µπορεί

να είναι ϰαι άπειρο αλλά αριϑµήσιµο) ϰαι ορίζουµε το βάρος ϰάϑε λέξης w = w1 · · ·wn ∈ X = Σn να είναι

W (w) =
∏n

i=1W (wi). Επίσης ορίζουµε

W (Xg) :=
∑

x∈Xg

W (x) =
n
∏

i=1





∑

j∈Σ

W (j)i





ci(g)

. (2)

Η τελευταία ισότητα προϰύπτει παρατηρώντας ότι αφού x ∈ Xg , τα στοιχεία που ανήϰουν στον ίδιο ϰύϰλο της g
χρωµατίζονται µε το ίδιο χρώµα. ΑνC = {C1, . . . Ct}, όπου t = c(g), το σύνολο των ϰύϰλων της g, τότε ηxαντιστοιχεί
σε µια επιλογή χρωµάτων (j1, . . . , jt) ∈ Σt για τους ϰύϰλους αυτούς, µε βάροςW (x) =W (j1)

|C1| · · ·W (jt)
|Ct|, οπότε

W (Xg) :=
∑

x∈Xg

W (x) =
∑

(j1,...,jt)∈Σt

W (j1)
|C1| · · ·W (jt)

|Ct| =
t
∏

i=1

∑

j∈Σ

W (j)|Ci| =
∏

c∈C

∑

j∈Σ

W (j)|c|

=

n
∏

i=1

∏

c∈C:|c|=i

∑

j∈Σ

W (j)i =

n
∏

i=1





∑

j∈Σ

W (j)i





ci(g)

.

Υπό την προϋπόϑεση ότι οι λέξεις στην ίδια τροχιά O έχουν το ίδιο βάρος W (O), τότε το αποτέλεσµα της

Πρότασης 2 γενιϰεύεται στο αϰόλουϑο:

W (X/G) :=
∑

O∈X/G

W (O) =
1

|G|

∑

g∈G

W (Xg) (3)

Η απόδειξη είναι ανάλογη:
∑

g∈G

W (Xg) =
∑

g∈G

∑

x∈Xg

W (x) =
∑

(g,x)∈G×X:gx=x

W (x) =
∑

x∈X

|Gx|W (x)
∑

O∈X/G

∑

x∈O

|Gx|W (x)

(1)
=

∑

O∈X/G

∑

x∈O

|G|

|Gx|
W (x) =

∑

O∈X/G

|G|

|O|

∑

x∈O

W (O) =
∑

O∈X/G

|G|W (O) = |G|W (X/G).

Συνδυάζοντας τις (2) ϰαι (3), παίρνουµε το αϰόλουϑο αποτέλεσµα:

Πόρισµα 5 (Polya Weighted Enumeration �eorem). ΄Εστω G οµάδα µεταϑέσεων του A που δρα στο σύνολο X = ΣA,

µε |Σ| = k, |A| = n. Για τη συνάρτηση βάρουςW όπως ορίσϑηϰε στα προηγούµενα, ισχύει ότι

W (X/G) = Z(G; s1, s2, . . . , sn), όπου si =
∑

j∈Σ

W (j)i.

Το Πόρισµα 4 προϰύπτει ϑέτονταςW (j) = 1, για ϰάϑε j ∈ Σ.
Ειδιϰά αν ορίσουµε το βάρος W (j) του χρώµατος j ∈ Σ να είναι ϰάποια δύναµη του x ϰαι ϑέτοντας ri να είναι

το πλήϑος των χρωµάτων βάρους xi, τότε R(x) =
∑

i≥0 rix
i =

∑

j∈ΣW (j) είναι η ΓΣ του Σ ως προς τη συνάρτηση

βάρουςW . Υποϑέτοντας ξανά ότι τα στοιχεία στην ίδια τροχιά έχουν το ίδιο βάρος ϰαι ϑέτονταςmi το πλήϑος των

τροχιών βάρους xi, τότε, εφαρµόζοντας το Πόρισµα 5, προϰύπτει ότι
∑

i≥0

mkx
k =W (X/G) = Z(G;R(x), R(x2), . . . , R(xn)) (4)
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Παράδειγµα: Αντιϰαϑιστώντας ϰάϑε xi στο Z µε την παράσταση si = yi1 + yi2 + · · ·+ yik, αναϑέτουµε ένα βάρος

W (j) = yj στο χρώµα j ∈ Σ ϰαι το ίδιο χρώµα στα στοιχεία ϰάϑε ϰύϰλου µήϰους i, οπότε ο συντελεστής του

yn1
1 yn2

2 · · · ynk

k στο Z(G; s1, s2, . . . , sn) ϑα ισούται µε το πλήϑος των τροχιών µε nj εµφανίσεις του χρώµατος j, για
ϰάϑε j ∈ Σ, όπου n1 + n2 + · · · + nk = n, διότι ϰάϑε τροχιά µε βάρος yn1

1 yn2
2 · · · ynk

k περιέχει µόνο στοιχεία µε το

βάρος αυτό.

΄Ετσι, για τα (6, 3)-necklaces, έχουµε

σ ∈ C6 Zσ

(1)(2)(3)(4)(5)(6) x61
(1, 2, 3, 4, 5, 6) x6
(1, 3, 5)(2, 4, 6) x23
(1, 4)(2, 5)(3, 6) x32
(1, 5, 3)(2, 6, 4) x23
(1, 6, 5, 4, 3, 2) x6

οπότε Z(C6;x1, . . . , x6) =
1

6
(x61 + x32 + 2x23 + 2x6) ϰαι αντιϰαϑιστώντας ϰάϑε xi µε si = ri + gi + bi, έχουµε ότι

Z(C6; s1, . . . , s6) =
1

6

(

(r + g + b)6 + (r2 + g2 + b2)3 + 2(r3 + g3 + b3)2 + 2(r6 + g6 + b6)
)

= b6 + b5g + b5r + 3b4g2 + 5b4gr + 3b4r2 + 4b3g3 + 10b3g2r + 10b3gr2 + 4b3r3 + 3b2g4

+ 10b2g3r + 16b2g2r2 + 10b2gr3 + 3b2r4 + bg5 + 5bg4r + 10bg3r2 + 10bg2r3 + 5bgr4

+ br5 + g6 + g5r + 3g4r2 + 4g3r3 + 3g2r4 + gr5 + r6

οπότε, υπάρχουν π.χ. 10 τροχιές µε 3 µπλε (b), 1 πράσινο (g) ϰαι 2 ϰόϰϰινα (r) γράµµατα, αφού [b3gr2]Z = 10.

Παράδειγµα: Αν στο σύνολο X = Σn ϑεωρήσουµε ότι οι συµµετρίες προϰύπτουν όχι µόνο µε περιστροφή αλλά

ϰαι µε ανάϰλαση, τότε η οµάδα που δρα δεν είναι πλέον η Cn αλλά η διεδριϰή οµάδα Dn ⊆ Sn που αντιπροσωπεύει

τις συµµετρίες ενός ϰανονιϰού n-γώνου, το οποίο έχει n άξονες συµµετρίας, όπως φαίνεται στο επόµενο σχήµα.

΄Οταν n άρτιος, ϰάϑε άξονας περνά από δύο αντιϰριστές ϰορυφές, όταν είναι περιττός, περνά από µια ϰορυφή

ϰαι το ϰέντρο της απέναντι αϰµής. ΄Ετσι, η Dn αποτελείται από 2n µεταϑέσεις, τις n που περιέχει ϰαι η Cn συν

τις n που αντιστοιχούν στις αναϰλάσεις γύρω από τους άξονες συµµετρίας. Κάϑε µετάϑεση σ που αντιστοιχεί σε

ανάϰλαση έχει Zσ = x1x
(n−1)/2
2 , όταν n περιττός, διότι ο άξονας συµµετρίας περνά από µία µόνο ϰορυφή, η οποία

µένει σταϑερή. ΄Οταν n άρτιος, τότε n/2 αναϰλάσεις δίνουν Zσ = x21x
n/2−1
2 , διότι ο άξονας συµµετρίας περνά από

δύο ϰορυφές που αντιστοιχούν στα σταϑερά σηµεία της µετάϑεσης, ενώ οι υπόλοιπες n/2 αναϰλάσεις σχηµατίζουν

ζευγάρια που αντιστοιχούν σε ϰύϰλους µήϰους 2 ϰαι δίνουν Zσ = x
n/2
2 .

΄Ετσι λοιπόν προϰύπτει ότι

Z(Dn;x1, . . . , xn) =
1

2
Z(Cn;x1, . . . , xn) +

{

1
2x1x

(n−1)/2
2 , n περιττός,

1
4x

n/2
2 + 1

4x
2
1x

n/2−1
2 , n άρτιος.

Οι τροχιές που προϰύπτουν από τη δράση τηςDn στο Σn ονοµάζονται (n, k)-bracelets ϰαι βάσει των παραπάνω,
το πλήϑος τους ισούται µε

Z(Dn; k, . . . , k) = |N(n, k)|/2 +

{

1
2k

(n+1)/2, n περιττός,
1+k
4 kn/2, n άρτιος.
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Παράδειγµα: ΄Εστω N5 το πλήϑος των χρωµατισµών µε k χρώµατα των ϰελιών µιας 5 × 5 σϰαϰιέρας, όταν οι

χρωµατισµοί που προϰύπτουν από περιστροφή ή ανάϰλαση της σϰαϰιέρας είναι ισοδύναµοι. Το σύνολο των ϰελιών

είναι το A = {(i, j) : i, j ∈ [5]} ϰαι ϰάϑε χρωµατισµός είναι µια λέξη στο X = Σ|A|, όπου Σ = [k]. Οι συµµετρίες
της σϰαϰιέρας περιγράφονται από τη διεδριϰή οµάδαD4, η οποία περιέχει 4 περιστροφές ϰαι 4 αναϰλάσεις, οπότε η
οµάδα G ⊂ S(A) που δρα στο X είναι ισόµορφη της D4. ∆εν χρειάζεται να προσδιορίσουµε ϰάϑε g ∈ G, παρά µόνο

τα µονώνυµα Zg , τα οποία δίνονται στον επόµενο πίναϰα:

Συµµετρία Zg

περιστροφή 0o x251
περιστροφή 90o x1x

4+2
4

περιστροφή 180o x1x
8+4
2

περιστροφή 270o x1x
4+2
4

ανάϰλαση (οριζόντιος) x51x
5+5
2

ανάϰλαση (ϰάϑετος) x51x
5+5
2

ανάϰλαση (διαγώνιος) x51x
5·4/2
2

ανάϰλαση (αντιδιαγώνιος) x51x
5·4/2
2

Εποµένως,

Z(G;x1, x2, . . . , x25) =
1

8
(x251 + 2x1x

6
4 + x1x

12
2 + 4x51x

10
2 )

ϰαι N5 = Z(G; k, . . . k) =
1

8
(k25 + 2k7 + k13 + 4k15).

Αν υπάρχουν 2 χρώµατα, άσπρο ϰαι µαύρο, πόσοι χρωµατισµοί περιέχουν αϰριβώς 10 µαύρα ϰελιά;

Παράδειγµα: Ο ϰύβος έχει 24 συµµετρίες: Εϰτός της ταυτοτιϰής, υπάρχουν

• 3 περιστροφές (ϰατά 90, 180 ϰαι 270 µοίρες) γύρω από τον άξονα που διέρχεται από τα ϰέντρα δύο αντιϰριστών

εδρών (υπάρχουν 3 ζεύγη αντιϰριστών εδρών),

• 2 περιστροφές (ϰατά 120 ϰαι 240 µοίρες) γύρω από τον άξονα που διέρχεται από δύο αντιϰριστές ϰορυφές

(υπάρχουν 4 ζεύγη αντιϰριστών ϰορυφών) ϰαι

• 1 περιστροφή (ϰατά 180 µοίρες) γύρω από τον άξονα που διέρχεται από τα ϰέντρα δύο αντιϰριστών αϰµών

(υπάρχουν 6 ζεύγη αντιϰριστών αϰµών).

΄Εστω GV , GE , GF η οµάδα που δρα στο σύνολο χρωµατισµών του ϰύβου, όταν χρωµατίζουµε αντίστοιχα ϰορυφές ή

αϰµές ή έδρες. (Οι οµάδες αυτές είναι ισόµορφες µε την S4.) Τα µονώνυµα Zg δίνονται στον παραϰάτω πίναϰα:

΄Αξονας Συµµετρίας Μοίρες Πλήϑος Zg, g ∈ GV Zg, g ∈ GF Zg, g ∈ GE

− 0o 1 x81 x61 x121
απέναντι έδρες 90o, 270o 6 x24 x21x4 x34
απέναντι έδρες 180o 3 x42 x21x

2
2 x62

απέναντι ϰορυφές 120o, 240o 8 x21x
2
3 x23 x43

απέναντι αϰµές 180o 6 x42 x32 x21x
5
2

Εποµένως, είναι

Z(GV ;x1, . . .) =
1

24
(x81 + 6x24 + 9x42 + 8x21x

2
3),

Z(GF ;x1, . . .) =
1

24
(x61 + 6x21x4 + 3x21x

2
2 + 8x23 + 6x32),

Z(GE ;x1, . . .) =
1

24
(x121 + 6x34 + 3x62 + 8x43 + 6x21x

5
2).
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Παράδειγµα: ΄ΕστωNn το πλήϑος των διαφορετιϰών (µη ισόµορφων) απλών (χωρίς βρόχους ή πολλαπλές αϰµές)

µη ϰατευϑυνόµενων γραφηµάτων µε n ϰορυφές. Θεωρούµε V = [n] το σύνολο ϰορυφών, οπότε ϰάϑε γράφηµα

περιγράφεται από το σύνολο αϰµών του E, όπου E ⊆ A = {{i, j} : 1 ≤ i < j ≤ n}. Εποµένως το E µπορεί να

ϑεωρηϑεί ως ένας χρωµατισµός των στοιχείων του A µε δύο χρώµατα: ‘‘αϰµή’’ ή ‘‘όχι αϰµή’’. Μια µετάϑεση σ ∈ Sn
των ϰορυφών µετατρέπει έναν χρωµατισµό E1 σε έναν άλλον E2, ορίζοντας µια µετάϑεση σ′ ∈ S(A) ως εξής:

σ(i1) = i2, σ(j1) = j2 ⇔ σ′({i1, j1}) = {i2, j2},

δηλαδή αν {i1, j1} ∈ E1, τότε {i2, j2} ∈ E2. Εποµένως, η οµάδα που δρα στο σύνολο X = 2A των γραφηµάτων,

είναι η S(A) ϰαι ϰάϑε τροχιά της αποτελείται από ισόµορφα γραφήµατα. Η S(A) συµβολίζεται ως S
(2)
n ϰαι βάσει

των παραπάνω είναι ισόµορφη µε την Sn. Στον επόµενο πίναϰα φαίνονται τα µονώνυµα Zσ′ , σ′ ∈ S
(2)
n , για n = 4:

σ ∈ S4 πλήϑος σ′ ∈ S
(2)
4 Zσ′

(1)(2)(3)(4) 1 (12)(13)(14)(23)(24)(34) x61
(1, 2, 3, 4) 6 (12, 23, 34, 14)(13, 24) x4x2
(1, 2, 3)(4) 8 (12, 23, 13)(14, 24, 34) x23
(1, 2)(3, 4) 3 (12)(13, 24)(14, 23)(34) x21x

2
2

(1, 2)(3)(4) 6 (12)(13, 23)(14, 24)(34) x21x
2
2

Εποµένως, είναι Z
S
(2)
4

=
1

24
(x61 + 6x2x4 + 8x23 + 9x21x

2
2) ϰαι άρα N4 = 11.

Ασϰήσεις.

1. Με πόσους τρόπους στήνονται σε ένα τρίγωνο τα 8 διαφορετιϰά χρώµατα που περιέχουν οι 15 µπάλες του

αµεριϰάνιϰου µπιλιάρδου, αν η περιστροφή του τριγώνου είναι αδιάφορη;

2. Πόσες δυαδιϰές λέξεις υπάρχουν µε n µηδενιϰά ϰαι n µονάδες, αν δύο λέξεις ϑεωρούνται ίδιες όταν η µια

προϰύπτει από περιστροφή ή ανάϰλαση της άλλης;

3. Πόσοι είναι οι χρωµατισµοί µιας 4 × 4 σϰαϰιέρας µε k χρώµατα, όταν οι χρωµατισµοί που προϰύπτουν από

περιστροφή ϑεωρούνται ίδιοι;

4. Πόσα είναι (n, k)-necklaces, για n = 4 ϰαι n = 7, στα οποία ϰάϑε χρώµα εµφανίζεται τουλάχιστον µία φορά;

5. Πόσα είναι τα µη ισόµορφα γραφήµατα µε 5 ϰορυφές ϰαι 4 αϰµές;

6. Πόσα είναι τα µη ισόµορφα υπογραφήµατα τουK3,3 µε 6 ϰορυφές;
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