1. Γραμμικές αναδρομικές ακολουθίες
Μία ακολουθία {αn}ικανοποιεί την γραμμική αναδρομική σχέση με συντελεστές ck,ck-1,…,c0 αν η 
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Ισχύει για όλους τους ακέραιους n για τους οποίους έχει νόημα.
 (Αν η ακολουθία αρχίζει με α1, αυτό σημαίνει ότι n
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Ο ακέραιος k καλείται τάξη της γραμμικής αναδρομικής σχέσης.

Μία γραμμική αναδρομική ακολουθία είναι μία ακολουθία αριθμών α1,α2,α3.... που ικανοποιεί κάποια γραμμική αναδρομική σχέση με ck 
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 και c0 
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Για παράδειγμα, η ακολουθία
1,2,4,8,16,32,...      (1)  

ικανοποιεί αναδρομική σχέση τάξης k=1, με c1=1 και c0 = -2. 
Αν ck 
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 τότε η γραμμική αναδρομική σχέση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να εκφράσει τον όρο αn+k ως γραμμικό συνδυασμό προηγούμενων όρων:
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Αν 
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τότε μπορούμε να εκφράσουμε τον όρο αn ως γραμμικό συνδυασμό επόμενων όρων:
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Μπορούμε συνεπώς να ορίσουμε όρους της μορφής 
[image: image9.wmf],

,

1

0

-

a

a

 κ.λ.π ορίζοντας έτσι την διπλά άπειρη ακολουθία :
…,
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Που ικανοποιεί την ίδια γραμμική αναδρομική σχέση για όλους τους ακεραίους n, θετικούς ή αρνητικούς.
1.1 Χαρακτηριστικά πολυώνυμα 

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο μιας γραμμικής αναδρομικής σχέσης 
[image: image11.png]Crlnpk + Ci1@npk—1 + *** F C18np1 + Coln =




ορίζεται από το πολυώνυμο: 
[image: image12.png]ezt + ceaz" T 4+ iz + o




Για παράδειγμα, το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της αναδρομικής σχέσης  
[image: image13.png]py1 —2a, =0




που ικανοποιείται από την (1) είναι x-2 . 
Ένα άλλο παράδειγμα είναι η ακολουθία Fibonacci
[image: image14.png]{F}20=0,1,1,2,3,5,8,13,...




Που μπορεί να περιγραφεί με αρχικές τιμές F0=0, F1=1  και την αναδρομική σχέση 
	[image: image15.png]Foit+Foa



   [image: image16.png]
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Για να βρούμε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο, πρέπει να γράψουμε εκ νέου την αναδρομική σχέση όπως στην (0). Η  σχέση (2) ισοδυναμεί με την 
	[image: image17.png]
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η οποία γράφεται ως 
	[image: image19.png]Fopa—Fopn —F, =0




	(4)


που δείχνει ότι η {Fn} αποτελεί γραμμική αναδρομική ακολουθία που ικανοποιεί αναδρομική σχέση τάξης k=2 με c2=1, c1= -1 και c0= -1. Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο είναι x2-x-1.
1.2 Επίλυση Αναδρομικών Σχέσεων
Έστω προς επίλυση η αναδρομική σχέση 

αn= Aαn-1+Bαn-2
όπου Α και Β πραγματικοί αριθμοί. Η λύση εν προκειμένω εξαρτάται από τη φύση των ριζών της χαρακτηριστικής εξίσωσης 

x2-Ax-B=0


(1)

Θα θεωρήσουμε τρείς περιπτώσεις:

1. Αν οι ρίζες x1,x2 της (5) είναι διακεκριμένες , τότε: 
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2. Αν η (5) έχει μία ρίζα διπλή έστω xδ τότε, 
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3. Αν οι ρίζες είναι μιγαδικές συζυγείς σε πολική μορφή,
 x1=r(θ , x2=r((-θ), τότε 
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Σε όλες τις περιπτώσεις οι αριθμοί 
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 μπορούν να προσδιοριστούν αν είναι δεδομένες οι τιμές 
[image: image24.wmf]0

a

και 
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Παράδειγμα. 1. Έστω η αναδρομική σχέση 
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(2)

με αρχικές συνθήκες 
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 Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι:
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Επειδή οι ρίζες είναι x=2 και x=3, κάθε λύση της (2) έχει τη μορφή 
[image: image30.wmf].
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 Συνεπώς, 
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Επιλύοντας το γραμμικό σύστημα παίρνουμε 
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 Η λύση της (2) με τις δοθείσες αρχικές συνθήκες είναι συνεπώς:
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Παράδειγμα. 2.
. Έστω η αναδρομική σχέση 
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(3)

με αρχικές συνθήκες 
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 Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι:
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Επειδή η x = 3 είναι η διπλή ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης, κάθε λύση της (3) έχει τη μορφή 
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. Συνεπώς, 
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Επιλύοντας το γραμμικό σύστημα παίρνουμε 
[image: image43.wmf]4

=

a

 και 
[image: image44.wmf].

2

-

=

b

 Η λύση της (3) με τις δοθείσες αρχικές συνθήκες είναι συνεπώς:
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Παράδειγμα. 3. Έστω η αναδρομική σχέση 
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(4)

με αρχικές συνθήκες 
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 Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι:
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με ρίζες μιγαδικές συζυγείς, συγκεκριμμένα τις x1 = 1+i  και  x2 = 1-i  . Σε πολική μορφή το r = 
[image: image50.wmf]2

 και το θ = 
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Κάθε λύση της (4) έχει τη μορφή 
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 Συνεπώς 
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Λύνοντας το σύστημα παίρνουμε 
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 Η λύση της (4) με τις αρχικές συνθήκες είναι:
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Παράδειγμα. 4. Έστω η ακολουθία Fibοnacci που ικανοποιεί την αναδρομική σχέση 
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(5) 

Με αρχικές συνθήκες 
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 Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι:
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με ρίζες 
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. Συνεπώς, κάθε λύση της (5) έχει τη μορφή :
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Συνεπώς ,


[image: image65.wmf]0

0

=

+

=

b

a

F
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Επίλυση αυτού του γραμμικού συστήματος δίνει 
[image: image67.wmf]5
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Συνεπώς, οι αριθμοί Fibonacci βρίσκονται από την ακόλουθη σχέση γνωστή ως σχέση του Binet.
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2. Μή ομογενείς αναδρομικές σχέσεις

Μία αναδρομική σχέση της μορφής 
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στην οποία η F(n) δεν είναι μηδέν, λέγεται μή ομογενής. Η αντιστοιχούσα ομογενής αναδρομική σχέση είναι 
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Θεώρημα 1.  Αν 
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 είναι μερική λύση της μή ομογενούς αναδρομικής σχέσης 
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  (6)

τότε κάθε λύση της (6) είναι της μορφής 
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όπου, 
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αποτελεί λύση της αντίστοιχης ομογενούς αναδρομικής σχέσης.

Η εφαρμογή του θεωρήματος, απαιτεί την εύρεση μερικής λύσης της (6). Αυτό αποτελεί σε γενικές γραμμές δύσκολο εγχείρημα, αλλά υπάρχει τεχνική για απλές εκφράσεις της F(n) όπως
· Πολυωνυμική μορφή: π.χ F(n)=
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· Εκθετική, π.χ F(n)=
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· Εκθετική 
[image: image78.wmf]´

Πολυωνυμική, π.χ F(n)=
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Θεώρημα 2.  Έστω η μή ομογενής αναδρομική σχέση 
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όπου 
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. Αν t δεν είναι ρίζα της 
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τότε υπάρχει μερική λύση της μορφής
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Αν η t είναι ρίζα της 
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πολλαπλότητας m, τότε υπάρχει μερική λύση της μορφής
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Σημειώστε ότι αν 
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 είναι απλώς ένα πολυώνυμο όπως 
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Παράδειγμα. 5 Έστω η αναδρομική σχέση 
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Η χαρακτηριστική εξίσωση της αντίστοιχης ομογενούς εξίσωσης είναι:
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1. Αν 
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,  τότε μία μερική λύση έχει τη μορφή 
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2. Αν 
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3. Αν 
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Οι τιμές των σταθερών Α,Β και C βρίσκονται με αντικατάσταση του     
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Παράδειγμα. 6  Για την αναδρομική σχέση  
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Η χαρακτηριστική εξίσωση της αντίστοιχης ομογενούς είναι:
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1. Αν η 
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2. Αν η 
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    Παράδειγμα. 7  Για την αναδρομική σχέση  
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Η χαρακτηριστική εξίσωση της αντίστοιχης ομογενούς είναι:
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 Αν η 
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τότε μία μερική λύση έχει τη μορφή 
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Για να το δούμε αυτό, παρατηρούμε ότι 
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 και η x = 1 είναι ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης με πολλαπλότητα 1. 
Τέλος, τα δύο ακόλουθα θεωρήματα δίνουν δύο βασικές αναδρομικές σχέσεις:

Θεώρημα 3. (Αριθμητική ακολουθία). Αν 
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Θεώρημα 4. (Γεωμετρική ακολουθία). Αν 
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4. Εφαρμογές των γραμμικών αναδρομικών σχέσεων στον υπολογισμό πιθανοτήτων μετάβασης ανωτέρας τάξης

Ας θεωρήσουμε τη γενική μορφή μήτρας μεταβάσεων μιας αλυσίδας Markov με χώρο φάσεων S={1,2}, συγκεκριμμένα την 
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Και ας αξιοποιήσουμε την γνωστή σχέση 
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Γνωρίζουμε ακόμη ότι:
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Και συνεπώς απαλείφοντας την 
[image: image128.wmf](

)

n

p

12

 παίρνουμε την αναδρομική σχέση 
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Η τελευταία έχει μοναδική λύση που δίνεται από την 
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Παράδειγμα 8. Υποθέτουμε ότι το στέλεχος ενός ιού εμφανίζεται κάτω από Ν διαφορετικές μορφές και σε κάθε γεννεά παραμένει αμετάβλητος ή μεταλλάσεται σε άλλη μορφή με πιθανότητα p. Ποιά είναι η πιθανότητα το στέλεχος του ιού κατά την nη γεννεά να είναι το ίδιο με αυτό της αρχικής γεννεάς;

Λύση. Μπορούμε να περιγράψουμε την περιγραφόμενη διαδικασία με τη βοήθεια διαδικασίας Markov N φάσεων με μήτρα μεταβάσεων P, διαστάσεων Ν
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Η απάντηση στο πρόβλημα θα δοθεί με τον υπολογισμό της 
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Ανά πάσα στιγμή σημειώνεται μετάβαση από την αρχική φάση σε άλλη φάση με πιθανότητα p, ενώ από οποιαδήποτε φάση σημειώνεται μετάβαση στην αρχική με πιθανότητα q = 
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Από την αναδρομική σχέση 
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Η γενική λύση της οποίας προκύπτει ίση με:
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Παράδειγμα 9. Έστω αλυσίδα Markov με χώρο φάσεων το σύνολο S={1,2,3} και μήτρα μεταβάσεων:
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Να βρεθεί η γενική έκφραση της 
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Λύση. Η χαρακτηριστική εξίσωση της μήτρας P βρίσκεται αν εξισώσουμε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της Ρ με το μηδέν. 
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Από τη λύση της οποίας προκύπτουν τρείς διακριτές ρίζες, συγκεκριμμένα οι 
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είναι της μορφής:
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για κάποιες σταθερές α,β,γ.

Η έκφραση για την 
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 προέρχεται από την γραμμική άλγεβρα:

“ Αν η μήτρα Ρ έχει διακεκριμμένες χαρακτηριστικές ρίζες τότε η Ρ είναι διαγωνοποιήσιμη, δηλαδή υπάρχει αντιστρέψιμη μήτρα V για την οποία 
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Σχέση από την οποία προκύπτει η γενική μορφή της 
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Η λύση που ζητάμε είναι πραγματική ως εκ τούτου μπορούμε να γράψουμε:
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Οπότε η έκφραση για την 
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Για σταθερές α,β,γ. Μερικές πρώτες τιμές για την 
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 βρίσκονται εύκολα οπότε από τις προκύπτουσες εξισώσεις είναι δυνατός ο υπολογισμός των σταθερών α,β και γ.
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οπότε, 
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Για οποιαδήποτε αλυσίδα Markov Μ φάσεων είναι δυνατός ο υπολογισμός της πιθανότητας 
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1. Υπολογίζουμε τις χαρακτηριστικές τιμές λ1,λ2,...,λΜ της μήτρας Ρ με επίλυση της χαρακτηριστικής εξίσωσης.
2. Αν οι χαρακτηριστικές τιμές είναι διακεκριμμένες τότε η 
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έχει τη μορφή: 
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 για κάποιες σταθερές αi i=1,2,…,M που εξαρτώνται από τα i και j. Αν μία χαρακτηριστική ρίζα επαναλαμβάνεται (ας πούμε μιία φορά) τότε η έκφραση για την 
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 περιλαμβάνει τον όρο (αn+
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3. Οι μιγαδικές ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης εμφανίζονται κατά ζεύγη συζυγών μιγαδικών που είναι προτιμητέο να γράφονται σε τριγωνομετρική μορφή.
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